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Abstract
The present research work analyzes the main instrument on which the

current financial regulation (Basel II) is based: Value-at-Risk (“VaR”).
In the first part of this thesis, we consider the VaR effect on portfolio

choices. In this context, we prove that, in the presence of leverage effect, if a
bank uses VaR to measure its own financial assets portfolio risk, it will inve-
st more in riskier securities rather than another bank that doesn’t use VaR.
This occurs for example if a defaultable asset is negotiated in the financial
market (which price evolves according to a CEV model) and the bank is less
risk-averse than a log-investor.

In the second part of the thesis we analyze the VaR effect on financial
markets stability. As shown in this research work VaR is able to increase
markets volatility, making them less stable, because it enhances the endo-
genous risk. We also study the impact of Tobin tax adoption on financial
markets stability. The obtained results show that volatility decreases, even
if the endogenous risk effect is not so weakened.

Currently other risk measures are able to overcome VaR weak points as
Expected Shortfall and CoVaR, that financial regulators should consider in
substitution of VaR. As pointed out in the present research work, indeed,
the adoption of VaR by financial institutions emphasized the recent global
financial crisis.
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Sommario
L’obiettivo di un’economia avanzata è assicurare stabilità al sistema fi-

nanziario, garantendo l’affidabilità del mondo bancario. Se ciò non accade,
si hanno effetti negativi su tutto il sistema economico, come è stato messo in
luce dalla crisi del 1929 e da quella più recente iniziata nel 2007.

Per raggiungere tale obiettivo, apposite autorità di vigilanza a livello
nazionale ed internazionale, come la Banca d’Italia e la Banca Centrale Eu-
ropea, svolgono funzioni di regolamentazione e controllo, al fine di garantire
che il sistema finanziario possa adempiere al proprio ruolo di supporto allo
sviluppo delle attività economiche. Tali autorità si sono adoperate per far
sì che il patrimonio delle banche fosse sufficiente a coprire i rischi a cui il
sistema bancario risulta esposto. Nell’ambito degli Accordi di Basilea, sono
stati definiti i requisiti patrimoniali a cui le istituzioni finanziarie devono sot-
tostare, tenendo conto sia del rischio di mercato, legato alla negoziazione di
titoli, sia del rischio di credito, legato alla concessione di prestiti.
Alla base del calcolo di tali requisiti, viene utilizzato il Value-at-Risk (“VaR”),
ovvero una misura della perdita potenziale di un portafoglio in un certo in-
tervallo di tempo. Il VaR rappresenta, quindi, l’obiettivo di riassumere in un
solo numero, il rischio complessivo di un portafoglio di attività finanziarie.
È evidente come la crisi degli ultimi tre anni abbia costretto le autorità di
vigilanza ad un ripensamento, circa i modelli alla base della valutazione dei
rischi delle istituzioni finanziarie.

Da queste premesse, l’obiettivo che la tesi si pone, è quello di analizzare
se il VaR, attualmente il principale strumento di misura del rischio per le
banche, è idoneo a valutare il rischio a cui sono esposte le istituzioni finan-
ziarie o deve essere superato da nuovi metodi di valutazione del rischio, più
sofisticati ed efficienti.

Il Capitolo 1 analizza la regolamentazione finanziaria, in particolare l’e-
voluzione degli Accordi di Basilea, focalizzandosi sull’Emendamento del 1996
in cui, per la prima volta, si fa riferimento al VaR. Inoltre, si fornisce una
definizione rigorosa di Value-at-Risk, presentando le principali proprietà di
tale misura di rischio. Il capitolo termina con l’analisi degli effetti del VaR
sulla recente crisi finanziaria, soffermandosi sul legame tra Value-at-Risk e
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rischio endogeno e sulla prociclicità del VaR.
Nel Capitolo 2, al fine di valutare gli effetti che l’utilizzo del VaR può

avere sulle scelte di investimento delle banche, sono stati analizzati diversi
modelli matematici presenti in letteratura. In tali modelli si suppone che
l’investitore - la banca - scelga il portafoglio ottimo, risolvendo un problema
di controllo stocastico. I titoli in cui è possibile investire sono i seguenti: un
titolo privo di rischio, che rappresenta per esempio un titolo di Stato e un
certo numero di titoli rischiosi, che seguono un moto Browniano geometrico.
Se si impone un vincolo di VaR statico - il Value-at-Risk all’istante finale
deve essere inferiore di una soglia prefissata - si ottiene che l’investitore com-
pie scelte più rischiose rispetto al caso benchmark - ovvero senza il vincolo
di VaR; mentre, adottando una differente misura di rischio, come l’Expected
Shortfall, il portafoglio risulta meno rischioso.
Tuttavia un vincolo di VaR statico non è realistico, infatti le istituzioni finan-
ziarie devono giornalmente calcolare il Value-at-Risk a dieci giorni. Risulta
quindi necessario introdurre un vincolo di tipo dinamico e in particolare, si
impone il vincolo di VaR in ogni istante di tempo.
Si ottiene che, per diversi modelli a volatilità stocastica, il Value-at-Risk non
è una buona misura di rischio, infatti induce la banca ad investimenti mag-
giormente rischiosi rispetto al caso benchmark.
Inoltre, al fine di rendere l’analisi svolta più attuale ed allineata agli acca-
dimenti economici degli ultimi anni, che hanno visto il fallimento di molte
banche - si pensi a Lehman Brothers, la più grande bancarotta nella storia
degli Stati Uniti - si è modellizzato un mercato in cui è presente un titolo
soggetto al rischio di default. A tale scopo, al termine del secondo capitolo, si
considera un mercato finanziario con un titolo che evolve secondo un modello
CEV (modello a elasticità della varianza costante). Tale modello, infatti, ha
la proprietà di descrivere adeguatamente l’evento di default, poiché il prezzo
del titolo può annullarsi con probabilità positiva.

Nel Capitolo 3, invece, si analizza l’effetto del Value-at-Risk sulla stabi-
lità dell’intero sistema finanziario, quindi, equivalentemente, sul rischio en-
dogeno. A tal fine sono stati utilizzati, come strumento di analisi, i modelli
di equilibrio che prevedono la presenza di più investitori, una parte dei quali
regolamentati e soggetti al vincolo di VaR - le banche -, insieme ad altri non
vincolati - ad esempio fondi hedge. Ogni investitore, risolvendo un problema
di controllo stocastico, sceglie il suo portafoglio ottimo. Imponendo che valga
la legge della domanda e dell’offerta all’equilibrio, si ottiene la dinamica dei
prezzi dei titoli rischiosi.
A questo punto è possibile determinare la volatilità di equilibrio dei titoli ed
in particolare l’effetto del Value-at-Risk su tale volatilità, quindi sulla stabi-
lità dei mercati finanziari. Si ottiene che l’utilizzo del vincolo di VaR non è
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uno strumento idoneo a garantire la solidità dell’intero sistema finanziario.
Allo scopo di stabilizzare i mercati e ridurne la volatilità, col presente lavo-
ro di tesi si introducono nel modello di equilibrio appena descritto, i costi
di transazione sulle operazioni finanziarie, così come è stato recentemente
proposto a seguito della crisi finanziaria. Tale imposta, comunemente nota
come Tobin tax, proposta nel 1973 dal premio Nobel per l’economia James
Tobin, ha l’obiettivo di eliminare molte operazioni cosiddette ad alta frequen-
za. Grazie alle analisi svolte, risulta che tale soluzione riduce effettivamente
la volatilità dei mercati finanziari.

In conclusione, nella tesi si prende in considerazione il principale strumen-
to del risk management del sistema finanziario, il Value-at-Risk. Un’analisi
accurata delle conseguenze a cui tale misura di rischio può portare sono di
particolare importanza, alla luce della recente crisi finanziaria. Nella tesi
si evidenzia che il Value-at-Risk non è una buona misura di rischio, infatti
induce l’investitore (le banche) a compiere scelte notevolmente rischiose ed
incrementa la volatilità dei mercati finanziari. È stato inoltre verificato co-
me, imponendo dei costi di transazione (Tobin tax), i mercati diventino più
stabili.
In sostituzione al Value-at-Risk esistono diverse misure di rischio, maggior-
mente complesse da calcolare, che però risultano più efficienti. L’Expected
Shortfall, per esempio, è una media dei valori maggiori del VaR ed è espres-
so come un integrale di VaR. Tale misura di rischio, rispetto al VaR, tiene
maggiormente conto di eventi estremi come le crisi finanziarie. E’ stata intro-
dotta anche un’altra misura di rischio: il CoVaR, che tiene conto del rischio
contagio ed è espresso come il VaR condizionato al fatto che altre istituzioni
finanziarie si trovino in difficoltà. Tale misura, durante le crisi finanziarie,
fornisce informazioni importanti sia alle autorità di vigilanza, per contene-
re il rischio sistemico, ma anche agli asset manager e ai risk manager delle
istituzioni finanziarie, per gestire in modo più efficiente il portafoglio dell’i-
stituzione stessa e massimizzarne le performance.

Dopo la recente crisi mondiale, i Governi e i principali organismi interna-
zionali hanno, come obiettivo primario, la stabilità dell’economia mondiale;
le riforme necessarie per garantire tale priorità, inizieranno con una revisione
strutturale delle teorie del risk management, in particolare del Value-at-Risk,
il cui utilizzo, come evidenziato da questa tesi, ha accentuato le dinamiche
della crisi.
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Capitolo 1

Risk management e
Value-at-Risk

‘The difficulty lies, not in the new ideas,
but in escaping from the old ones.’
John Maynard Keynes

La stabilità finanziaria riveste un ruolo fondamentale nel contesto del si-
stema finanziario e dell’economia in generale, come ha messo in luce la crisi
del 1929 e quella più recente iniziata nel 2007. All’aumentare del numero del-
le istituzioni finanziarie che ormai operano in uno o più Paesi o continenti,
la stabilità finanziaria mondiale ha assunto maggiore rilevanza. Per tutela-
re il sistema finanziario e assicurarne la stabilità, è necessario individuare le
principali fonti di rischio e vulnerabilità e sensibilizzare ai rischi tutte le parti
interessate, incluse le istituzioni finanziarie e le autorità di vigilanza.

Negli Stati Uniti, dopo la crisi del 1929, vennero adottate diverse misu-
re per accrescere la fiducia nei confronti del sistema bancario e proteggere i
risparmiatori, a tal proposito si veda [36]. Fu creata la Federal Deposit In-
surance Corporation (FDIC) al fine di salvaguardare i depositanti nell’even-
tualità del fallimento di una banca. Venne anche emanato il Glass-Steagall
Act, che impediva alle banche commerciali di svolgere le attività tipiche delle
banche d’investimento. Attualmente negli Stati Uniti il fondo di garanzia
dei depositi continua ad esistere, così come in molti altri Paesi. Sono state
invece abrogate molte delle disposizioni contenute nel Glass-Steagall Act.

A livello globale, c’è stata la tendenza a sviluppare regole sempre più com-
plesse per fissare i requisiti patrimoniali delle banche, infatti è il patrimonio
che assorbe le perdite inattese. Quindi la regolamentazione, oltre a tutelare



Capitolo 1. Risk management e Value-at-Risk

i depositanti, rende le banche consapevoli dei rischi a cui sono esposte.
Da queste premesse, l’obiettivo che la tesi si pone è quello di analizzare

se il principale strumento di misura del rischio per gli istituti finanziari, il
Value-at-Risk (VaR) attualmente in uso, è idoneo per valutare il rischio e
scongiurare crisi future o debba essere superato da nuovi metodi di valuta-
zione del rischio.

Nel presente capitolo l’attenzione è focalizzata sull’attuale regolamenta-
zione del sistema finanziario (Basilea II ), concentrandosi sul Value-at-Risk
ed evidenziando i punti deboli di tale regolamentazione.
Nel primo paragrafo analizziamo gli Accordi di Basilea, facendo riferimento
a [7], [6], [8], [27] e [28], soffermandoci sull’Emendamento del 1996, in cui,
per la prima volta, si fa riferimento al VaR.
Il Value-at-Risk è definito nel secondo paragrafo, facendo riferimento a [31]
e [34]. Infine, nell’ultimo paragrafo, affrontiamo il tema degli effetti del VaR
sulla crisi finanziaria. A tale scopo introduciamo il rischio endogeno e il
concetto di prociclicità del Value-at-Risk.

1.1 Accordi di Basilea
L’obiettivo della regolamentazione è di stabilire i requisiti patrimoniali

minimi delle banche, per far fronte alle perdite che si verificano negli scena-
ri peggiori in un dato orizzonte temporale. Invece, le perdite attese, quindi
quelle di cui mediamente una banca risente, vengono generalmente coperte
dalle maggiorazioni di prezzo applicate ai prodotti bancari. Il patrimonio
serve perciò per proteggere la banca da risultati estremamente sfavorevoli.

Le banche competono nei mercati finanziari con le società d’intermedia-
zione mobiliare e con le compagnie d’assicurazione. Tali istituzioni finanziarie
sono soggette a organismi di regolamentazione generalmente diversi da quelli
previsti per le banche. Tuttavia, gli organismi di regolamentazione delle isti-
tuzioni finanziarie si trovano a dover affrontare problemi simili: nel caso delle
banche il loro scopo è tutelare i depositanti e garantire la stabilità del sistema
finanziario; mentre per le società d’intermediazione mobiliare, proteggere i
clienti dei brokers dal rischio di fallimento e assicurare che i mercati funzio-
nino regolarmente; nel caso delle compagnie d’assicurazione, il loro scopo è
tutelare gli assicurati dall’insolvenza delle compagnie.

Negli Stati Uniti, per quanto riguarda i requisiti patrimoniali, ci sono se-
gnali di convergenza della regolamentazione delle istituzioni finanziarie. Gli
organismi che regolano le società d’intermediazione mobiliare e le compagnie
d’assicurazione, stanno adottando metodi simili agli organismi che regola-
no le banche. L’Unione Europea, prevede che i requisiti patrimoniali delle
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Capitolo 1. Risk management e Value-at-Risk

società d’intermediazione mobiliare vengano determinati in modo analogo a
quanto stabilito per le banche. Anche per quanto riguarda le compagnie di
assicurazione, l’obiettivo è di adattare la regolamentazione prevista per le
banche, quindi Basilea II, attraverso il progetto Solvency II.

Prima del 1988, le autorità di vigilanza regolavano il patrimonio del-
le banche fissando livelli minimi per il rapporto tra patrimonio e attività
complessive. Tuttavia, le definizioni di patrimonio e i rapporti presi in consi-
derazione variavano da Paese a Paese, quindi la competizione internazionale
tra banche non avveniva in condizioni uniformi dal punto di vista normativo.
Un altro problema era rappresentato dal numero crescente di nuovi contratti
negoziati dalle banche, soprattutto in mercati over the counter, come per
esempio gli interest rate swaps, i currency swaps e le opzioni su valuta, che
aumentavano il rischio di credito delle banche ed erano per lo più registrati
fuori bilancio.
Tali problemi indussero le autorità di vigilanza di alcuni Paesi (Belgio, Ca-
nada, Francia, Germania, Giappone, Italia, Lussemburgo, Olanda, Regno
Unito, Stati Uniti, Svezia, Svizzera) a costituire il Basel Committee on
Banking Supervision. Questo Comitato si riunisce regolarmente a Basilea
sotto il patronato della Bank for International Settlements (BIS).

Il primo importante documento del Comitato di Basilea fu l’Accordo di
Basilea del 1988, più comunemente noto come Basilea I, che fu il primo ten-
tativo di fissare uno standard internazionale con cui misurare l’adeguatezza
del patrimonio delle banche.
Basilea I si focalizzava su due punti: il primo, riprendendo ciò che era in
essere prima del 1988, prescriveva che il rapporto tra attività e patrimonio
non superasse il limite di 20. Il secondo punto riguardava ciò che sarebbe
diventato noto come Cooke ratio, quindi il rapporto tra il patrimonio e le
attività ponderate per il rischio (risk-weighted assets, RWA). Nel Cooke ra-
tio si consideravano anche le attività fuori bilancio e a ciascuna di esse era
associato un rischio, secondo quanto stabilito nel documento di Basilea I.
Con tali informazioni si poteva così ricavare il valore di RWA.
L’Accordo prescriveva che il Cooke ratio fosse almeno pari all’8%. Il pa-
trimonio aveva due componenti, il Tier 1 Capital e il Tier 2 Capital, come
descritto in [6]. Tuttavia nel 1998, si veda [7], è stato aggiornato e per i
rischi di mercato, di cui si parlerà in seguito, è stato aggiunto il Tier 3 Capi-
tal. In definitiva, la struttura del patrimonio di vigilanza risulta attualmente
articolata nel seguente modo:

1. Tier 1 Capital o patrimonio di base, che include il capitale sociale
versato, le riserve, il fondo dei rischi bancari e generali e gli strumenti
innovativi di capitale;
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2. Tier 2 Capital o patrimonio supplementare primario, che include le
riserve di rivalutazione, gli strumenti ibridi di patrimonializzazione, le
passività subordinate, il fondo rischi di credito (al netto delle minusva-
lenze nette su titoli e degli altri elementi negativi), le plusvalenze o le
minusvalenze nette sulle partecipazioni;

3. Tier 3 Capital o patrimonio supplementare secondario, che include i
prestiti subordinati di terzo livello.

Almeno il 50% dei requisiti patrimoniali doveva essere rappresentato da pa-
trimonio primario.

Nel 1995 il Comitato di Basilea presentò una proposta per emendare l’Ac-
cordo. Tale proposta divenne nota come Emendamento del 1996. Entrò
in vigore nel 1998 e venne talvolta chiamata BIS 98.
L’Emendamento del 1996 prescriveva che le istituzioni finanziarie dovessero
detenere capitale anche a fronte dei rischi di mercato, oltre che a fronte dei
rischi creditizi. L’Emendamento distingueva tra trading book e banking book.
Il primo è costituito da diversi strumenti tra cui azioni, obbligazioni, swaps,
forwards e derivati esotici e viene rivalutato con frequenza giornaliera. Invece
il banking book è formato soprattutto da prestiti e non è di solito rivalutato
con frequenza.
In base all’Emendamento, i requisiti patrimoniali a fronte del rischio di credi-
to previsti da Basilea I continuavano a valere, ad essi però andavano sommati
i requisiti patrimoniali a fronte dei rischi di mercato per tutte le voci del
trading book. Quest’ultimi potevano essere determinati in base al metodo
standardizzato, che considerava separatamente i diversi strumenti finanziari,
senza tener conto delle possibili correlazioni.
Tuttavia, alle banche più sofisticate fu consentito adottare un metodo basato
sui modelli interni (internal model-based approach). In questo caso, le banche
dovevano calcolare il Value-at-Risk del trading book, ottenendo i requisiti
patrimoniali a fronte dei rischi di mercato (market risk capital charge) con
la seguente formula:

k · VaR + SRC,

dove k è un fattore moltiplicativo e SRC è il requisito patrimoniale a fronte
dei rischi specifici o idiosincratici (specific risk charge), che è presente per
esempio nel caso di un corporate bond, in cui si ha il rischio di interesse (che
rientra nel VaR) e il rischio di credito (che fa parte dell’SRC). Il Value-at-
Risk nella formula è il maggiore tra il VaR del giorno precedente e la media
dei VaR osservati negli ultimi sessanta giorni.

In definitiva, in seguito all’Emendamento del 1996, le banche che adotta-
vano l’internal model-based approach furono tenute ad avere un patrimonio
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pari alla somma di due componenti: il credit risk capital, pari all’8% dei
credit risk weighted assets (RWAC) e il market risk capital, pari all’8% dei
market risk weighted assets (RWAM = 12.5% · (k · VaR + SRC)), quindi:

Patrimonio di vigilanza = 8% · (RWAC + RWAM).

L’Accordo di Basilea del 1988 ha comportato,nel decennio successivo alla sua
adozione, un significativo aumento del capitale bancario e ha contribuito in
modo determinante alla stabilità del sistema bancario globale. Aveva tuttavia
diversi punti deboli:

• tutti i prestiti bancari nei confronti delle società avevano lo stesso coef-
ficiente di rischio, pari al 100% e richiedevano la stessa quantità di ca-
pitale. Pertanto, i prestiti a società con rating AAA venivano trattati
allo stesso modo dei prestiti a società con rating B;

• erano trascurati i benefici della diversificazione.

Nel giugno 1999, il Comitato di Basilea ha proposto nuove regole, che han-
no preso il nome di Basilea II. Alcune modifiche sono state apportate nel
gennaio 2001 e nell’aprile 2003. Per verificare gli effetti sui requisiti patri-
moniali derivanti dall’applicazione di tali regole, sono stati condotti diversi
studi sull’impatto quantitativo. Le regole approvate da tutti i membri del
Comitato di Basilea sono state emanate nel giugno 2004 e aggiornate nel
novembre 2005. L’implementazione di Basilea II è iniziata con il 1◦ gennaio
2007. I requisiti patrimoniali previsti da Basilea II si applicano alle banche
attive a livello internazionale. In Europa, tutte la banche, grandi o piccole,
sono regolate secondo Basilea II. Inoltre, l’Unione Europea ha stabilito che
le regole di Basilea II vengano applicate non solo alle banche, ma come già
ricordato, anche alle società di intermediazione mobiliare.
Basilea II si basa su tre pilastri:

• I pilastro: requisiti patrimoniali minimi (minimum capital require-
ments);

• II pilastro: processo di controllo prudenziale (supervisory review);

• III pilastro: disciplina di mercato (market discipline).

Il primo pilastro prevede che i requisiti patrimoniali a fronte del rischio
di credito del banking book, siano calcolati in modo più sofisticato rispetto
a quanto avveniva in Basilea I. I requisiti patrimoniali, a fronte del rischio
di mercato non sono stati modificati rispetto a quanto previsto dall’Emen-
damento del 1996 ed è stato introdotto un nuovo requisito patrimoniale a
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fronte dei rischi operativi. Il requisito generale previsto da Basilea I, secondo
cui il patrimonio delle banche deve essere almeno pari all’8% delle attività
ponderate per il rischio, è rimasto invariato. Pertanto si ottiene:

Patrimonio di vigilanza = 8% · (RWAC + RWAM + RWAO),

dove RWAO rappresenta gli operational risk weighted assets ed è quindi il
contributo dovuto al rischio operativo.

Secondo Basilea II, per determinare il patrimonio a fronte dei rischi
di credito, le banche hanno la possibilità di utilizzare una delle seguenti
metodologie:

1. il metodo standardizzato (standardized approach);

2. il metodo IRB di base (foundation IRB approach);

3. il metodo IRB avanzato (advanced IRB approach).

Il metodo standardizzato è utilizzato da banche che operano in attività di
credito non complesse e dotate di sistemi di controllo semplificati. Questo
metodo si fonda sull’utilizzo di ratings forniti da agenzie specializzate come
Moody’s e Standard & Poor.

Il metodo basato sui ratings interni (internal ratings based-IRB) utilizza
le seguenti quantità:

• WCDR: il peggior tasso d’insolvenza (worst-case default rate), che
si ritiene non venga oltrepassato nel prossimo anno ad un livello di
confidenza del 99.9%;

• PD: la probabilità d’insolvenza (probability to default) di ogni prestito
nel prossimo anno;

• EAD: l’esposizione soggetta all’insolvenza (exposure at default) per
ciascun prestito;

• LGD: la perdita in caso d’insolvenza (loss given default), ossia la quota
dell’esposizione che verrà persa in caso d’insolvenza.

• MA: l’aggiustamento in funzione della scadenza (maturity adjustment),
che è definito da:

MA = 1 + (M− 2.5) · b
1− 1.5 · b ,

dove
b = [0.11852− 0.05478 · log(PD)]2
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ed M è la scadenza dell’esposizione. Il maturity adjustment è stato
introdotto per tener conto che, se uno strumento dura più di un anno,
c’è un’esposizione creditizia derivante dalla possibile insolvenza della
controparte o comunque dal peggioramento del suo merito di credito.
Si noti, in particolare, che nel caso M = 1 si ottiene MA = 1.

La quantità WCDR viene ricavata utilizzando le copule Gaussiane per rap-
presentare la dipendenza tra una qualsiasi coppia di debitori.
Il capitale richiesto a fronte del rischio di credito è dato da: EAD · LGD ·
(WCDR−PD) ·MA, quindi RWAC è dato da questa espressione moltiplicata
per 12.5%.

Nel metodo foundation IRB è la banca che stima PD, mentre LGD, EAD
ed M sono valori fissati dal Comitato di Basilea. Invece nel metodo advanced
IRB è la banca che stima anche queste ultime tre quantità.
La scelta del metodo da utilizzare dipenderà dal grado di sofisticazione della
banca.

Analogamente al rischio di credito, anche per determinare il patrimonio
a fronte dei rischi operativi, vi sono tre metodologie:

1. il metodo base (basic indicator approach);

2. il metodo standardizzato (standardized approach);

3. il metodo avanzato di misurazione (advanced measurement approach).

Il basic indicator approach prevede che il patrimonio della banca a fronte del
rischio operativo, debba essere pari al 15% della media annua del margine
d’intermediazione, rilevato negli ultimi tre esercizi.
Lo standardized approach è simile a quello base, fatta eccezione che l’attività
della banca viene divisa in otto linee di business ed il requisito patrimoniale
per ciascuna linea, è calcolato moltiplicando il margine d’intermediazione per
il fattore attribuito a quella linea.
Infine, l’advanced measurement approach prescrive che la banca utilizzi i suoi
modelli interni per il calcolo delle perdite operative che, ad un livello di con-
fidenza del 99.9%, non verranno oltrepassate nel corso di un anno.
Anche in questo caso, il metodo utilizzato dipende dal grado di sofisticazione
della banca.

Il secondo pilastro di Basilea II riguarda il processo di controllo pruden-
ziale svolto dalle autorità di vigilanza. In particolare, si fonda sulla conside-
razione che il sistema di valutazione e controllo dei rischi delle banche debba
essere posto sotto l’attenta supervisione delle autorità di vigilanza. Pertanto,
queste ultime devono accertare che i sistemi interni di risk management delle
banche siano affidabili, che il management ne faccia un utilizzo appropriato
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e che la banca abbia una dotazione di capitale adeguata per i rischi in essere.
Un’azione come questa esercitata dalle autorità potrebbe portare, per esem-
pio, a stabilire che il fabbisogno di capitale della banca è al di sopra del livello
minimo determinato in funzione del primo pilastro. In tal caso le autorità
avrebbero la facoltà di richiedere che le banche operino con un patrimonio
superiore al minimo regolamentare. Tale incremento del patrimonio potrebbe
anche essere dovuto a rischi di natura diversa da quelli di credito, di mercato
e operativi. Tra essi si possono considerare i rischi strategici e alcuni aspetti
dei rischi di liquidità e di reputazione. In ogni caso, il confronto continuo
tra autorità di vigilanza e banca sul tema dei sistemi di risk management,
rappresenta un fattore di stimolo al continuo miglioramento dei processi e
degli strumenti applicati alla gestione del rischio.
Più in particolare, il processo di controllo prudenziale si articola in due fasi
principali: la prima è denominata ICAAP (Internal Capital Adeguacy As-
sesment Process); la seconda fase invece è detta SREP (Supervisory Review
and Evaluation Process). L’ICAAP è una fase di autovalutazione in cui la
banca deve giudicare l’adeguatezza del proprio patrimonio in funzione, oltre
che dei rischi considerati nei requisiti minimi, di alcuni altri fattori: i rischi
non considerati, la situazione congiunturale, la capacità della struttura orga-
nizzativa e del sistema dei controlli interni. La fase SREP, invece, consiste
nella revisione da parte dell’autorità di vigilanza del processo ICAAP, al fine
di esprimere una valutazione circa l’adeguatezza dei sistemi di misurazione e
controllo dei rischi, della dotazione patrimoniale e degli assetti organizzativi
e di controllo.

Infine, il terzo pilastro riguarda la disciplina di mercato. L’obiettivo è
raggiungere una maggiore trasparenza nell’informazione pubblica delle ban-
che. Il mercato dovrebbe avere informazioni sufficienti per capire l’effettiva
natura dell’attività svolta e dei sistemi di risk management utilizzati. In
questo modo, è possibile esprimere una valutazione sull’adeguatezza della
capitalizzazione della banca. Inoltre consente al mercato di premiare le ban-
che che hanno sistemi di gestione appropriati e capitalizzazione adeguata e
penalizzare invece gli istituti finanziari che si trovano in condizioni diverse.
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1.2 Value-at-Risk
Come è stato evidenziato nel precedente paragrafo, il Value-at-Risk è

diventato dal 1996, a seguito dell’“Emendamento dell’Accordo sui Requisiti
Patrimoniali per incorporarvi i Rischi di Mercato”, il principale strumento
di misura del rischio per gli istituti finanziari. Tuttavia presenta alcuni punti
deboli, messi in luce da accademici, dal Fondo Monetario Internazionale [29]
e dalla Banca Centrale Europea [26], che possono aver alimentato la recente
crisi finanziaria.

Il Value-at-Risk (valore a rischio - VaR) rappresenta il tentativo di rias-
sumere in un solo numero il rischio complessivo di un portafoglio di attività
finanziarie. Il VaR è stato per la prima volta utilizzato verso la fine degli
anni ’80 dalle principali istituzioni finanziarie ed è diventato pratica comune
a partire dal 1994, quando sono state pubblicate da parte di J.P. Morgan [30]
le metodologie per calcolarlo.

Allo scopo di definire il VaR, consideriamo un portafoglio di strumenti
finanziari e indichiamo con V (t) il suo valore all’istante t. Nella pratica t è
espresso in giorni. Fissiamo h > 0, anch’esso espresso in giorni e consideria-
mo l’istante futuro t+h e la variabile aleatoria V (t+h) che indica il valore del
portafoglio a quell’istante, definita su uno spazio di probabilità (Ω,F ,P). In
generale si sceglie h uguale ad 1 giorno oppure a 10 giorni quando si tratta il
rischio di mercato, invece si pone h uguale ad 1 anno per il rischio di credito
e per il rischio operativo.

Definiamo la perdita del portafoglio tra t e t+h come la variabile aleatoria
seguente:

L(t+ h) = −(V (t+ h)− V (t))

e sia FL(l) = P(L(t + h) 6 l), con l ∈ R, la funzione di distribuzione cumu-
lativa della perdita L.

L’obiettivo è determinare a partire da L una misura del rischio di detene-
re il portafoglio tra t e t+ h. Una misura ovvia sarebbe la massima perdita
possibile, quindi inf{l ∈ R : FL(l) = 1}. Tuttavia in molti modelli di interes-
se, la massima perdita è infinita.
Il Value-at-Risk è una semplice estensione della massima perdita: l’idea è di
rimpiazzare ‘massima perdita’ con ‘massima perdita che non è superata con
un’elevata probabilità’, il cosiddetto livello di confidenza.

Definizione 1.1 (Value-at-Risk). Consideriamo un livello di confidenza
α ∈ (0, 1). Allora il Value-at-Risk al livello di confidenza α è dato da:

VaRα(t+h) = inf{l ∈ R : P(L(t+h) > l) 6 1−α} = inf{l ∈ R : FL(l) > α}.
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Quindi il VaR è un quantile della distribuzione di perdita, di conseguenza

P(L(t+ h) > VaRα(t+ h)) > 1− α.

Tipici valori per α sono α = 0.95 e α = 0.99.
Se la loss L è nota, il VaR ha il vantaggio di essere facilmente calcolabile.
Tuttavia un punto debole del VaR è che, essendo un quantile, non tiene in
considerazione le perdite che possono avvenire con una probabilità minore
di 1 − α. Questo aspetto diventa rilevante quando i ritorni non hanno una
distribuzione ellittica, di cui la distribuzione normale è un caso particolare.
Tuttavia, nel caso del rischio di credito, di mercato e soprattutto del rischio
operativo, a causa del fenomeno delle code pesanti, la distribuzione dei ritor-
ni non è ellittica, quindi la conoscenza di ciò che accade oltre il VaR diventa
fondamentale.

Per comprendere più a fondo questo punto debole del VaR, è utile fare
riferimento alla nozione di misura di rischio coerente, che ora introduciamo.
Il concetto di misura di rischio coerente è stato per la prima volta in-
trodotto da Artzner et al. [3], [4], esteso a spazi di probabilità generali da
Delbaen [22], mettendo in luce che il Value-at-Risk non è una misura di ri-
schio coerente.
L’obiettivo è determinare una lista di proprietà che una buona misura di ri-
schio dovrebbe avere. A tale scopo è necessario dare una definizione formale
di misura di rischio.
Consideriamo uno spazio di probabilità (Ω,F ,P) e un orizzonte temporale
h > 0. Sia L0(Ω,F ,P) l’insieme delle variabili aleatorie a valori reali.
SiaM ⊂ L0(Ω,F ,P) l’insieme delle perdite di portafoglio lungo l’orizzonte
temporale h.
Conviene inoltre richiedere cheM sia un cono convesso, quindi che se L1 ∈M
e L2 ∈M allora anche L1 + L2 ∈M e λL1 ∈M per ogni λ > 0.
Le misure di rischio sono funzioni ρ :M→ R, le quali devono soddisfare le
seguenti proprietà per essere coerenti:

1. subadditività: ρ(L1 + L2) 6 ρ(L1) + ρ(L2), ∀L1, L2 ∈M. La misura
di rischio di un portafoglio risultante dalla fusione di altri due, non
deve essere maggiore delle misure di rischio relative ai due portafogli
originari (utilizza il concetto della diversificazione);

2. omogeneità positiva: ρ(αL) = αρ(L), ∀α > 0 e L ∈ M. Se aumen-
tiamo la dimensione di un portafoglio in base a un fattore moltiplicativo
α, lasciandone invariata la composizione, la sua misura di rischio deve
moltiplicarsi per α;
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3. invarianza per traslazione: ρ(L+α) = ρ(L) +α, ∀α ∈ R e L ∈M.
Se sottraiamo un capitale α a un portafoglio, la sua misura di rischio
deve aumentare di un importo pari a α;

4. monotonia: ρ(L1) 6 ρ(L2), ∀L1, L2 ∈ M con L1 6 L2 quasi certa-
mente. Se il valore di un portafoglio è minore o uguale a quello di un
altro portafoglio quasi certamente, la sua misura di rischio deve essere
maggiore di quella dell’altro portafoglio.

Il Value-at-Risk non è una misura di rischio coerente, infatti vale il seguente
risultato, per la cui dimostrazione si rimanda a [22]:

Teorema 1.1. Se lo spazio di probabilità (Ω,F ,P) è puramente non atomico,
ovvero P assegna ai punti probabilità nulla, allora non esiste alcuna misura
di rischio coerente a valori reali definita su L0(Ω,F ,P).

Quindi il Value-at-Risk non può essere una misura di rischio coerente, essen-
do a valori reali. In particolare, poiché è un quantile, soddisfa l’omogeneità
positiva, l’invarianza per traslazione e la monotonia, quindi non può soddi-
sfare la subadditività. Tale proprietà però è molto importante, perché, come
già descritto sopra, si fonda sul concetto di diversificazione: sommando due
rischi, il rischio diminuisce, perciò il rischio di un portafoglio è minore o
uguale della somma dei rischi che lo compongono.
Possiamo verificare che il Value-at-Risk non soddisfa la proprietà di subaddi-
tività anche con un semplice esempio. Consideriamo due defaultable bonds
A e B. Ciascun emittente può fallire con probabilità 0.04 realizzando una
perdita pari a 100, la perdita è invece pari a 0 se non si verifica il fallimento.
Si nota facilmente che

VaR0.05(A) = VaR0.05(B) = VaR0.05(A) + VaR0.05(B) = 0,

la perdita del portafoglio A+B è:

1. 0 con probabilità (0.96)2 = 0.9216,

2. 200 con probabilità (0.04)2 = 0.0016,

3. 100 con probabilità 1− 0.9216− 0.0016 = 0.0768.

Di conseguenza

VaR0.05(A+B) = 100 > VaR0.05(A) + VaR0.05(B) = 0.

Si può tuttavia dimostrare che il Value-at-Risk è una misura di rischio coe-
rente nel caso di distribuzioni ellittiche.

11



Capitolo 1. Risk management e Value-at-Risk

Un esempio di misura di rischio coerente è l’Expected Shortfall (ES),
che tiene conto delle perdite che si verificano con una probabilità inferio-
re a 1 − α, un’informazione non fornita dal VaR, a tal proposito si ve-
da [10]. L’Expected Shortfall è definito come il valor medio della perdita
condizionatamente al fatto che essa sia superiore al VaR.

Definizione 1.2 (Expected Shortfall). Sia L ∈ L1(Ω,F ,P), con funzio-
ne di distribuzione cumulativa FL, allora l’Expected Shortfall al livello di
confidenza α ∈ (0, 1) è dato da:

ESα = 1
1− α

∫ 1

α
F−1
L (1− u) du.

Il legame tra l’Expected Shortfall e il Value-at-Risk è il seguente:

ESα = 1
1− α

∫ 1

α
VaRu du.

Ovviamente ESα > VaRα. L’Expected Shortfall può essere interpretato come
la perdita attesa condizionatamente al fatto che la perdita superi il VaR:

ESα = E[L|L > VaRα].

Nel caso in cui L(t+ 1) ∼ N(µ, σ2) allora

ESα(L(t+ 1)) = µ+ σE
(
L(t+ 1)− µ

σ

∣∣∣∣L(t+ 1)− µ
σ

> F−1
L(t+1)−µ

σ

(α)
)

=

= µ+ σ
φ(Φ−1(α))

1− α ,

dove φ e Φ sono rispettivamente la densità e la cumulata della probabilità
della perdita L(t+ 1).
L’Expected Shortfall può essere calcolato esplicitamente anche nel caso di una
perdita distribuita come una t-Student. Supponiamo che (L(t + 1) − µ)/σ
sia distribuita come una t-Student standardizzata tv, con v gradi di libertà,
quindi L(t+ 1) ∼ t(v, µ, σ2), allora si ha che:

ESα(L(t+ 1)) = µ+ σ
fv
(√

v
v−2t

−1
v (α)

)
1− α ·

v +
(√

v
v−2t

−1
v (α)

)2

v − 1

√
v − 2
v

,

dove fv rappresenta la densità della t-Student con v gradi di libertà e tv la
cumulata della t-Student standardizzata con v gradi di libertà.
L’Expected Shortfall è più sensibile rispetto al Value-at-Risk a perdite estre-
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me. Infatti, considerando una distribuzione Normale con media nulla, per la
perdita otteniamo:

ESα

VaRα = φ(Φ−1(α))
(1− α)Φ−1(1− α) .

Il rapporto è maggiore di 1, in particolare nel caso di α = 0.99 è pari a 1.15;
inoltre nel caso di code grasse il rapporto cresce. In più, considerando sempre
una distribuzione Normale, si ha che:

lim
α→1

ESα

VaRα = 1,

invece, nel caso di una t-Student con v > 1 gradi di libertà si ottiene:

lim
α→1

ESα

VaRα = v

v − 1 .

Per piccoli livelli di probabilità la differenza tra Expected Shortfall e Value-at-
Risk è trascurabile nel caso della distribuzione Normale, la differenza diviene
invece significativa nel caso di code grasse e tende a crescere con l’accentuarsi
del fenomeno.

Oltre a non essere una misura di rischio coerente, vi sono altri punti de-
boli legati al Value-at-Risk. Uno di questi è rappresentato dal calcolo del
VaR a 10 giorni, infatti molte istituzioni utilizzano quanto suggerito dalla
regolamentazione, quindi il metodo square-root-of-time. Secondo quest’ulti-
mo metodo, per ottenere il VaR a 10 giorni è sufficiente moltiplicare il VaR
a 1 giorno per la radice quadrata di 10. Tuttavia, tale regola vale solo se
i rendimenti sono indipendenti e identicamente distribuiti, ma chiaramente
questi assunti sono generalmente violati nella realtà. Su questo argomento si
veda [24].

Un’importante verifica dell’attendibilità del Value-at-Risk è rappresenta-
ta dal back-testing, che è inoltre richiesto dall’Emendamento dell’Accordo
di Basilea. Si tratta di verificare il comportamento delle stime del VaR sulla
base dei dati storici. Le banche devono utilizzare le variazioni giornaliere del
valore del portafoglio, sia effettive che ipotetiche, per verificare l’attendibilità
del VaR giornaliero al 99%. Per effettuare il back-testing si considerano tutte
le cosiddette violazioni del VaR, quindi tutte le volte in cui la perdita è stata
superiore al VaR. Poiché la probabilità teorica che questo si verifichi è pari
a 99%, o più in generale a 1 − α, si verifica statisticamente se il parametro
1− α rappresenta adeguatamente la realtà. In particolare la frazione di vio-
lazioni che sono avvenute dovrebbe essere vicino proprio a 1 − α. Secondo
l’Emendamento dell’Accordo di Basilea, se il numero delle violazioni nel cor-
so degli ultimi 250 giorni è minore di 5, il moltiplicatore regolamentare del
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VaR, indicato nel primo paragrafo con la lettera k, è pari al livello minimo
di 3. Se il numero delle violazioni è 5, 6, 7, 8 o 9, il moltiplicatore è pari,
rispettivamente, a 3.4, 3.5, 3.65, 3.75 e 3.85.

Infine, un altro modo per tenere conto delle perdite che si verificano con
probabilità 1−α, oltre a considerare altre misure di rischio come l’Expected
Shortfall, è lo stress-testing, richiesto dal Comitato di Basilea come inte-
grazione del Value-at-Risk. Consiste nella stima delle ripercussioni sul valore
del portafoglio di variazioni estreme nelle condizioni di mercato. Di solito,
come già ricordato, queste variazioni estreme hanno una probabilità molto
bassa, praticamente nulla, nei modelli di stima del VaR, eppure si verificano
e la recente crisi ne è un esempio. Operativamente uno stress test può es-
sere implementato secondo due diverse direzioni: scenario analysis e stress
testing models and parameters. Quando uno stress test indica una criticità,
il management deve identificare i rischi e mettere in atto le strategie per la
gestione del rischio che mirano ad eliminarli, come ad esempio: incremento
delle riserve di capitale, modifica delle esposizioni ai fattori di rischio.
Uno stress testing secondo la metodologia scenario analysis, considera un in-
sieme di variazioni dei fattori di rischio, il portafoglio è valutato per questi
nuovi valori e si arriva a calcolare la perdita del portafoglio. La generazione di
uno scenario può essere unidimensionale, se si considera un fattore di rischio
per volta, oppure multidimensionale, se variano più fattori di rischio simul-
taneamente. Invece, nel caso della metodologia stress testing models and
parameters si procede a valutare quanto la misura di rischio sia influenzata
dalla scelta del modello o dei valori dei parametri.

1.3 Gli effetti del Value-at-Risk sulla crisi
finanziaria

La recente crisi finanziaria, che successivamente si è estesa all’economia
reale, ha avuto origine nel segmento dei mutui statunitensi ad alto rischio e
dei prodotti strutturati.
Alla fine del 2006 la crescita dei prezzi delle abitazioni negli Stati Uniti si è
arrestata bruscamente, riflettendo il rialzo dei tassi di interesse ufficiali e il
rallentamento dell’economia.
Nei primi mesi del 2007 i mutui subprime, erogati a controparti con basso
merito di credito, hanno cominciato ad evidenziare elevati tassi di default.
Attraverso complesse operazioni di finanza strutturata, gli intermediari che
hanno originato questi prestiti, li hanno trasferiti in prodotti opachi e com-
plessi da valutare. Il forte aumento dei tassi di insolvenza ha determinato
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incertezza, riguardo al valore degli strumenti di credito strutturato collegati
ai mutui subprime, in particolare mortgage-backed securities (MBS) e collate-
ralized debt obligations (CDO), che sono di fatto risultati non più negoziabili
sul mercato.

La dimensione iniziale del problema non era tuttavia tale da avere un
effetto sistemico; l’impatto è stato uniforme, ma concentrato in alcuni Paesi
(USA, UK, Svizzera, Germania, Francia, Olanda, Irlanda), su banche al-
tamente levereggiate, particolarmente esposte al segmento dei mutui e ai
prodotti della finanza strutturata.

Tuttavia, la crisi dei prodotti legati ai mutui subprime, ha contagiato
rapidamente altri mercati e numerosi segmenti del sistema finanziario. Le
istituzioni finanziarie colpite, hanno iniziato a vendere con conseguente di-
minuzione dei prezzi; le incertezze e la poca trasparenza sulle dimensioni del
problema, hanno provocato il blocco del mercato interbancario. I problemi
di liquidità hanno portato alla vendita di altri asset: corporate bond, equity
e titoli di Stato, causando il deterioramento dei prezzi e l’accumulo di altre
perdite.
Di conseguenza anche i portafogli delle istituzioni finanziarie, non diretta-
mente coinvolte, si sono svalutati provocando una generalizzata contrazione
del patrimonio e dei ratios patrimoniali del sistema bancario, causando così
il deleveraging di tutto il sistema finanziario e una brusca crescita dell’avver-
sione al rischio. Successivamente la crisi si è estesa anche all’economia reale
con il blocco dei finanziamenti alle economie emergenti, la stretta creditizia
per le imprese e le famiglie, l’insolvenza e il fallimento di un numero crescente
di banche e di istituzioni finanziarie.

Una delle cause della crisi è stata l’abolizione del Glass Steagall Act
da parte del Congresso degli Stati Uniti, con il Gramm-Leach-Bliley Act
del 1999, che imponeva una distinzione giuridica fra banche commerciali e
banche d’investimento, attività che non potevano essere svolte dallo stesso
soggetto giuridico per il conflitto di interessi esistente fra le due. Tale legge
era stata approvata nel 1933 a seguito della crisi del ’29.

Ilmodello origination & distribution, di natura anglosassone, ha avu-
to un ruolo centrale nella crisi. In base a tale modello, la banca, l’originator,
cede un portafoglio di crediti ad una società veicolo (SPV, special purpose ve-
hicle), la quale viene costituita ad hoc per consentire il trasferimento del pool
di prestiti. A questo punto avviene il processo della securitization (cartola-
rizzazione), in base al quale l’SPV converte i crediti in strumenti cartolari
e, più precisamente, in valori mobiliari negoziabili sul mercato secondario,
denominati Asset-Backed Securities (ABS), di cui fanno parte i Mortgage-
Backed Securities (MBS) e i Collateralized Debt Obligations (CDO). Que-
st’operazione permette di generare liquidità e ridurre l’esposizione creditizia,
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che impatta sul patrimonio di vigilanza imposto da Basilea II. Per questi
motivi si è aperta la via alla moltiplicazione dei derivati creditizi trattati
sui mercati over the counter (OTC). Tuttavia, le transazioni che avvengono
su tali mercati sono notevolmente più rischiose, soprattutto per l’assenza di
clearing houses.

Un altro tema fondamentale della crisi finanziaria è quello della pro-
ciclicità dei principi contabili internazionali (IAS). Quest’ultimi sono
orientati a valorizzare a prezzi di mercato le attività, è quindi sufficiente che
vi siano riduzioni di prezzo legate a semplici aspettative, per determinare
l’instabilità delle istituzioni.

La ragione del fallimento del sistema economico è da ricercarsi anche
nell’assenza di regole adeguate al funzionamento dell’economia di
mercato. La cultura della deregolamentazione aveva permesso alle banche
di creare veicoli fuori bilancio, che non erano contabilizzati per i requisiti di
capitale. Inoltre la rimozione da parte della Securities and Exchange Com-
mission (SEC) dei limiti di leverage per le banche di investimento, ha fatto
esplodere l’indebitamento.

Per quanto riguarda gli Accordi di Basilea, vi sono diversi punti deboli,
che sono qui di seguito elencati, facendo riferimento a [19]:

• la regolamentazione finanziaria ha sottovalutato l’importanza del ri-
schio endogeno. In particolare il Value-at-Risk può destabilizzare i
mercati finanziari e favorire il verificarsi di crisi;

• il Comitato di Basilea ha utilizzato misure di rischio non efficienti,
nonostante ne esistano di migliori;

• il metodo standard per il rischio di credito non dovrebbe basarsi sulle
agenzie di rating, considerando che possono discordare notevolmente
nell’assegnare il merito di credito di una società. Inoltre non sono
regolamentate e i sistemi per stimare i ratings sono per la maggior
parte inosservabili;

• la misura del rischio operativo non può ancora essere considerata soddi-
sfacente, sia per la scarsità di dati a disposizione che per l’inadeguatezza
dei modelli;

• infine, la regolamentazione finanziaria è prociclica.

Il rischio endogeno non è stato adeguatamente considerato, in quanto i
modelli di rischio esistenti considerano il rischio come un processo esogeno.
Tuttavia ciò non corrisponde a realtà; per esempio, la volatilità del mercato

16



Capitolo 1. Risk management e Value-at-Risk

è, almeno in parte, il risultato dell’interazione tra trader ed è quindi endoge-
na.
Più precisamente, prendendo spunto da [20], possiamo definire il rischio en-
dogeno come causato da shocks prodotti all’interno del sistema, in contrap-
posizione al rischio esogeno, che si riferisce a shocks provenienti dall’esterno.
I mercati finanziari sono soggetti a entrambi i rischi, tuttavia l’impatto più
grande è dovuto al rischio endogeno, che è rilevante soprattutto nei periodi
di crisi, quando il comportamento degli operatori di mercato è omogeneo.
In una crisi finanziaria infatti, gli investitori istituzionali, utilizzando modelli
di rischio simili, sono portati a mettere in atto strategie analoghe. Tutta-
via le azioni individuali possono rinforzarsi le une con le altre, portando per
esempio ad una caduta dei prezzi. Un operatore del mercato può allora essere
incentivato a vendere il proprio titolo, causando di conseguenza una caduta
ulteriore del prezzo e inducendo altri trader a comportarsi in modo analogo.
Questo effetto non è considerato dalle banche, ma è fondamentale per la sta-
bilità dei mercati finanziari.

Direttamente collegata a quest’ultimo tema, è la questione dell’effetto
della regolamentazione finanziaria sul rischio endogeno, quindi l’argomento
affrontato in questa tesi. Come verrà mostrato nei prossimi capitoli, diversi
articoli hanno affrontato tale questione e in generale è stato dimostrato che
il Value-at-Risk incrementa il rischio endogeno, quindi l’attuale regolamen-
tazione amplifica le oscillazioni di prezzo dei titoli finanziari.

Un altro problema fondamentale della regolamentazione finanziaria, come
evidenziato nei punti precedentemente menzionati, è la prociclicità. Infat-
ti, come affermato in [2], le fluttuazioni della leva finanziaria hanno un ruolo
fondamentale nell’incrementare il rischio di contagio. In particolare, il feno-
meno del deleveraging, in base al quale gli intermediari cercano di contrarre
i loro bilanci simultaneamente, diventa un meccanismo di trasmissione delle
difficoltà finanziarie da un’istituzione ad un’altra.
Quando tutto il sistema finanziario detiene titoli illiquidi e a lunga scadenza,
finanziati tuttavia da passività di breve termine, una contrazione sincroniz-
zata dei bilanci causerà difficoltà finanziarie da qualche parte nel sistema
stesso. Anche se alcune istituzioni possono aggiustare i loro bilanci in modo
flessibile in tali condizioni, non tutte sono in grado di fare ciò. Questo è
dovuto al fatto che l’intero sistema finanziario ha un problema di maturity
mismatch. In [2] si mostra come le fluttuazioni della leva finanziaria siano
determinate dall’equity. Infatti, una volta che è stato assegnato il valore
dell’equity, anche il totale attivo è fissato, come mostra la Figura 1.1:
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Figura 1.1: Leverage delle investment bank statunitensi

La Figura 1.1 rappresenta le variazioni trimestrali del totale attivo, rispet-
to alle variazioni trimestrali della leva finanziaria per le principali investment
banks americane. In particolare, l’asse orizzontale misura la variazione per-
centuale nella leva finanziaria, espressa dalla variazione del logaritmo del
totale attivo meno la variazione del logaritmo dell’equity. L’asse verticale
misura la variazione percentuale del totale attivo, data dalla variazione del
logaritmo del totale attivo. Quindi, la retta a 45 gradi indica l’insieme dei
punti dove l’equity è invariato. Al di sopra di tale retta l’equity è crescen-
te, invece al di sotto l’equity è decrescente. Lungo una qualsiasi retta con
coefficiente angolare pari a 1 l’equity cresce ad un tasso costante. L’aspetto
chiave della Figura 1.1 è che l’inclinazione della retta rappresentata è di circa
45 gradi, quindi l’equity cresce ad un tasso quasi costante. Di conseguenza
l’equity sembra essere la variabile determinante, mentre tutti gli aggiusta-
menti del totale attivo derivano da variazioni nella leva finanziaria. Ciò può
causare notevoli fluttuazioni dell’attivo. Per esempio, tra il terzo e il quar-
to trimestre del 1998, durante la crisi dell’LTCM, i bilanci delle investment
banks americane si sono ridotti del 15%.
Può essere utile considerare la leva finanziaria implicita massima nelle ope-
razioni in cui le istituzioni prendono in prestito capitali, dando in cambio
delle garanzie, come accade nelle operazioni di pronti contro termine. Que-
st’ultime sono la fonte primaria di capitali per le banche d’investimento. In
un pronti contro termine, chi riceve il capitale oggi, vende un titolo ad un
prezzo al di sotto del valore di mercato, con l’accordo che lo ricomprerà in
futuro ad un prezzo prestabilito. La differenza tra prezzo di mercato attuale
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del titolo e il prezzo a cui è venduto, è chiamata haircut e fluttua in base alle
condizioni di benessere finanziario dell’istituzione.
Le fluttuazioni nell’haircut determinano ampiamente il grado di finanzia-
mento di un’istituzione finanziaria levereggiata. Il motivo è che l’haircut
determina la leva massima possibile, raggiunta da chi prende in prestito il
capitale. Se l’haircut è al 2%, il debitore può prendere in prestito 98 euro per
100 euro di titoli garantiti. Allora, per detenere 100 euro di titoli garantiti,
il debitore deve ricorrere a 2 euro in più di equity. Quindi, se l’haircut del
pronti contro termine è pari al 2%, la leva massima possibile è 100/2 = 50.
Supponiamo che il debitore sfrutti tutta la leva finanziaria massima possibile.
Un tale comportamento sarebbe giustificato dall’obiettivo di massimizzare il
ROE, poiché quest’ultimo è incrementato dalla leva finanziaria. Il debitore
ha un bilancio altamente levereggiato, con una leva pari a 50. Se a questo
punto uno shock al sistema finanziario alza l’haircut, il debitore si trova di
fronte ad una situazione difficile. Supponiamo, per esempio, che l’haircut
salga al 4%, quindi la leva si dimezza a 25, dal 50. Il debitore può incre-
mentare l’equity in modo tale che raddoppi rispetto al valore iniziale, o deve
vendere metà del suo attivo, oppure una combinazioni delle due precedenti
possibilità. Tuttavia, la vendita degli asset può portare ad incrementare le
difficoltà di altre istituzioni finanziarie. Questo tipo di fenomeno è analizzato
più in particolare in [15].
Le considerazioni riguardanti gli haircuts dei pronti contro termine, suggeri-
scono che i rischi misurati giocheranno un ruolo centrale nella determinazione
della leva finanziaria. In [2] si trova che il Value-at-Risk, valutato a partire
dalle serie storiche dei ritorni dell’equity, spiega le variazioni del totale atti-
vo, della leva finanziaria e di passività come i pronti contro termine. Inoltre
si mostra che il Value-at-Risk è in grado di causare difficoltà finanziarie ad
altre istituzioni, contro l’efficienza di tutto il sistema finanziario.

Da quanto finora esposto riguardo la regolamentazione finanziaria, si evin-
ce che i sistemi di risk management delle istituzioni finanziarie sono risultati
inadeguati e incapaci di gestire la crisi finanziaria. L’utilizzo spregiudicato
della leva finanziaria, unito all’obiettivo di utili alti nel breve periodo, insito
nel meccanismo dei bonus, ha portato ad accumulare un altissimo grado di
rischio, che è sfuggito a tutti, a cominciare dai membri degli organi di gestio-
ne e controllo delle banche d’affari.

Le autorità di supervisione si sono rivelate incapaci di svolgere il loro com-
pito di controllo. Infatti, le banche centrali non hanno gestito efficacemente i
temi della liquidità e della solvibilità, non riuscendo a ristabilire la fiducia nei
mercati. In particolare non hanno previsto l’enorme assorbimento di liqui-
dità delle cartolarizzazioni e il crescente orientamento del mercato al rischio
sistemico. Gli strumenti di gestione della liquidità e della solvibilità erano
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costruiti per l’attività bancaria tradizionale, mentre i problemi derivanti dal
trading in proprio e dai rischi di controparte non erano previsti. Gli sforzi dei
governi per ricapitalizzare le istituzioni finanziare multinazionali, sono stati
in parte vanificati dalla mancanza di meccanismi di coordinamento.

In definitiva la crisi ha posto in evidenza la necessità di rafforzare la re-
golamentazione finanziaria e l’azione di supervisione. La stabilità finanziaria
è condizione necessaria per assicurare lo sviluppo dell’economia. Squilibri
nei bilanci degli intermediari possono esercitare un forte impatto sulle pro-
spettive di crescita del settore reale; un’attenta gestione della liquidità, la
disponibilità di adeguate riserve patrimoniali e, più in generale, una corretta
misurazione dei rischi, sono fattori chiave per evitare che si inneschino circoli
viziosi tra fragilità finanziaria, capacità delle banche di finanziare l’economia
e crescita.

Nella revisione della regolamentazione finanziaria, gli interventi sul capi-
tale giocano un ruolo centrale. Le raccomandazioni del Financial Stability
Board e del G20 hanno indicato chiaramente l’esigenza di rafforzare la do-
tazione patrimoniale delle banche e mitigare i possibili effetti prociclici delle
nuove regole di Basilea II.
Per migliorare la regolamentazione finanziaria, in termini di contenimento del
rischio sistemico, si potrebbe invece considerare il CoVaR, come possibile
alternativa al VaR o in aggiunta ad esso. Il CoVaR è stato presentato per la
prima volta in [1].
Il CoVaR è il Value-at-Risk condizionato al fatto che altre istituzioni fi-
nanziarie siano in difficoltà, quindi che subiscano una perdita pari al loro
VaR.

Definizione 1.3 (CoVaR). Consideriamo un livello di confidenza α ∈
(0, 1). Sia CoVaRij

α il VaR di un’istituzione i condizionato al VaRj
α di un’al-

tra istituzione j, dove tutto è valutato al livello di confidenza α. Indichiamo
con Li la perdita dell’istituzione i, allora il CoVaRij

α (t + h) sull’orizzonte di
tempo h soddisfa:

P(Li(t+ h) > CoVaRij
α (t+ h)|Lj(t+ h) = VaRj

α(t+ h)) > 1− α.

Un innalzamento del valore del CoVaR relativamente al VaR è in grado
di misurare il rischio di contagio. In particolare è importante la seguente
espressione:

CoVaRij
α − VaRij

α

VaRij
α

· 100,

che rappresenta la differenza percentuale tra il CoVaR e il VaR, relativamente
al VaR e cattura il grado di rischio di contagio a cui è esposta una particolare
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istituzione in tempi di difficoltà finanziaria.
Il CoVaR, a differenza del VaR, tiene in considerazione anche il rischio siste-
mico, un aspetto di fondamentale importanza per le autorità di vigilanza, a
seguito della recente crisi finanziaria.
Un altro importante aspetto del CoVaR è che può essere facilmente utilizzato
per altre misure di rischio. Per esempio, in [1] si definisce anche il CoES, che
può essere calcolato, analogamente all’Expected Shortfall, come un integrale
di CoVaR.
Per tali motivi, come sottolineato in [1], durante i periodi di crisi, in cui le
istituzioni finanziarie sono fortemente soggette al rischio contagio, sarebbe
necessario considerare anche misure di rischio come il CoVaR e il CoES. In-
fatti, tali misure possono fornire informazioni importanti sia alle autorità di
vigilanza, per contenere il rischio sistemico, ma anche agli asset managers e ai
risk managers delle istituzioni finanziarie, per imporre in modo più accurato
dei limiti alle operazioni di trading e, quindi, per ottimizzare le performance
del portafoglio dell’istituzione stessa.
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Scelte di portafoglio con
vincolo di VaR

L’obiettivo della tesi è analizzare l’impatto del Value-at-Risk sugli inve-
stimenti finanziari effettuati da una singola istituzione e sulla stabilità del
sistema finanziario. In questo capitolo affrontiamo il tema delle scelte di por-
tafoglio con vincolo di VaR, quindi analizziamo l’impatto del Value-at-Risk
sulla composizione del portafoglio di un investitore.

Nei paragrafi successivi verranno analizzati i contributi presenti in let-
teratura, iniziando da [11], in cui si suppone che l’investitore massimizzi il
portafoglio, costituito da un’attività priva di rischio e un certo numero di
titoli rischiosi, che seguono un moto Browniano geometrico e sono correlati
tra loro. Il trader deve soddisfare il seguente vincolo di VaR: il Value-at-Risk
alla fine del periodo utilizzato come orizzonte temporale deve essere minore
di una soglia prefissata. In [11] si determina il portafoglio in questa situazio-
ne e nel caso cosiddetto benchmark, quindi in assenza del vincolo. Si ottiene
che senza il vincolo di VaR l’investitore compie scelte meno rischiose; men-
tre se si usasse una misura di rischio migliore, come l’Expected Shortfall, si
otterrebbe il risultato opposto.

Il secondo articolo [16], invece, muove una critica nei confronti del pre-
cedente, sostenendo che il vincolo di VaR, essendo imposto solo all’istante
finale, non rispecchia la realtà. Infatti le banche sono obbligate a calcolare
giornalmente il Value-at-Risk, facendo in modo che non superi un determina-
to valore. Per questo motivo, nel secondo articolo qui presentato, si mantiene
il modello utilizzato in [11], modificando però il vincolo di VaR, che ora viene
imposto in ogni istante temporale.

Tali modelli, che riportano due risultati contrastanti, si fondano entrambi
sull’ipotesi di rendimenti logaritmici dei titoli rischiosi gaussiani. É quindi
interessante verificare se i risultati ottenuti in [11] e [16] rimangono invariati
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nel caso in cui si utilizzino modelli più sofisticati per descrivere l’andamento
dei titoli rischiosi.

Questa strada è stata percorsa in [33], il cui articolo è il terzo qui presen-
tato. Per il sottostante gli autori utilizzano un modello a volatilità stocastica;
inoltre, per ridurre la complessità del problema, è stato considerato un unico
sottostante. Il vincolo di VaR è stato imposto come in [16]. Tuttavia non si
ottiene un risultato definitivo, ma si ricava che il vincolo di VaR può portare
a investimenti meno rischiosi rispetto al caso benchmark, al variare delle se-
guenti quantità: i parametri del modello a volatilità stocastica, il coefficiente
di avversione al rischio e il segno della correlazione tra il titolo rischioso e la
sua volatilità.

Prima di presentare gli articoli introduciamo un modello di mercato che
racchiuda al suo interno tutti i modelli presenti come casi particolari.

2.1 Modello di mercato
Il mercato finanziario è costituito da n + 1 attività finanziarie ed è

basato su uno spazio di probabilità filtrato (Ω,F , {Ft}t∈[0,T ],P) soddisfacente
le seguenti ipotesi:
• (Ω,F ,P) è uno spazio di probabilità completo;

• la filtrazione {Ft}t∈[0,T ] è continua da destra, perciò Ft = Ft+, ∀t ∈
[0, T ];

• se E ∈ F e P(E) = 0 allora E ∈ F0.
Consideriamo un moto Browniano standard n−dimensionale W(t) = (W1(t),
. . . ,Wn(t)), {Ft}−adattato, continuo e ad incrementi indipendenti dal pas-
sato.
Le n+ 1 attività finanziarie sono date da:
• un’attività priva di rischio B:

dB(t) = r(t)B(t)dt, t ∈ (0, T ],
B(0) = B0,

dove il tasso d’interesse {r(t), t ∈ [0, T ]} è un processo stocastico
{Ft}−adattato, continuo e positivo.

• n attività rischiose S1, . . . , Sn:

dSi(t) = µi(t)Si(t)dt+
n∑
j=1

Si(t)σij(t)dWj(t), t ∈ (0, T ],
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Si(0) = Si,0.

dove i = 1, . . . , n. Indichiamo con µ(t) = (µi(t))i=1,...,n il drift e con
σ(t) = (σij(t))i,j=1,...,n la matrice di volatilità.
{µ(t), t ∈ [0, T ]} è un processo stocastico {Ft}−adattato, continuo e
positivo.
{σ(t), t ∈ [0, T ]} è un processo stocastico {Ft}−adattato, continuo e
invertibile q.o. su [0, T ].

B0, Si,0, . . . , Sn,0 sono costanti positive.
L’assenza di arbitraggio e la completezza del mercato implicano l’esistenza
di un unico processo {ξ(t), t ∈ [0, T ]} tale che:

dξ(t) = −ξ(t)(r(t)dt+ κ(t)>dW(t)), ∀t ∈ (0, T ],
ξ(0) = 1,

dove
κ(t) = σ−1(t)(µ(t)− r1n), t ∈ [0, T ]

è il premio per il rischio di mercato (Sharpe ratio).
Il processo {ξ(t), t ∈ [0, T ]} è denominato il fattore di sconto stocastico (SDF).
Il portafoglio dell’agente di mercato è un processo stocastico {Ft}-adattato
dato da: {π(t) = (π1(t), . . . , πn(t)), t ∈ [0, T ]}, dove i πi sono pesi relativi,
quindi rappresentano la percentuale del valore totale del portafoglio investita
nel titolo Si.
Il peso relativo del titolo privo di rischio è 1 − π(t)>1n, in questo modo il
portafoglio è autofinanziante.
Sia X0 > 0 il capitale iniziale dell’investitore. Indichiamo con {Xπ(t), t ∈
[0, T ]} il processo stocastico che rappresenta il valore del portafoglio π, allora
vale la seguente equazione differenziale stocastica per t ∈ (0, T ]:

dXπ(t) = Xπ(t)
[(
r(t) + π(t)>(µ(t)− r(t)1n)

)
dt+ π(t)>σ(t)dW(t)

]
,

sapendo che Xπ(0) = X0.
Infine supponiamo che l’agente di mercato abbia una funzione di utilità u :
R → R tale che u ∈ C2(R), strettamente crescente, strettamente concava,
che soddisfi limx→0 u

′(x) = +∞ e limx→+∞ u
′(x) = 0.

Per determinare il portafoglio ottimo, si suppone che l’investitore massimizzi
l’utilità attesa della ricchezza in T :

sup
π
E[u(Xπ(T ))],
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dove il portafoglio π potrebbe essere vincolato a soddisfare determinate con-
dizioni di ammissibilità. A questo problema si aggiunge inoltre il vincolo di
Value-at-Risk, quindi si impone che il VaR ad un certo istante di tempo non
superi una soglia prefissata. Per esempio, in [11] il vincolo è imposto solo
all’istante finale T . In tal caso, nel problema di ottimizzazione interviene
solamente il valore del portafoglio all’istante finale, di conseguenza l’ottimiz-
zazione è fatta rispetto a Xπ(T ), anziché rispetto a π. Invece, in [16] e [33]
si impone il vincolo di VaR in ogni istante di tempo tra 0 e T . In questo caso
è necessario considerare il valore del portafoglio tra 0 e T e non solo all’istan-
te finale, di conseguenza la massimizzazione viene fatta su tutti i portafogli
ammissibili.
Presentiamo nel prossimo paragrafo un problema di scelte di portafoglio par-
ticolarmente significativo, noto come problema di Merton, che in seguito sarà
denominato caso benchmark.

2.1.1 Ottimizzazione di portafoglio: il problema di
Merton

Nel presente paragrafo affrontiamo il problema di Merton, supponendo
che il mercato sia costituito da n titoli rischiosi e da un titolo privo di ri-
schio. Di conseguenza, si considera il problema di scelte di portafoglio di
un investitore, il quale massimizza l’utilità attesa derivante dal consumo in-
tertemporale e dalla ricchezza finale. In tale problema l’investitore non è
soggetto al vincolo di VaR.

Consideriamo il modello di mercato presentato nel paragrafo precedente,
ipotizzando che il tasso d’interesse privo di rischio, il drift e i coefficienti
di diffusione dei titoli rischiosi siano costanti. Supponiamo che l’investitore
abbia la possibilità di consumare nell’intervallo di tempo considerato, quindi
debba determinare anche il piano di consumo {C(t), t ∈ [0, T ]}. Indichiamo
il tasso di consumo con c(t) = C(t)/Xπ(t), che rappresenta la percentuale di
capitale consumata dall’investitore all’istante di tempo t.
L’investitore determina il portafoglio ottimo massimizzando l’utilità attesa
della ricchezza finale, che è pari a: E[u(Xπ(T ))]; inoltre massimizza l’utilità
attesa derivante dal consumo intertemporale: E[

∫ T
0 e−δtu(c(t)) dt].

Quindi il problema diventa massimizzare la seguente quantità:

E
[∫ T

0
e−δtu(c(t)) dt+ u(Xπ(T ))

]
,
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sapendo che il valore del portafoglio risolve la seguente equazione differenziale
stocastica:

dXπ(t) = Xπ(t)
[(
r + π(t)>(µ− r1n)

)
dt+ π(t)>σdW(t)

]
.

Inoltre il tasso di consumo deve essere sempre non negativo: c(t) > 0, ∀ t ∈
[0, T ]. Anche il valore del portafoglio deve sempre essere non negativo, per
tale motivo introduciamo il seguente tempo d’arresto: τ = min{inf{t ∈
(0, T ] : Xπ(t) = 0}, T}. La funzione obiettivo più naturale da utilizzare
diventa allora la seguente:

E
[∫ τ

0
e−δtu(c(t)) dt

]
.

L’equazione di Hamilton-Jacobi-Bellman associata a tale problema è data
da:

Vt + supc>0,π∈Rn
{
e−δtu(c) + π>(µ− r1n)xVx + (rx− c)Vx+

+1
2π
>σσ>σπx2Vxx

}
= 0, ∀ (x, t) ∈ R+ × (0, T ),

V (x, T ) = 0, ∀x ∈ R+,

V (0, t) = 0, ∀ t ∈ [0, T ].

Le condizioni del primo ordine per il problema di ottimizzazione statica sono
le seguenti:

e−δtu′(c) = Vx(x, t),

π∗ = − Vx
xVxx

(
σσ>

)−1
(µ− r1n).

Si ottengono quindi due fondi comuni: π0, le cui componenti sono tutte nulle,
che rappresenta l’investimento nel titolo privo di rischio; πf =

(
σσ>

)−1
(µ−

r1n), che è costituito solo da titoli rischiosi. L’allocazione ottima tra i due
fondi comuni, in ogni istante di tempo, è la seguente:

π∗ = − Vx
xVxx

πf +
(

1− Vx
xVxx

)
π0.
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2.2 Vincolo di VaR statico
Nel seguente paragrafo si presenta il modello esposto in [11], in cui si

considera un problema di ottimizzazione di portafoglio, analogo al problema
di Merton, dove però l’investitore deve anche rispettare un vincolo di VaR. Il
problema di Merton è denominato caso benchmark. Si ottiene che l’investito-
re compie scelte più rischiose in presenza del vincolo di VaR rispetto al caso
benchmark. Gli autori studiano anche il portafoglio ottimo di un investitore
soggetto al vincolo di Expected Shortfall, in sostituzione al vincolo di VaR. I
risultati ottenuti mostrano che, in tal caso, l’investitore compie scelte meno
rischiose rispetto al caso benchmark.
Nel presentare [11] facciamo riferimento al modello di mercato presentato nel
paragrafo precedente. In tale articolo si suppone che l’investitore massimizzi
l’utilità del valore finale del portafoglio, quindi u(Xπ(T )), considerando però
solo i portafogli per i quali il Value-at-Risk non va oltre una certa soglia
prefissata.
In particolare, il vincolo di Value-at-Risk viene imposto supponendo che
l’orizzonte temporale del VaR sia lo stesso dell’investimento. Poiché la per-
dita all’istante finale è data dalla variabile aleatoria seguente: X0 −Xπ(T ),
fissato α ∈ [0, 1] si ha che:

P(X0 −Xπ(T ) 6 VaRα(T )) = 1− α.

Osserviamo che la definizione appena data di VaRα(T ) è differente da quella
presentata nel primo capitolo, infatti in questo caso α tipicamente è pari a
1% oppure a 5%.
L’obiettivo è dunque di includere il vincolo di VaR in un problema di otti-
mizzazione del portafoglio, quindi di massimizzazione dell’utilità. A questo
scopo si impone che il VaRα(T ) debba essere minore o uguale di una certa
soglia:

VaRα(T ) 6 X0 −X,

dove X0 è il capitale iniziale dell’investitore, invece X è un valore fissato.
Il vincolo di VaR diventa quindi:

P(Xπ(T ) > X) > 1− α.

Il problema di ottimizzazione con vincolo di VaR è dato da:

sup
Xπ(T )

E[u(Xπ(T ))]
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soggetto a:
E[ξ(T )Xπ(T )] 6 X0,

P(Xπ(T ) > X) > 1− α.

La soluzione a tale problema è presentata nel seguente

Teorema 2.1. La soluzione al problema di ottimizzazione con il vincolo di
VaR è la seguente:

XVaR(T ) =


I(yξ(T )), ξ(T ) < ξ,

X, ξ 6 ξ(T ) < ξ,

I(yξ(T )), ξ 6 ξ(T ),

Dove I è la funzione inversa di u′, ξ = u′(X)/y, ξ è tale che P(ξ(T ) > ξ) = α
e y > 0 risolve E[ξ(T )XVaR(T ; y)] = X0. Il vincolo di VaR è efficace se e solo
se ξ < ξ. Inoltre, il moltiplicatore di Lagrange y è decrescente in α, quindi
y ∈ [yB, yPI], dove yB fa riferimento al caso benchmark (α = 1), quindi privo
del vincolo di VaR, invece yPI corrisponde ad α = 0 (portfolio insurance), in
cui il valore del portafoglio in T non può scendere al di sotto di X.

La soluzione XVaR(T ) è rappresentata nella Figura 2.1, dove X è definito da:

X =

I(yξ), se ξ < ξ,

X, altrimenti.

Ricordiamo che il fattore di sconto stocastico ξ è più elevato negli scenari
peggiori del mondo, per esempio in presenza di una grave recessione. Vi
sarà infatti una forte domanda di assicurazione per tutelarsi da tali eventi
sfavorevoli, che aumenterà il prezzo dell’assicurazione stessa, causando un
incremento del fattore di sconto stocastico. Al contrario, gli scenari migliori
corrispondono a valori del fattore di sconto stocastico bassi.
Dalla Figura 2.1 si nota che negli scenari migliori ξ < ξ e peggiori ξ > ξ il
vincolo di VaR riduce il valore del portafoglio rispetto al caso benchmark.
Invece, negli scenari intermedi, in cui ξ < ξ < ξ, il vincolo di VaR incrementa
il valore del portafoglio rispetto al caso benchmark. Si osserva anche, che gli
scenari in cui ξ > ξ sono suddivisi in due sottoinsiemi. Se ξ 6 ξ(T ) < ξ

allora il trader si assicura, invece, per ξ(T ) > ξ decide di non assicurarsi,
perché sarebbe molto costoso e la probabilità che un tale evento si verifichi è
minima. Ne consegue che il vincolo di VaR porta il trader a considerare solo
la probabilità della perdita e non la sua entità, quindi l’investitore sceglie di
non assicurarsi nei confronti dei peggiori scenari, in quanto sono i più costosi.
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PI

B
VaR

X

X

ξ ξ ξ(T)

X  (T)
VaR

Figura 2.1: Valore del portafoglio ottimo all’istante fina-
le. La linea continua indica il valore del portafoglio del-
l’investitore soggetto al vincolo di VaR (XVaR). La linea
punteggiata, invece, rappresenta il valore del portafoglio
di un investitore che adotta la strategia portfolio insuran-
ce (XPI). Infine, la linea tratteggiata rappresenta il caso
benchmark (XB).

Inoltre, sempre per ξ(T ) > ξ, si ha che la soluzione ottenuta con il vincolo
di VaR, assume dei valori minori rispetto alle soluzioni ottenute per α = 0 e
per α = 1. Quindi si ha che: XVaR(T ) < XB(T ) < XPI(T ). Di conseguenza,
come sottolineato in [11], tale risultato è di fondamentale importanza per
le autorità di vigilanza e il risk management. Infatti, si è ottenuto che il
risk management basato sul Value-at-Risk può portare a perdite più ingenti,
rispetto a quando il VaR non viene utilizzato. Quindi può accentuare i
problemi di credito che si verificano durante periodi di crisi finanziaria, poiché
fa assumere posizioni più rischiose.
Verifichiamo che la soluzione trovata soddisfa effettivamente il vincolo di
VaR. L’obiettivo è dimostrare che vale la seguente uguaglianza:

P(XVaR(T ) > X) = 1− α.

Per calcolare P(XVaR(T ) > X), notiamo che tale probabilità coincide con
P(ξ(T ) 6 ξ), infatti l’evento E = {ω ∈ Ω : XVaR(T, ω) > X} coincide con
l’evento {ω ∈ Ω : ξ(T ) 6 ξ}, come si ricava dall’espressione della variabile
aleatoria XVaR(T ). La probabilità P(ξ(T ) 6 ξ) è pari a 1−α, come si deduce
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dal teorema, quindi

P(Xπ(T ) > X) = P(ξ(T ) 6 ξ) = 1− α.

Tuttavia, verifichiamo se il vincolo di VaR è rispettato anche quando si co-
nosce la traiettoria di Xπ fino all’istante di tempo t. Quindi verifichiamo se
è ancora valida la seguente disuguaglianza:

P(XVaR(T ) > X|Ft) > 1− α.

Ciò è equivalente a dimostrare che:

P(ξ(T ) 6 ξ|Ft) > 1− α.

Utilizzando l’equazione differenziale stocastica risolta da ξ, si ottiene:

P(ξ(T ) 6 ξ|Ft) = P
(
ξ(t)e

∫ T
t

(
r(u)−1

2κ(u)>κ(u)
)

du+
∫ T
t
κ(u) dW(u)

6 ξ
∣∣∣∣Ft)

= P
(
e
∫ T
t
κ(u) dW(u) 6

ξ

ξ(t)e
−
∫ T
t

(
r(u)−1

2κ(u)>κ(u)
)

du
∣∣∣∣Ft)

= P
( ∫ T

t
κ(u) dW(u) 6 log

(
ξ

ξ(t)

)
−
∫ T

t

(
r(u)− 1

2κ(u)>κ(u)
)
du
∣∣∣∣Ft)

Se κ ∈ L2([t, T ];Rn) è deterministico, allora
∫ T
t κ(u) dW(u) è una variabile

aleatoria normale, con media nulla e varianza data dall’isometria di Itô:

σ(t)2(T − t) := E
[( ∫ T

t
κ(u) dW(u)

)2∣∣∣∣Ft] = E
[ ∫ T

t
κ(u)>κ(u) du

∣∣∣∣Ft].
Quindi, sia Z ∼ N(0, 1) allora:

P(ξ(T ) 6 ξ|Ft) = P
(
σ(t)
√
T − tZ 6 log

(
ξ

ξ(t)

)
−
∫ T

t

(
r(u)− 1

2κ(u)>κ(u)
)
du
∣∣∣∣Ft)

= Φ
( log

(
ξ
ξ(t)

)
−
∫ T
t

(
r(u)− 1

2κ(u)>κ(u)
)
du

σ(t)
√
T − t

)
.
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Verifichiamo se quest’ultima quantità è maggiore o uguale di 1− α:

Φ
( log

(
ξ
ξ(t)

)
−
∫ T
t

(
r(u)− 1

2κ(u)>κ(u)
)
du

σ(t)
√
T − t

)
> 1− α,

che diventa:

log
(

ξ
ξ(t)

)
−
∫ T
t

(
r(u)− 1

2κ(u)>κ(u)
)
du

σ(t)
√
T − t

> Φ−1(1− α),

quindi:

log
(
ξ

ξ(t)

)
>
∫ T

t

(
r(u)− 1

2κ(u)>κ(u)
)
du+ σ(t)

√
T − tΦ−1(1− α),

da cui si ottiene:

ξ(t) 6 ξe
−
∫ T
t

(
r(u)−1

2κ(u)>κ(u)
)

du−σ(t)
√
T−tΦ−1(1−α)

.

Il secondo membro può essere visto come un’attualizzazione del valore ξ al
tempo t. Quindi abbiamo dimostrato che:

P(XVaR(T ) > X|Ft) > 1− α

se e solo se la variabile aleatoria ξ(t) soddisfa la seguente disuguaglianza:

ξ(t) 6 ξe
−
∫ T
t

(
r(u)−1

2κ(u)>κ(u)
)

du−σ(t)
√
T−tΦ−1(1−α)

.

Di conseguenza non è sempre vero che P(XVaR(T ) > X|Ft) > 1−α, ma solo
per ω ∈ Ω per cui ξ(t, ω) verifica la disuguaglianza scritta sopra. Tale risul-
tato rappresenta uno dei punti deboli del modello presentato in [11], infatti
si ha un problema di inconsistenza temporale, che deriva dall’aver imposto
un vincolo di VaR statico. Nel paragrafo successivo si analizzerà invece un
articolo in cui tale questione è stata risolta, imponendo un vincolo di VaR
dinamico.

Adesso mostriamo che l’investitore soggetto al vincolo di VaR ha in me-
dia perdite superiori all’investitore del caso benchmark, come affermato nel
prossimo teorema:

Teorema 2.2. Siano u(X) = X1−γ/(1− γ) con γ > 0, r e κ costanti. Fis-
sato il valore finale del portafoglio Xπ(T ), definiamo le due seguenti misure
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di perdita:
L1(Xπ) = E[(X−Xπ(T ))1{Xπ(T )6X}] e L2(Xπ) = E[ξ(T )(X−Xπ(T ))1{Xπ(T )6X}],
in cui X è definito da:

X =

I(yξ), se ξ < ξ,

X, altrimenti.

Allora:

(i) L1(XVaR) > L1(XB);

(ii) L2(XVaR) > L2(XB).

In questo teorema l’attenzione è rivolta ai peggiori scenari, che portano
alle perdite più ingenti, dati dagli ω ∈ Ω tali che Xπ(T, ω) 6 X.
L1 misura il valore atteso di tali perdite future, invece L2 rappresenta il valore
atteso delle stesse perdite attualizzate. Tale teorema pone maggiormente in
luce le proprietà non desiderabili del Value-at-Risk, soprattutto per le auto-
rità di vigilanza. Infatti, la regolamentazione finanziaria dovrebbe limitare le
perdite ingenti e renderle meno frequenti. É vero che sotto il vincolo di VaR
le perdite sono meno frequenti, tuttavia le perdite peggiori sono più ingenti
che in assenza del vincolo di Value-at-Risk.
Il prossimo teorema mostra l’espressione esplicita del portafoglio dell’investi-
tore soggetto al vincolo di VaR:

Teorema 2.3. Siano u(X) = X1−γ/(1−γ) con γ > 0, r e κ costanti. Allora:

(i) Il valore del portafoglio ottimo al tempo t ∈ [0, T ] è dato da:

XVaR(t) = eΓ(t)

(yξ(t))1/γ −
[

eΓ(t)

(yξ(t))1/γΦ(−d1(ξ))−Xe−r(T−t)Φ(−d2(ξ))
]

+
[

eΓ(t)

(yξ(t))1/γΦ(−d1(ξ))−Xe−r(T−t)Φ(−d2(ξ))
]
,

dove

ξ = 1
yXγ ,

Γ(t) = 1− γ
γ

(
r + ‖κ‖

2

2

)
(T − t) +

(1− γ
γ

)2‖κ‖2

2 (T − t),

d2(x) =
log

(
x
ξ(t)

)
+
(
r − ‖κ‖

2

2

)
(T − t)

‖κ‖
√
T − t

,
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d1(x) = d2(x) + 1
γ
‖κ‖
√
T − t.

(ii) La percentuale di capitale investita nei titoli rischiosi è data da:

πVaR(t) = qVaR(t)πB(t),

dove il portafoglio nel caso benchmark πB e qVaR sono dati da:

πB(t) = 1
γ

[σ(t)>]−1κ,

qVaR(t) = 1−
Xe−r(T−t)(Φ(−d2(ξ))− Φ(−d2(ξ)))

XVaR(t) +

+
γ(X −X)e−r(T−t)φ(d2(ξ))

XVaR(t)‖κ‖
√
T − t

,

in cui φ è la densità della distribuzione normale standard.

(iii) qVaR(t) > 0 per ogni t ∈ [0, T ] e

lim
ξ(t)→0

qVaR(t) = lim
ξ(t)→+∞

qVaR(t) = 1.

(iv) Quando ξ < ξ, allora qVaR(t) > 1 se e solo se ξ(t) > ξ∗(t), dove ξ∗(t) è
deterministico e limitato:√

ξξe(r−‖κ‖2/2)(T−t) 6 ξ∗(t) 6 ξe(r−‖κ‖2/2)(T−t)e(‖κ2/γ‖)(T−t).

Il primo termine che compare nell’espressione di XVaR rappresenta il va-
lore del portafoglio ottimo nel caso benchmark, invece i termini rimanenti
servono per assicurarsi negli stati intermedi, in modo tale che il valore del por-
tafoglio non scenda al di sotto di X. In particolare, il primo termine rappre-
senta il costo di un’opzione put sul valore del portafoglio nel caso benchmark,
con strike price X; invece, il secondo termine deriva dall’avere una posizione
di tipo short in un portafoglio di opzioni binarie. In [11] si confronta il
risultato ottenuto per il VaR con quello ottenuto per l’Expected Shortfall,
indicato con LEL. Quest’ultimo porta al seguente vincolo nel problema di
ottimizzazione:

E[ξ(T )(X −Xπ(T ))1{Xπ(T )6X}] 6 ε,

dove ε > 0 è una costante.
Anche per l’LEL si considerano il caso benchmark (ε = +∞) e il caso di
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portfolio insurance (ε = 0).
Il problema di ottimizzazione è dato da:

sup
Xπ(T )

E[u(Xπ(T ))]

soggetto a:
E[ξ(T )Xπ(T )] 6 X0,

E[ξ(T )(X −Xπ(T ))1{Xπ(T )6X}] 6 ε

La soluzione a tale problema è fornita nel seguente

Teorema 2.4. La soluzione del problema di ottimizzazione con il vincolo di
LEL è la seguente:

XLEL(T ) =


I(z1ξ(T )), ξ(T ) < ξ

ε
,

X, ξ
ε
6 ξ(T ) < ξε,

I((z1 − z2)ξ(T )), ξε 6 ξ(T ),

dove ξ
ε

= u′(X)
z1

, ξε = u′(X)
z1−z2

e z1 > 0, z2 > 0 risolvono il seguente sistema:E[ξ(T )XLEL(T ; z1, z2)] = ξ(0)X0,

E[ξ(T )(X −XLEL(T ; z1, z2))1{XLEL(T ;z1,z2)6X}] = ε o z2 = 0.

Il vincolo di LEL è efficace se e solo se ξ
ε
< ξε. Inoltre, il moltiplicatore di

Lagrange z1 è decrescente in ε, quindi z1 ∈ [zB
1 , z

PI
1 ]. In più, z1 − z2 6 zB

1 .

La soluzione XLEL(T ) è mostrata nella Figura 2.2. In questo caso si trova
che XB(T ) < XLEL(T ) < XPI(T ), quando ξ(T ) > ξε, quindi la contrad-
dizione ottenuta con il Value-at-Risk è scomparsa. Di conseguenza un risk
management basato sul LEL permette di costruire portafogli meno rischiosi
rispetto al caso benchmark.
In definitiva, i risultati esposti in [11] dimostrano come il vincolo di Value-at-
Risk porti ad investimenti più rischiosi, di quanto si avrebbe in sua assenza.
Inoltre, si dimostra che ciò non accade se si utilizza una misura di rischio
più efficiente, indicata con LEL nell’articolo, che corrisponde all’Expected
Shortfall. Si conclude quindi, che la regolamentazione finanziaria dovrebbe
imporre l’utilizzo di quest’ultima misura di rischio, in sostituzione al Value-
at-Risk.
Tuttavia il modello utilizzato in [11] per dedurre tali risultati, presenta al-
cuni punti deboli. Infatti, il vincolo di Value-at-Risk è statico, poiché viene
imposto solo all’istante finale. Tale assunzione non rispecchia quanto avviene
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Figura 2.2: Valore del portafoglio ottimo all’istante finale
in presenza del vincolo di LEL

nelle istituzioni finanziarie, le quali calcolano il VaR ogni giorno, modificando
di conseguenza la composizione del loro portafoglio.
Il prossimo articolo che presentiamo tiene conto di quest’ultimo punto, infatti
impone un vincolo di VaR dinamico.

2.3 Vincolo di VaR dinamico
Nell’articolo [16] gli autori sostengono che il modello presentato in [11],

essendo basato sull’ipotesi che il vincolo di VaR risulta presente solo all’istan-
te finale, non rispecchia la realtà. Infatti le istituzioni finanziarie valutano il
Value-at-Risk giornalmente. Per tale motivo in questo articolo si suppone che
un’istituzione finanziaria determini la composizione del proprio portafoglio,
lungo un orizzonte di tempo pari a T , massimizzando u(Xπ(T )) come in [11],
ma rispettando un vincolo di VaR dinamico anziché statico. In particolare il
vincolo di VaR viene imposto in ogni istante temporale.
Consideriamo il modello di mercato presentato all’inizio del capitolo, suppo-
nendo che il tasso d’interesse del titolo privo di rischio r sia costante. Inoltre,
si considerano solo portafogli ammissibili, quindi tali che

∫ T
0 |π(t)|2 dt < +∞.

Indichiamo con Π l’insieme dei portafogli ammissibili.
Possiamo esprimere il valore del portafoglio all’istante t + τ ∈ [0, T ], in
funzione del valore all’istante t ∈ [0, T ] nel seguente modo:

Xπ(t+ τ) = Xπ(t) exp
( ∫ t+τ

t
(r + π(s)>(µ− r1n)− 1

2π(s)>σσ>π(s)) ds+
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+
∫ t+τ

t
π(s)>σ dW(s)

)
.

Invece, se l’investitore non modificasse il portafoglio tra t e t+ τ , il valore di
tale portafoglio all’istante t + τ , indicato con X (Xπ(t),π(t)), sarebbe dato
da:

X (Xπ(t),π(t)) =Xπ(t) exp
(

(r + π(t)>(µ− r1n)− 1
2π(t)>σσ>π(t))τ+

+ π(t)>σ(W(t+ τ)−W(t))
)
,

infatti, in questo caso π(s) = π(t) per ogni s ∈ [t, t+ τ ].
X (Xπ(t),π(t)) è importante per definire il VaR. In [16] il Value-at-Risk ad
un livello di confidenza α ∈ [0, 1], indicato con VaRα,π(t), viene calcolato in
ogni istante di tempo t, sull’orizzonte temporale tra t e t + τ , supponendo
che il portafoglio non vari. In particolare, sia α ∈ [0, 1] e τ > 0, allora il
Value-at-Risk è dato da:

VaRα,π(t) = inf{L > 0 : P(Xπ(t)−X (Xπ(t),π(t)) > L|Ft) < α}.

Il VaR così definito può essere calcolato esplicitamente, in particolare si ha
che:

VaRα,π(t) = Xπ(t)
(

1− e
(
r+π(t)>(µ−r1n)−1

2π
>σσ>π

)
τ+Φ−1(α)|π(t)>σ|

√
τ
)+
.

Il vincolo di VaR viene quindi imposto in ogni istante di tempo t ∈ [0, T ], in
modo tale che il Value-at-Risk del portafoglio VaRα,π(t), non sia più grande
di una soglia fissata VaR(Xπ(t), t) > 0.
Di conseguenza, il problema di ottimizzazione diventa:

sup
π∈Π

E[u(Xπ(T ))]

soggetto a:
VaRα,π(t) 6 VaR(Xπ(t), t),

per t ∈ [0, T ].
Nel caso di un unico titolo rischioso, il vincolo di VaR è equivalente alla
richiesta che π(t) sia compreso in un intervallo limitato per ogni t ∈ [0, T ].
Infatti, utilizzando l’espressione di VaRα,π(t), il vincolo di Value-at-Risk si
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può riscrivere nel seguente modo:

Xπ(t)
(

1− e
(
r+π(t)>(µ−r1n)−1

2π
>σσ>π

)
τ+Φ−1(α)|π(t)>σ|

√
τ
)+

6 VaR(Xπ(t), t),

da cui:(
1− e

(
r+π(t)>(µ−r1n)−1

2π
>σσ>π

)
τ+Φ−1(α)|π(t)>σ|

√
τ
)+

6
VaR(Xπ(t), t)

Xπ(t) . (2.1)

Quest’ultima disuguaglianza diventa:
(

1− VaR(Xπ(t), t)
Xπ(t)

)+
6 e

(
r+π(t)>(µ−r1n)−1

2π
>σσ>π

)
τ+Φ−1(α)|π(t)>σ|

√
τ
. (2.2)

Infatti, se
VaR(Xπ(t), t)

Xπ(t) > 1,

allora (2.2) è certamente vera, poiché il primo membro si annulla e il secondo è
sempre positivo. Analogamente, (2.1) vale, infatti il primo membro è sempre
minore o uguale a 1.
Altrimenti se

0 < VaR(Xπ(t), t)
Xπ(t) < 1,

da (2.1) si deduce che il primo membro deve essere più piccolo di 1, quin-
di l’esponenziale è minore di 1, così possiamo non considerare più la parte
positiva e la disuguaglianza diventa semplicemente:

1− e
(
r+π(t)>(µ−r1n)−1

2π
>σσ>π

)
τ+Φ−1(α)|π(t)>σ|

√
τ
6

VaR(Xπ(t), t)
Xπ(t) .

Analogamente, per quanto riguarda (2.2), sappiamo che il primo membro
è positivo anche se non si considera la sua parte positiva, quindi possiamo
scrivere:

1− VaR(Xπ(t), t)
Xπ(t) 6 e

(
r+π(t)>(µ−r1n)−1

2π
>σσ>π

)
τ+Φ−1(α)|π(t)>σ|

√
τ
.

Poiché le due ultime disuguaglianze scritte sono equivalenti, si deduce che
sono equivalenti anche (2.1) e (2.2).
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Se consideriamo il logaritmo di (2.2) otteniamo:

log
(

1− VaR(Xπ(t), t)
Xπ(t)

)+
−
(
r + π(t)>(µ− r1n)− 1

2π
>σσ>π

)
τ

−Φ−1(α)|π(t)>σ|
√
τ 6 0.

Nel caso di un unico titolo rischioso, quindi n = 1, abbiamo che:

log
(

1− VaR(Xπ(t), t)
Xπ(t)

)+
−
(
r + π(t)(µ− r)− 1

2π(t)2σ2
)
τ

−Φ−1(α)|π(t)|σ
√
τ 6 0.

Quest’ultima disuguaglianza deve essere risolta, considerando separatamente
il caso in cui π(t) > 0 da quello in cui π(t) < 0. In questo modo si ottengono
due disequazioni di secondo grado per π(t) da risolvere. Ogni disequazione
impone che π(t) assuma solo i valori che cadono all’interno di un intervallo
limitato. Riportandosi al caso generale, in cui π(t) può essere sia positivo
che negativo, si ottiene un unico intervallo di valori per π(t), quindi:

π−(Xπ(t), t) 6 π(t) 6 π+(Xπ(t), t),

dove

π±(Xπ(t), t) = 1
σ
√
τ

(
µ− r
σ

√
τ ± Φ−1(α)

±
√(µ− r

σ

√
τ ± Φ−1(α)

)2
− 2

(
log

(
1− VaR(Xπ(t),t)

Xπ(t)

)+
− rτ

))
.

In particolare, l’insieme dei portafogli che soddisfano il vincolo è convesso se
n = 1 oppure se n > 1 e α 6 1

2 .
La soluzione al problema precedentemente presentato è fornita nel seguente:

Teorema 2.5. Sia α 6 1
2 e consideriamo la funzione valore del problema di

controllo stocastico, definita nel modo seguente:

V (X, t) = sup
π∈Π

E[u(Xπ(T ))|Xπ(t) = X].

La soluzione del problema di ottimizzazione è data da:

π(t) = ϕ(t)(σσ>)−1(µ− r1n).
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La funzione ϕ è uguale a:

ϕ(t) = min
(
− VX(Xπ(t), t)
Xπ(t)VXX(Xπ(t), t) , ϕ

+
α (Xπ(t), t)

)

dove

ϕ+
α (Xπ(t), t) = 1

|ω|
√
τ

(
|ω|
√
τ + Φ−1(α)+

+
√(
|ω|
√
τ ± Φ−1(α)

)2
− 2

(
log

(
1− VaR(Xπ(t),t)

Xπ(t)

)+
− rτ

))
,

in cui ω = σ>(σσ>)(µ − r1n). Invece la funzione valore V : (0,+∞) ×
[0, T ]→ R è soluzione della seguente equazione di Hamilton-Jacobi-Bellman:

− 1
2
V 2
X

VXX
|ω|2 + VXXr + Vt = 0, se − VX

XVXX
6 ϕ+

α ,

1
2VXXX

2|ωϕ+
α |2 + VXX(r + |ω|2ϕ+

α ) + Vt = 0, altrimenti,

V (X,T ) = u(X).

Gli autori considerano un caso particolare, in cui la funzione di utilità
è di tipo potenza. Quindi u(X) = X1−γ/(1 − γ) se γ > 0 e γ 6= 1, invece
u(X) = log(X) se γ = 1. Il parametro γ rappresenta il coefficiente relativo
di avversione al rischio.
La funzione valore nel caso benchmark, quindi in assenza del vincolo di VaR,
è data da:

V (X, t) = eρ(T−t)X
1−γ

1− γ ,

dove ρ = (1− γ)(r + |ω|2/(2γ)). Inoltre il portafoglio ottimo è il seguente:

π(X, t) = 1
γ

(σσ>)−1µ.

La seguente quantità: q(X, t) = γϕ(t), denominata relative risk esposure,
tiene conto della composizione del portafoglio ottimo con vincolo di VaR,
relativamente a quello non vincolato.
A questo punto gli autori considerano tre differenti specificazioni della soglia
VaR(Xπ(t), t), che indica il VaR massimo ammissibile per ogni t ∈ [0, T ].
Più precisamente si considerano i tre casi seguenti:

1. VaR(Xπ(t), t) = β, quindi il VaR non può superare una soglia costante
pari a β. Di conseguenza il vincolo agisce quando il valore del por-
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tafoglio cresce e non entra in azione se tale valore è sufficientemente
basso. In questo modo, una soglia costante penalizza gli investitori mi-
gliori. Nella Figura 2.3 sono mostrati q(X, 0), con la linea più spessa,
e q(X,T ), con la linea più chiara:

–6 –4 –2 0 2 4 6
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log(X0)

erusopxe ksir evitale
R

Figura 2.3: Relative risk exposure q(X, t), calcolato in
t = 0 (linea continua) e in t = T (linea più chiara), assu-
mendo r = 0.008, |ω| = 0.37, T = 10, γ = 0.5, X0 = 1,
α = 0.01, τ = 1/260, VaR(X, t) = 0.05.

2. VaR(Xπ(t), t) = βX, che risolve il difetto della soglia costante. Infatti,
gli investitori migliori hanno un vincolo di VaR che aumenta al crescere
del valore del loro portafoglio. q(X, 0) e q(X,T ) sono mostrati nella
Figura 2.4:
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Figura 2.4: Relative risk exposure q(X, t), calcolato in
t = 0 (linea continua) e in t = T (linea più chiara), assu-
mendo r = 0.008, |ω| = 0.37, T = 10, γ = 0.5, X0 = 1,
α = 0.01, τ = 1/260, VaR(X, t) = 0.05X.
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3. VaR(Xπ(t), t) = (X − (1 − β)X0)+. In quest’ultimo caso la soglia è
uguale ad un multiplo del capitale iniziale βX0, a cui è sommato il
guadagno ottenuto tra l’istante iniziale e il tempo t: X − X0. Nella
Figura 2.5 sono mostrati q(X, 0) e q(X,T ):

–6 –4 –2 0 2 4 6

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Re
la

tiv
e 

ris
k 

ex
po

su
re

log(X0)

Figura 2.5: Relative risk exposure q(X, t), calcolato in
t = 0 (linea continua) e in t = T (linea più chiara), assu-
mendo r = 0.008, |ω| = 0.37, T = 10, γ = 0.5, X0 = 1,
α = 0.01, τ = 1/260, VaR(X, t) = (X − (1− 0.05)X0)+.

Nei tre casi considerati la soluzione trovata è tale che q(X, t) è minore o
uguale a 1, quindi l’agente di mercato, soggetto al vincolo del VaR, investe
meno in titoli rischiosi di un agente non vincolato.
Quanto ottenuto è quindi in contrasto con i risultati presentati in [11]. In
particolare, si ha che la probabilità di perdite estreme sull’orizzonte tempo-
rale T , è inferiore in presenza del vincolo di Value-at-Risk.
Successivamente, gli autori analizzano come cambia la soluzione se si sosti-
tuisce al VaR, l’Expected Shortfall. In particolare, si dimostra che il vincolo
di Expected Shortfall è equivalente al vincolo di VaR dinamico, se però si
considera un livello di confidenza superiore. Per tale motivo, gli autori dedu-
cono che il vincolo di Expected Shortfall non rappresenta un miglioramento
particolarmente significativo.
In conclusione, il modello presentato in [16] utilizza un vincolo di VaR dina-
mico, che rimpiazza il vincolo statico presente in [11]. Il risultato ottenuto è
in contrapposizione con [11], infatti si dimostra che il vincolo di VaR favori-
sce investimenti meno rischiosi. Tuttavia resta da verificare se e in che modo
i risultati qui presentati si possano estendere a modelli in cui i titoli evol-
vono secondo processi stocastici differenti dal moto Browniano geometrico.
Questo tema è affrontato nel prossimo articolo.
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2.4 Modello a volatilità stocastica e con
vincolo di VaR dinamico

Nell’articolo [33] si generalizza il modello presentato nell’articolo prece-
dente, considerando un modello a volatilità stocastica. Tuttavia, per rende-
re trattabile il problema, è necessario considerare un unico titolo rischioso.
Quindi, in [33] si impone un vincolo di VaR dinamico, come in [16]. Pur-
troppo, data la complessità del modello, risulta impossibile determinare delle
soluzioni esatte del problema di ottimizzazione. É quindi necessario ricor-
rere a procedure di approssimazione. In particolare, per quanto riguarda il
vincolo di VaR, si ricorre ad un’approssimazione di Itô-Taylor ; invece, per
ottenere il portafoglio ottimo, si applica la teoria perturbativa.

Il modello di mercato, in cui si fa l’ipotesi che il tasso d’interesse r sia
costante, è dunque costituito da un unico titolo rischioso:

dS(t) = µ(Y (t))S(t)dt+ S(t)σ(Y (t))dW (t), t ∈ (0, T ],
S(0) = S0,

con µ(Y (t)) − r = λY (t)n1 e σ(Y (t)) = σY (t)n2 , dove r, λ, σ sono costanti
positive e n1, n2 ∈ N\{0}.
{Y (t), t ∈ [0, T ]} è un processo stocastico, che evolve secondo la seguente
equazione differenziale stocastica:

dY (t) = µY (Y (t))dt+ σY (Y (t))dW Y (t), t ∈ (0, T ],
Y (0) = Y0,

in cui µY (Y (t)) = (ϑ− zY (t)), σY (Y (t)) = σY Y (t)m e dove ϑ, z, σY ,m sono
costanti positive. InoltreW Y è un moto Browniano standard {Ft}−adattato,
continuo e ad incrementi indipendenti dal passato, tale che {(W (t),WY (t)), t ∈
[0, T ]} è un moto Browniano bidimensionale e per ogni t ∈ [0, T ] le variabili
aleatorie W (t) e WY (t) hanno coefficiente di correlazione pari a ρ.
Supponiamo che l’agente di mercato abbia una funzione di utilità di tipo
potenza, dipendente, oltre che dal valore del portafoglio all’istante finale T ,
da un processo di consumo {C(t), t ∈ [0, T ]}.
Quindi:

u(Xπ(T ), C, T ) =
∫ T

0
e−δs

Cγ
s − 1
γ

ds+ e−δT
[Xπ(T )]γ − 1

γ
,

per γ < 1 e 0 6 δ < 1.
Il portafoglio, in termini relativi, dell’agente di mercato è dato da: π(t) =
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(1−π(t), π(t)), dove π(t) è la frazione di capitale investita nel titolo rischioso.
Il valore del portafoglio soddisfa la seguente equazione differenziale stocastica
per t ∈ (0, T ]:

dXπ(t) = Xπ(t){[π(t)(µ(Y (t))− r) + r − c(t)]dt+ π(t)σ(Y (t))dW (t)},

con Xπ(0) = X0 e c(t) = C(t)/Xπ(t).
Si definisce il vincolo di VaRα,π(t) in modo dinamico, come in [16]. Quindi,
considerata la loss L(t, t+ τ) per ogni t ∈ [0, T ], il VaRα,π(t) associato a tale
loss è dato, come in [16], da:

VaRα,π(t) = inf{L > 0 : P(Xπ(t)−X (Xπ(t),π(t)) > L|Ft) < α},

dove X (Xπ(t),π(t)) è il valore del portafoglio all’istante t + τ , con pesi di
portafoglio fissati e pari a π(t) per tutto l’orizzonte temporale [t, t+ τ ].
In [33], a causa della complessità del modello, per calcolare il VaR si ricorre
ad un’approssimazione di Itô-Taylor al primo ordine:

log(X (Xπ(t),π(t))) ≈ log(Xπ(t)) +
(
r + π(t)λY (t)n1 − 1

2π(t)2σ2Y (t)2n2
)
.

L’errore di approssimazione è controllato dalla seguente disuguaglianza, di-
mostrata in [33]:

P
(∣∣∣ log(Xπ(t)) +

(
r + π(t)λY (t)n1 − 1

2π(t)2σ2Y (t)2n2
)

− log(X (Xπ(t),π(t)))
∣∣∣ >M

∣∣∣Ft) 6 1
M

E[|R|], (2.3)

dove

E[|R|] =
∣∣∣∣ ∫ t+τ

t

∫ s

t
E
[
π(t)L(µ(Y (t))− r) + 1

2π(t)2Lσ(Y (t))2
∣∣∣Ft] duds∣∣∣∣

e L = µY
∂
∂Y

+ 1
2σ

2
Y

∂2

∂X2 è il generatore infinitesimale di Y . La disuguaglianza
trovata per l’errore di approssimazione può essere interpretata nel seguente
modo: poniamo M = 0.01, ciò significa commettere al più un errore dell’1%.
La disuguaglianza stima con quale probabilità si avrà un errore al più dell’1%.
In [33] si mostra che nella maggior parte dei casi l’approssimazione eseguita
è soddisfacente, come mostrato nella Tabella 2.6:
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Y = 1 Y = 3
M = 1%

0.2 0.000 0.001 0.002 0.189
0.5 0.000 0.005 0.005 0.525
0.8 0.000 0.009 0.009 0.924

M = 5%
0.2 0.000 0.003 0.000 0.038
0.5 0.000 0.001 0.001 0.105
0.8 0.000 0.002 0.002 0.185

M = 10%
0.2 0.000 0.000 0.000 0.019
0.5 0.000 0.000 0.001 0.053
0.8 0.000 0.001 0.001 0.092

1 giorno  10 giorni 1 giorno  10 giorni

π

π

π

Tabella 2.6: Upper bound per la probabilità pre-
sente in (2.3). I numeri riportati sono percentua-
li. Sono state fatte le seguenti assunzioni: n1 = 2,
n2 = 1, m = 1, λ = 0.05, σ = 0.2, σY = 0.15,
ϑ = 0.2 e z = 0.2.

I valori riportati nella tabella rappresentano la seguente quantità: 1
M
E[|R|].

Tale approssimazione permette di esprimere il vincolo di VaR in un modo
più conveniente. In particolare, in [16] si dimostra che il vincolo VaRα,π(t) 6
VaR(Xπ(t), t) = βXπ(t), con β ∈ [0, 1], è equivalente alle due seguenti
disuguaglianze:

π−b (Y (t)) 6 π(t) 6 π+
b (Y (t)),

dove:

π±b (Y (t)) =µ(X(t))− r(X(t))
σ(X(t))2 + Φ−1(α)

σ(X(t))
√

(τ)

± 1
σ(X(t))2τ

{[(µ(X(t)) + r(X(t)))τ + σ(X(t))
√
τΦ−1(α)]2

+ 2σ(X(t))2τ(r(X(t))τ − log(1− β))}
1
2 .

Il problema di ottimizzazione che si ottiene è quindi il seguente:

J(X, Y, t) := sup
c,π

E[u(Xπ(T ), C, T )|Ft], t ∈ [0, T ]
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soggetto a:
π−b (Y (t)) 6 π(t) 6 π+

b (Y (t)), t ∈ [0, T ].

Dalle proprietà di omogeneità della funzione J , si ottiene che tale funzione
deve essere della seguente forma:

J(X, Y, t) = eγg(Y,t)Xγ − 1
γ

,

per una qualche funzione incognita g. Poiché non è possibile risolvere l’e-
quazione di Hamilton-Jacobi-Bellman in forma esatta, si ricorre alla teoria
perturbativa, secondo cui se nell’equazione compare un parametro piccolo,
allora la soluzione può essere espressa come una serie di potenze rispetto a
quel parametro. In questo caso, l’obiettivo degli autori è descrivere la so-
luzione per valori di γ vicino a 0, che risulta quindi essere il parametro del
metodo perturbativo. Porre γ = 0, infatti, implica che l’investitore utilizzi
una funzione di utilità logaritmo (log-investitore). Invece, per γ < 0 l’inve-
stitore è meno avverso al rischio rispetto al log-investitore ed è maggiormente
avverso al rischio rispetto al log-investitore se γ > 0. La descrizione della
soluzione per valori di γ vicini a 0, permette di descrivere cosa accade nei tre
casi appena menzionati, quindi γ < 0, γ = 0 e γ > 0. Scriviamo quindi la
funzione g come una serie di potenze rispetto al parametro γ:

g(Y, t) = g0(Y, t) + γg1(Y, t) + γ2

2 g2(Y, t) + · · · =
+∞∑
n=0

γn

n! gn(Y, t).

Facendo la seguente approssimazione:

g(Y, t) = g0(Y, t) +O(γ),

quindi supponendo γ vicino a zero, è possibile determinare la soluzione in
forma approssimata, come affermato nel seguente
Teorema 2.6. La soluzione al problema di ottimizzazione, considerando solo
i termini al più del primo ordine in γ, è data da:

π(1)(t) =


π+
b (Y (t)), π

(1)
f (t) > π+

b (Y (t)),
π−b (Y (t)), π

(1)
f (t) 6 π−b (Y (t)),

π
(1)
f (t), altrimenti,

dove

π
(1)
f (t) = (1 + γ)Y (t)n1−2n2

λ

σ2 + γY (t)m−n2
ρσY
σ

∂g0(Y (t), t)
∂Y

.
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Inoltre, il tasso di consumo è il seguente:

c(1)(t) = 1− γ(g0(Y (t), t) + logA(t))
A(t) ,

dove
A(t) = e−δ(T−t) + 1− e−δ(T−t)

δ
e

g0(Y (t), t) = 1
A(t)e

−δ(T−t) + r(T − t)−
∫ T

t
A(s)−1 ds+

+ 1
2
λ2

σ2

∫ T

t
E
[
Y (s)2(n1−n2)

∣∣∣Ft] ds
− 1

2

∫ T

t
E
[
1{φ(Y (s),s)<[Φ−1(α)]2/τ}φ(Y (s), s)

∣∣∣∣Ft] ds
+ 1
A(t)

∫ T

t
e−δ(s−t)

(
r(T − s)

−
∫ T

s
A(u)−1 du+ 1

2
λ2

σ2

∫ T

s
E
[
Y (u)2(n1−n2)

∣∣∣Fs] du
− 1

2

∫ T

s
E
[
1{φ(Y (u),u)<[Φ−1(α)]2/τ}φ(Y (u), u)

∣∣∣∣Fs] du
− logA(s)

)
ds,

dove

φ(Y (t), t) =λ2

σ2Y (t)2(n1−n2) + 2λΦ−1(α)
σ
√
τ

Y (t)n1−n2+

+
[Φ−1(α)]2 + 2

((
r − 1

A(t)

)
τ − log(1− β)

)
τ

.

La bontà del metodo perturbativo è studiata ampiamente in [33], dove si
riporta anche il seguente grafico:
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Figura 2.7: Confronto tra il metodo perturbativo e la simulazione Monte Carlo.

La Figura 2.7 confronta l’approccio perturbativo con la simulazione Mon-
te Carlo. Come sostenuto dagli autori, l’accordo è molto buono.
Per verificare quale sia l’impatto del Value-at-Risk sulla composizione del
portafoglio ottimo abbiamo il seguente:

Corollario 2.1. La soluzione del problema di ottimizzazione π(1)
f , ottenuta

nel precedente teorema, soddisfa le seguenti proprietà:

i) gli investitori con γ > 0 (γ < 0) incrementano (diminuiscono) il consu-
mo c(t);

ii) se n1 < n2, gli investitori con γρ > 0 (γρ < 0) incrementano (diminui-
scono) la frazione di portafoglio investita nel titolo rischioso;

iii) se n1 > n2, gli investitori con γρ > 0 (γρ < 0) diminuiscono (incremen-
tano) la frazione di portafoglio investita nel titolo rischioso;

iv) se n1 = n2, il vincolo di VaR non impatta sulla composizione del porta-
foglio ottimo dell’investitore.

In definitiva, in base ai risultati trovati, il vincolo di VaR può avere effetti
differenti sulle scelte di portafoglio, infatti dipende dalle seguenti quantità:
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1. i parametri n1 ed n2 che compaiono nell’equazione differenziale stoca-
stica soddisfatta dal prezzo del titolo rischioso;

2. il coefficiente di avversione al rischio dell’investitore;

3. il segno del coefficiente di correlazione tra il titolo rischioso e la sua
volatilità.

La situazione più interessante si ottiene considerando il coefficiente di cor-
relazione negativo ρ < 0. Infatti, diversi articoli sostengono che ρ debba
essere negativo, come per esempio [13]; tale fenomeno è denominato leverage
effect. Inoltre, per quanto riguarda il coefficiente di avversione al rischio γ, si
distinguono i due casi seguenti: γ < 0, in cui l’investitore è meno aggressivo
rispetto al log-investitore; γ ∈ (0, 1), dove l’investitore è più aggressivo del
log-investitore.
Per illustrare graficamente quanto affermato nel corollario 2.1, in [33] si stu-
dia un caso particolare, in cui λ(Y ) = λY 2, σ(Y ) = σY e σY (Y ) = σY Y .
Nella Figura 2.8, si mostra come varia la soluzione al variare dell’orizzonte
temporale. Nelle figure di sinistra si è considerato ρ > 0, invece a destra
si ha ρ < 0, inoltre in tutte le figure γ > 0. Dalla figura (A), in cui T =1
anno, si nota che la frazione di capitale investita nel titolo rischioso da par-
te dell’investitore soggetto al vincolo di VaR - linea continua - coincide con
quella dell’investitore non vincolato - linea tratteggiata -, fino a quando entra
in azione il vincolo di VaR, a partire dal punto cerchiato. Nel grafico (C),
con T =5 anni, la frazione di portafoglio si è già sostanzialmente ridotta,
prima che il vincolo di VaR diventi effettivo. Il motivo è che la banca deve
prendere in considerazione il valore attuale dei vincoli futuri nelle decisioni
di investimento. Una situazione simile è presente nella figura (E), dove l’o-
rizzonte temporale è di 10 anni. Se si considerano i grafici a destra, in cui
ρ è negativo, l’effetto del vincolo di VaR è opposto. In particolare, prima
che il vincolo di VaR diventi effettivo, l’esposizione al titolo rischioso per
l’investitore vincolato è maggiore rispetto a quello non vincolato. Solamente
quando il vincolo entra in azione e la volatilità aumenta ulteriormente, la
banca diminuisce l’esposizione.
Come osservato in [16], un vincolo di VaR dinamico è equivalente ad un vinco-
lo di Expected Shortfall dinamico, a patto di imporre un livello di confidenza
α più stringente. La Figura 2.9, presentata in [33], illustra cosa cambia al
variare del livello di confidenza. I grafici a sinistra corrispondono al caso in
cui la correlazione è positiva, invece a destra si considera una correlazione
negativa. Per le figure in alto si ha α = 0.01, invece per (C) e (D) α = 0.05.
Come nei grafici precedenti si nota, per entrambi i livelli di confidenza, un
incremento dell’esposizione, se la correlazione è negativa. Le figure (E) e (F)
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Figura 2.8: Portafoglio in presenza del vincolo di VaR, al variare dell’oriz-
zonte temporale. Nei grafici a sinistra si considera una correlazione positiva
pari a ρ = 0.4. Invece, nei grafici a destra ρ = −0.4. In (A) e in (B) l’o-
rizzonte temporale è T = 1 anno. Nei due grafici (C) e (D), invece, si è
posto T = 5 anni. Infine, per i grafici (E) e (F) si è assunto T = 10 anni.
La linea continua rappresenta il portafoglio in presenza del vincolo di VaR.
Nel punto cerchiato, la banca tocca il vincolo di VaR, rappresentato dalla
linea punteggiata. La linea tratteggiata rappresenta, invece, il portafoglio in
assenza del vincolo di VaR. I parametri sono stati scelti come segue: γ = 0.5,
α = 0.01, β = 0.05, τ = 10/250, r = 0.05, λ = 0.03, σ = 0.32, ϑ = 0.2,
z = 0.2 e σY = 0.6. I grafici sono stati ottenuti facendo uso delle simulazioni
Monte Carlo.

rappresentano la differenza tra i portafogli ai due livelli di confidenza. Intui-
tivamente, quando il vincolo diventa più stringente, l’esposizione dovrebbe
diminuire. Tuttavia, se la correlazione è negativa, accade il fenomeno oppo-
sto, passando da α = 0.05 a α = 0.01. Solo se la volatilità è sufficientemente
elevata, superiore a 50%, un livello di confidenza più stringente porta ad una
diminuzione dell’esposizione.
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Figura 2.9: Portafoglio in presenza del vincolo di VaR, al variare del livello
di confidenza. Nei grafici a sinistra si considera una correlazione positiva
pari a ρ = 0.4. Invece, nei grafici a destra ρ = −0.4. In (A) e in (B) il
livello di confidenza è α = 0.01. Nei grafici (C) e (D), invece, si è posto α =
0.05. Infine, i grafici (E) e (F) mostrano la differenza tra i portafogli ai due
livelli di confidenza, quindi (E) e (F) rappresentano, rispettivamente, (C)-
(A) e (D)-(B). I valori assegnati ai parametri sono gli stessi della Figura 2.8.
L’orizzonte temporale è T = 5 anni.

In [33] si considera anche un’approssimazione del secondo ordine, da cui si
ottiene la Figura 2.10:
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Figura 2.10: Approssimazione del primo e del secondo ordine con correla-
zione positiva (a sinistra) e negativa (a destra). I valori assegnati ai para-
metri sono i seguenti: γ = 0.5, α = 0.01, β = 0.05, τ = 10/250, r = 0.05,
λ = 0.03, σ = 0.35, ϑ = 0.7, z = 0.7, σY = 0.6 e T = 2.

Si osserva che includere un termine del secondo ordine porta ad ottenere
uno shift quasi parallelo verso l’alto. Quindi, almeno qualitativamente, la
differenza tra le approssimazioni del primo e secondo ordine è trascurabile.
Pertanto, se n1 > n2 e se si considera un investitore maggiormente avverso
al rischio rispetto ad un log-investitore, il vincolo di VaR porta a compiere
scelte più rischiose.
Invece, se n1 < n2 e se l’investitore è meno avverso al rischio rispetto al log-
investitore, il vincolo di VaR induce a compiere scelte maggiormente rischiose.
Per molti modelli a volatilità stocastica si ha che n1 < n2, come ad esempio
per il modello di Heston, in cui n1 = 0 e n2 = 1

2 .

2.5 Vincolo di VaR dinamico in presenza di
un defaultable asset

La recente crisi finanziaria induce a considerare un modello di mercato
in cui sia presente un defaultable asset, quindi un titolo soggetto a rischio
default. Nel presente paragrafo considereremo un modello per le scelte di por-
tafoglio, in cui nel mercato finanziario sia negoziabile un defaultable asset.
Un tale modello è stato formulato in [12], senza considerare però il vincolo
di VaR. L’obiettivo è quindi estendere i risultati ottenuti in [12] al caso in
presenza di un vincolo di VaR dinamico.
Il mercato è basato su uno spazio di probabilità filtrato (Ω,F , {Ft}t∈[0,T ],P),
dove {Ft}t∈[0,T ] è la filtrazione naturale completata generata dal moto Bro-
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wiano continuo e unidimensionale {W (t), t ∈ [0, T ]}.
Nel mercato sono presenti due titoli:

1. un titolo privo di rischio, che evolve in modo deterministico:
dB(t)
B(t) = rdt, t ∈ (0, T ],

B(0) = 1,

con tasso d’interesse costante r > 0;

2. un titolo rischioso, la cui dinamica è descritta dal modello CEV (mo-
dello a elasticità della varianza costante):

dS(t)
S(t) = (ξ + r)dt+ S(t)βdW (t), t ∈ (0, T ],

S(0) = s,

con s > 0, rendimento in eccesso ξ > 0 e β ∈ (−1, 0).
Osserviamo che la soluzione esiste per ogni β ∈ (−1, 0). Inoltre, se
quando S vale zero, si pone S uguale a zero fino all’istante finale T ,
allora è garantita anche l’unicità per traiettorie. A tal proposito si
veda [23].
Il modello CEV è adatto per descrivere l’evoluzione del prezzo di un
titolo soggetto a rischio default. Infatti, si può dimostrare che il prezzo
di tale titolo ha una probabilità positiva di annullarsi nell’intervallo di
tempo [0, T ]. Inoltre, il modello CEV presenta il fenomeno del leverage
effect.

L’investitore sceglie un portafoglio h = (hB, hS), dove hB rappresenta il nu-
mero di azioni del titolo privo di rischio presenti in portafoglio, invece hS
corrisponde al numero di azioni del titolo rischioso possedute.
Il valore del portafoglio Xh risolve la seguente equazione differenziale stoca-
stica: dXh(t) = hB(t)dB(t) + hS(t)dS(t), t ∈ (0, T ],

Xh(0) = x,

dove il capitale iniziale x > 0. Nel seguito considereremo solo portafogli che
possiedono determinate proprietà, come affermato nella prossima definizione.

Definizione 2.1. Indichiamo con Π[t̄, T ] l’insieme dei portafogli sull’inter-
vallo [t̄, T ], quindi l’insieme dei processi stocastici {h(t) = (hB(t), hS(t)), t ∈
[t̄, T ]} che siano {Ft}t∈[t̄,T ]-adattati e tali che, per ogni x > 0, Xh sia l’unica
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soluzione della seguente equazione differenziale stocastica:dXh(t) = hB(t)dB(t) + hS(t)dS(t), t ∈ (t̄, T ],
Xh(t̄) = x.

L’unicità è intesa per traiettorie. Supponiamo anche che Xh(t) > 0 per ogni
t ∈ [t̄, T ] e q.o. in Ω.

Poiché si considerano solo portafogli il cui valore sia sempre non negativo,
possiamo esprimere il portafoglio in termini percentuali. In particolare, ad
ogni portafoglio h = (hB, hS) assegniamo un portafoglio in termini relativi:
π = (1− π, π), dove π = hSS/X

h. Poiché nel seguito ci riferiremo sempre al
portafoglio π, denoteremo il valore del portafoglio nel seguente modo: Xπ.
Inoltre, Xπ risolve la seguente equazione differenziale stocastica:

dXπ(t)
Xπ(t) = (π(t)ξ + r)dt+ π(t)S(t)βdW (t), t ∈ (0, T ],

Xπ(0) = x.

Se il portafoglio {π(t), t ∈ [t̄, T ]} è ammissibile, quindi il corrispondente por-
tafoglio h ∈ Π[t̄, T ], scriveremo π ∈ Π[t̄, T ].

L’investitore massimizza l’utilità attesa finale, di conseguenza conside-
riamo il funzionale guadagno J : R+ × R+ × [0, T ] × R[0,T ] → R dato
da:

J(x, s, t, π) = Ex,s
t [u(Xπ(T ))],

per ogni (x, s, t) ∈ R+ × R+ × [0, T ] e π ∈ Π[t, T ], inoltre u è la funzione di
utilità dell’investitore.

Supponiamo che l’investitore, oltre a massimizzare l’utilità attesa fina-
le, debba imporre in ogni istante di tempo t ∈ [0, T ] che il Value-at-Risk,
indicato con VaRα,π(t), sia minore di una soglia fissata VaR(Xπ(t), t) > 0.
Tale vincolo è realistico, infatti la regolamentazione impone alle istituzioni
finanziarie di calcolare il VaR ogni giorno, con un orizzonte temporale pari a
10 giorni.
Il Value-at-Risk VaRα,π(t) è quindi calcolato rispetto all’intervallo di tempo
[t, t + τ ], con τ > 0, che per esempio è pari a 10 giorni. Tale Value-at-Risk
è valutato rispetto alla funzione perdita L(t, t + τ) del frozen portafoglio
(1− π(t), π(t)), quindi supponendo che π(s) = π(t) per ogni t ∈ [t, t+ τ ].
Indichiamo con X (Xπ(t), π(t)) il valore del frozen portafoglio all’istante t+τ ,
dato da:

X (Xπ(t), π(t)) = Xπ(t)e
∫ t+τ
t

(
π(t)ξ+r−1

2π(t)2S(s)2β
)

ds+
∫ t+τ
t

π(t)S(s)β dW (s)
.
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Per determinare il vincolo di VaR considereremo un’approssimazione del
frozen portafoglio, con cui si ottiene la quantità X 1(Xπ(t), π(t)) data da:

X 1(Xπ(t), π(t)) = Xπ(t)e
(
π(t)ξ+r−1

2π(t)2S(t)2β
)
τ+π(t)S(t)β(W (t+τ)−W (t))

.

L’errore che si commette nel compiere tale approssimazione è considerato
nella prossima proposizione.

Proposizione 2.1. L’errore di approssimazione che si commette nel consi-
derare il frozen portafoglio X 1(Xπ(t), π(t)) in cui il prezzo del titolo rischioso
è mantenuto costante, rispetto a X (Xπ(t), π(t)), è limitato da:

P
(∣∣∣∣ log(X 1(Xπ(t), π(t)))− log(X (Xπ(t), π(t)))

∣∣∣∣ >M
)
6

1
M

Et[|R|],

dove M > 0 e

R = −1
2π(t)2

∫ t+τ

t

(
S(t)2β − S(s)2β

)
ds+ π(t)

∫ t+τ

t

(
S(t)β − S(s)β

)
dW (s).

Dimostrazione. Il logaritmo di X 1(Xπ(t), π(t)) è dato:

log(X 1(Xπ(t), π(t))) = log(Xπ(t)) +
∫ t+τ

t

(
π(t)ξ + r − 1

2π(t)2S(t)2β
)
ds+

+
∫ t+τ

t
π(t)S(t)β dW (s),

invece, il logaritmo di X (Xπ(t), π(t)) è il seguente:

log(X (Xπ(t), π(t))) = log(Xπ(t)) +
∫ t+τ

t

(
π(t)ξ + r − 1

2π(t)2S(s)2β
)
ds+

+
∫ t+τ

t
π(t)S(s)β dW (s).

Quindi, facendo la differenza, si ottiene:

log(X 1(Xπ(t), π(t)))− log(X (Xπ(t), π(t))) = −1
2π(t)2

∫ t+τ

t

(
S(t)2β − S(s)2β

)
ds+

+π(t)
∫ t+τ

t

(
S(t)β − S(s)β

)
dW (s).

Indichiamo con R il resto della differenza S(s)2β − S(t)2β, che è dato da:

R = −1
2π(t)2

∫ t+τ

t

(
S(t)2β − S(s)2β

)
ds+ π(t)

∫ t+τ

t

(
S(t)β − S(s)β

)
dW (s).
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Dalla disuguaglianza di Markov si ricava:

P
(∣∣∣∣ log(X 1(Xπ(t), π(t)))− log(X (Xπ(t), π(t)))

∣∣∣∣ >M
)
6

6
1
M

E[| log(X 1(Xπ(t), π(t)))− log(X (Xπ(t), π(t)))|] = 1
M

E[|R|].

Ricordiamo che il Value-at-Risk, al livello di confidenza α ∈ (0, 1), è il
seguente:

VaRα,π(t) = inf{L > 0 : P(Xπ(t)−X (Xπ(t), π(t)) > L|Ft) < α}.

Il vincolo di VaR, VaRα,π(t) 6 VaR(Xπ(t), t), è possibile esprimerlo in un
modo più conveniente, come affermato nel prossimo teorema. Nel seguito
considereremo VaR(Xπ(t), t) = δXπ(t), con δ ∈ (0, 1).

Teorema 2.7. Il vincolo di Value-at-Risk, VaRα,π(t) 6 VaR(Xπ(t), t), per
t ∈ [0, T ], approssimando X (Xπ(t), π(t)) con X 1(Xπ(t), π(t)), è equivalente
alle due seguenti disuguaglianze:

π−(S(t)) 6 π(t) 6 π+(S(t)),

dove

π±(S(t)) = ξτ + Φ−1(α)S(t)β
√
τ

S(t)2βτ

±

√
(ξτ + Φ−1(α)S(t)β

√
τ)2 + 2rS(t)2βτ 2 − 2 log(1− δ)S(t)2βτ

S(t)2βτ
.

Dimostrazione. Per calcolare il VaR fissiamo L > 0 e consideriamo la se-
guente probabilità:

P(Xπ(t)−X 1(Xπ(t), π(t)) > L|Ft) =

= P
(
Xπ(t)

(
1− e

∫ t+τ
t

(
π(t)ξ+r−1

2π(t)2S(t)2β
)

ds+
∫ t+τ
t

π(t)S(t)β dW (s)
)
> L

∣∣∣∣Ft)

= P
(
e
∫ t+τ
t

(
π(t)ξ+r−1

2π(t)2S(t)2β
)

ds+
∫ t+τ
t

π(t)S(t)β dW (s)
6 1− L

Xπ(t)

∣∣∣∣Ft)
= P

( ∫ t+τ

t

(
π(t)ξ + r − 1

2π(t)2S(t)2β
)
ds+

+
∫ t+τ

t
π(t)S(t)β dW (s) 6 log

(
1− L

Xπ(t)

)∣∣∣∣Ft)
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= P
((
π(t)ξ + r − 1

2π(t)2S(t)2β
)
τ+

+ π(t)S(t)β(W (t+ τ)−W (t)) 6 log
(

1− L

Xπ(t)

)∣∣∣∣Ft)

= Φ
( log

(
1− L

Xπ(t)

)
−
(
π(t)ξ + r − 1

2π(t)2S(t)2β
)
τ

π(t)S(t)β
√
τ

)
.

Poiché P(Xπ(t)−X 1(Xπ(t), π(t)) > L|Ft) < α si ha che:

Φ
( log

(
1− L

Xπ(t)

)
−
(
π(t)ξ + r − 1

2π(t)2S(t)2β
)
τ

π(t)S(t)β
√
τ

)
< α,

da cui si ottiene:

L > Xπ(t)
(

1− e
(
π(t)ξ+r−1

2π(t)2S(t)2β
)
τ+Φ−1(α)π(t)S(t)β

√
τ
)
.

Quindi il VaR al livello di confidenza α è dato da:

VaRα,π(t) = Xπ(t)
(

1− e
(
π(t)ξ+r−1

2π(t)2S(t)2β
)
τ+Φ−1(α)π(t)S(t)β

√
τ
)
.

Di conseguenza il vincolo di VaR diventa:

Xπ(t)
(

1−e
(
π(t)ξ+r−1

2π(t)2S(t)2β
)
τ+Φ−1(α)π(t)S(t)β

√
τ
)
6 VaR(Xπ(t), t) = δXπ(t),

che si può scrivere nel seguente modo:(
π(t)ξ + r − 1

2π(t)2S(t)2β
)
τ + Φ−1(α)π(t)S(t)β

√
τ > log(1− δ),

che diventa:
1
2π(t)2S(t)2βτ − (ξτ + Φ−1(α)S(t)β

√
τ)π(t)− rτ + log(1− δ) 6 0.

Definiamo ora le seguenti quantità:

π±(S(t)) = ξτ + Φ−1(α)S(t)β
√
τ

S(t)2βτ

±

√
(ξτ + Φ−1(α)S(t)β

√
τ)2 + 2rS(t)2βτ 2 − 2 log(1− δ)S(t)2βτ

S(t)2βτ
.
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Il vincolo di VaR è quindi equivalente alle due seguenti disuguaglianze:

π−(S(t)) 6 π(t) 6 π+(S(t)).

Poiché i portafogli che considereremo dovranno soddisfare anche il vincolo di
VaR, diamo la seguente definizione.
Definizione 2.2. Indichiamo con Πad[t̄, T ] l’insieme dei portafogli am-
missibili sull’intervallo [t̄, T ], quindi tali che π ∈ Π[t̄, T ],

π−(S(t)) 6 π(t) 6 π+(S(t)), ∀ t ∈ [t̄, T ] e q.o. in Ω

e
Ex,st̄ [|u(Xπ(T ))|] < +∞, ∀ (x, s) ∈ R+ × R+.

Se π è un portafoglio ammissibile sull’intervallo [t̄, T ], scriviamo π ∈ Πad[t̄, T ].
Infine, denotiamo con V : R+ ×R+ × [0, T ]→ R la funzione valore ottimale:

V (x, s, t) = sup
π∈Πad[t,T ]

Ex,st [u(Xπ(T ))], ∀ (x, s, t) ∈ R+ × R+ × [0, T ].

Il problema di ottimizzazione di portafoglio è quindi il seguente:

determinare un portafoglio ottimo π∗ ∈ Πad[0, T ] tale che:

V (x, s, t) = J(x, s, t, π∗), ∀ (x, s, t) ∈ R+ × R+ × [0, T ],

rispettando i seguenti vincoli:

i)


dS(z)
S(z) = (ξ + r)dz + S(z)βdW (z), z ∈ (t, T ],

S(t) = s,

ii)


dXπ(z)
Xπ(z) = (π(z)ξ + r)dz + π(z)S(z)βdW (z), z ∈ (t, T ],

Xπ(t) = x,

L’equazione di Hamilton-Jacobi-Bellman associata al problema di ottimizza-
zione è la seguente:
Vt + supπ−(s)6π6π+(s)

{
(πξ + r)xVx + (ξ + r)sVs + 1

2π
2s2βx2Vxx+

+πs1+2βxVxs + 1
2s

2+2βVss
}

= 0, ∀ (x, s, t) ∈ R+ × R+ × (0, T ),
V (x, s, T ) = u(x), ∀ (x, s) ∈ R+ × R+.
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Supponiamo che il seguente portafoglio sia in Πad[0, T ]:

π∗(x, s, t) =


π−(s), π̃(x, s, t) 6 π−(s),
π̃(x, s, t), π−(s) < π̃(x, s, t) < π+(s),
π+(s), π̃(x, s, t) > π+(s),

dove
π̃ = − Vx

xVxx

ξ

s2β −
sVxs
xVxx

.

Se il portafoglio π∗ appartiene a Πad[0, T ], allora è il portafoglio ottimo.

Funzione di utilità CRRA. Supponiamo che l’investitore abbia la seguente
funzione di utilità:

uγ(x) =


xγ − 1
γ

, x > 0,

−∞, x 6 0,

con γ < 1 e γ 6= 0, invece

u0(x) =

log x, x > 0,
−∞, x 6 0,

per γ = 0.
Dalla proprietà di omogeneità del problema di ottimizzazione, si ottiene che
la funzione valore ha la seguente espressione:

V (x, s, t) = eγgγ(s,t)xγ − 1
γ

, ∀ (x, s, t) ∈ R+ × R+ × [0, T ],

per γ < 1 e γ 6= 0, invece

V (x, s, t) = log x+ g0(s, t), ∀ (x, s, t) ∈ R+ × R+ × [0, T ],

per γ = 0.
La funzione gγ è data da:

gγ(s, t) = g0(s, t) +O(γ), ∀ (s, t) ∈ R+ × [0, T ],
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dove la funzione g0 non dipende da γ.
Il portafoglio π̃ diventa:

π̃ = − eγgγxγ−1

x(γ − 1)eγgγxγ−2
ξ

s2β −
sγeγgγxγ−1

x(γ − 1)eγgγxγ−2
∂gγ
∂s

= 1
1− γ

ξ

s2β + γs

1− γ
∂gγ
∂s

.

Se si considera il problema di ottimizzazione in assenza del vincolo di VaR,
come è stato fatto in [12], si ottiene, indicando con π∗f il portafoglio ottimo
per tale problema:

π∗f = 1
1− γ

ξ

s2β + γs

1− γ
∂gfγ
∂s

,

dove la funzione gfγ può essere determinata esplicitamente.
L’obiettivo è valutare la seguente differenza:

π̃ − π∗f = γs

1− γ

(
∂gγ
∂s
−
∂gfγ
∂s

)
.

Se introduciamo la funzione gf0 , che non dipende da γ, tale che:

gfγ (s, t) = gf0 (s, t) +O(γ), ∀ (s, t) ∈ R+ × [0, T ],

si ottiene:
π̃ − π∗f = γs

(
∂g0

∂s
− ∂gf0

∂s

)
+O(γ2).

Quindi, il segno di tale differenza, per γ vicino a zero, dipende solo dal segno
della differenza seguente:

∂g0

∂s
− ∂gf0

∂s
.

In primo luogo, è necessario trovare un’espressione della differenza tra g0 e
gf0 . Tale espressione si ottiene considerando il problema di ottimizzazione nel
caso della funzione di utilità logaritmo, come illustrato nel prossimo teorema.

Teorema 2.8. La differenza tra le funzioni g0 e gf0 è data da:

g0(s, t)− gf0 (s, t) = −1
2

∫ T

t
Est
[
1{π̂(S(z))60}(S(z)βπ̂(S(z)))2

]
dz,

dove π̂ = π+ − π̃log e π̃log è il portafoglio ottimo per la funzione di utilità
logaritmo nel caso non vincolato.
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Dimostrazione. Poiché la funzione valore nel caso dell’utilità logaritmo ha la
seguente espressione:

V (x, s, t) = log x+ g0(s, t),

il portafoglio ottimo diventa:

π∗log(s) =


π−(s), π̃log(s) 6 π−(s),
π̃log(s), π−(s) < π̃log(s) < π+(s),
π+(s), π̃log(s) > π+(s),

dove
π̃log(s) = ξ

s2β .

Osserviamo che π̃log(s) > π−(s) per ogni s ∈ R+, infatti:

π̃log(s)− π−(s) = ξ

s2β −
ξτ + Φ−1(α)sβ

√
τ

s2βτ
+

+

√
(ξτ + Φ−1(α)sβ

√
τ)2 + 2rs2βτ 2 − 2 log(1− δ)s2βτ

s2βτ

= −Φ−1(α)sβ
√
τ

s2βτ
+

+

√
(ξτ + Φ−1(α)sβ

√
τ)2 + 2rs2βτ 2 − 2 log(1− δ)s2βτ

s2βτ
> 0,

poiché Φ−1(α) < 0, essendo generalmente α = 0.01 oppure α = 0.05.
Per tale motivo, il portafoglio ottimo diventa:

π∗log(s) =

π̃log(s), π̃log(s) < π+(s),
π+(s), π̃log(s) > π+(s).

Poiché il valore del portafoglio ha la seguente espressione:

Xπ(T ) = xe
∫ T
t

(
π∗log(S(z))ξ+r−1

2π
∗
log(S(z))2S(z)2β

)
dz+
∫ T
t
π∗log(S(z))S(z)β dW (z)

,

la funzione valore è data da:

V (x, s, t) = Ex,st [log(Xπ(T ))] = log x+

+
∫ T

t

(
Est [π∗log(S(z))]ξ + r − 1

2E
s
t [π∗log(S(z))2S(z)2β]

)
dz,

60



Capitolo 2. Scelte di portafoglio con vincolo di VaR

da cui si deduce:

g0(s, t) =
∫ T

t

(
E s
t [π∗log(S(z))]ξ + r − 1

2E
s
t [π∗log(S(z))2S(z)2β]

)
dz

=
∫ T

t

(
E s
t [1{π̃log(S(z))<π+(S(z))}π̃

∗
log(S(z))]ξ + r

− 1
2E

s
t [1{π̃log(S(z))<π+(S(z))}π̃

∗
log(S(z))2S(z)2β]

)
dz+

+
∫ T

t

(
E s
t [1{π̃log(S(z))>π+(S(z))}π

+(S(z))]ξ + r

− 1
2E

s
t [1{π̃log(S(z))>π+(S(z))}π

+(S(z))2S(z)2β]
)
dz.

Il portafoglio ottimo nel caso non vincolato è il seguente:

π∗f (s) = ξ

s2β , ∀ s ∈ R+,

quindi coincide con π∗(s), per s ∈ R+ tale che π̃log(s) < π+(s). Inoltre,
procedendo in modo analogo a quanto fatto per il caso vincolato, si ottiene:

gf0 (s, t) =
∫ T

t

(
E s
t [π∗f (S(z))]ξ + r − 1

2E
s
t [π∗f (S(z))2S(z)2β]

)
dz

=
∫ T

t

(
E s
t [π̃log(S(z))]ξ + r − 1

2E
s
t [π̃log(S(z))2S(z)2β]

)
dz.

Di conseguenza, la differenza tra g0 e gf0 diventa:

g0(s, t)− gf0 (s, t) =
∫ T

t
Est
[
1{

π̃log(S(z))>π+(S(z))
}(ξπ+(S(z))

−1
2π

+(S(z))2S(z)2β − ξ2

2 S(z)−2β
)]

dz.

Consideriamo la quantità che compare all’interno del valore atteso:

ξπ+(S(z))− 1
2π

+(S(z))2S(z)2β − ξ2

2 S(z)−2β = −1
2

(
π+(S(z))2S(z)2β+

+ ξ2

S(z)2β − 2ξπ+(S(z))
)

=

= −1
2

(
π+(S(z))S(z)β − ξ

S(z)β

)2

=

= −1
2S(z)2β

(
π+(S(z))− ξ

S(z)2β

)2

=
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= −1
2S(z)2β

(
π+(S(z))− π̃log(S(z))

)2
.

Definiamo π̂ := π+ − π̃log, allora si ottiene:

g0(s, t)− gf0 (s, t) = −1
2

∫ T

t
Est
[
1{π̂(S(z))60}(S(z)βπ̂(S(z)))2

]
dz.

Teorema 2.9. Sia πh la componente di hedging per un investitore soggetto
al vincolo di VaR, che compare nell’espressione di π̃, quindi πh = γs

1−γ
∂gγ
∂s

.
Inoltre, sia πfh la componente di hedging per un investitore non vincolato,
quindi πfh = γs

1−γ
∂gfγ
∂s

. Allora, al primo ordine rispetto a γ, valgono le seguenti
proprietà:

i) se γ ∈ (0, 1), quindi l’investitore è maggiormente avverso al rischio del
log-investitore, allora πh > πfh, di conseguenza il vincolo di VaR porta a
compiere scelte più rischiose;

ii) se γ < 0, quindi l’investitore è meno avverso al rischio del log-investitore,
si ottiene che πh < πfh, perciò il vincolo di VaR porta a ridurre l’esposi-
zione nei confronti del titolo rischioso.

Dimostrazione. Nell’espressione di g0 − gf0 , determiniamo esplicitamente la
quantità che compare all’interno del valore atteso:

π̂(S(z)) = π+(S(z))− π̃log(S(z)) = Φ−1(α)
S(z)β

√
τ

+

+

√
(ξτ + Φ−1(α)S(z)β

√
τ)2 + 2rS(z)2βτ 2 − 2 log(1− δ)S(z)2βτ

S(z)2βτ
,

quindi

S(z)βπ̂(S(z)) = Φ−1(α)√
τ

+

+

√
(ξτ + Φ−1(α)S(z)β

√
τ)2 + 2rS(z)2βτ 2 − 2 log(1− δ)S(z)2βτ

S(z)βτ

= Φ−1(α)√
τ

+

+

√
(ξ
√
τS(z)−β + Φ−1(α))2 + 2rτ − 2 log(1− δ)

√
τ

.
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Di conseguenza, derivando rispetto a s si ottiene:

∂(S(z)βπ̂(S(z)))2

∂s
= 2S(z)βπ̂(S(z))·

·
(

(ξ
√
τS(z)−β + Φ−1(α))ξ(−β)S(z)−β−1√

(ξ
√
τS(z)−β + Φ−1(α))2 + 2rτ − 2 log(1− δ)

)
∂S(z)
∂s

= 2S(z)βπ̂(S(z))·

·
(

(ξτ + Φ−1(α)S(z)β
√
τ)ξ(−β)S(z)−2β−1√

(ξτS(z)−β + Φ−1(α)
√
τ)2 + 2rτ 2 − 2 log(1− δ)τ

)
∂S(z)
∂s

.

Quindi, la derivata della differenza tra g0 e gf0 diventa:

∂g0

∂s
− ∂gf0

∂s
= −

∫ T

t
Est
[
1{π̂(S(z))60}S(z)βπ̂(S(z))·

·
(

(ξτ + Φ−1(α)S(z)β
√
τ)ξ(−β)S(z)−2β−1√

(ξτS(z)−β + Φ−1(α)
√
τ)2 + 2rτ 2 − 2 log(1− δ)τ

)
∂S(z)
∂s

]
dz.

L’espressione appena ricavata è analoga alla formula ottenuta in [33], nella
dimostrazione del corollario 3, se si pone n1 = 0, n2 = β, v = Φ−1(α),
λ = ξ, Xs = S(z), Xt = s e σ = S(z)β. Quindi, come affermato in [33],
possiamo concludere che la quantità all’interno del valore atteso è negativa,
di conseguenza la differenza tra le derivate è positiva.
Poiché la differenza tra le due componenti di hedging è la seguente:

πh − πfh = γs

(
∂g0

∂s
− ∂gf0

∂s

)
+O(γ2),

si deduce la tesi.

Il risultato ottenuto è in parte in disaccordo con quanto ricavato in [33].
Infatti, in tale articolo, se si considerano i modelli a volatilità stocastica
più comuni, come ad esempio il modello di Heston, allora il vincolo di VaR
porta a compiere scelte meno rischiose se γ ∈ (0, 1) e maggiormente rischiose
per γ < 0. Il risultato è tuttavia confermato anche dai risultati ottenuti in
[12], in cui si dimostra che gli investitori maggiormente avversi al rischio, in
un mercato con un titolo privo di rischio e un defaultable asset, investono
notevolmente in quest’ultimo titolo. Infatti, si ricava che esiste un istante di
tempo finito per cui l’esposizione nel defaultable asset diventa infinita, per gli

63



Capitolo 2. Scelte di portafoglio con vincolo di VaR

investitori con γ ∈ (0, 1). Di conseguenza, poiché in [12] gli autori sostengono
che le banche con tale avversione al rischio hanno dominato la scena nella
recente crisi finanziaria, il risultato ottenuto conferma che il vincolo di VaR
è stato una delle principali cause della crisi.

64



Capitolo 3

Modelli di equilibrio

Per analizzare l’effetto del Value-at-Risk sui mercati finanziari non è suf-
ficiente considerare la composizione del portafoglio di un singolo investitore,
ma è necessario affrontare un’analisi dell’intero sistema finanziario. Quindi,
in questo capitolo, spostiamo l’attenzione sui modelli di equilibrio, suppo-
nendo che un gruppo di investitori sia soggetto al vincolo di Value-at-Risk.

In primo luogo, esponiamo il modello di equilibrio presentato in [33], che
riprende il modello per le scelte di portafoglio descritto nel capitolo prece-
dente. In tale articolo si considera un’economia di puro scambio, nella quale
sono presenti due istituzioni finanziarie. Si studiano due possibili situazioni:
nella prima, entrambe le istituzioni non sono vincolate; mentre nella seconda
solo un’istituzione è vincolata. Il vincolo di Value-at-Risk è di tipo dinamico,
come descritto nel precedente capitolo.
L’obiettivo dell’articolo è analizzare come variano le seguenti quantità: il
tasso d’interesse privo di rischio, la distribuzione del capitale tra le due isti-
tuzioni, il drift e la volatilità del titolo rischioso. Si dimostra che la presenza
del vincolo di VaR determina un incremento della domanda del titolo privo
di rischio, quindi il tasso d’interesse tende a diminuire. L’istituzione non
vincolata investe maggiormente nel titolo rischioso e l’effetto è un incremen-
to dello Sharpe ratio. Si nota anche che la regolamentazione porta ad una
ridistribuzione della ricchezza, che in parte passa dall’istituzione vincolata
all’istituzione non vincolata, indipendentemente dal coefficiente relativo di
avversione al rischio delle istituzioni stesse.

Mentre il primo articolo studia principalmente l’effetto del VaR sul por-
tafoglio delle istituzioni finanziarie, il secondo articolo analizzato [21], sposta
l’attenzione sull’impatto del VaR sui mercati finanziari. In particolare studia
l’effetto del Value-at-Risk sul rischio endogeno. A questo scopo si analizza
un’economia di puro scambio, in cui sono presenti due tipologie di investitori:
i trader attivi, che rappresentano le istituzioni finanziarie soggette al vincolo
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di VaR, i trader passivi, caratterizzati da una curva di domanda dei titoli
inclinata negativamente e soggetta a informazioni rilevanti. Tali informazio-
ni causano fluttuazioni nel prezzo dei titoli, quindi rappresentano il rischio
esogeno.
L’obiettivo dell’articolo è studiare come le informazioni provenienti dall’e-
sterno, quindi il rischio esogeno, impattano sulla volatilità dei titoli rischiosi,
che è una misura del rischio endogeno. Inoltre, poiché alcuni investitori so-
no regolamentati, il prezzo dei titoli rischiosi all’equilibrio ha una volatilità
determinata, oltre che dagli shocks esogeni, anche dalla presenza del vincolo
di VaR.

Infine, nell’ultima parte del presente capitolo, si considera il modello espo-
sto in [21], supponendo però che sia stata imposta la Tobin tax. Quest’ulti-
ma, proposta nel 1973 dal premio Nobel per l’economia James Tobin, mira
a tassare le transazioni finanziarie, con un’aliquota non troppo elevata, per
esempio dell’ordine dello 0.5% sul valore totale dell’operazione, ma abbastan-
za alta da introdurre qualche granello di sabbia nei meccanismi della finanza
nazionale e internazionale. Una tale commissione dovrebbe portare ad una
diminuzione del numero di operazioni finanziarie cosiddette ad alta frequen-
za, quindi sarebbe in grado di abbassare la volatilità dei titoli e rendere più
stabili i mercati.

3.1 Modello a volatilità stocastica e con
vincolo di VaR dinamico

L’articolo [33] presenta un modello di equilibrio, basandosi sul modello
per le scelte di portafoglio descritto nel capitolo precedente, in cui sono stati
analizzati gli effetti del vincolo di VaR sulla composizione di portafoglio della
singola istituzione finanziaria. Tuttavia, per comprendere a fondo le conse-
guenze a cui può portare l’attuale regolamentazione sul sistema finanziario,
è necessario utilizzare un modello di equilibrio.
In [33] si considera un’economia di puro scambio, in cui il mercato è costitui-
to da due strumenti finanziari: un titolo privo di rischio ed uno rischioso. Il
titolo privo di rischio è disponibile con offerta netta pari a zero e tasso di in-
teresse r(t) determinato all’equilibrio. Invece, il titolo rischioso è un derivato
con sottostante la dotazione aggregata e(t), data da:

de(t) = µe(Y (t), t)e(t)dt+ σe(Y (t))e(t)dWe(t),
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dove We è un moto Browniano standard. La variabile di stato Y è data da:

dY (t) = µY (Y (t))dt+ σY (Y (t))dWY (t),

in cuiWY è un moto Browniano standard tale che {(We(t),WY (t)), t ∈ [0, T ]}
è un moto Browniano bidimensionale e per ogni t ∈ [0, T ] le variabili aleatorie
We(t) e WY (t) hanno coefficiente di correlazione pari a ρeY .
Nell’economia operano due istituzioni finanziarie, indicate con I e II, le quali
determinano il proprio portafoglio risolvendo il problema di ottimizzazione
seguente:

J(X, Y, t) = sup
ci,πi

E[ui(Xπi(T ), Ci, T )|Ft], t ∈ [0, T ], i = I, II,

in cui l’estremo superiore è calcolato su tutte le coppie (ci, πi) ammissibili. La
funzione di utilità, che è di tipo potenza, è caratterizzata da un coefficiente
relativo di avversione al rischio pari a γi, quindi:

ui(Xπi(T ), Ci, T ) =
∫ T

0
e−δs

Cγi
i,s − 1
γi

ds+ e−δT
[Xπi(T )]γi − 1

γi
.

Di conseguenza, le due istituzioni finanziarie si distinguono solo per il coef-
ficiente relativo di avversione al rischio.
Definiamo ωi(t) = X i(t)/(XI(t) + XII(t)) per i = I, II, quindi ωI(t) +
ωII(t) = 1. Lo stato dell’economia di scambio è descritto dal vettore di stato
χ(t) = (X(t), ωI(t)). Allora si ha che:

dS(t) + e(t)dt
S(t) = α(χ, t)dt+ σS1(χ, t)dWY (t) + σS2(χ, t)dWe(t)

= α(χ, t)dt+ σ(χ, t)>dW(t),

dove α e il vettore σ sono determinati all’equilibrio.

Definizione 3.1. Denotiamo (α(χ, t),σ(χ, t), r(χ, t), πI(t), πII(t), cI(t), cII(t))
un equilibrio asintotico di puro scambio se:

a) πI(t) e πII(t) sono soluzioni, al primo ordine, dei problemi di ottimizza-
zione per le due istituzioni finanziarie;

b) vale la seguente identità:

πI(t)ωI(t) + πII(t)ωII(t) = 1 +O(γ2);
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c) analogamente, per i beni di consumo vale che:

cI(t)XI(t) + cII(t)XII(t) = e(t) +O(γ2).

Determiniamo quindi un tale equilibrio in due casi: nel primo, il ca-
so benchmark, supponiamo che nessun investitore sia soggetto al vincolo di
Value-at-Risk. Successivamente consideriamo la situazione in cui la banca
II è vincolata, invece la banca I rimane non vincolata.
Il portafoglio ottimo è lo stesso presentato nel capitolo precedente, nell’am-
bito delle scelte di portafoglio. Tuttavia la funzione g0 è sostituita da una
corrispondente funzione determinata all’equilibrio g0e, che ora dipende anche
da ωI e dai parametri γI e γII . Poiché g0e dipende dal valore di equilibrio di
diverse quantità, è determinata endogenamente. Espandendo g0e rispetto ai
parametri di avversione al rischio si ottiene:

g0e(χ, γI , γII , t) = g0,0(χ, t) + (γI , γII)·g0,1(χ, t) +O(γ2
I , γ

2
II).

Nel seguito scriveremo semplicemente g0e(χ, t) al posto di g0e(χ, γI , γII , t) e
O(γ2) invece di O(γ2

I , γ
2
II).

Nel caso benchmark la situazione all’equilibrio è riassunta dal seguente

Teorema 3.1. In assenza del vincolo di Value-at-Risk si ha che:

i) il tasso d’interesse all’equilibrio è dato da:

r(χf , t) = α(χf , t)− ‖σ(χf , t)‖2(1− (1 + ηf (t))∆f ) +O(γ2);

ii) la quantità ωI,f soddisfa la seguente equazione differenziale stocastica:

dωI,f (t) = (γI − γII)ωI,f (t)(1− ωI,f (t))(ξ(t)dt+
+ (1 + ηf (t))σe(Y (t))dWe(t)) +O(γ2);

iii) il drift e la volatilità del processo del prezzo S(t) con dotazione aggregata
e(t) sono pari a:

αf (χf , t) = δ + µe(Y (t)) + (∂tA(t)− 1)ξ(t)∆f + A(t)∆f (∂tξ(t)+
+ σeY ∂Y ξ(t)) +O(γ2),

σf (χf , t) =
(
σfS1(χf , t)
σfS2(χf , t)

)
=
(
A(t)∆f∂tξ(t)σY (Y (t))

σe(Y (t))

)
+O(γ2),
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Inoltre:

ξ(t) = g0e(χf , t) + logA(t)
A(t) ,

ηf (t) = 1
‖σ(χf , t)‖2

(
σSX(χf , t)
σSω(χf , t)

)>
∂g0e(χf , t)

∂χ
,

∆f = γIω
I,f (t) + γII(1− ωI,f (t)).

Invece, in presenza del vincolo di Value-at-Risk, si ottiene il seguente

Teorema 3.2. In un’economia dove la banca I non è vincolata, invece la
banca II è soggetta al vincolo di Value-at-Risk si ha che:

i) il tasso d’interesse all’equilibrio è dato da:

r(χc, t) = α(χc, t)− ‖σ(χc, t)‖2 + ‖σ(χc, t)‖Φ−1(α)(1− ωI,c(t))√
ωI,c(t)B

+

+ h
(
γI ,

1√
τ
,
√
τ , τ

)
+O(γ2, τ 2),

con B = ωI,c(t)(Φ−1(α))2 +2 log(1−β)(ωI,c(t)−2) e per quanto riguarda
la funzione h rimandiamo all’appendice di [33];

ii) la quantità ωI,c soddisfa la seguente equazione differenziale stocastica:

dωI,c(t) = (µω,c0 (χc, t) + µω,cγ (χc, t) + µω,cτ (χc, t))dt+ σω,c0 (χc, t)dWe(t)+
+ (σω,cτ (χc, t) + σω,cγ (χc, t))>dW(t) +O(γ2, τ 2),

dove le funzioni (µω,c. (χc, t), σω,c. (χc, t)) che compaiono sono funzioni del-
le variabili di stato e del vincolo, per la cui espressione si rimanda a
[33];

iii) il drift e la volatilità del processo del prezzo S(t) con dotazione aggregata
e(t) sono pari a:

αc(χc, t) = (γI − γII)A(t)ξ(t)
(
µω,c0 (χc, t) +

(
ρeY σY (Y (t))∂ξ(t)/∂Y

ξ(t) +

+ σe(Y (t))
)
σω,c0 (χc, t)

)
+ αf (χc, t) +O(γ2, τ 2),

σc(χc, t) =
(

σfS1(χc, t)
σe(Y (t)) + (γI − γII)ξ(t)σω,c0 (χc, t)

)
+O(γ2, τ 2).
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Consideriamo infine il caso di un’economia in cui l’utilità delle due isti-
tuzioni sia logaritmica, l’unica differenza è quindi data dal capitale iniziale.
Il seguente corollario riassume le quantità di equilibrio in questo tipo di
economia.

Corollario 3.1. In un’economia dove la banca I non è vincolata, invece la
banca II è soggetta al vincolo di Value-at-Risk, inoltre γI = γII = 0 si ottiene
che:

i) il tasso d’interesse all’equilibrio è dato da:

rc(χ, t) = rf (χ, t) + ‖σ(χ, t)‖2 Φ−1(α)(1− ωI,c(t))√
ωI,c(t)B

+

+ h
(

0, 1√
τ
,
√
τ , τ

)
+O(τ 2),

rf (χ, t) = α(χ, t)− ‖σ(χ, t)‖2.

ii) il drift e la volatilità del processo del prezzo S(t) con dotazione aggregata
e(t) sono pari a:

αc(χ, t) = αf (χ, t) = δ + µe(Y (t)),
σc(χ, t) = σf (χ, t) = σe(Y (t)).

Quindi, in un’economia in cui entrambe le istituzioni hanno la stessa
funzione di utilità, la quale è di tipo logaritmo, il drift e la volatilità del
titolo rischioso rimangono invariati passando dal caso benchmark al caso
con vincolo di VaR. Solo i tassi d’interesse variano, quindi cambia ωI , di
conseguenza la regolamentazione porta ad una ridistribuzione del capitale
tra le due istituzioni.
Successivamente si analizzano diversi modelli per la dotazione aggregata del
titolo rischioso e(t). I modelli considerati sono i seguenti:

(i) M0: µe(Y (t), t) = µe, σe(Y (t)) = σeY (t) e γI = γII = 0;

(ii) M1: µe(Y (t), t) = µe, σe(Y (t)) = σeY (t);

(iii) M2: µe(Y (t), t) = µeY (t), σe(Y (t)) = σeY (t).

Inoltre si assume che la variabile di stato Y segua un moto Browniano geo-
metrico di tipo mean-reverting.
Consideriamo in primo luogo il modello M0, quindi il caso in cui entrambe le
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istituzioni abbiano una funzione di utilità logaritmo. Analizziamo i seguenti
grafici:
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Figura 3.1: Presenza del Value-at-Risk in una log-economia M0. I valori
assegnati ai parametri sono i seguenti: µe = 0.1, σe = 0.2, σY = 1, ϑ = 0.1,
z = 0.1, δ = 0.05, T = 5, τ = 1/250, β = 2.5%, α = 0.05, ω = 0.5
e γI = γII = 0. La linea continua rappresenta le quantità di interesse
quando nell’economia è stato imposto il vincolo di VaR. Nel grafico del tasso
d’interesse, la linea punteggiata a destra del punto A rappresenta il tasso
d’interesse in assenza del vincolo di VaR.

Il grafico a sinistra mostra la frazione di portafoglio investita nel titolo
rischioso. Prima del punto A, tale frazione è pari a 1 per entrambe le istitu-
zioni. Dopodiché l’istituzione II diventa vincolata e quindi deve diminuire la
sua esposizione (linea tratteggiata). Parte del suo capitale è adesso investito
nel titolo privo di rischio. Ciò influenza i tassi d’interesse, che all’equilibrio
devono diminuire a causa dell’aumentata domanda per i bond da parte di
II. La linea continua nel grafico a destra mostra i tassi d’interesse all’equi-
librio. Quando il punto A è stato raggiunto, i tassi d’interesse diminuiscono
rispetto al caso di un’economia non vincolata (linea punteggiata). Essendo
i tassi d’interesse più bassi, l’istituzione I è maggiormente attratta da un
investimento nel titolo rischioso, come mostrato nel grafico a sinistra dalla
linea continua. Tutto ciò porta ad una modifica del valore di ωI , quindi ad
una ridistribuzione della ricchezza tra le due istituzioni, indipendentemente
dalla loro avversione al rischio. Di conseguenza la regolamentazione favorisce
l’istituzione non vincolata, infatti porta ad un incremento del capitale di I a
discapito dell’istituzione II, che è soggetta al vincolo di VaR.
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La Figura 3.2 si riferisce, invece, al secondo modello M1, supponendo che la
correlazione ρeY sia positiva.
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Figura 3.2: Presenza del Value-at-Risk nell’economia M1, con correlazione
positiva. I valori assegnati ai parametri sono i seguenti: µe = 0.1, σe = 0.2,
σY = 1, ϑ = 0.1, z = 0.1, δ = 0.1, T = 2, τ = 1/250, β = 5%, α = 0.01,
ω = 0.5, ρeY = 0.4, γI = −0.1 e γII = 0.4. La linea continua rappresenta le
quantità di interesse quando nell’economia è stato imposto il vincolo di VaR.
Nei grafici del tasso d’interesse, del drift e della volatilità le linee punteggiate
a destra del punto A rappresentano le corrispondenti quantità in assenza del
vincolo di VaR.

Il grafico in alto a sinistra mostra che non appena l’istituzione II diventa
vincolata nel punto A, deve diminuire la sua esposizione nei confronti del
titolo rischioso (linea tratteggiata). Nel momento in cui si raggiunge il punto
A, il tasso d’interesse privo di rischio, il drift e la volatilità del titolo rischioso
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risentono della presenza del vincolo di VaR e cambiano istantaneamente. Ciò
provoca un salto nella linea tratteggiata del grafico in alto a sinistra. L’ac-
cresciuta domanda per i bond favorisce una diminuzione del tasso d’interesse,
come mostrato nel grafico in alto a destra. Di conseguenza, oltre il punto A,
il tasso d’interesse privo di rischio inizia a diminuire. Allo stesso tempo, si
osserva un salto verso l’alto nel drift del titolo rischioso e un incremento della
sua volatilità. Quindi, se la correlazione ρeY è positiva, la regolamentazione
provoca un salto verso l’alto nella volatilità di equilibrio. Solo quando la
variabile di stato Y cresce ulteriormente, la volatilità scende al di sotto del
valore che ha nell’economia non vincolata.
Poiché il tasso d’interesse privo di rischio, il drift e la volatilità devono cam-
biare in modo tale che l’istituzione I incrementi la sua domanda per il ti-
tolo rischioso, come mostrato nella figura in alto a sinistra dalla linea con-
tinua, l’effetto globale corrisponde ad un incremento dello Sharpe ratio. La
Figura 3.3 mostra lo Sharpe ratio:
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Figura 3.3: Impatto del Value-at-Risk sullo Sharpe ratio nell’eco-
nomia M1, con correlazione positiva. I valori assegnati ai parametri
sono gli stessi della Figura 3.2. La linea continua rappresenta lo
Sharpe ratio in presenza del vincolo di VaR. La linea punteggiata a
destra del punto A rappresenta lo Sharpe ratio in assenza del vincolo
di VaR.

Si osserva che nel punto A lo Sharpe ratio salta ad un livello superiore e il
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tasso di crescita aumenta rispetto al caso dell’economia non vincolata. Quin-
di, la presenza di istituzioni finanziarie vincolate e non vincolate, permette
di spiegare in parte il fatto stilizzato di Sharpe ratio relativamente elevati e
tassi d’interesse bassi.
Nella Figura 3.4, infine, si considera il modello M2, con un coefficiente di
correlazione ρeY negativo.
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Figura 3.4: Presenza del Value-at-Risk nell’economia M2, con correlazione
negativa. I valori assegnati ai parametri sono i seguenti: µe = 0.1, σe = 0.2,
σY = 1, ϑ = 0.1, z = 0.1, δ = 0.1, T = 2, τ = 1/250, β = 2.5%, α = 0.01,
ω = 0.5, ρeY = −0.4, γI = −0.1 e γII = 0.4. La linea continua rappresenta le
quantità di interesse quando nell’economia è stato imposto il vincolo di VaR.
Nei grafici del tasso d’interesse, del drift e della volatilità le linee punteggiate
a destra del punto A rappresentano le corrispondenti quantità in assenza del
vincolo di VaR.
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Nella figura in alto a sinistra la linea tratteggiata indica l’istituzione vin-
colata II, invece la linea continua corrisponde all’istituzione non vincolata
I. Poiché la correlazione è negativa, la frazione di portafoglio investita nel
titolo rischioso è più bassa, per l’istituzione vincolata che per l’istituzione
I. Quando II diventa vincolata nel punto A, deve diminuire la frazione di
capitale investita nel titolo rischioso. Ciò favorisce una diminuzione del tasso
d’interesse privo di rischio a partire dal punto A della figura in alto a destra.
Paragonato al modello M1 con coefficiente di correlazione ρeY negativo, si
nota che quando l’istituzione II diventa vincolata, sia il drift che la volatilità
del titolo rischioso compiono un salto verso il basso e rimangono ad un livello
inferiore che nell’economia non vincolata. Tuttavia, all’aumentare di Y lo
Sharpe ratio aumenterà e l’istituzione I incrementerà la sua esposizione nel
titolo rischioso nel punto B, come mostrato nella figura in alto a sinistra.
In definitiva, possiamo riassumere quanto dedotto dai modelli analizzati nei
seguenti punti:

• la regolamentazione favorisce una ridistribuzione della ricchezza, che
in parte passa dalle istituzioni vincolate alle istituzioni non vincola-
te, indipendentemente dalla loro avversione al rischio. Ciò crea uno
squilibrio nella competizione tra le diverse istituzioni finanziarie;

• per un’istituzione non vincolata, un investimento nel titolo rischioso ri-
sulta più vantaggioso, poiché la regolamentazione incrementa lo Sharpe
ratio;

• quando un’istituzione diventa vincolata, i tassi d’interesse di equilibrio,
il drift e la volatilità dei titoli possono compiere un salto nel loro valore.

• quando il coefficiente di correlazione ρeY è positivo e l’istituzione II
diventa vincolata, lo Sharpe ratio sembra essere innalzato da un au-
mento nel drift. Invece, se ρeY è negativo, lo Sharpe ratio è aumentato
da una diminuzione della volatilità.
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3.2 Value-at-Risk e rischio endogeno
L’articolo [21] studia come agisce il vincolo di VaR sul rischio endogeno,

quindi sulla volatilità dei titoli rischiosi. Inoltre si analizza l’effetto degli
shocks esogeni sui prezzi degli asset e sul rischio endogeno.
In tale articolo si utilizza un modello per il mercato finanziario come quello
introdotto nel capitolo precedente, con l’ipotesi che il tasso d’interesse r sia
costante.
Nel mercato vi sono due tipi di investitori: i trader attivi e i trader passivi.
Quest’ultimi sono caratterizzati da una curva di domanda per i titoli rischiosi
inclinata negativamente.
Invece, i trader attivi, che rappresentano le istituzioni finanziarie, effettuano
scelte di portafoglio di breve termine, massimizzando il rendimento istanta-
neo del loro portafoglio. Inoltre sono soggetti ad un vincolo di VaR.
In questo caso il portafoglio dell’investitore, dato da {π(t) = (π1(t), . . . , πn(t)), t ∈
[0, T ]}, è espresso in termini assoluti, quindi πi indica il numero di azioni
del titolo i possedute. Inoltre si introduce la seguente quantità: Di(t) =
πi(t)Si(t), che rappresenta la quantità di denaro investita nel titolo i-esimo.
Di conseguenza la dinamica del valore del portafoglio è data da:

dX(t) = [rX(t) + D(t)>(µ(t)− r1n)]dt+ D(t)>σ(t)dW(t);

Il Value-at-Risk è definito a partire dalla deviazione standard, in particolare è
α-volte, con α > 0, la deviazione standard di dX(t), calcolata condizionando
rispetto a Ft, quindi:

VaRt = α
√
Var(dX(t)|Ft) = α

√
D(t)>σ(t)σ(t)>D(t).

Il problema di ottimizzazione si basa sull’idea di massimizzare il rendimento
atteso del portafoglio tra t e t + dt, di conseguenza si considera la seguente
quantità:

E[dX(t)|Ft] = [rX(t) + D(t)>(µ(t)− r1n)]dt

e si ottiene il problema di ottimizzazione seguente:

sup
D(t)
{rX(t) + D(t)>(µ(t)− r1n)}, t ∈ [0, T ],

soggetto al vincolo di VaR:

α
√

D(t)>σ(t)σ(t)>D(t) 6 X(t), t ∈ [0, T ].

76



Capitolo 3. Modelli di equilibrio

Si dimostra che per (µ(t)−r1n) 6= 0, il vincolo di VaR deve valere col segno di
uguaglianza. Quindi si determina la soluzione D(t) imponendo le condizioni
del primo ordine:

D(t) = X(t)
α2γ(t)Σ−1(t)(µ(t)− r1n),

dove Σ(t) = σ(t)σ(t)> e γ(t) è il moltiplicatore di Lagrange associato al
vincolo di VaR, che è dato da:

γ(t) =

√
(µ(t)− r1n)>Σ−1(t)(µ(t)− r1n)

α
.

In definitiva si ottiene:

D(t) = X(t)
α
√
ξ(t)

Σ−1(t)(µ(t)− r1n),

in cui
ξ(t) = (µ(t)− r1n)>Σ−1(t)(µ(t)− r1n).

Per quanto riguarda i trader passivi, la domanda aggregata di titoli rischiosi
è la seguente:

DP (t) = Σ−1(t)


δ1(rt+ ηz1(t)− lnS1(t))

...
δn(rt+ ηzn(t)− lnSn(t))

 ,
dove δi determina l’inclinazione della curva di domanda, invece zi rappresenta
uno shock esogeno ed è pari a zi(t) = σzi (t)dW(t). L’obiettivo è determinare
in che modo la matrice σz, che è di rango massimo, determina la matrice σ,
che rappresenta il rischio endogeno.
Di conseguenza, la condizione di equilibrio del mercato finanziario D(t) +
DP (t) = 0 diventa:

X(t)
α
√
ξ(t)

Σ−1(t)(µ(t)− r1n) + Σ−1(t)


δ1(rt+ ηz1(t)− lnS1(t))

...
δn(rt+ ηzn(t)− lnSn(t))

 .
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Quindi i prezzi di equilibrio sono dati da:

Si(t) = exp
(

X(t)
αδi

√
ξ(t)

(µi(t)− r) + rt+ ηzi(t)
)
, i = 1, . . . , n.

Nell’articolo si analizza in particolare il caso di un unico titolo rischioso. Il
prezzo del titolo all’equilibrio è dato da:

S(t) = exp
(
rt+ ηz(t) + σ(t)X(t)

αδ

)
.

Si suppone che il fattore di rischio esogeno, rappresentato da z(t), evolva nel
seguente modo:

dz(t) = σzdW (t).

L’obiettivo è determinare in che modo la volatilità del titolo σ dipende da
σz > 0. Per ottenere tale relazione, calcoliamo il differenziale di lnS(t).
In particolare, dalla definizione di S(t) otteniamo:

d(lnS(t)) =
(
µ(t)− 1

2σ(t)2
)
dt+ σ(t)dW (t).

Invece, utilizzando l’equazione che S(t) deve soddisfare all’equilibrio si ha
che:

d(lnS(t)) = d
{
rt+ ηz(t) + σ(t)X(t)

αδ

}

= rdt+ ηdz(t) + 1
αδ

d(σ(t)X(t))

= rdt+ ησzdW (t) + 1
αδ

(σ(t)dX(t) +X(t)dσ(t) + dσ(t)dX(t))

Per determinare dσ(t), applichiamo la formula di Itô a σ(X(t)):

dσ(X(t)) = ∂σ

∂X
dX(t) + 1

2
∂2σ

∂(X)2 (dX(t))2

=
{
∂σ

∂X

[
rX(t) + X(t)(µ(t)− r)

ασ

]
+

+ 1
2
∂2σ

∂(X)2

(
X(t)
α

)2}
dt+ ∂σ

∂X

X(t)
α

dW (t),

78



Capitolo 3. Modelli di equilibrio

dove è stata utilizzata l’identità seguente:

dX(t) = [rX(t) +D(t)(µ(t)− r)]dt+D(t)σ(t)dW (t)

=
[
rX(t) + X(t)(µ(t)− r)

ασ

]
dt+ X(t)

α
dW (t).

Quindi d(lnS(t)) diventa:

d(lnS(t)) = (drift)dt+
[
ησz + 1

αδ

(
σ
X(t)
α

+ ∂σ

∂X

X(t)2

α

)]
dW (t).

Uguagliando la volatilità che compare nelle due espressioni di d(lnS(t)) si
ricava:

σ(X(t)) = ησz + 1
αδ

(
σ(X(t))X(t)

α
+ ∂σ(X(t))

∂X

X(t)2

α

)
,

che può essere scritta come la seguente equazione differenziale ordinaria:

∂σ(X(t))
∂X

= α2δ −X(t)
X(t)2 σ(X(t))− α2δησz

X(t)2 .

La soluzione generale è data da:

σ(X(t)) = 1
X(t)e

− α2δ
X(t)

(
C − α2δησz

∫ +∞

− α2δ
X(t)

e−u

u
du
)
,

con C costante arbitraria.
Per quanto riguarda il drift si ottiene:

µ(t) = r+ σ(X(t))
2αησz

{
ασ(X(t))2− ησz + (σ(X(t))− ησz)

(
2α2r+ α2δ

X(t) −2
)}

.

Quindi lo Sharpe ratio diventa:

µ(t)− r
σ(X(t)) = 1

2αησz

{
ασ(X(t))2− ησz + (σ(X(t))− ησz)

(
2α2r+ α2δ

X(t) − 2
)}

.

Se i parametri assumono i valori: r = 0.01, δ = 0.5, α = 5, σz = 0.4, η = 1 e
C = 10, si ottiene il seguente grafico della volatilità come funzione di X(t):
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Figura 3.5: Volatilità e drift del titolo rischioso

Quindi per certi valori di X(t) si ha un notevole effetto di amplificazione.
La Figura 3.6, invece, mostra il capitale investito nel titolo rischioso e nel
titolo privo di rischio, sempre come funzione del valore del portafoglio:
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Figura 3.6: Composizione del portafoglio

Si nota che all’aumentare di X(t) il trader investe maggiormente nel titolo
rischioso. Quando b(t)B(t) diventa negativo l’interpretazione è che il trader
è levereggiato, infatti sta finanziando la sua posizione nel titolo rischioso,
indebitandosi. Ciò provoca un effetto di amplificazione di piccole variazioni,
che il prezzo del titolo può avere a causa di informazioni che arrivano dall’e-
sterno.
Come mostra la Figura 3.5, l’effetto di amplificazione si verifica solo intorno
ad un valore intermedio di X(t). Questo perché se X(t) è molto piccolo,
allora i movimenti del trader determinano un lieve impatto sul titolo. Men-
tre, se X(t) è molto grande, il trader inizia a comportarsi sempre più come
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un investitore non vincolato. Poiché il trader diventa neutrale al rischio, la
volatilità si abbassa e il premio per il rischio del titolo tende a zero.
Tuttavia, ad un livello intermedio di X(t), l’effetto di amplificazione è massi-
mizzato, quindi ad una piccola variazione positiva del prezzo, corrisponde un
nuovo investimento nel titolo, che fa salire ulteriormente il prezzo, ciò porta
ad un nuovo investimento nel titolo e così via. Tale effetto di amplificazione
determina l’aumento della volatilità di equilibrio σ(X(t)). Poiché i trader,
che sono neutrali al rischio, ma soggetti al vincolo di VaR, si comportano
come investitori avversi al rischio, quindi il valore del drift all’equilibrio si
amplifica con l’aumentare della volatilità.
Il moltiplicatore di Lagrange, mostrato nella Figura 3.7, è proporzionale allo
Sharpe ratio, nel caso di un unico titolo rischioso.
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Figura 3.7: Moltiplicatore di Lagrange

Quindi lo Sharpe ratio ha un andamento simile al drift e alla volatilità,
con un massimo intermedio, crescente per piccoli valori di X(t) e decrescente
per elevati valori del portafoglio.
É possibile dare un’interpretazione dei termini che compaiono nella volatilità
di equilibrio. Supponiamo che il trader ipotizzi una volatilità pari a σ̃(X(t)),
allora si ottiene:

σ(X(t)) = ησz + 1
αδ

(
σ̃(X(t))X(t)

α
+ ∂σ̃(X(t))

∂X

X(t)2

α

)
,

dove il secondo termine deriva dall’ottimizzazione di portafoglio degli investi-
tori istituzionali, invece l’ultimo termine è dato da variazioni della volatilità
ipotizzata al variare del valore del portafoglio. Quando X(t) = 0, all’equi-
librio si ottiene σ = ησz. Quindi si definisce la volatilità in eccesso come
σ − ησz, che è una misura del rischio endogeno generato dalla presenza dei
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trader attivi. Infine, la costante arbitraria C è una misura del legame esi-
stente tra X(t) e la volatilità, in particolare se i trader congetturano che
all’equilibrio C sarà grande, allora si comportano in modo che effettivamente
ciò si verifichi.
L’articolo affronta anche il tema della volatilità della volatilità (vol of vol),
definita formalmente come il valore assoluto di σσ(t) in dσ(t) = µσ(t)dt +
σσ(t)dW (t). Essa soddisfa, dal lemma di Itô, l’equazione:

σσ(t) = X(t)
α

∂σ

∂X(t) = 1
αX(t) [α2δ(σ(t)− ησz)−X(t)σ(t)].

La Figura 3.8 mostra il grafico della volatilità e della vol of vol in funzione
del valore del portafoglio:
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Figura 3.8: Volatilità e σσ

Si nota che la vol of vol è anticiclica, infatti quando la volatilità cresce,
la volatilità della volatilità aumenta e lo fa più velocemente della volatilità
stessa. Tuttavia, quando X(t) converge al valore di picco della volatilità, la
vol of vol decresce, poiché la volatilità varia in modo sempre più contenuto.

Infine l’articolo considera il caso generale con n titoli rischiosi, in cui i
fattori di rischio esogeno sono dati da:

dzi(t) = σizdW(t),

dove σiz è un vettore 1×n, che governa gli shock esogeni che impattano sulla
domanda dei trader passivi.
Indichiamo le quantità congetturate con una tilde. Per esempio, il drift e il
coefficiente di diffusione saranno indicati rispettivamente con µ̃ e σ̃, invece
i valori reali con µ e σ. Per convenienza notazionale, definiamo la seguente
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quantità:
λ(t) := Σ(t)−1(µ(t)− r1n)√

(µ(t)− r1n)>Σ(t)−1(µ(t)− r1n)
,

βi(t) := µi(t)− r√
(µ(t)− r1n)>Σ(t)−1(µ(t)− r1n)

,

εi(t) := 1
α2δi

βi(t) + X(t)
α2δi

∂βi(t)
∂X(t) ,

e dove
∂εi(t)
∂X(t) = 2

α2δi
βi(t) + X(t)

α2δi

∂2βi(t)
∂X(t)2 .

L’obiettivo è calcolare il drift e il coefficiente di diffusione reali in funzione
dei valori congetturati. Dal lemma di Itô si ottiene:

σi(t) = ε̃i(t)X(t)λ̃(t)>σ̃(t) + ησiz.

A questo punto si risolve il problema di punto fisso seguente:[
µ̃(t)
σ̃(t)

]
=
[
µ̃(µ̃(t), σ̃(t))
σ̃(µ̃(t), σ̃(t))

]
,

quindi la matrice di diffusione diventa:

σ(t) = X(t)ε̃(t)λ̃(t)>σ̃(t) + ησz.

Poiché λ(t)>σ(t)σ(t)> = β(t)>, σ(t) soddisfa la seguente equazione matri-
ciale: σ(t)σ(t)> = X(t)ε̃(t)β(t)> + ησzσ(t)>, quindi

(σ(t)− ησz)σ(t)> = X(t)ε̃(t)β(t)>.

La matrice di diffusione risulta data dalla somma di tre contributi:

σi(t) = 1
α2δi

βi(t) + X(t)
α2δi

∂βi(t)
∂X(t) + ησiz,

dove il primo termine rappresenta l’effetto endogeno dovuto alla presenza del
vincolo di VaR; il secondo, invece, è l’effetto endogeno dovuto a cambiamenti
nelle aspettative sulla volatilità di equilibrio; infine, l’ultima quantità corri-
sponde al rischio esogeno.
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La matrice di diffusione può essere scritta nel seguente modo:

σ(t) = η

[
X(t)

1−X(t)λ(t)>ε(t)ε(t)λ(t)> + In
]
σz.

Per risolvere il problema in forma chiusa, si considera il caso simmetrico,
che permette di ricondursi al modello con un unico titolo rischioso. A tal
scopo si pone σ̃z = σ̃zIn, dove σz > 0 è uno scalare. Inoltre, si suppone che
δi = δ, µi(t) = µ1(t), βi(t) = β1(t), λi(t) = λ1(t), εi(t) = ε1(t), σii(t) = σ11(t)
per ogni i = 1, . . . , n e σij(t) = σ12(t) per ogni i 6= j. Quindi ε(t)λ(t)> =
ε1(t)λ1(t)1n1>n e λ(t)>ε(t) = nλ1(t)ε1(t). Di conseguenza, la matrice di
diffusione diventa:

σ(t) = ησz

[
X(t)ε1(t)λ1(t)

1− nX(t)λ1(t)ε1(t)1n1>n + In
]
.

A questo punto, grazie alla simmetria, è sufficiente considerare la soluzione
generale della seguente equazione differenziale ordinaria:

∂y(X(t))
∂X

= α2δ −X(t)
X(t)2 y(X(t))− α2δησz

nX(t)2 ,

che è data da:

y(X(t)) = 1
X(t)e

− α2δ
X(t)

(
C − α2δησz

n

∫ +∞

− α2δ
X(t)

e−u

u
du
)
,

dove C è una costante di integrazione.
Si dimostra che:

σii(X(t)) = y(X(t)) + n−1
n
ησ̃z

e
σij(X(t)) = y(X(t))− 1

n
ησ̃z.

Inoltre
Σii(t) = η2σ̃2

z + 1
n

(
n2y(X(t))2 − η2σ̃2

z

)
,

Σij(t) = 1
n

(
n2y(X(t))2 − η2σ̃2

z

)
e

Corrij(t) = ny(X(t))2− 1
n
η2σ̃2

z

ny(X(t))2+n−1
n

η2σ̃2
z

.

Infine
Di(t) = X(t)

αn3/2y(t)
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e

µi(t)− r
y(t) = 1

2α η
n
σ̃z

{
α
(
y(X(t)) + n− 1

n
ησ̃z

)2
− η√

n
σ̃z+

+
√
n
(
y(X(t))− η

n
σ̃z

)[
2α2r + α2δ

X(t) − 2
]}
.

I risultati ottenuti sono molto simili al caso con un unico titolo rischioso,
inoltre si riducono ad esso ponendo n = 1. La presenza di più titoli rischiosi
implica che uno shock idiosincratico per un titolo è trasmesso ai rimanenti.
Quindi, l’impatto di tale shock non è assorbito totalmente dal singolo titolo,
portando potenzialmente ad una minore volatilità. Infatti, solo una frazione
del capitale è investita nel singolo titolo, di conseguenza l’effetto feedback si
riduce. Viceversa, se si considera uno shock che investe tutto il mercato, la
volatilità può aumentare, a seconda dell’effetto diversificazione del portafo-
glio.
In definitiva, in [21] si prende in considerazione il rischio endogeno, che rap-
presenta il fattore di rischio principale dei mercati finanziari. Infatti, come
mostrato nell’articolo, esso è la causa degli aspetti anticiclici della volatilità,
della vol of vol, delle correlazioni, della volatilità implicita e dello Sharpe
ratio. La volatilità di equilibrio è stata decomposta come la somma di una
componente dovuta al rischio esogeno e una dovuta al rischio endogeno. Que-
st’ultima è la più ingente e il Value-at-Risk è una delle cause della presenza di
tale componente. Quindi, quanto è stato ottenuto in [21] è di fondamentale
importanza per comprendere le conseguenze dell’utilizzo del VaR da parte
dei risk manager delle banche e per determinare migliori regole per l’intero
sistema finanziario.

3.3 Modello di equilibrio con Tobin tax
Il modello qui presentato estende quanto visto nell’articolo precedente al

caso in cui, su ogni operazione finanziaria è imposta una commissione, deno-
minata Tobin tax.
L’obiettivo è mostrare che tale tassa può diminuire la volatilità del titolo
rischioso, quindi fornire maggiore stabilità al mercato finanziario.
Il modello di mercato è analogo a quello utilizzato nell’articolo precedente-
mente esposto, inoltre anche in questo caso vi sono due tipi di investitori: i
trader attivi, rappresentanti le istituzioni finanziarie, soggetti al vincolo di
Value-at-Risk e i trader passivi.
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Portafoglio dei trader attivi. Per determinare la dinamica del portafo-
glio dei trader attivi con costi di transazione si fa riferimento a [25]. Consi-
deriamo inizialmente il caso a tempo discreto. Supponiamo che il portafoglio
sia modificato solo agli istanti 0 = t0 < t1 < . . . < tm = T , dove tj = j∆t
e j = 0, . . . ,m. Indichiamo con b(tj) il numero di titoli privi di rischio in
portafoglio all’istante tj; invece πi(tj) rappresenta il numero di azioni dell’i-
esimo titolo rischioso possedute.
Quindi il valore del portafoglio ad un istante t = tj è dato da:

X(t) = b(t−∆t)B(t) + π(t−∆t)>S(t).

Se all’istante t il nuovo portafoglio diventa (b(t),π(t)), il costo del portafoglio
è pari a:

X(t) = b(t)B(t) + π(t)>S(t) + τ

2D(t)2∆t,

dove Di(t) = πi(t)Si(t) e l’ultimo termine rappresenta i costi di transazione.
Uguagliando le ultime due espressioni si ottiene:

B(t)∆b(t) + S(t)>∆π(t) + τ

2D(t)2∆t = 0,

dove ∆b(t) = b(t) − b(t − ∆t) e analogamente per ∆π(t). Aggiungendo e
sottraendo la quantità:

B(t−∆t)∆b(t) + S(t−∆t)>∆π(t)

si ottiene:

B(t−∆t)∆b(t) + S(t−∆t)>∆π(t) + τ

2D(t)2∆t+

+∆B(t)∆b(t) + ∆S(t)>∆π(t) = 0.

Facendo tendere ∆t a zero si ottiene formalmente:

B(t)db(t) + S(t)>dπ(t) + τ

2D(t)2dt+ dB(t)db(t) + dS(t)>dπ(t) = 0.

Per quanto riguarda X(t), facendo tendere ∆t a zero si ottiene:

X(t) = b(t)B(t) + π(t)>S(t).

Quindi, il valore del portafoglio dei trader attivi, nel caso a tempo continuo,
risolve la seguente equazione differenziale stocastica:

dX(t) = b(t)dB(t) + π(t)>dS(t) +B(t)db(t) + S(t)>dπ(t)+
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+dB(t)db(t) + dS(t)>dπ(t).

Di conseguenza il valore del portafoglio evolve nel seguente modo:

dX(t) = b(t)dB(t) + π(t)>dS(t)− τ

2D(t)2dt.

Sostituendo l’espressione di dB(t) e dS(t) si ottiene:

dX(t) = b(t)dB(t) + π(t)>dS(t)− τ

2D(t)2dt

= [rb(t)B(t) + D(t)>µ(t)− τ
2D(t)2]dt+ D(t)>σ(t)dW(t)

=
[
rX(t) + D(t)>(µ(t)− r1n)− τ

2D(t)2
]
dt+

+ D(t)>σ(t)dW(t).

L’obiettivo dell’investitore è massimizzare il drift, quindi il rendimento istan-
taneo del portafoglio, rispettando un vincolo di VaR. Il Value-at-Risk è
espresso come α-volte la volatilità del portafoglio X, con α > 0 fissato.
Di conseguenza, nell’ipotesi che X(t) > 0, il problema di ottimizzazione
per il trader attivo diventa:

sup
D(t)

{
rX(t) + D(t)>(µ(t)− r1n)− τ

2D(t)2
}

soggetto al vincolo di VaR:

α
√

D(t)>Σ(t)D(t) 6 X(t).

Il massimo globale della funzione è dato da:

DM(t) = µ(t)− r1n
τ

.

Quindi il massimo non è raggiunto dove il vincolo vale con il segno di ugua-
glianza, se e solo se il massimo globale soddisfa il vincolo con il minore
stretto:

α
√

DM(t)>Σ(t)DM(t) < X(t),

quindi se:
α

τ

√
(µ(t)− r1n)>Σ(t)(µ(t)− r1n) < X(t).

Supponiamo che tale condizione sia soddisfatta, di conseguenza che il vincolo
valga con il segno di uguaglianza.
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Dalla condizione del primo ordine si ottiene:

αγ(t)√
D(t)>Σ(t)D(t)

Σ(t)D(t) + τD(t) = µ(t)− r1n,

dove γ(t) è il moltiplicatore di Lagrange associato al vincolo di VaR.
Dall’equazione del vincolo abbiamo che:

α2γ(t)
X(t) Σ(t)D(t) + τD(t) = µ(t)− r1n,

da cui si ricava

D(t) =
(
α2γ(t)
X(t) Σ(t) + τIn

)−1

(µ(t)− r1n),

dove abbiamo supposto che la matrice sia invertibile. Questo è possibile veri-
ficarlo, a patto di conoscere γ(t). Infatti, siano λ1(t), . . . , λn(t) gli autovalori
di Σ(t), che sappiamo essere tutti positivi. Allora gli autovalori della ma-
trice α2γ(t)

X(t) Σ(t) + τIn sono α2γ(t)
X(t) λ1(t) + τ, . . . , α

2γ(t)
X(t) λn(t) + τ . Stiamo quindi

supponendo che questi ultimi autovalori siano non nulli.
Infine notiamo che γ(t) è possibile determinarlo dall’equazione del vincolo:

(µ(t)− r1n)>
(
α2γ(t)
X(t) Σ(t) + τIn

)−1

Σ(t)
(
α2γ(t)
X(t) Σ(t) + τIn

)−1

·

· (µ(t)− r1n) = X(t)2

α2 .

Nel caso di un unico titolo rischioso si ottiene:

γ(t) = [µ(t)− r]ασ(t)− τX(t)
α2σ(t)2 ,

quindi:
D(t) = X(t)

ασ(t) .

Portafoglio dei trader passivi. Per quanto riguarda i trader passivi,
supponiamo che abbiano una curva di domanda per i titoli rischiosi incli-
nata negativamente e consideriamo due casi differenti, a seconda di come la
domanda dipende dai costi di transazione:
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1) DP
1 (t) = 1

1 + τ
Σ(t)−1


δ1(rt− ηz1(t)− lnS1(t))

...
δn(rt− ηzn(t)− lnSn(t))

 ;

2) DP
2 (t) = (Σ(t) + τIn)−1


δ1(rt− ηz1(t)− lnS1(t))

...
δn(rt− ηzn(t)− lnSn(t))

 .
Chiaramente, in entrambi i casi, un incremento dei costi di transazione incide
negativamente sulla domanda. Il primo caso rappresenta il modello più sem-
plice, ottenuto a partire dalla domanda dei trader passivi presentata in [21]
e dividendo il tutto per 1 + τ . Il secondo modello, invece, è maggiormente
significativo, infatti è stato ottenuto a partire dall’espressione della domanda
dei trader attivi, adattandola alla domanda dei trader passivi. Osserviamo
che, rispetto all’espressione della domanda presentata in [21], in questo caso
vi è un segno meno di fronte alla sorgente di rischio esogeno, ηz1, . . . , ηzn. In
tal modo si conferma l’ipotesi secondo cui i trader passivi hanno una curva
di domanda inclinata negativamente, quindi vendono i titoli quando il loro
prezzo sale e li comprano quando il loro prezzo scende.
Nel caso di un unico titolo rischioso, si ottiene:

1) DP
1 (t) = δ

(1 + τ)σ(t)(rt− ηz(t)− lnS(t));

2) DP
2 (t) = δ

σ(t) + τ
(rt− ηz(t)− lnS(t)).

Prezzo dei titoli all’equilibrio. La condizione di equilibrio del mercato
dei titoli rischiosi diventa:

D(t) + DP
i (t) = 0, i = 1, 2.

Quindi, nel primo caso si ottiene:(
α2γ(t)
X(t) Σ(t) + τIn

)−1

(µ(t)− r1n)+

+ 1
1 + τ

Σ(t)−1


δ1(rt− ηz1(t)− lnS1(t))

...
δn(rt− ηzn(t)− lnSn(t))

 = 0,
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di conseguenza il prezzo dei titoli rischiosi diventa:

Si(t) = exp

1 + τ

δi

(
Σ(t)

(
α2γ(t)
X(t) Σ(t) + τIn

)−1

(µ(t)− r1n)
)
i
+ rt− ηzi(t)

 ,
per i = 1, . . . , n.
Invece, se vi è un unico titolo rischioso si ottiene:

S(t) = exp
{

(1 + τ)σ(t)X(t)
αδ

+ rt− ηz(t)
}
.

Nel secondo caso, invece, si ricava:(
α2γ(t)
X(t) Σ(t) + τIn

)−1

(µ(t)− r1n)+

+ (Σ(t) + τIn)−1


δ1(rt− ηz1(t)− lnS1(t))

...
δn(rt− ηzn(t)− lnSn(t))

 = 0,

di conseguenza il prezzo dei titoli rischiosi è dato da:

Si(t) = exp

 1
δi

(
(Σ(t) + τIn)

(
α2γ(t)
X(t) Σ(t) + τIn

)−1

(µ(t)− r1n)
)
i
+ rt− ηzi(t)

 ,
per i = 1, . . . , n.
Invece, se vi è un unico titolo rischioso si ottiene:

S(t) = exp
{

(σ(t)2 + τ)X(t)
ασ(t)δ + rt− ηz(t)

}
.

Volatilità all’equilibrio nel caso di un unico titolo rischioso. Suppo-
niamo che il processo stocastico z, rappresentante la fonte di rischio esogeno,
evolva nel seguente modo:

dz(t) = σzdW (t), t ∈ (0, T ],

con z(0) = 0 e dove σz è una costante positiva che misura il rischio esogeno.
L’obiettivo è esprimere la volatilità σ, che misura il rischio endogeno, come
funzione di σz. Per tale motivo calcoliamo il differenziale di lnS(t). Poiché
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S(t) è un moto Browniano geometrico si ottiene:

d(lnS(t)) =
(
µ(t)− 1

2σ(t)2
)
dt+ σ(t)dW (t).

Invece, utilizzando l’equazione che S(t) deve soddisfare all’equilibrio si ha,
nel primo caso:

d(lnS(t)) = d
{
rt− ηz(t) + (1 + τ)σ(t)X(t)

αδ

}

= rdt− ηdz(t) + 1 + τ

αδ
d(σ(t)X(t))

= rdt− ησzdW (t) + 1 + τ

αδ
(σ(t)dX(t) +X(t)dσ(t) + dσ(t)dX(t)).

Per determinare dσ(t), applichiamo la formula di Itô a σ(X(t)). Ricordando
che il differenziale di X(t) è dato da:

dX(t) =
[
rX(t) + X(t)(µ(t)− r)

ασ(t) − τX(t)2

2α2σ(t)2

]
dt+ X(t)

α
dW (t),

si ottiene:

dσ(X(t)) = dσ
dX dX(t) + 1

2
d2σ

dX2 (dX(t))2

=
{
dσ
dX

[
rX(t) + X(t)(µ(t)− r)

ασ
− τX(t)2

2α2σ2

]
+

+ 1
2
d2σ

dX2

(
X(t)
α

)2}
dt+ dσ

dX
X(t)
α

dW (t).

Sostituendo l’espressione di dσ(X(t)) in d(lnS(t)) si ottiene:

d(lnS(t)) = (drift)dt+
[

1 + τ

αδ

(
σ
X(t)
α

+ dσ
dX

X(t)2

α

)
− ησz

]
dW (t).

Eguagliando la volatilità che compare nelle due espressioni di d(lnS(t)) si
ricava:

σ(X(t)) = 1 + τ

αδ

(
σ(X(t))X(t)

α
+ dσ(X(t))

dX
X(t)2

α

)
− ησz.
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Quindi σ deve soddisfare la seguente equazione differenziale ordinaria:

dσ(x)
dx =

α2δ
1+τ − x
x2 σ(x) + α2δησz

(1 + τ)x2 .

La soluzione generale è data da:

σ1(x) = e
∫ x
x0

α2δ/(1+τ)−y
y2 dy

(
σ1(x0) +

∫ x

x0
e
−
∫ y
x0

α2δ/(1+τ)−u
u2 du α2δησz

(1 + τ)y2 dy
)
.

L’obiettivo è dimostrare che la volatilità ottenuta in assenza di costi di
transazione, la cui espressione è la seguente:

σ(x) = e
∫ x
x0

α2δ−y
y2 dy

(
σ(x0) +

∫ x

x0
e
−
∫ y
x0

α2δ−u
u2 duα2δησz

y2 dy
)
,

sia effettivamente superiore alla volatilità ricavata in presenza dei costi di
transazione. A questo scopo, consideriamo la differenza:

w = σ − σ1

e dimostriamo che w è sempre non negativa. Infatti w soddisfa la seguente
equazione differenziale ordinaria:

dw(x)
dx =

α2δ
1+τ − x
x2 w(x) + τα2δ

(1 + τ)x2σ1(x) + τα2δησz
(1 + τ)x2 ,

quindi w ha la seguente espressione:

w(x) = e
∫ x
x0

α2δ/(1+τ)−y
y2 dy

(
w(x0) +

∫ x

x0
e
−
∫ y
x0

α2δ/(1+τ)−u
u2 du

{
τα2δ

(1 + τ)y2σ1(y)+

+ τα2δησz
(1 + τ)y2

}
dy
)
.

Di conseguenza, se w(x0) > 0, che significa σ(x0) > σ1(x0), allora w si
mantiene non negativa, essendo σ1 non negativa. Questo dimostra che l’in-
troduzione della Tobin tax ha effettivamente diminuito la volatilità.
Invece, nel secondo caso si ottiene:

d(lnS(t)) = d
{
rt− ηz(t) + (σ(t)2 + τ)X(t)

ασ(t)δ

}
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= d
{
rt− ηz(t) + σ(t)X(t)

αδ
+ τX(t)
ασ(t)δ

}

= rdt− ηdz(t) + 1
αδ

d(σ(t)X(t)) + τ

αδ
d
(
X(t)
σ(t)

)
= rdt− ησzdW (t) + 1

αδ
(σ(t)dX(t) +X(t)dσ(t) + dσ(t)dX(t))+

+ τ

αδ

(dX(t)
σ(t) −

X(t)
σ(t)2dσ(t) + X(t)

σ(t)3 (dσ(t))2 − 1
2

1
σ(t)2dσ(t)dX(t)

)
.

Sostituendo l’espressione di dσ(X(t)) in d(lnS(t)) si ottiene:

d(lnS(t)) =(drift)dt+
[

1
αδ

(
σ
X(t)
α

+ dσ
dX

X(t)2

α

)
− ησz+

+ τ

αδ

(
X(t)
ασ
− dσ

dX
X(t)2

ασ2

)]
dW (t).

Eguagliando la volatilità che compare nelle due espressioni di d(lnS(t)) si
ricava:

σ(X(t)) = 1
αδ

(
σ(X(t))X(t)

α
+ dσ(X(t))

dX
X(t)2

α

)
− ησz+

+ τ

αδ

(
X(t)
ασ
− dσ(X(t))

dX
X(t)2

ασ2

)
.

Quindi σ deve soddisfare la seguente equazione differenziale ordinaria:

dσ(x)
dx = α2δ − x

x2
σ(x)3

σ(x)2 − τ
+ α2δησz

x2
σ(x)2

σ(x)2 − τ

−τ
x

σ(x)
σ(x)2 − τ

.

Indichiamo con σ2 la soluzione generale di tale equazione. Osserviamo che
se σ2(x0) > 0, allora σ2(x) > 0 per ogni x > x0. Infatti, supponiamo
che si annulli in un punto x1, quindi σ2(x1) = 0 e σ2(x) > 0 per x0 6
x < x1. Dall’equazione si deduce che dσ2(x)

dx ∼ σ2(x)
x

se x ∼ x1. Quindi la
derivata prima è positiva se x < x1, poiché σ2(x) > 0 per tali valori di x. Di
conseguenza σ2 è crescente per x < x1 e x ∼ x1, quindi non può annullarsi.
Consideriamo la differenza w = σ − σ2, dove σ è la volatilità in assenza di
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costi di transazione. Allora w soddisfa la seguente equazione:

dw(x)
dx = α2δ

x2

(
σ(x)− σ2(x)3

σ2(x)2 − τ

)
+ α2δησz

x2

(
σ(x)− σ2(x)2

σ2(x)2 − τ

)

−1
x

(
σ(x)− σ2(x)σ2(x)2 + τ

σ2(x)2 − τ

)
.

Sia x0 un punto in cui w si annulla, allora σ(x0) = σ2(x0). Quindi, il valore
della derivata prima di w in x0 è dato da:

dw(x0)
dx = −α

2δ

x2
0

τσ(x0)
σ(x0)2 − τ

+ α2δησz
x2

0

σ(x0)3 − σ(x0)2 − τσ(x0)
σ(x0)2 − τ

+

+ 2τ
x0

σ(x0)
σ(x0)2 − τ

=

= σ(x0)
x2

0(σ(x0)2 − τ)(α2δησzσ(x0)2 − α2δησzσ(x0) + 2τx0

− α2δτ − α2δησzτ).

Il polinomio di secondo grado in σ(x0) seguente:

α2δησzσ(x0)2 − α2δησzσ(x0)− α2δτ − α2δησzτ,

raggiunge il minimo nel punto σ(x0) = 1
2 . Quindi si ottiene:

σ(x0)
x2

0(σ(x0)2 − τ)(α2δησzσ(x0)2 − α2δησzσ(x0) + 2τx0 − α2δτ − α2δησzτ) >

>
σ(x0)

x2
0(σ(x0)2 − τ)

(
− α2δησz

4 + 2τx0 − α2δτ − α2δησzτ
)
.

L’ultima quantità è maggiore di zero se:

x0 >
α2δ

2

(
ησz
4τ + 1 + ησz

)
.

Di conseguenza, se x0 rappresenta il punto iniziale e w(x0) > 0, allora w non
si annulla mai per x > x0, se σ2(x)2 > τ . Più precisamente, supponiamo
che esista x1 > x0 tale che limx→x−1

σ2(x)2 = τ . Allora w(x) > 0 per ogni
x0 < x < x1. Infatti, se w si annullasse, la derivata in quel punto dovrebbe
essere positiva, ma ciò è impossibile. Quindi σ(x) > σ2(x) per ogni x tale
che x0 < x < x1.
Confrontiamo le due soluzioni ottenute con il modello presentato in [21], in
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cui τ = 0. Poniamo δ = 0.066, α = 5, σz = 0.4, η = 0.01 e τ = 0.005.
In tal caso si ottiene:

α2δ

2

(
ησz
4τ + 1 + ησz

)
= 0.9933.

Quindi consideriamo come punto iniziale x0 = 1 e poniamo σ(1) = 0.4.
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Figura 3.9: Volatilità in assenza della Tobin tax (linea rossa); con Tobin tax
nel primo caso (linea verde); con Tobin tax nel secondo caso (linea blu).

La linea rossa rappresenta la volatilità in assenza della Tobin tax; la linea
verde, invece, è la volatilità con Tobin tax nel primo caso; infine, la linea blu
rappresenta la volatilità con Tobin tax nel secondo caso. Il grafico confer-
ma quanto prima dimostrato, infatti la volatilità in presenza della Tobin tax
diminuisce in entrambi i casi e in particolar modo per il secondo modello.
Tuttavia, la riduzione risulta al massimo del 5%, quindi non molto significa-
tiva. Inoltre, si nota chiaramente un incremento notevole della volatilità per
valori dell’equity intorno a 2, quindi l’effetto del rischio endogeno è ancora
notevolmente significativo.
In definitiva, l’imposizione della Tobin Tax ha l’effetto di diminuire la vola-
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tilità dei titoli, anche se tale diminuzione non risulta essere particolarmente
significativa e la presenza del rischio endogeno rimane comunque evidente.
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Conclusioni

La recente crisi, iniziata nel 2007, ha evidenziato l’importanza di garantire
la stabilità dell’intero sistema finanziario. In particolare, l’attuale regolamen-
tazione, è considerata una delle principali cause della crisi, per tale motivo i
Governi e i principali organismi di controllo internazionali si stanno adope-
rando per riformarla.
Nell’ambito degli Accordi di Basilea, sono stati definiti i requisiti patrimo-
niali a cui le istituzioni finanziarie devono sottostare, tenendo conto sia del
rischio di mercato che del rischio di credito.
Per determinare l’entità di tale patrimonio, attualmente le banche utilizzano
il Value-at-Risk (“VaR”), una misura della perdita potenziale di un portafo-
glio in un certo intervallo di tempo. Il VaR rappresenta, quindi, l’obiettivo
di riassumere in un solo numero, il rischio complessivo di un portafoglio di
attività finanziarie.

Nel presente lavoro di tesi è stato preso in esame il principale strumen-
to su cui è fondata l’attuale regolamentazione finanziaria, il Value-at-Risk.
Sono stati analizzati pregi e difetti di tale misura di rischio. In particolare,
nella prima parte della tesi è stato analizzato l’effetto del VaR sulle scelte di
portafoglio. In tale contesto, si è mostrato che se una banca utilizza il VaR
per misurare il rischio del proprio portafoglio di attività finanziarie, investirà
maggiormente nei titoli più rischiosi, rispetto ad una istituzione finanziaria
che non utilizza il VaR. Tale fatto si verifica ad esempio se nel mercato fi-
nanziario è presente un defaultable asset e la banca è meno avversa al rischio
rispetto ad un log-investitore.

Nella seconda parte della tesi, invece, si è studiato l’effetto del Value-at-
Risk sulla stabilità dei mercati finanziari. Quanto ottenuto evidenzia che il
VaR è in grado di aumentare la volatilità dei mercati, quindi di renderli meno
stabili, poiché incrementa il rischio endogeno. Inoltre, è stato analizzato l’im-
patto dell’imposizione della Tobin tax sulla stabilità dei mercati finanziari. I
risultati ottenuti mostrano che la volatilità diminuisce, anche se l’effetto del
rischio endogeno non è particolarmente attenuato.
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Attualmente esistono altre misure di rischio in grado di superare i punti
deboli del VaR. L’Expected Shortfall, ad esempio, che è definito come la me-
dia delle perdite superiori al VaR, induce a compiere scelte meno rischiose
rispetto al Value-at-Risk. Infine, un’altra misura di rischio, particolarmente
importante nei periodi in cui si verifica una crisi finanziaria, è il CoVaR, che
tiene conto del rischio contagio, quindi se una banca si trova in difficoltà, le
altre istituzioni finanziarie ne risentono, conseguentemente il loro VaR effet-
tivo, che è dato dal CoVaR, deve aumentare. Tale misura di rischio dovrebbe
essere quindi utilizzata nei periodi in cui le banche si trovano maggiormente
in difficoltà, anziché adottare il Value-at-Risk.

La recente crisi finanziaria mondiale ha portato i Governi e i principali
organismi internazionali ad una revisione dell’intera regolamentazione, al-
lo scopo di rendere maggiormente stabili i mercati ed evitare crisi future.
L’utilizzo del Value-at-Risk rappresenta una delle principali tematiche che
dovranno essere affrontate; infatti, come è stato messo in luce da questa tesi,
la sua adozione da parte delle istituzioni finanziarie ha accentuato la crisi.
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