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Sommario

Lo scopo principale di questo lavoro è di fornire una tecnica che permetta
un interpolazione �uida tra immagini scattate da punti di osservazione di-
versi senza tuttavia passare attraverso la ricostruzione completa dello spazio.
Questo è possibile considerando che in matematica il movimento rigido di
un oggetto (in questo caso della macchina fotogra�ca) è modellizzabile per
mezzo di particolari matrici che appartengono ad un gruppo di Lie detto
gruppo speciale euclideo. Tale gruppo gode di particolari proprietà che per-
mettono di calcolare per mezzo della mappa esponenziale una traiettoria
interpolante tra la posizione e l'orientamento di una fotocamera prima e
dopo uno spostamento. In teoria, dato lo spostamento della fotocamera, è
possibile costruire una matrice di proiezione e creare un'immagine virtuale
proiettando i punti nello spazio. Purtroppo, solamente a partire da una cop-
pia di fotogra�e, non è possibile in generale ricavare né lo spostamento rela-
tivo né le coordinate spaziali dei punti. Usando un modello piano-parallasse,
la struttura a�ne relativa, siamo però in grado di stimare l'omogra�a in-
dotta dal piano all'in�nito e di dare una ricostruzione a�ne della geometria.
Ciò permette di costruire una nuova matrice appartenente al gruppo speciale
proiettivo e legata al gruppo speciale euclideo da un mor�smo tra gruppi di
Lie. Esponenziando tale matrice si può calcolare una traiettoria interpolante
nello spazio proiettivo e costruire una matrice di proiezione che, applicata
alla ricostruzione a�ne, fornisce la stessa immagine che otterremmo nel caso
euclideo.
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Summary

The main purpose of this work is to provide a technique that allows a
smooth interpolation between images taken from di�erent viewpoints with-
out going through the complete reconstruction of the space. This is possible
because in mathematics the rigid motion of an object (in this case of the
camera) is modeled with special matrices that belong to a Lie group called
special euclidean group. This group has particular properties that allow to
calculate a trajectory interpolating between the positions and orientations
of a camera before and after a rigid motion by matrix exponentiation. In
theory, given the relative displacement of cameras, it's possible to build a vir-
tual projection matrix and create a new image by projecting real 3D points.
Unfortunately we can't recover the relative displacement nor the 3D points
con�guration because we can't access to the euclidean frame from an image
pair. Using a plane-parallax model and plane parallelism, we are able to re-
cover the homography induced by the plane at in�nity and to give an a�ne
reconstruction of the 3D geometry. This allows us to build a new matrix be-
longing to the special projective group and related to the special euclidean
group by a Lie group homomorphism. Exponentiating this matrix we can
calculate a trajectory in the projective space and build a new projection
matrix which, applied to the a�ne reconstruction, gives the same image as
if the euclidean frame was known.
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Introduzione

La visione arti�ciale consiste in un insieme di tecniche mirate in qualche
modo a costruire un modello approssimato di oggetti tridimensionali estraen-
do informazioni da immagini bidimensionali come fotogra�e o sequenze vi-
deo. Tale settore è stato protagonista di un rapido sviluppo in seguito al
veloce progresso delle tecnologie informatiche perchè permette di dare un'in-
terpretazione il più possibile automatica da parte delle macchine in seguito
all'acquisizione di immagini, risultando molto utile ad esempio nella proget-
tazione di sistemi di controllo di processo, di sicurezza, di rilevamento di
eventi o anche per la modellizzazione di strutture come nel settore topogra�-
co. La visione arti�ciale è dunque in un certo senso l'inverso della computer
gra�ca, o anche gra�ca digitale, che consiste nello studio e nella generazione
di immagini a partire da modelli tridimensionali in forma digitale. Nei vi-
deogiochi di ultima generazione, ad esempio, spesso viene creato un mondo
virtuale tridimensionale che poi viene proiettato sullo schermo del compu-
ter con opportune tecniche. La visione arti�ciale percorre la strada opposta
estraendo informazioni sul mondo tridimensionale a partire dalle proiezioni.
Come in tutte le tecniche di reverse engineering il problema della ricostruzio-
ne è in generale più complesso perché gran parte delle informazioni vengono
perse nel processo di proiezione mentre quelle disponibili devono essere ri-
cavate con stime spesso di�coltose, imprecise ed onerose dal punto di vista
computazionale. Per tale motivo, quando possibile, si cerca di ridurre al
minimo la fase di ricostruzione cercando in qualche modo di aggirarla sfrut-
tando informazioni parziali del modello tridimensionale. Si considerino ad
esempio gli ultimi sistemi di navigazione virtuale (ad esempio Street View di
Google Maps o GeoSynth di Microsoft). Diverse fotogra�e dello stesso luogo
vengono scattate da diverse angolazioni, in qualche modo sono incollate tra
loro e l'utente può passeggiare virtualmente per le vie di alcune città. Tali
sistemi prescindono dalla ricostruzione tridimensionale completa di tutti gli
oggetti dello spazio, ma presentano come limite il fatto che l'immagine ruota
sempre attorno ad un punto di vista �sso ed il passaggio da un punto di
osservazione ad un altro non è continuo come lo sarebbe ad esempio in un
videogioco.

Lo scopo principale di questo lavoro è di fornire una tecnica che permetta
un interpolazione �uida tra immagini scattate da punti di osservazione di-
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versi senza tuttavia passare attraverso la ricostruzione completa dello spazio.
Questo è possibile considerando che in matematica il movimento rigido di
un oggetto (in questo caso della macchina fotogra�ca) è modellizzabile per
mezzo di matrici che appartengono ad un particolare gruppo detto gruppo

speciale euclideo. Tale gruppo è un gruppo di Lie e gode di proprietà che
permettono di calcolare una traiettoria interpolante tra la posizione e l'orien-
tamento iniziale e �nale di una fotocamera che si è mossa da un punto ad
un altro dello spazio. In via teorica, esponenziando la matrice che descrive
la posizione relativa della fotocamera prima e dopo lo spostamento, si può
costruire un modello di macchina fotogra�ca che si trova in un punto dello
spazio tra le posizioni della macchina fotogra�ca nel momento in cui sono
state scattate le foto. Tale modello è rappresentabile per mezzo di un'ap-
plicazione lineare dallo spazio tridimensionale allo spazio bidimensionale la
cui matrice associata è detta matrice di proiezione perchè proietta tutti i
punti dello spazio nel piano della fotogra�a (in particolare si tratta di una
proiezione centrale).

In pratica, però, questo non è possibile a partire da una coppia di im-
magini perchè non si ha modo di calcolare lo spostamento relativo, né le
coordinate spaziali dei punti degli oggetti ritratti nelle fotogra�e. In termini
tecnici non si ha accesso al sistema euclideo e si deve dunque lavorare nel
sistema proiettivo che tiene conto appunto delle proiezioni e�ettuate. Per
questo motivo si deve cercare di estendere il procedimento adattandolo al-
le informazioni ottenibili dalle immagini. La relazione tra le proiezioni di
uno stesso punto sulle due immagini è descrivibile per mezzo di una trasfor-
mazione lineare a�ne in cui il termine lineare è dato dalla trasformazione
indotta da un piano di riferimento presente in entrambe le fotogra�e. Tale
trasformazione indotta non è altro la trasformazione che si ottiene retro-
proiettando un punto da una fotogra�a nello spazio, intersecando il raggio
che determina la proiezione centrale con il piano ed in seguito proiettando
l'intersezione nella seconda immagine. Il termine a�ne dipende invece dal
parallasse del punto rispetto al piano, cioè dalla distanza tra il punto ed il
piano stesso, e per questo è detta struttura a�ne relativa. A partire da tale
modello è possibile generare una ricostruzione dei punti nello spazio legata
alla con�gurazione vera da una trasformazione proiettiva ed in seguito cal-
colare l'omogra�a indotta da un particolare piano detto piano all'in�nito.
E�ettuando i passaggi per la ricostruzione con il modello con la struttura
a�ne relativa, utilizzando questa volta il piano all'in�nito come riferimento,
si ottiene una ricostruzione a�ne dei punti, cioè una con�gurazione legata a
quella vera da una trasformazione a�ne. A questo punto siamo in grado di
ricavare lo spostamento della fotocamera nel sistema proiettivo che è espresso
da una matrice appartenente ad un nuovo gruppo, detto per l'appunto gruppo
speciale proiettivo, e legata allo spostamento euclideo da un'applicazione che
ne conserva le proprietà. Si giunge così ad un modello di fotocamera che,
applicato alla ricostruzione, genera un'immagine virtuale identica a quella
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che si otterrebbe avendo accesso al sistema euclideo.
Come è intuibile dalla presentazione data, per realizzare tutto questo non

è possibile utilizzare la geometrica euclidea classica, ma bisogna porsi in una
nuova geometria detta proiettiva, che ne estende e generalizza tutti i risultati
e permette di modellizzare elementi come punti di fuga e orizzonti che sono
fondamentali nell'elaborazione di immagini.

Si introdurranno dunque nel primo capitolo i concetti di base sulla geo-
metria proiettiva. Nel secondo e nel terzo capitolo si descriverà il modello
matematico di macchina fotogra�ca ed alcune nozioni di visione stereo. In
seguito si esporrà nel quarto capitolo la teoria dei gruppi di Lie lineari fa-
cendo particolare riferimento al caso di interesse. In�ne nel quinto capitolo
verrà spiegato come generare nuove viste interpolanti, come ricavare le quan-
tità necessarie a tale scopo basandosi su piani paralleli e nel sesto capitolo
si presenteranno alcune simulazioni ed applicazioni pratiche.
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Capitolo 1

Cenni di Geometria proiettiva

In questo capitolo verranno introdotte alcune nozioni riguardanti la geo-
metria proiettiva, introdotta per la prima volta dal matematico francese
Girard Desargues nel XVII secolo e sviluppata fortemente nel XIX secolo,
che consiste in una generalizzazione della geometria analitica e permette di
includere molti casi particolari ed eccezioni, oltre che sempli�care innumere-
voli teoremi. Ad esempio nello spazio proiettivo P2 che generalizza lo spazio
euclideo R2 due rette hanno sempre un punto di intersezione che, nel caso di
parallelismo, ha una forma particolare ed è detto all'in�nito in quanto tiene
conto dell'idea intuitiva che due rette parallele si incontrino all'in�nito. Ana-
logamente in P3, che estende lo spazio euclideo R3, due piani si intersecano
sempre in una retta che, nel caso di piani paralleli, sarà costituita da punti
all'in�nito. La geometria proiettiva permette dunque di arricchire la geome-
tria analitica classica introducendo concetti fondamentali nell'elaborazione
di immagini, quali ad esempio i punti di fuga e gli orizzonti, che diventano
parte integrante dello spazio geometrico e non sono più casi limite e ideali.

Si consideri ad esempio una fotogra�a che ritrae una ferrovia che si esten-
de �no all'orizzonte. E' possibile modellizzare nello spazio i binari come due
rette parallele che quindi in P3 hanno intersezione in un punto all'in�nito.
Nella fotogra�a invece, cioè nel piano modellizzato da P2 i binari si interse-
cano in un punto che in prospettiva è indicato come punto di fuga e che non
è altro che la proiezione, tramite un'opportuna mappa da P3 a P2 del punto
di intersezione dei due binari (�g.1.1).

L'idea chiave della geometria proiettiva consiste nel passare dalle coor-
dinate cartesiane di uno spazio vettoriale ad un nuovo tipo di coordinate
dette omogenee che tengono in considerazione che, ponendo il proprio oc-
chio, o una macchina fotogra�ca, in un punto dello spazio e osservando gli
elementi che ci circondano, non siamo in grado di distinguere tutti i punti
che giacciono su uno stesso raggio che interseca la retina o la pellicola. In
altre parole non abbiamo informazioni riguardo alla profondità degli oggetti
che ci circondano. Nello spazio proiettivo tutti questi punti sono considerati
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6 CAPITOLO 1. CENNI DI GEOMETRIA PROIETTIVA

Figura 1.1: In geometria proiettiva due rette parallele nello spazio si inter-
secano in un punto all'in�nito. L'immagine del punto all'in�nito in una foto
è un punto di fuga.

allo stesso modo e rappresentano la stessa entità, cioè lo stesso punto dello
spazio proiettivo. Nel seguito verranno introdotti gli spazi P2 e P3 con alcune
nozioni basilari utili allo sviluppo di questo lavoro, per maggiori informazioni
si rimanda a [1].

1.1 Lo spazio proiettivo

Si consideri uno spazio vettoriale Kn di dimensione �nita n de�nito su un
campo K. Si de�nisce lo spazio proiettivo Pn(K) come l'insieme di tutte le
rette dello spazio Kn+1 passanti per l'origine. Più formalmente, si consideri
la seguente relazione di equivalenza: dati x,y ∈ Kn+1

x ∼= y⇔ x = λy

per qualche λ ∈ K non nullo. Due punti giacciono sulla stessa retta passante
per l'origine in Kn+1 se e solo se sono equivalenti, cioè se sono multipli.

De�nizione 1.1 (Spazio proiettivo) Lo spazio proiettivo Pn(K) è l'insie-
me delle classi di equivalenza di Kn+1 rispetto alla relazione ∼= cioè lo spazio

quoziente

Pn(K) = (Kn+1/ {0})/ ∼=

Nel seguito si indicherà l'uguaglianza a meno di un fattore moltiplicativo con
∼=.

Ad ogni punto x̃ ∈ Kn è possibile associare un elemento x dello spazio
proiettivo Pn(K) attraverso la mappa

ϕ : Kn → Pn(K)|x̃ 7→ x ∼= [x̃, 1]T
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dove 1 è l'elemento neutro del campo K. Ovviamente x è un rappresentante
della classe di equivalenza rappresentata dall'elemento dello spazio proiet-
tivo, quindi qualunque multiplo di x è associato allo stesso vettore x̃. Nel
seguito diremo che x è il vettore x̃ in coordinate omogenee se è un elemento
della classe di equivalenza di [x̃, 1]T , mentre diremo che x̃ è lo stesso punto
in coordinate euclidee.

Viceversa, dato un elemento x ∈ Pn(K) in coordinate omogenee, è pos-
sibile passare allo spazio Kn riscalando x in modo tale che abbia la forma
x = [x̃, 1]T e considerando le prime n coordinate. Tuttavia si noti che questo
non è possibile per ogni punto dello spazio proiettivo. Se infatti x = [x̃, 0]T ,
non esistono elementi nella classe di equivalenza di x che abbiano come ul-
tima coordinata 1. Tali punti sono detti punti all'in�nito di Pn(K) perchè,
come si vedrà in seguito, sono intersezioni di rette parallele.

Lo spazio proiettivo Pn(K) è dunque `più grande' dello spazio euclideo Kn

in quanto è l'unione dell'insieme ϕ(Kn) e dell'insieme dei punti all'in�nito.
Notiamo in�ne l'elemento neutro rispetto alla somma dello spazio vetto-

riale, cioè il vettore nullo 0 ∈ Kn+1 non appartiene a Pn(K).
Nel seguito considereremo solamente gli spazi P2(R) e P3(R) che verranno

indicati semplicemente con P2 e P3 anche se la maggior parte dei risultati
potranno essere estesi a casi più generali.

1.2 Punti e rette nel piano proiettivo

Si consideri l'equazione di una retta nel piano cartesiano R2.

ax+ by + c = 0

Passando alle coordinate omogenee come descritto nel precedente paragrafo
si può esprimere l'equazione della retta come

lTx = 0

dove l = [a, b, c]T e x = [x, y, 1]T . Si noti che, date due costanti reali λ,γ si
ha che

(λl)T (γx) = 0.

In altre parole qualunque multiplo di x individua lo stesso punto di [x, y]T di
R2 come qualunque multiplo di l rappresenta la stessa retta di R2. Dunque
sia l che x sono entrambi elementi dello spazio proiettivo P2 dove l'equazione
di una retta si esprime semplicemente per mezzo del prodotto scalare. Si può
osservare subito che nello spazio proiettivo vi è una dualità tra punti e rette
del piano. Inoltre si noti che per via dell'omogeneità, nonostante formalmen-
te vi sia una coordinata in più, i gradi di libertà di punti e rette sono sempre
pari a due. Infatti, dati x = [x1, x2, x3]T e l = [a, b, c], qualunque multiplo si

consideri il punto e la retta sono individuati dai rapporti
(
x1
x3
, x2x3

)
e
(
a
b ,

b
c

)
.
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Enunciamo ora alcune proprietà elementari della geometria del piano.
Prima però si ricorda che il prodotto vettoriale tra due elementi x,y ∈ R3

può essere espresso in forma matriciale come

x× y = [x]×y

dove x = [x1, x2, x3]T e

[x]× =

 0 −x3 x2

x3 0 −x1

−x2 x1 0

 .
Proposizione 1.1 Due rette l1 ,l2 nel piano si intersecano sempre in uno e

un solo punto

x = [l1]×l2.

Se l1 e l2 sono parallele, allora il punto di intersezione è un punto

x = [dT , 0]T

all'in�nito dove d è la direzione delle due rette.

Dimostrazione. Sia x il punto di intersezione tra l1 ed l2. Tale punto deve
appartenere a entrambe le rette.

lT1 x = 0

lT2 x = 0

In altre parole x è un vettore in R3 ortogonale sia a l1 che a l2, ed è dunque
un multiplo del prodotto vettoriale [l1]×l2 e possiamo porre x ∼= [l1]×l2. Se
inoltre le rette sono parallele, allora hanno la forma

l1 = [a, b, c]T

l2 = [γa, γb, d]T

con [a, b]T ∈ R2 vettore normale ad entrambe le rette. Dunque

x ∼= [l1]×l2 =

 0 −c b
c 0 −a
−b a 0

 γa
γb
d

 ∼=
 −ba

0


2

La proposizione (1.1) dice due cose molto importanti: tutte le rette pa-
rallele fra loro si intersecano nel medesimo punto all'in�nito e si possono
interpretare i punti all'in�nito come delle direzioni.
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De�nizione 1.2 (Retta all'in�nito) Tutti i punti all'in�nito giacciono sul-

la retta

l∞ ∼= [0, 0, 1]T

detta appunto retta all'in�nito. Una qualunque retta l = [a, b, c]T interseca

l∞ in un punto [dT , 0]T dove d è la direzione della retta.

Dimostrazione. E' banale veri�care che per ogni punto all'in�nito vale
lT∞x = 0. Inoltre

[l∞]×l =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 a
b
d

 =

 −ba
0


2

Proposizione 1.2 Per due punti x1, x2 ∈ P2 passa sempre una ed una sola

retta l ∼= [x1]×x2.

Dimostrazione. Entrambi i punti giacciono sulla retta l, cioè

lTx1 = 0

lTx2 = 0

Dunque l è un vettore di R3 ortogonale a x1 e x2, per cui l ∼= [x1]×x2.

2

1.3 Modello del piano proiettivo

Ritornando alla de�nizione di P2 come insieme delle rette di R3 passanti
per l'origine si può costruire il seguente modello di piano proiettivo. Si con-
siderino tutti i punti di P2 riscalati in modo tale che la terza coordinata sia
1. Il piano proiettivo è in tal caso il piano di R3 avente equazione x3 = 1,
mentre un punto x = [x̃T , 1] ∈ P3 rappresenta in R3 un raggio per l'origine
che interseca il piano proiettivo in x. Analogamente una retta l ∈ P2 rap-
presenta in in R3 un piano passante per l'origine e per la retta l. I punti
all'in�nito, cioè tutti i punti di R3 aventi terza coordinata nulla saranno i
punti sul piano x3 = 0. Facendo un passo in avanti allo spazio proiettivo P3,
tale piano è parallelo al piano x3 = 1 e lo intersecherà in una retta all'in�nito
che è proprio la retta all'in�nito di P2(�g.1.2).

Dunque il fatto che in P2 due rette hanno sempre un punto di intersezione
equivale al fatto che in R3 due piani passanti per l'origine si intersecano
sempre in una retta. Se le due rette sono parallele, l'intersezione tra i due
piani giace sul piano di equazione x3 = 0 e si ritrova che l'intersezione è
un punto all'in�nito. Analogamente il fatto che in P2 per due punti distinti
passi una ed una sola retta equivale al fatto che in R3 due rette distinte per
l'origine individuano uno ed un solo piano.
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Figura 1.2: Modello del piano proiettivo

1.4 Lo spazio proiettivo P3

Procedendo in modo analogo a quanto fatto per il piano proiettivo, si
ha che in P3 ogni piano può essere espresso tramite un vettore omogeneo π.
L'equazione di un piano è della forma

πTX = 0

dove π e X sono elementi di P3. In particolare, ponendo π = [vT , c]T e

X = [X̃
T
, 1], si ritrova l'equazione `classica'

vT X̃+ c = 0

e si può osservare subito che c
‖v‖ è la distanza con segno tra l'origine ed il

piano. Anche in questo caso le proprietà principali dei piani nello spazio
sono preservate:

1. tre punti non allineati individuano univocamente un piano;

2. tre piani distinti si intersecano in un solo punto;

3. una retta ed un punto non sulla retta individuano univocamente un
piano;

4. due rette parallele individuano univocamente un piano;

5. due piani distinti si intersecano in una retta e nel caso siano paralleli
l'intersezione è la retta all'in�nito dei due piani.
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Basta considerare infatti che in P3 un piano, come anche un punto, ha 3 gradi
di libertà e che punti e piani hanno un ruolo duale. Quindi si può calcolare
il piano π passante per tre punti Xi ∈ P3 risolvendo il sistema lineare

πTXi = 0, i = 1, 2, 3

che è non singolare dal momento che i punti non sono collineari. Viceversa,
si può calcolare il punto di intersezione X tra tre piani πi risolvendo

πTi X = 0, i = 1, 2, 3

che è un sistema lineare non singolare se i piani sono distinti. Il terzo punto
è intuitivo pensando da due rette parallele si possono estrarre tre punti non
collineari, mentre per quel che riguarda il terzo ed il quarto punto la que-
stione si complica per il fatto che non vi è una forma semplice per esprimere
una retta in P3. Ad ogni modo i risultati sono estendibili direttamente dalla
geometria euclidea a parte per il caso di piani paralleli. In tal caso si possono
considerare due rette parallele, ognuna su uno dei due piani. Tali rette indi-
viduano a loro volta un piano e si intersecano in un punto all'in�nito che sarà
anche un punto all'in�nito di P3. Prendendo altre due rette e procedendo
allo stesso modo si avrà come intersezione un altro punto all'in�nito che con
il primo individua la retta all'in�nito intersezione dei due piani.

Analogamente al caso di P2 tutti i punti all'in�nito giacciono su di un
piano π∞ = [0, 0, 0, 1]T , detto piano all'in�nito, e rappresentano delle di-
rezioni nello spazio. Ogni fascio di rette parallele si interseca in un punto
[dT , 0]T sul piano all'in�nito, dove d è la direzione del fascio.

1.5 Trasformazioni proiettive

Introduciamo ora il concetto di trasformazione proiettiva (detta anche
omogra�a).

De�nizione 1.3 (Trasformazione proiettiva) Una trasformazione pro-

iettiva (o omogra�a) in Pn è una mappa invertibile

h : Pn → Pn

tale che se tre punti x1, x2, x3 sono collineari, anche le immagini h(x1), h(x2), h(x3)
sono collineari.

Si enuncia senza dimostrazione il seguente teorema.

Teorema 1.1 La mappa invertibile h : Pn → Pn è un'omogra�a se e solo se

esiste una matrice H ∈ R(n+1)×(n+1) non singolare tale che ∀x ∈ Pn si ha

h(x) ∼= Hx.
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Nel caso n = 2 la dimostrazione della necessità è semplice. Sia H ∈ R3×3

non singolare e de�niamo h(x) = Hx. Siano x1,x2,x3 tre punti collineari
sulla retta l. Allora, per ogni i = 1, 2, 3

0 = lTxi = (lTH−1)(Hxi) = (H−T l)Th(xi)

cioè le immagini h(x1), h(x2), h(x3) sono collineari sulla retta H−T l.
Nel caso n > 2 la dimostrazione è più complessa perchè non si può scrivere
l'equazione di una retta con il prodotto scalare. Ad ogni modo è intuitivo
dal momento che H individua una trasformazione lineare e quindi preserva
la linearità.

2

Si noti che H è una matrice omogenea, infatti qualunque suo multiplo
rappresenta la stessa omogra�a:

h(x) ∼= Hx ∼= (λH)x.

In generale un 'omogra�a in P2 ha 8 gradi di libertà, mentre in P3 ne ha 15.
Inoltre dalla dimostrazione si ricava subito che tramite H le rette nel piano
si trasformano secondo

h(l) = H−T l

dove con H−T si indica l'inversa trasposta della matrice H. Analogamente i
piani in P3 si trasformano secondo

h(π) = H−Tπ

Come si vedrà nel seguito l'insieme delle matrici quadrate invertibili di di-
mensione n è un gruppo che viene indicato con GL(n,R) detto gruppo lineare
generale. L'insieme delle trasformazioni proiettive è invece l'insieme quozien-
te di GL(n,R) rispetto alla relazione ∼= ed è indicato con PL(n,R) e prende
il nome di gruppo proiettivo lineare. E' possibile classi�care le omogra�e
specializzando di volta in volta la forma della trasformazione per ottenere
sottogruppi uno incluso nell'altro. Dalle più specializzate alle più generali si
hanno isometrie, similarità, a�nità e proiettività. Le caratteristiche, i gradi
di libertà e le quantità invarianti di ognuno di questi gruppi sono riassunte
nelle �gure (1.3) e (1.4).

Isometrie

Le isometrie sono omogra�e che hanno forma

Hi =

[
R t

0T 1

]
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dove R ∈ Rn×n è una matrice ortogonale, cioè RRT = RTR = I, e t ∈ Rn.
L'ortogonalità di R implica che il determinante ha valore assoluto uguale a
1. Se tale determinante è positivo si ha il caso particolare delle rototrasla-
zioni. Si indica tali omogra�e con il termine `isometria' perchè conservano
le distanze dei punti. In generale le isometrie hanno 3 gradi di libertà per
n = 2 (un angolo di rotazione e due componenti di traslazione) e 6 gradi di
libertà per n = 3 (tre angoli di rotazione e tre componenti di traslazione).
Si ritornerà a parlare di isometrie più dettagliatamente nel paragrafo (4.7).

Similarità

Le similarità sono omogra�e esprimibili nella forma

Hs =

[
sR t

0T 1

]
e si di�erenziano dalle isometrie per il termine s che e�ettua un riscalamento
isotropico. Le similarità dunque `conservano' la forma degli oggetti ed i
rapporti tra le distanze tra punti ed in generale hanno un grado di libertà
in più rispetto alle isometrie(4 gradi di libertà per n = 2 e 7 gradi di libertà
per n = 3).

A�nità

Le a�nità, o trasformazioni a�ni, sono la composizione di una trasforma-
zione lineare non singolare e di una traslazione. Sono cioè rappresentate da
matrici della forma

Ha =

[
A t

0T 1

]
con A ∈ Rn×n non singolare e t ∈ Rn. La proprietà più importante delle
trasformazioni a�ni è la seguente.

Proposizione 1.3 La retta all'in�nito in P2 ed il piano all'in�nito sono

invarianti rispetto a trasformazioni a�ni. Viceversa se un'omogra�a H porta

la retta (o il piano) all'in�nito in sè stesso, allora è un'a�nità.

Dimostrazione. E' banale da veri�care dal momento l∞ e π∞ sono della
forma [0T , 1]T , si trasformano secondo H−Ta e dal momento che l'inversa di
un a�nità è ancora un'a�nità. Dunque

H−1
a =

[
A−1 −A−1t

0T 1

]
e [

A−1 0

(−A−1t)T 1

] [
0

1

]
=

[
0

1

]
.
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Figura 1.3: Classi�cazione delle omogra�e in P2.

Viceversa sia

H =

[
A t

cT 1

]
una trasformazione proiettiva che porta la retta (o il piano) all'in�nito in sè
stesso. Allora trasponendo l∞ ∼= H−T l∞ (o π∞ ∼= H−Tπ∞) si traduce in

[0T 1]

[
A t

cT 1

]
= [0T 1],

cioè c = 0.

2

Dunque un'a�nità porta ogni punto all'in�nito in un altro punto all'in�nito,
anche se non necessariamente lo stesso. In generale una trasformazione a�ne
ha 6 gradi di libertà nel caso n = 2 e 12 gradi di libertà nel caso n = 3.

Proiettività

Le proiettività, ovvero le omogra�e, sono il caso più generale in cui H è
semplicemente una matrice invertibile ed ha dunque forma

H =

[
A t

cT 1

]

Decomposizione di un'omogra�a

Si dimostra che è sempre possibile scomporre una trasformazione proiet-
tiva in una sequenza di trasformazioni più specializzate H = HsHaHp della
forma

H =

[
A t

cT 1

]
=

[
sR t′

0T 1

] [
K 0

0T 1

] [
I 0

vT v

]
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Figura 1.4: Classi�cazione delle omogra�e in P3.

dove A = sRK + tvT è non singolare, K è triangolare superiore inverti-
bile e t = vt′. Questo fatto è utile quando si deve cercare di ricostruire
una con�gurazione geometria a partire da una con�gurazione proiettivamen-
te equivalente. In altre parole, conoscendo di ogni punto una trasformata
tramite un'omogra�a H incognita, si vuole ritrovare il punto originale. E'
possibile risolvere questo problema procedendo per gradi ed individuando
per mezzo di opportune procedure ognuna delle tre trasformazioni in cui è
decomposta H. Ad esempio è possibile ricostruire la geometria a meno di
un'a�nità se conosciamo la retta od il piano all'in�nito. Tale procedimento
è detto strati�cazione.

1.6 La retta proiettiva P1 ed il cross-ratio

Si consideri adesso lo spazio proiettivo P1, cioè la retta proiettiva dove i
punti in coordinate omogenee sono della forma x = [x1, x2]T . Ripercorrendo
tutti il discorso fatto per il caso P2 e P3 si può de�nire il punto all'in�nito

x∞ = [0, 1]T ed una gerarchia di trasformazioni sulla retta. Dati due punti
x1,x2 ∈ P1 indichiamo con |x1x2| la quantità

|x1x2| = det [x1x2] .

Il determinante di tale matrice è proporzionale alla distanza tra i due punti
sulla retta. Infatti riscalandoli in modo tale che x1 = [x1, 1]T e x2 = [x2, 1]T

allora |x1x2| = d(x1,x2). Si considerino ora quattro punti x1,x2,x3,x4 e si
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Figura 1.5: Il cross-ratio è invariante rispetto a trasformazioni proiettive
della retta

de�nisca la seguente quantità, detta cross-ratio:

cross(x1,x2,x3,x4) =
|x1x2| |x3x4|
|x1x3| |x2x4|

.

Il cross-ratio non è altro che il rapporto del rapporto fra le distanze dei
quattro punti e si dimostra che è invariante rispetto a omogra�e della retta.
Si considerino ad esempio quattro raggi su un piano e le rispettive intersezioni
su due rette l1 e l2 (�g.1.5).

La mappa xi 7→ x̄i è un'omogra�a della retta e si ha che

cross(x1,x2,x3,x4) = cross(x̄1, x̄2, x̄3, x̄4)



Capitolo 2

Modello di Fotocamera

Proiettiva

Dal punto di vista matematico una fotocamera è un oggetto che `tra-
sferisce' i punti dal mondo tridimensionale sul piano della fotogra�a ed è
modellizzabile per mezzo di una mappa P : P3 → P2 che ad ogni punto X
nello spazio proiettivo P3 associa una proiezione x ∼= PX su di un certo
piano (cioè su P2) detto piano focale. La mappa P è dunque una matrice
di dimensione 3 × 4 detta matrice di proiezione e per l'omogeneità è de�-
nita a meno di costanti moltiplicative. I modelli di fotocamera si dividono
in due grandi classi: le fotocamere �nite e le fotocamere in�nite. Le prime
e�ettuano una proiezione centrale rispetto ad un punto detto proprio centro

della fotocamera, ovvero l'immagine che si forma è ottenuta intersecando
i raggi provenienti dall'oggetto e passanti per il centro con il piano focale
(�g.2.1). La distanza tra il centro ed il piano focale è detta distanza focale

mentre la retta ortogonale al piano focale e passante per il centro è detto
asse principale della fotocamera. Una fotocamera in�nita è invece un ap-
prossimazione di una fotocamera �nita la cui distanza focale è molto grande.
In tal caso i raggi di proiezione tendono ad essere paralleli all'asse principale
e la proiezione da centrale diventa ortogonale rispetto al piano focale. Nelle
fotocamere in�nite il centro è dunque un punto all'in�nito di P3. Nel seguito
si studierà nel dettaglio solo il modello di fotocamera �nita.

2.1 Costruzione del modello

Si consideri per il mondo un sistema di riferimento in cui l'origine degli
assi coincida con il centro della fotocamera e in cui l'asse z coincida con
l'asse principale e si consideri per l'immagine un sistema di riferimento avente
origine nell'intersezione p tra il piano focale e l'asse principale (detto punto

principale) e assi paralleli agli assi x e y del mondo (�g.2.2). Il piano parallelo
al piano focale e passante per il centro è detto piano principale.

17
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Figura 2.1: Modello di fotocamera �nita

Figura 2.2: Modello in cui il sistema di riferimento è associato alla fotocamera

Il piano parallelo al piano focale e passante per il centro è detto piano

principale. Nel sistema di riferimento scelto la matrice di proiezione è della
forma

P =

 f 0 0 0
0 f 0 0
0 0 1 0


.

Infatti se il punto X ha coordinate omogenee X = [X,Y, Z, 1]T e la sua
proiezione ha coordinate omogenee x = [x, y, 1]T , dal disegno in sezione è
chiaro che x

f = X
Z e y

f = Y
Z e dunque si avrà

x ∼=

 x
y
1

 =

 fX
Z
fY
Z
1

 ∼= PX

2.2 Matrice di calibrazione

Se l'origine del sistema di riferimento dell'immagine non coincide con il
punto principale, quest'ultimo avrà coordinate (px, py). Dunque la proiezione
x di un punto X avrà coordinate
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Figura 2.3: E�etto della matrice di calibrazione

x =

 fX
Z + px
fY
Z + py

1

 .
La matrice di proiezione avrà dunque la forma

P =

 f 0 px 0
0 f py 0
0 0 1 0

 = K[I|0]

dove

K =

 f 0 px
0 f py
0 0 1


è detta matrice di calibrazione. Per tener conto della possibilità che i pi-
xel non siano perfettamente quadrati la forma più generale della matrice di
calibrazione è

K =

 mxf s mxpx
0 myf mypy
0 0 1

 =

 αx s x0

0 αy y0

0 0 1

 (2.1)

dove mx e my sono fattori non nulli di scala per gli assi x e y mentre s è non
nullo per pixels che hanno forma di parallelogrammo (cosa che non avviene
praticamente mai). Si noti che la matrice [I|0] proietta un punto X su un
piano focale avente distanza focale pari a 1. L'e�etto di K è dunque quello
di riportare l'immagine da tale piano al piano avente distanza focale f e di
aggiustare l'immagine secondo le distorsioni dovute alla fotocamera. Se x è
la proiezione di X tramite P = K[I|0],allora K−1x è la proiezione di X sul
piano di coordinate z = 1 (�g.2.3).



20 CAPITOLO 2. MODELLO DI FOTOCAMERA PROIETTIVA

2.3 Modello generale

Si consideri ora un sistema di riferimento generico per il mondo. Sia

XT = [X̃
T
, 1] un punto qualunque e CT = [C̃

T
, 1] il centro della fotocamera.

La trasformazione che porta X da questo sistema di riferimento a quello
precedente associato alla fotocamera è esprimibile come

Xcam =

[
R(X̃ − C̃)

1

]
=

[
RX̃ −RC̃
0T 1

]
X

dove R è la matrice di rotazione che porta l'asse z nell'asse principale della
fotocamera. Si avrà dunque

x = K[I|0]Xcam = K[R| −RC̃]X

ovvero

P = K[R|t] = [M |p4] (2.2)

con t = −RC̃, M = KR, p4 = −KRC̃. L'equazione (2.2) rappresenta la
forma più generale della matrice di proiezione di una fotocamera. Si noti che
la matrice M = KR è invertibile, dunque P è una matrice di rango 3 avente
nel caso più generale 11 gradi di libertà (6 per la matrice di calibrazione, 3
per la rotazione, 3 per il centro meno un grado di libertà per l'omogeneità).

2.4 Il centro della fotocamera

In questo paragrafo mostreremo che il centro C di una fotocamera �nita
avente matrice di proiezione P = [M,p4] è l'unico punto per cui la proiezione
non è de�nita e che la fotocamera è �nita, cioè ha centro �nito, se e solo se
la matrice M è non singolare.

Proposizione 2.1 Sia P la matrice di proiezione di una fotocamera �nita

avente centro C. Il nucleo di P è generato dal vettore C. Cioè

ker(P ) =
{
X ∈ P3|PX = 0

}
=
{
X ∈ P3|X = αC, α ∈ R

}
.

In particolare si avrà PC = 0.

Dimostrazione. Siccome P è �nita, P = [M |p4] con M non singolare.
Dunque P ha rango 3 ed il suo nucleo ha dimensione 1. Supponiamo che
ker(P ) sia generato da un vettoreV ∈ P3. Allora si avrà PV = 0. Mostriamo
che V è il centro della fotocamera, cioè che tutti i punti su una generica retta
passante per V hanno la stessa proiezione. Sia Y ∈ P3, la retta congiungente
V e Y è

X(λ) = λY+ (1− λ)V
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con λ ∈ R. Proiettando tramite P si ha

PX(λ) = λPY+ (1− λ)PV = λPY ∼= PY

per ogni λ non nullo.

2

Si noti che come conseguenza del teorema (2.1) la proiezione del centro della
fotocamera non è de�nito in quanto PC = 0 non appartiene allo spazio
proiettivo P2.

Proposizione 2.2 Una fotocamera P = [M |p4] è �nita se e solo se la

matrice M è non singolare.

Dimostrazione. Abbiamo già visto che se una fotocamera è �nita allora
M = KR è non singolare perché è prodotto di due matrici non singolari. Per
assurdo sia invece M non singolare e il centro della fotocamera sia un punto

all'in�nito C = [C̃
T
, 0]T . Per la proposizione precedente, siccome M è non

singolare il centro appartiene al nucleo di P , dunque PC = MC̃ = 0. Allo
stesso tempo essendo M non singolare, MC̃ = 0 implica che C̃ = 0 che è
assurdo perchè C = [0, 0, 0, 0]T /∈ P3. QuindiM deve essere necessariamente
singolare.

2

2.5 Proiezione di punti all'in�nito

Sia P = [M |p4] la matrice di proiezione di una fotocamera �nita. Per
capire come vengono proiettati i punti all'in�nito consideriamo due rette
parallele in P3. Queste si intersecheranno in un puntoX = [dT , 0] all'in�nito,
in cui d è la direzione delle rette. In generale le rispettive proiezioni si
intersecano nell'immagine in un punto p �nito che è detto punto di fuga

delle rette. Infatti
p = PX = Md

Ogni fascio di rette parallele si interseca nello stesso punto all'in�nito, quindi
nell'immagine tutte le rette del fascio avranno lo stesso punto di fuga. In
pratica il raggio proveniente dal punto all'in�nito X = [dT , 0] è una retta
passante per il centro della fotocamera e avente direzione d e il punto di
fuga p è l'intersezione tra tale raggio ed il piano focale. Le uniche rette
parallele le cui proiezioni non si intersecano in un punto �nito dell'immagine
sono le rette parallele al piano focale. Analogamente due piani paralleli si
intersecano in una retta all'in�nito e nell'immagine la proiezione di tale retta
è detta retta di fuga. Quest'ultima risulta essere l'intersezione tra un piano
parallelo ai due piani paralleli e passante per il centro della fotocamera ed
il piano focale. I piani paralleli al piano focale invece avranno come retta di
fuga la retta all'in�nito dell'immagine.
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Figura 2.4: Le colonne di P sono i punti di fuga relativi alle direzioni degli
assi cartesiani

2.6 Le righe e le colonne di P

Si considerino adesso le righe della matrice di proiezione P = KR[0|−C̃]
di una fotocamera �nita.

P = [p1,p2,p3,p4]

Abbiamo già visto che p4 è legata al centro della fotocamera dalla relazione
p4 = −KRC̃. Le colonne p1,p2 e p3 sono invece i punti di fuga relativi
alle direzioni degli assi cartesiani del sistema di riferimento scelto. Si con-
sideri infatti la base canonica di R3. Le direzioni degli assi cartesiani sono
rappresentate dai punti all'in�nito

D1 = [1, 0, 0, 0]

D2 = [0, 1, 0, 0]

D3 = [0, 0, 1, 0]

e le rispettive proiezioni sono proprio

PD1 = p1

PD2 = p2

PD3 = p3

Si considerino ora le righe della matrice P .

P =

 p1T

p2T

p3T


I vettori p1,p2, p3 possono essere considerati come rappresentanti di parti-
colari piani in P3. Innanzi tutto si noti che PC = 0 implica che il centro
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Figura 2.5: I piani corrispondenti alle righe di P

della fotocamera giace su tutti e tre i piani. Sia ora X un punto sul piano
p1, cioè p2X = 0. Allora

PX =

 p1TX

p2TX

p3TX

 =

 0
p2TX

p3TX


Ciò signi�ca che tutti i punti sul piano p1 sono proiettati sull'asse y dell'im-
magine. Analogamente tutti i punti sul piano p2 sono proiettati sull'asse x
dell'immagine, quindi le prime due righe di P rappresentano i piani passanti
per gli assi del sistema di riferimento dell'immagine e per il centro della foto-
camera (�g.2.5). Per quel che riguarda il piano p3 si osservi che ogni puntoX
su tale piano viene proiettato in un punto all'in�nito dell'immagine. Infatti

PX =

 p1TX

p2TX

p3TX

 =

 p1TX

p2TX

0

 ,
ma i punti aventi proiezioni all'in�nito sono tutti e soli quelli appartenenti
al piano principale della fotocamera (fatta eccezione per il centro) perchè i
raggi sono paralleli al piano focale. Quindi p3 rappresenta il piano principale
della fotocamera (�g.2.5).
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Capitolo 3

Geometria epipolare

Supponiamo ora di avere a disposizione due fotocamere Pi e Pj che scat-
tano una foto dello stesso soggetto da due angolazioni diverse. Uno stesso
punto X sarà proiettato rispettivamente in due punti xi = PiX e xj = PjX.
Una prima osservazione che si può fare è che X forma con i centri Ci e Cj

un piano detto piano epipolare del punto X. Su tale piano giace anche la
retta che congiunge i due centri che è detta baseline. Inoltre i due punti eij
e eji di intersezione tra tale retta e i due piani focali prendono il nome di
epipoli. Si ha che eji = PjCi è la proiezione del centro della fotocamera i
sull'immagine j e viceversa eij = PiCj è la proiezione del centro della foto-
camera j sull'immagine i. Le rette congiungenti gli epipoli e le proiezioni del
punto X sono dette rette epipolari del punto X (�g.3.1).

E' chiaro che al variare di X tutti i possibili piani epipolari formano
un fascio passante per la baseline e che nelle due immagini tutte le rette
epipolari formano un fascio passante per i rispettivi epipoli (�g.3.2).

3.1 La matrice fondamentale

Sia xi un punto sul piano focale della prima fotocamera. Tutti i punti
sul raggio passante per xi e Ci hanno la stessa retta epipolare sulla seconda
immagine che indichiamo con lj . Viceversa, dato un punto xj sul piano fo-
cale della seconda fotocamera, tutti i punti sul raggio passante per xj e Cj

hanno la stessa retta epipolare li sulla prima. L'applicazione F : xi → lj
è rappresentata da una matrice di dimensione 3 × 3 che prende il nome di
matrice fondamentale. Per derivare una forma di F si consideri l'omogra�a
indotta da un generico piano π, cioè l'omogra�a Aij(π) che si ottiene proiet-
tando sulla seconda immagine il punto X di intersezione tra π ed il raggio
passante per xi (�g.3.3).

Tramite Aij(π) il punto xi viene portato in un punto xj = Aij(π) e la retta
epipolare associata a xi è la retta passante per l'epipolo eji e xj . Si avrà
dunque, utilizzando la forma matriciale per il prodotto vettoriale, che

25
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Figura 3.1: Geometria epipolare

Figura 3.2: Fasci di piani e rette epipolari
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Figura 3.3: Omogra�a indotta da un piano π

lj = [eji]×xj = [eji]×Aij(π)xi.

La matrice fondamentale è dunque della forma

F = [eji]×Aij(π)

con Aij(π) omogra�a indotta da un generico piano π. Si noti che F è in-
dipendente dalla scelta del piano in quanto xj è sempre la proiezione di un
punto sul raggio passante per xi e dunque xj = Aij(π)xi è sempre un punto
sulla retta epipolare di xi.

Si considerino ora due punti xi e xj sulle rispettive immagini. Si dice che
i due punti sono corrispondenti se sono le proiezioni di uno stesso punto X.

Proposizione 3.1 (Condizione di corrispondenza) Per ogni coppia di

punti corrispondenti (xi, xj) si ha xTj Fxi = 0.

Dimostrazione. Siccome i due punti sono corrispondenti xj giace sulla
retta epipolare di xi, dunque x

T
j lj = 0. Ma lj = Fxi da cui si ricava la tesi

xTj Fxi = 0.

2

Si noti che il viceversa non è vero, cioè che due punti qualsiasi che soddisfano
la condizione di corrispondenza sono uno nella retta epipolare dell'altro, ma
non necessariamente sono proiezione di uno stesso punto X. Possiamo dare
dunque la seguente de�nizione equivalente di matrice fondamentale.
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De�nizione 3.1 (Matrice fondamentale) La matrice fondamentale è l'u-

nica matrice F ∈ R3×3 di rango 2 tale che xTj Fxi = 0 per ogni coppia di punti

corrispondenti (xi, xj).

Anche in questo caso l'unicità è ovvia considerando che se non fosse unica
allora, data una coppia di matrici fondamentali F e F ′, si avrebbe xTj (F −
F ′)xi = 0 per ogni coppia di punti corrispondenti, cioè F − F ′ = 0. Enun-
ciamo due importanti proprietà della matrice fondamentale.

Proposizione 3.2 Sia F la matrice fondamentale di una coppia di fotoca-

mere (Pi, Pj).

1. La matrice fondamentale della coppia (Pj , Pi) è F
T . Come conseguenza

dati due punti corrispondenti (xi, xj) le rispoettive rette epipolari sono

date da lj = Fxi e li = F Txj.

2. Gli epipoli eji e eij generano rispettivamente il nucleo di F T e di F .

Dimostrazione

1. Trasponendo la condizione di corrispondenza si ha che xTi F
Txj = 0

per ogni coppia di punti corrispondenti.

2. Innanzi tutto notiamo che, siccome F ha rango 2, il nucleo di F (e dun-
que anche di F T ) ha dimensione 1. Ogni retta epipolare sull'immagine
j passa per l'epipolo eji dunque λe

T
jiFxi = 0 per ∀λ,∀xi 6= eij . Quindi

F Teji = 0. Analogamente ogni retta epipolare sull'immagine i passa
per l'epipolo eij dunque λe

T
ijF

Txj = 0 per ∀λ,∀xj 6= eji e Feij = 0.

2

Si noti in�ne che la matrice fondamentale è de�nita a meno di una co-
stante moltiplicativa ed ha rango 2 perchè è il prodotto di due matrici [eji]×
e Aij(π) di cui la prima ha rango 2 per costruzione e la seconda, essendo una
omogra�a, è invertibile. F ha dunque 7 gradi di libertà e sono necessarie
almeno 4 coppie di punti corrispondenti per fornire una stima di F (ogni
coppia fornisce 2 gradi di libertà).

3.2 Ambiguità proiettiva nella ricostruzione

Abbiamo visto che data una coppia di fotocamere (Pi, Pj) esiste un'unica
matrice fondamentale che lega le due viste. Il viceversa non è vero, infatti
vedremo che esistono in�nite coppie di fotocamere aventi la stessa matrice
fondamentale F .
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De�nizione 3.2 (Ricostruzione) Siano sia (Pi, Pj) una coppia di fotoca-

mere e siano Xk con k = 1, ..., n dei punti in P3 aventi proiezioni (x
(k)
i , x

(k)
i ).

Si dice che la coppia (P̂i, P̂j) e i punti X̂
(k)

con k = 1, ..., n sono una

ricostruzione della geometria epipolare data se ogni k si ha

x
(k)
i
∼= P̂iX̂

(k)

x
(k)
j
∼= P̂jX̂

(k)

Si noti che, essendo la matrice fondamentale de�nita solamente a partire dalle
coppie di punti corrispondenti, qualunque ricostruzione ha la stessa matrice
fondamentale. Vedremo che partendo solamente da punti corrispondenti
nelle due immagini è possibile risalire ad una ricostruzione della geometria
che sarà legata alla con�gurazione `vera' dei punti da un'omogra�a.

Proposizione 3.3 Sia H : P3 → P3 un'omogra�a dello spazio proiettivo

P3, cioè una matrice invertibile di dimensione 4× 4 e sia (Pi, Pj ,X
(k)) una

geometria epipolare. Allora (PiH
−1, PjH

−1, HX(k)), è una ricostruzione di

(Pi, Pj ,X
(k)) e di conseguenza ha la stessa matrice fondamentale.

Dimostrazione E' immediato dal momento che

PiX
(k) = (PiH

−1)(HX(k))

PjX
(k) = (PjH

−1)(HX(k))

2

Al variare di tutte le omogra�e si hanno quindi in�nite coppie di fotocamere
aventi la stessa matrice fondamentale. In particolare ve ne è sempre una
particolare detta forma canonica.

De�nizione 3.3 (Forma canonica) Due coppie (Pi, Pj) di fotocamere so-

no in forma canonica se Pi = [I|0].

E' sempre possibile passare da una coppia generica (Pi, Pj) alla sua forma
canonica considerando l'omogra�a

H =

[
Pi
0T 1

]
che è invertibile perchè consideriamo solo fotocamere �nite. Infatti [I|0]H =
Pi ed ogni X ∈ P3

PiX = [I|0]HX

quindi [I|0] = PiH
−1.
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Proposizione 3.4 Sia

Pi = [I|0] (3.1)

Pj = [M |p4] (3.2)

una coppia di fotocamere in forma canonica. Allora p4 è l'epipolo dell'im-

magine j e la matrice fondamentale è F = [eji]×M .

Dimostrazione. Riscriviamo Pj come Pj = KR[I| − C̃j ] e notiamo che
nel sistema di riferimento associato alla fotocamera j, in cui Pj = Kj [I|0] il
centro Ci ha proprio coordinate −RC̃j . Dunque

eji = Kj [I|0]

[
−RC̃j

1

]
= −KjRC̃j = p4

Si può scrivere la matrice fondamentale come F = [eji]×A
∞
ij dove, come

vedremo più avanti, A∞ij = KjR = M è in questo caso l'omogra�a indotta
dal piano all'in�nito.

2

Vediamo ora il viceversa della proposizione (3.3). Anteponiamo il seguente
lemma.

Lemma 3.1 Sia B ∈ R3×3 di rango 2 decomponibile in due modi distinti

come F = [a]×A = [ã] × Ã. Allora esiste λ ∈ R non nullo ed esiste v ∈ R3

tali che

ã = λa

Ã = 1
λ(A+ avT )

Dimostrazione. Si ha che aTB = ãTB = 0T perchè per via del prodotto
vettoriale a e ã sono ortogonali alle colonne di F , che generano un piano
perchè F ha rango 2. Dunque sia a che ã sono ortogonali ad uno stesso
piano, cioè ã = λa per un certo λ 6= 0. Inoltre

[a]×A = [ã]×Ã = [λa]×Ã = [a]×(λÃ)

che implica

[a]×(λÃ−A) = 0

Cioè a è proporzionale alle colonne di λÃ−A, che si traduce in λÃ−A = avT

per un certo v ∈ R3.

2
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Teorema 3.1 (Ricostruzione proiettiva) Siano (Pi, Pj ,X
(k)) e (P̂i, P̂j , X̂

(k)
)

due ricostruzioni della geometria epipolare. Allora esiste un'omogra�a

H : P3 → P3

tale che

P̂i = PiH
−1

P̂j = PjH
−1

e tale che X̂
(k) ∼= HX(k) fatta eccezione per i k tali che x

(k)
j
∼= eji e x

(k)
i =∼=

eij.

Dimostrazione. Essendo (Pi, Pj ,X
(k)) e (P̂i, P̂j , X̂

(k)
) due ricostruzioni

della stessa geometria hanno la stessa matrice fondamentale che indichiamo
con F . Si consideri dapprima il caso in cui le due coppie di fotocamere siano
in forma canonica. Allora Pi = [I|0], Pj = [M |p4], P̂i = [I|0], P̂k = [M̂ |p̂4].
La matrice fondamentale di entrambe le coppie è

F = [p4]×M = [p̂4]×M̂,

per cui esiste λ non nullo ed un vettore v tale che

p̂4 = λp4

M̂ = 1
λ(M + p4v

T )

Dunque avremo

P̂j =

[
1

λ
(M + p4v

T ) λp4

]
= PjH

−1

dove

H−1 =

[
1
λI 0

1
λv

T λ

]
. Inoltre si ha che

PiH
−1 =

1

λ
P̂i

Nel caso in cui le due coppie non siano in forma canonica si considerino le
due omogra�e

H1 =

[
Pi
0T 1

]
e

H2 =

[
Pj
0T 1

]
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Le coppie (PiH
−1
1 , PjH

−1
1 ) e (P̂iH

−1
2 , P̂jH

−1
2 ) sono in forma canonica e han-

no la stessa matrice fondamentale delle coppie iniziali. Dunque esiste un'o-
mogra�a H3 tale che P̂iH

−1
2 = PiH

−1
1 H−1

3 e P̂jH
−1
2 = PjH

−1
1 H−1

3 . Posto
H = H−1

2 H3H1 si ha P̂i = PiH
−1 e P̂j = PjH

−1. Per quel che riguarda la
seconda parte del teorema si consideri che ogni k

xi ∼= PiX
(k) = P̂i(HX

(k))

xi ∼= P̂iX̂
(k)

cioè P̂iX̂
(k) ∼= P̂i(HX

(k)), che implica che X̂
(k)

e HX(k) sono sullo stesso
raggio passante per il centro della fotocamera P̂i. Analogamente si mostra

che X̂
(k)

e HX(k) sono sullo stesso raggio passante per il centro della foto-

camera P̂j . I casi possibili sono due: X̂
(k) ∼= HX(k) oppure X̂

(k)
e HX(k)

giacciono sulla baseline e quindi x
(k)
i
∼= eij e x

(k)
j
∼= eji.

2

3.3 Omogra�a indotta dal piano all'in�nito

Consideriamo una generica coppia di fotocamere aventi matrici di proie-
zione

Pi = Ki[Ri|ti]
Pj = Kj [Rj |tk]

Sia xi un punto sull'immagine i. Nel sistema di riferimento associato alla
fotocamera i, in cui Pi = Ki[I|0], il versore avente direzione del raggio
passante per xi è

di =
K−1
i xi∥∥K−1
i xi

∥∥
Il punto di intersezione tra il raggio ed il piano all'in�nito sarà dunque
[dTi , 0]T . Nel sistema di riferimento associato alla fotocamera j, in cui
Pj = Kj [I|0] tale direzione sarà data da dj = Rijdi, con Rij = RjR

−1
i

rotazione relativa tra le due fotocamere. Quindi il punto all'in�nito sarà
[dTj , 0]T . Proiettando sulla seconda immagine si ottiene:

xj ∼= Kj [I|0]

[
dj
0

]
= Kjdj ∼= (KjRijK

−1
i )xi

Da cui osserviamo subito che l'omogra�a indotta dal piano all'in�nito è

A∞ij = KjRijK
−1
i
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Proposizione 3.5 Data (Pi, Pj ,X
(k)) sia (P̂i, P̂j , X̂

(k)
) una ricostruzione

della geometria epipolare tale che{
P̂i = [I|0]

P̂j = [A∞ij |t]

Allora la ricostruzione è a�ne, cioè l'omogra�a H tale che
P̂i ∼= PiH

−1

P̂j ∼= PjH
−1

X̂
(k) ∼= HX

è un'a�nità

Dimostrazione. Si consideri la forma più generale di un omogra�a

H =

[
A b

cT d

]
.

Se H porta Pi e Pj in P̂i e P̂j si avrà

Pi = [KiRi|pi] ∼= P̂iH = [I|0]

[
A b

cT d

]
= [A|b]

Pj = [KjRj |pj ] ∼= P̂jH =
[
A∞ij |t

] [ A b

cT d

]
=
[
A∞ij A+ tcT |A∞ij b+ dt

]
La prima equazione fornisce

KiRi ∼= A

cioè A = λKiRi per qualche λ reale non nullo. Sostituito nella seconda

KjRj ∼=
(
KjRjR

−1
i K−1

i

)
A+ tcT = λKjRj + tcT

Si ricava dunque che c deve essere necessariamente nullo e cheH è un'a�nità.

2

3.4 Struttura a�ne relativa

In questa sezione mostreremo che la relazione tra punti corrispondenti
in due immagini è esprimibile per mezzo dell'omogra�a indotta da un pia-
no qualunque preso come riferimento più un termine a�ne che moltiplica
l'epipolo della seconda immagine. Per prima cosa verrà mostrato che que-
sto è valido nel caso del piano all'in�nito π∞ ed in seguito il risultato verrà
esteso ad un generico piano π. Allo stesso tempo si ricaverà l'espressione
dell'omogra�a indotta Aij(π). Si considerino dunque due fotocamere aventi
matrici di proiezione Pi = Ki[Ri|ti] e Pj = Kj [Rj |tj ]. La profondità di un
punto rispetto ad una fotocamera è la distanza con segno del punto dal piano
principale, con segno positivo se il punto si trova `di fronte' alla fotocamera.
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Figura 3.4: zK−1
i xi è il punto X in coordinate euclidee nel sistema di

riferimento associato alla fotocamera i.

Teorema 3.2 Sia X ∈ P3 avente come proiezioni (xi, xj). Esiste uno sca-

lare µ tale che

xj ∼= A∞ij xi + µeji (3.3)

Inoltre se A∞ij è riscalata in modo tale che µ = 1 per un dato X0 ∈ P3, allora

µ =
z0
i

zi

dove z0
i e zi sono le profondità dei punti X0 e X rispetto alla fotocamera i.

Il termine µ prende il nome di struttura a�ne relativa dove si intende relativa
al piano di riferimento che in questo caso è il piano all'in�nito π∞. Si noti che
µ = 0 per ogni punto all'in�nito, cioè per ogni punto sul piano di riferimento
π∞,infatti in tal caso zi tende all'in�nito e xj ∼= A∞ij xi.

Dimostrazione. Sia xi = [x̃Ti , 1]T . Allora ziK
−1
i xi è il punto X in

coordinate euclidee nel sistema di riferimento in cui Pi = Ki[I|0] (�g.3.4).
Infatti

Ki[I|0]

[
ziK

−1
i xi
1

]
= zxi ∼= xi

Lo stesso punto nel sistema di riferimento in cui Pj = Kj [I|0] ha coordinate
euclidee Rij(ziK

−1
i xi) + t, dove t = C̃i − C̃j è il vettore congiungente i

centri delle fotocamere ed è indipendente dal sistema di riferimento scelto
come Rij . Proiettando sulla seconda immagine si ottiene

xj ∼= Kj [I|0]

[ (
Rij(ziK

−1
i xi) + t

)
1

]
= ziA

∞
ij xi −Kjt ∼= A∞ij xi +

1

zi
Kjt

Notiamo adesso che sempre nello stesso sistema di riferimento C̃j = 0 dunque
C̃i = t e l'epipolo eji è dunque

eji ∼= Kj [I|0]

[
t

1

]
= Kjt
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cioè λeji = Kjt per un certo λ reale non nullo. Si ottiene così

xj ∼= A∞ij xi + µeji

con µ = λ
zi
. Se si riscala l'omogra�a in�nita in modo tale che µ = 1 per un

certo punto �nito X0 si ricava in�ne

1 = µ =
λ

z0
i

cioè, λ = z0
i e µ =

z0i
zi
.

2

Passiamo adesso al caso generale.

Teorema 3.3 Sia X ∈ P3 avente come proiezioni (xi, xj). Esiste uno sca-

lare µ tale che

xj ∼= Aij(π)xi + µeji (3.4)

dove Aij(π) è l'omogra�a indotta dal piano π e µ ∼= d
zi
. Inoltre se Aij(π) è

riscalata in modo tale che µ = 1 per un dato X0 ∈ P3, allora

µ =
d

d0

z0
i

zi

dove z0
i , zi e d

0,d sono rispettivamente le profondità rispetto alla fotocamera

i e le distanze con segno dal piano π dei punti X0 e X.

Dimostrazione. Sia π = [vT , c]T . Per l'omogeneità possiamo riscalare
tale vettore in modo tale che π = [nT ,−dπ]T dove n = v

‖v‖ è il versore

normale al piano e −dπ = c
‖v‖ è la distanza con segno del piano dall'origine

degli assi. Per convincersene è su�ciente notare che per un qualunque punto
Ỹ sul piano π si ha πT Ỹ = 0 cioè

dπ =
vT Ỹ

‖v‖
= − c

‖v‖

Dal teorema precedente si ha

xj ∼= KjRijK
−1
i xi +

Kjt

zi
(3.5)

Si consideri ancora una volta il punto X in coordinate euclidee nel sistema di
riferimento in cui Pi = Ki[I|0], cioè ziK

−1
i xi. In tale sistema di riferimento

l'origine degli assi è il centro C̃i della fotocamera i.
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• Nel caso in cui il punto X giaccia sul piano π si ha che

dπ = nT (ziK
−1
i xi)

è la distanza del piano dal centro C̃i. Si può dunque esprimere l'equa-
zione (3.5) come

xj ∼= KjRK
−1
i xi +

Kjt

z

dπ
dπ

= (3.6)

= KjRK
−1
i xi +Kj

tnT

dπ
K−1
i xi =

= Kj

(
R+

tnT

dπ

)
K−1
i xi

Da (3.6) riconosciamo che l'omogra�a indotta dal piano π è proprio

Aij(π) ∼= Kj

(
R+

tnT

dπ

)
K−1
i (3.7)

e si ha la tesi in quanto in tal caso d = 0 e dunque µ ∼= d
zi

= 0.

• Sia ora X un punto non giacente su π.

Sommando e sottraendo a (3.5) la quantità 1
dπ
Kjtn

TK−1
i xi si ottiene

xj ∼= KjRijK
−1
i xi +

eji
zi

= Aij(π)xi +

(
dπ − nT (ziK

−1
i xi)

dπzi

)
eji

Siccome d = dπ − nT (zK−1
i xi) è la distanza con segno di X da π si

ricava:
xj ∼= Aij(π)xi + µeji

dove

µ =
d

zidπ
.

che è la tesi. In�ne imponendo µ = 1 per il punto X0 si ricava

µ =
d

zi

z0
i

d0

2

Anche in questo caso la struttura a�ne relativa µ è nulla per ogni punto sul
piano di riferimento π. Infatti per tali punti di = 0 e xj ∼= Aij(π)xi. Inoltre
se π è il piano all'in�nito, allora d, d0, dπ →∞. Per cui d

d0
→ 1 e

Aij(π)→ A∞ij
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µ(X)→ z0

z

Si ottiene dunque

xj ∼= A∞ij xi +
z0eji
z

che è esattamente la tesi del teorema (3.2). Si noti in�ne che la struttura
lineare a�ne µ dipende dalla distanza di X rispetto al piano di riferimento
e dalla posizione della fotocamera i, ma è indipendente dalla fotocamera j.

Un'ultima osservazione che sarà molto utile nel seguito è che l'omogra�a
indotta da π = [vT , c]T ∼= [nT ,−dπ]T è esprimibile come

Aij(π) ∼= A∞ij + (Kjt)
nTK−1

i

dπ
= A∞ij − eji

vTi
ci

(3.8)

Infatti, se n e t sono espressi nel sistema di riferimento in cui Pi = K[I|0] al-
lora [vTi , ci]

∼= [nTK−1
i ,−dπ] è il vettore del piano π nel sistema di riferimento

in cui Pi = [I|0] e Kt è l'epipolo eji.

vi
ci

= −
nTK−1

i

dπ

Si noti anche che per qualunque omogra�a indotta da un piano π si ha
eji ∼= Aij(π)eij . Infatti gli epipoli sono sempre le proiezioni del punti di
intersezione tra il piano e la baseline.

3.5 Ricostruzione della geometria epipolare

A partire dal modello di struttura a�ne relativa

xj ∼= Aij(Π)xi + µeji

dove xj ,xi sono le proiezioni tramite due fotocamere con matrici Pi, Pj del
punto X. si può ricavare la seguente ricostruzione della geometria epipolare:(

P̃i, P̃j ,X
P
)

con 
P̃i ∼= [I|0]

P̃j ∼= [Aij(π)|eji]
XP ∼=

[
xTi , µ

]T (3.9)

dove notiamo che la coppia (P̃i, P̃j) è in forma canonica.

Supponendo di individuare un numero su�ciente di coppie di punti cor-
rispondenti nelle due viste, la matrice fondamentale F della geometria è in-
dividuata univocamente ed è la stessa sia per la geometria `vera' (Pi, Pj ,X)
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che per la ricostruzione (P̃i, P̃j ,X
P ). Dunque per il teorema di ricostruzione

proiettiva (3.1) si ha che esiste un'omogra�a H tale che:

Pi ∼= P̃iH
−1

Pj ∼= P̃jH
−1

X ∼= HXP

Inoltre, dalla proposizione (3.5), nel caso in cui il piano di riferimento π
sia il piano all'in�nito si ha che la ricostruzione è a�ne. Questo avviene
perché scegliendo il piano di riferimento all'in�nito si aggiunge alla ricostru-
zione l'informazione necessaria a collocare il piano all'in�nito che è invariante
rispetto a trasformazioni a�ni.

Nella pratica per ottenere la ricostruzione si può procedere utilizzando il
seguente algoritmo.

1. da un insieme su�cientemente numeroso di coppie punti corrispondenti

(x
(k)
i ,x

(k)
j ) si calcola la matrice fondamentale F e in seguito gli epipoli

risolvendo

x
(k)T
j Fx

(k)
i = 0

F Teji = 0

Feij = 0

2. si determina il piano di riferimento π e quindi la matrice associata
Aij(Π) scegliendo anche a caso tre coppie di punti corrispondenti e
imponendo

x
(k)
j
∼= Aij(π)x

(k)
i , k = 1, 2, 3

eji ∼= Aij(π)eij

3. si riscala Aij(π) in modo tale che per una coppia di punti corrispondenti

(x
(0)
i ,x

(0)
j ) si abbia

x
(0)
j
∼= Aij(π)x

(0)
i + eji

4. per ogni altra coppia di punti corrispondenti si calcola la struttura
a�ne relativa µk risolvendo

x
(k)
j = Aij(π)x

(k)
i + µkeji

cioè con la formula

µk = −

(
[x

(k)
j ]×eji

)T (
[x

(k)
j ]×

(
Aij(π)x

(k)
i

))
∥∥∥[x

(k)
j ]×eji

∥∥∥2
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che si ottiene moltiplicando a sinistra entrambi i membri dell'equazione

per [x
(k)
j ]× e ricavando µk;

5. si ricostruiscono tutti i punti nello spazio come

XP
k
∼=

[
x

(k)
i

µk

]
.

Si osservi in�ne che l'unico caso in cui questo procedimento non funziona
è quello in cui le due fotocamere siano legate da una rotazione pura. In tal
caso gli epipoli non sono de�niti perché i due centri coincidono (sarebbero
entrambi il vettore nullo 0T ) e non ha senso neanche de�nire la matrice
fondamentale. Ad ogni modo si può notare che in questo caso particolare
tutte le coppie di punti corrispondenti soddisfano

xj ∼= A∞ij xi (3.10)

cioè possono essere considerate come proiezioni di punti all'in�nito. Se dun-
que la condizione (3.10) è veri�cata dai dati, si può stimare direttamente
l'omogra�a in�nita A∞ij e ricavare la seguente ricostruzione a�ne

P̂i ∼= [I|0]

P̂j ∼= [A∞ij |0]

XP = [xTi , 0]T

che formalmente è identica a (3.9), a patto di porre eji = 0 e µ = 0 per
ogni punto perchè tutti possono essere considerati appartenti al piano di
riferimento π∞.
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Capitolo 4

Gruppi di Lie Lineari

In questa parte verranno introdotte alcune nozioni basilari riguardanti
le algebre di Lie e i gruppi di Lie i cui elementi sono matrici. Tali gruppi
vengono detti gruppi di Lie lineari. In realtà la trattazione sui gruppi di Lie
è molto più amplia e complessa e richiede strumenti di topologia,algebra e
geometria di�erenziale che vanno oltre gli scopi di questo lavoro. Il discorso
seguente segue in linea di massima l'esposizione di Kosmann-Schwarzbach
[5] con qualche riferimento a Sattinger-Weaver [6]. Per ulteriori informazioni
sui gruppi di Lie si rimanda a [12],[13]. Al principio verranno introdotte
alcune nozioni basilari di algebra, in seguito si introdurranno i concetti di
algebra di Lie ed esponenziazione di matrici per poi introdurre i gruppi di
Lie lineari e studiare la relazione tra gruppi e algebre di Lie. Si presenta in
particolare l'esempio del gruppo delle rototraslazioni SE(n,R) che serve per
generare viste virtuali da immagini scattate da una o più fotocamere .

4.1 De�nizioni preliminari

Diamo innanzi tutto alcune nozioni che saranno utili nel seguito.

De�nizione 4.1 (Gruppo) Un gruppo (G, ∗) è una coppia formata da in-

sieme G e da un operazione binaria ∗ : G × G → G che soddisfa le seguenti

proprietà:

• (proprietà associativa)

∀x, y, z ∈ G, x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z

• (esistenza dell'elemento neutro)

∃e ∈ G t.c ∀x ∈ G x ∗ e = e ∗ x = x

• (esistenza dell'inverso)

∀x ∈ G, ∃y ∈ G t.c. x ∗ y = y ∗ x = e

41
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Se ∗ so�sfa anche la proprietà commutativa, cioè se ∀x, y ∈ G, x ∗ y = y ∗x,
il gruppo è detto commutativo o abeliano. La cardinalità di G è detta ordine

del gruppo. Un gruppo è �nito se ha ordine �nito, altrimenti è detto in�nito.

Proposizione 4.1 L'elemento neutro di un gruppo (G, ∗) è unico ed ogni

x ∈ G l'inverso di x è unico.

Dimostrazione. Siano per assurdo e1 6= e2 due elementi neutri del gruppo.
Allora: e1 = e1 ∗ e2 = e2. Siano invece y1 6= y2 due elementi inversi di x ∈ G.
Allora per la proprietà associativa: y1 = y1 ∗e = y1 ∗ (x∗y2) = (y1 ∗x)∗y2 =
e ∗ y2 = y2.

2

Esempio Le coppie (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) sono gruppi commutativi
con elemento neutro 0. Le coppie , (Q∗,×), (R∗,×), (C∗,×) cioè gli insiemi
dei numeri razionali, reali e complessi privati dello zero sono gruppi com-
mutativi rispetto alla moltiplicazione con elemento neutro l'unità. L'insieme
delle matrici reali, quadrate e invertibili di dimensione n ∈ N munito della
moltiplicazione riga per colonna è un gruppo con elemento neutro dato dalla
matrice unità In, ma non è commutativo. Tale gruppo prende il nome di
gruppo lineare e nel seguito verrà indicato con GL(n,R). L'insieme delle
matrici quadrate reali di dimensione n, che verrà indicato con gl(n,R) non
forma un gruppo perchè non tutte le matrici sono invertibili.

In generale si dice, anche se non è formalmente corretto, che l'insieme G
dotato dell'operazione binaria ∗ è un gruppo e spesso si sottointende l'ope-
razione binaria. Ad esempio, quando nel seguito diremo che GL(n,R) è un
gruppo si intende che la coppia (GL(n,R), •) è un gruppo.

De�nizione 4.2 (Sottogruppo) Sia (G, ∗) un gruppo. La coppia (H, ∗)
dove H ⊂ G è un sottogruppo di (G, ∗) se contiene l'elemento neutro di G ed

è chiuso rispetto all'operazione binaria ∗ e rispetto all'inversione. Cioè se

• e ∈ H

• ∀x, y ∈ H, x ∗ y ∈ H

• ∀x ∈ H, x−1 ∈ H

Esempio. L'insieme delle matrici con determinante unitario e l'insieme delle
matrici ortogonali sono sottogruppi di GL(n,R). Prendono rispettivamen-
te il nome di gruppo lineare speciale e gruppo lineare ortogonale e vengono
indicati con SL(n,R) e O(n,R). La loro intersezione è a sua volta un sotto-
gruppo detto gruppo speciale ortogonale ed è indicato con SO(n,R).
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Esempio. Un gruppo di particolare importanza nell'ambito della costruzio-
ne di viste virtuali è il gruppo speciale euclideo, indicato con SE(n,R), cioè
il sottogruppo di SL(n+ 1,R) le cui matrici sono della forma:

A =

[
R t

0T 1

]
dove R ∈ SO(n,R) è una matrice di rotazione, cioè è ortogonale con deter-
minante unitario, e t ∈ Rn è un vettore. Come vedremo in seguito, SE(n,R)
è il gruppo delle rototraslazioni di Rn e corrisponde al gruppo delle isometrie
in Rn che preservano l'orientazione degli assi cartesiani. Sia infatti x ∈ Pn
un punto nello spazio proiettivo riscalato in modo tale che x = [x̃, 1]T , allora
x̃ sono le cordinate euclidee di x e applicando una matrice A ∈ SE(n,R) si
ottiene:

Ax =

[
R t

0T 1

] [
x̃

1

]
=

[
Rx̃+ t

1

]
Mostriamo dunque che SE(n,R) è un sottogruppo di GL(n+ 1,R). Innanzi
tutto è ovvio che SE(n,R) ⊂ SL(n+1,R) ⊂ GL(n+1,R) poiché ogni matri-
ce di tale forma ha determinante pari a uno ed è dunque invertibile. Inoltre
è anche ovvio che contiene l'elemento neutro In+1. Mostriamo la chiusura
rispetto alla moltiplicazione matriciale e l'esistenza dell'inverso. Siano:

A =

[
RA tA
0T 1

]

B =

[
RB tB
0T 1

]
Allora

AB =

[
RA tA
0T 1

] [
RB tB
0T 1

]
=

[
RARB RAtB + tA

0T 1

]
Siccome RARB è a sua volta una matrice di rotazione e RAtB + tA ∈ Rn
possiamo concludere che AB ∈ SE(n,R). Sia invece

A =

[
R t

0T 1

]
Ricordando che R−1 = RT , è facile veri�care che l'inversa di A è:

A−1 =

[
RT −RT t
0T 1

]
che è ancora un elemento di SE(n,R).
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De�nizione 4.3 (Mor�smo tra gruppi) Siano (G1, ∗), (G2, •) due grup-

pi. Un mor�smo da G1 in G2 è una mappa ϕ : G1 → G2 tale che per ogni

g, g′ ∈ G1

ϕ(g ∗ g′) = ϕ(g) • ϕ(g′)

Se ϕ è biettiva prende il nome di isomor�smo. Se inoltre è biettiva e (G1, ∗) =
(G2, •), prende il nome di automor�smo.

Proposizione 4.2 Sia (G1, ∗) un gruppo avente elemento neutro e1 e (G2, •)
un gruppo avente elemento neutro e2. Allora, dato un mor�smo φ : G1 → G2

si ha:

e2 = ϕ(e1)

ϕ(x−1) = ϕ(x)−1

Dimostrazione. Dalla de�nizione di mor�smo e di elemento neutro si ha
per ogni x ∈ G1

ϕ(x) = ϕ(x ∗ e1) = ϕ(x) • ϕ(e1)

ϕ(x) = ϕ(e1 ∗ x) = ϕ(e1) • ϕ(x)

dunque ϕ(x) = ϕ(x) • ϕ(e1) = ϕ(e1) • ϕ(x). Cioè ϕ(e1) = e2. Inoltre si ha:

e2 = ϕ(e1) = ϕ(x ∗ x−1) = ϕ(x) • ϕ(x−1)

e2 = ϕ(e1) = ϕ(x−1 ∗ x) = ϕ(x−1) • ϕ(x)

e quindi e2 = ϕ(x) • ϕ(x−1) = ϕ(x−1) • ϕ(x) che implica ϕ(x−1) = ϕ(x)−1.

2

Proposizione 4.3 Sia ϕ : (G1, ∗)→ (G2, •) un mor�smo tra gruppi. Allora

ogni k ∈ N
ϕ(gk) = ϕ(g)k

dove con xk si indica la composizione dell'operazione binaria con se stessa

ripetuta k volte.

Dimostrazione. La proposizione è vera per k = 1 e per k = 0 se si pone
che g0 = e1 e g′0 = e2. Procedendo per induzione sia ϕ(gk) = ϕ(g)k vero
per un generico k. Allora

ϕ(gk+1) = ϕ(gk ∗ g) = ϕ(g)k • ϕ(g) = ϕ(g)k+1

2
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De�nizione 4.4 (Spazio vettoriale) Uno spazio vettoriale (o spazio li-

neare) sul campo R è una tripletta (V,+, •) in cui (V,+) è gruppo com-

mutativo e

• : V × R→ V|(x, λ) 7→ λx

è un'applicazione binaria tale che 1x = x e λ1(λ2x) = (λ1λ2)x per ogni

x ∈ V e ogni λ1, λ2 ∈ R e tale che valgano le leggi distributive λ(x1 + x2) =
λx1 + λx2, (λ1 + λ2)x = λ1x+ λ2x. L'applicazione + viene detta addizione

mentre l'applicazione • viene detta moltiplicazione per scalare. L'elemento

neutro dell'addizione viene indicato con 0.

Anche in questo caso spesso si dice impropriamente che V è uno spazio
vettoriale sottointendendo quali operazioni vengono de�nite su di esso.

De�nizione 4.5 (Insieme linearmente indipendente e base) Sia U ∈
V un sottoinsieme di uno spazio vettoriale. Si dice che U è linearmente

indipendente se ∀ {x1, ..., xk} ∈ U �nito si ha

k∑
j=1

λjxj = 0⇒ λj = 0, ∀j = 1, ..., k

Una base di V è un sottoinsieme linearmente indipendente di V massimale,

cioè che non è contenuto propriamente in un altro sottoinsieme linearmente

indipendente.

E' facile veri�care che ogni elemento di V può essere espresso come combina-
zione lineare degli elementi della base e che ogni base ha la stessa cardinalità
che è detta dimensione dello spazio vettoriale.
Esempio. Rn è uno spazio vettoriale di dimensione n. Lo spazio gl(n,R) è
uno spazio vettoriale di dimensione n2.

De�nizione 4.6 (Sottospazio vettoriale) Un sottospazio vettoriale di uno

spazio vettoriale (V,+, •) è un sottoinsieme di V chiuso rispetto all'addizione

e alla moltiplicazione per scalare e contenente lo 0.

De�nizione 4.7 (Algebra) Un algebra è uno spazio vettoriale (A,+, •)
dotato di un'altra operazione binaria [, ] : A × A → A bilineare. Cioè tale

che per ogni x, y, z ∈ A e ogni λ1, λ2 ∈ R:

[x+ y, z] = [x, z] + [y, z]

[x, y + z] = [x, y] + [x, z]

[λ1x, y] = λ1[x, y]

[x, λ2y] = λ2[x, y]

L'operazione [, ] in genere prende il nome di moltiplicazione.
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Esempio. R3 con somma, moltiplicazione per scalare e prodotto vettoriale è
un'algebra. gl(n,R) con somma, moltiplicazione per scalare e moltiplicazione
matriciale è un algebra.

De�nizione 4.8 (Algebra di Lie) Un algebra di Lie è un algebra (A,+, •, [, ])
la cui operazione binaria [, ] è antisimmetrica e soddisfa la condizione di

Jacobi. Ovvero

[x, y] = −[y, x], ∀x, y ∈ A

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0,∀x, y, z ∈ A

Nel caso di algebre di Lie l'operazione [, ] viene indicata generalmente con il

nome di `Lie bracket' o solo `bracket' e in genere si dice che A è un'algebra di

Lie sottointendendo le operazioni di addizione e moltiplicazione per scalare.

Nel caso in cui [x, y] = 0, ∀x, y ∈ A l'algebra di Lie è detta abeliana.

De�nizione 4.9 (Sottoalgebra di Lie) Sia A un algebra di Lie con brac-

ket [, ]. Un sottospazio vettoriale H ⊂ A è una sottoalgebra di Lie di A se è

chiuso rispetto a [, ].

De�nizione 4.10 (Mor�smo tra algebre di Lie) Siano A,B due alge-

bre di Lie con rispettivi brackets [, ]A, [, ]B. Un mor�smo da A in B è un

applicazione ϕ : A → B tale che

∀x, y ∈ A, [ϕ(x), ϕ(y)]B = ϕ([x, y])A

Se ϕ è biettiva prende il nome di isomor�smo. Un isomor�smo da A in se

stesso prende il nome di automor�smo.

4.2 Operatori lineari

Si riportano alcuni fatti sugli operatori lineari che serviranno in seguito
ad introdurre il concetto di esponenziale di una matrice quadrata.

De�nizione 4.11 (Operatore) Sia V uno spazio vettoriale munito di una

norma ‖·‖ : V → [0,+∞). Un operatore T : V → V è un'applicazione da V
in se.

Si de�niscono sull'insieme degli operatori l'addizione e la moltiplicazione per
scalare come:

(T + S)(x) = T (x) + S(x)

(λT )(x) = λ · T (x)

De�nizione 4.12 (Operatore lineare) Un operatore T è lineare se ∀x, y ∈
V e ∀λ ∈ R si ha

T (λx+ y) = λT (x) + T (y).
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In genere nel caso degli operatori lineari si indica Tx al posto di T (x) e la
composizione T ◦ S si indica semplicemente con TS. Si indica con L(V)
l'insieme degli operatori lineari su V che risulta essere per de�nizione uno
spazio vettoriale.
Si può de�nire una norma su L(V) nel seguente modo:

‖T‖L(V) = sup‖x‖≤1 ‖Tx‖ .

De�nizione 4.13 (Operatore lineare limitato) Sia V uno spazio vetto-

riale normato. Un operatore lineare T : V → V si dice limitato se esiste una

costante M > 0 tale che

∀x ∈ V, ‖Tx‖ ≤M ‖x‖

Si può dimostrare inoltre che T è limitato se e solo se è un'applicazione
continua (cft. [4, pag.58]), cioè se ogni x ∈ V

lim
y→x
‖Tx− Ty‖ = 0.

Dunque si parla indi�erentemente di operatori lineari o continui.

Proposizione 4.4 Un operatore T è limitato se e solo se esiste una costante

M > 0 tale che ‖T‖L(V) ≤M .

Dimostrazione. Sia T limitato. Allora:

‖T‖L = sup‖x‖≤1 ‖Tx‖ ≤ sup‖x‖≤1M ‖x‖ = M.

Viceversa sia ‖T‖L(V) ≤M . Allora ogni x ∈ V∥∥∥∥T x

‖x‖

∥∥∥∥ ≤ sup‖x‖≤1 ‖Tx‖ ≤M,

cioè ‖Tx‖ ≤M ‖x‖.

2

Proposizione 4.5 ‖T‖L(V) è la più piccola costante M > 0 che veri�ca

‖Tx‖ ≤M ‖x‖.

Dimostrazione Dalla dimostrazione del teorema precedente si deduce che
‖T‖L(V) è minore di qualunque costante M > 0 tale che ‖Tx‖ ≤ M ‖x‖.
D'altra parte si ha che:

‖T‖L(V) = sup‖x‖ 6=0

∥∥∥∥T x

‖x‖

∥∥∥∥
Per cui per ogni x ∈ V non nullo si ha∥∥∥∥T x

‖x‖

∥∥∥∥ ≤ ‖T‖L(V)

e quindi ‖Tx‖ ≤ ‖T‖L(V) ‖x‖.
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2

Proposizione 4.6 .

Siano T, S ∈ L(V) due operatori limitati. TS è limitato e ‖TS‖L(V) ≤
‖T‖L(V) ‖S‖L(V). In particolare componendo T per se stesso k volte si ha∥∥T k∥∥L(V)

≤ ‖T‖kL(V) per ogni k ∈ N.

Dimostrazione

‖TSx‖ ≤ ‖T‖L(V) ‖Sx‖ ≤ ‖T‖L(V) ‖S‖L(V) ‖x‖

quindi TS è ancora limitato e dalla proposizione 4.5 si ha che ‖TS‖L(V) ≤
‖T‖L(V) ‖S‖L(V). Come caso particolare si ha

∥∥T 2
∥∥
L(V)

≤ ‖T‖2L(V). Inoltre∥∥T 0
∥∥
L(V)

= ‖T‖0L(V) = 1. La seconda parte della proposizione si veri�ca

facilmente per induzione.

2

De�nizione 4.14 (Operatore lineare invertibile) Un operatore lineare

T ∈ L(V) è invertibile se esiste un operatore S ∈ L(V) tale che STx =
TSx = x, ∀x ∈ V (cioè TS = ST = I è l'operatore identità su V). Se T è

invertibile l'operatore inverso è indicato con T−1.

Proposizione 4.7 Sia T ∈ L(V) un operatore limitato sullo spazio vetto-

riale V . Se la serie di Neumann

∞∑
k=0

T k (4.1)

converge. Allora l'operatore I − T è invertibile e

(I − T )−1 =

∞∑
k=0

T k

dove I è l'operatore identità tale che Ix = x,∀x ∈ V . In particolare se

‖T‖ < 1 e lo spazio vettoriale V è completo, la serie (4.1) è convergente

perchè è assolutamente convergente. Infatti per la proposizione 4.6
∥∥T k∥∥ ≤

‖T‖k < 1,∀k ∈ N.

Dimostrazione. Ogni m ∈ N de�niamo

Sm =
m∑
k=0

T k,

Pm = (I − T )Sm = Sm(I − T ).
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Se la serie di Neumann converge allora perm→∞ si ha Sm → S =
∑∞

k=0 T
k

e ‖Tm‖ → 0. Inoltre

Pm = Sm−TSm = I+T +T 2 + . . .+Tm−(T +T 2 + . . .+Tm+1) = I−Tm+1

Dunque limm→∞ ‖Pm − I‖ = limm→∞
∥∥Tm+1

∥∥ = 0. Cioè

lim
m→∞

Pm = I

Ma Pm = (I − T )Sm = Sm(I − T ), dunque per la continuità del prodotto
matriciale si può passare al limite per m → ∞ ottenendo I = (I − T )S =
(I −T )

∑∞
k=0 T

k e I = S(I −T ) =
∑∞

k=0 T
k(I −T ). Cioè I −T è invertibile

e

(I − T )−1 =

∞∑
k=0

T k.

2

Proposizione 4.8 L(V) è un'algebra di Lie rispetto al bracket:

[T, S] = TS − ST.

Dimostrazione. Si veri�ca facilmente la bilinearità di [, ].

[T + S, P ] = (T + S)P − P (T + S) =

= TP − PT + SP − PS = [T, P ] + [S, P ]

[T, S + P ] = T (S + P )− (S + P )T =

TS − ST + TP − PT = [T, S] + [T, P ]

[λT, S] = [T, λS] = λ(TS − ST ) = λ[T, S]

Inoltre [, ] è antisimmetrica, infatti:

[S, T ]x = (ST − TS)x = STx− TSx = −(TSx− STx) =

−(TS − ST )x = −[T, S]x,∀x ∈ V

In�ne [, ] soddisfa la condizione di Jacobi:

([T, [S, P ]] + [S, [P, T ]] + [P, [T, S]])x =

([T, SP − PS] + [S, PT − TP ] + [P, TS − ST ])x =

(TSP − TPS − SPT + PST + SPT − STP − PTS +

+TPS + PTS − PST − TSP + STP )x = 0,∀x ∈ V

cioè [T, [S, P ]] + [S, [P, T ]] + [P, [T, S]] è l'operatore identicamente nullo.

2
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Proposizione 4.9 Sia gl(V) l'insieme degli operatori lineari limitati su V.
gl(V) è una sottoalgebra di Lie di L(V).

Dimostrazione. gl(V) è ancora un sottospazio vettoriale ed è chiuso ri-
spetto al bracket [T, S] = TS − ST . Infatti l'operatore identicamente nullo
è limitato :

∀T, S ∈ gl(V), ∀λ ∈ R, ∀x ∈ V
‖(T + λS)x‖ = ‖Tx+ λSx‖ ≤ ‖Tx‖+ |λ| ‖Ts‖
≤M ‖x‖+ |λ|N ‖x‖ = (M + |λ|N) ‖x‖ = M̃ ‖x‖

∀T, S ∈ gl(V),∀x ∈ V
‖[T, S]x‖ = ‖TSx− STx‖ ≤ ‖T (Sx)‖+ ‖S(Tx)‖
≤M ‖Sx‖+N ‖Tx‖ ≤MN ‖x‖+NM ‖Tx‖ =

= (MN +NM) ‖x‖ = M̃ ‖x‖

2

In particolare se V = Rn lo spazio degli operatori lineari L(Rn) non è
altro che l'insieme gl(n,R) delle matrici quadrate di dimensione n. Dunque
gl(n,R) è un algebra di Lie con bracket

[A,B] = AB −BA

dove l'addizione, la moltiplicazione per scalare si riducono rispettivamente
all'addizione e alla moltiplicazione elemento per elemento e la composizio-
ne si riduce alla moltiplicazione riga per colonna. Ricordando uno spazio
�nito dimensionale di dimensione n è isomorfo a Rn (cioè esiste un'applica-
zione biettiva tra i due spazi che sono dunque indistinguibili dal punto di
vista topologico) e che tutte le norme su uno spazio �nito dimensionale sono
equivalenti (cft.[pag.50,59][4]) si può dimostrare la seguente

Proposizione 4.10 Ogni matrice in gl(n,R) è un operatore limitato su Rn.
Cioè gl(n,R) = L(Rn) = gl(Rn).

Dimostrazione. Due norme ‖·‖ e ‖·‖∗ su uno spazio vettoriale V si dicono
equivalenti se esistono due costanti N,M > 0 tali che

N ‖x‖∗ ≤ ‖·‖ ≤M ‖x‖∗ ,∀x ∈ V.

Si considerino dunque le seguenti norme su gl(n,R):

‖A‖ = sup‖x‖≤1 ‖Ax‖
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‖A‖∞ = maxi=1,...,n

n∑
j=1

|aij |

E' chiaro che la seconda norma è �nita per ogni matrice A, cioè ogni A ∈
gl(n,R) esiste una costante MA > 0 tale che ‖A‖∞ ≤ MA.Essendo le due
norme equivalenti esiste anche una costante N > 0 tale che:

‖A‖ ≤ N ‖A‖∞ ,∀A ∈ gl(n,R)

Dunque per ogni A ∈ gl(n,R) esiste una costante positiva M = NMA tale
‖A‖ ≤M e dalla proposizione 4.4 si conclude che ogni matrice A ∈ gl(n,R)
è un operatore limitato su Rn.

2

In�ne si nota che ogni sottospazio vettoriale di uno spazio vettoriale di
dimensione �nita è chiuso (cft.[4, pag.60]).

4.3 Mappa esponenziale

Si consideri l'algebra di Lie gl(n,R) delle matrici quadrate di dimensione
n con bracket [A,B] = AB −BA e dotata della norma

‖A‖ = sup‖x‖≤1 ‖Ax‖ .

Proposizione 4.11 La serie

eA =

+∞∑
k=0

Ak

k!
(4.2)

è convergente ogni A ∈ gl(n,R). La somma di tale serie è detta matrice

esponenziale di A.

Dimostrazione. Siccome ogni matrice quadrata di dimensione n è un ope-
ratore limitato,dalla proposizione 4.6 si ha che

∥∥Ak∥∥ ≤ ‖A‖k per ogni k ∈ N.
Dunque

+∞∑
k=0

∥∥∥∥Akk!

∥∥∥∥ =
+∞∑
k=0

∥∥Ak∥∥
k!
≤

+∞∑
k=0

‖A‖k

k!
= e‖A‖ ≤ eM < +∞

Essendo �nito dimensionale,gl(n,R) è isomorfo a Rn
2
e quindi è completo.In

tal caso la convergenza assoluta implica la convergenza della serie (cft.[4,
pag.45-48]).

2
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Si enunciano e dimostrano alcune proprietà che saranno utili nel seguito.

Proposizione 4.12 .

Siano A,B ∈ gl(n,R) e t, s ∈ R.

1. Sia 0 ∈ gl(n,R) la matrice nulla, Allora e0 = I;

2. e(t+s)A = etAesA

3. se AB = BA allora e(A+B) = eAeB e BeA = eAB;

4. eA è invertibile e (eA)−1 = e−A, dunque la mappa esponenziale è un'ap-

plicazione da gl(n,R) nel gruppo delle matrici invertibili GL(n,R);

5. se B è invertibile allora eBAB
−1

= BeAB−1;

6. eA
T

= (eA)T ;

7. se λi con i = 1, ..., n sono gli autovalori di A allora eλi sono gli

autovalori di eA. Di conseguenza det(eA) = etr(A);

8. se A = diag {A1, ..., Ap} , p < n è una matrice diagonale a blocchi, allo-

ra eA è ancora una matrice diagonale a blocchi e eA = diag
{
eA1 , ..., eAp

}
.

Dimostrazione.

1. La tesi segue direttamente dal fatto che A0 = I e 0! = 1. Dunque:

e0 =
0∑

k=0

Ak

k!
=
A0

0!
= I.

2. Essendo le serie che de�niscono etA e esA assolutamente convergenti si
può scrivere il loro prodotto alla Cauchy e risulta:

etAesA =

∞∑
k=0

(tA)k

k!

∞∑
k=0

(sA)k

k!
=

∞∑
k=0

k∑
h=0

(tA)h

h!

(sA)k−h

(k − h)!
=

=

∞∑
k=0

1

k!

k∑
h=0

(
k
h

)
(tA)h(sA)k−h =

∞∑
k=0

(tA+ sA)k

k!
= e(t+s)A.

3. Utilizzando di nuovo il prodotto alla Cauchy:

eAeB =

∞∑
k=0

Ak

k!

∞∑
k=0

Bk

k!
=

∞∑
k=0

k∑
h=0

Ah

h!

Bk−h

(k − h)!
=

=

∞∑
k=0

1

k!

k∑
h=0

(
k
h

)
AhBk−h =

∞∑
k=0

(A+B)k

k!
= eA+B
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dove la formula del binomio di Newton è valida perchè A e B commu-
tano. Sempre per lo stesso motivo vale BAk=AkB da cui si ricava:

BeA =
∞∑
k=0

BAk

k!
=
∞∑
k=0

AkB

k!
= eAB.

4. Per il punto 1 e 2, ponendo s = −t si ha

I = e0 = e(t−t)A = etAe−tA

e dunque (etA)−1 = e−tA.

5. Sia C = BAB−1. Si ha che C0 = I = BA0B−1 e per induzione
Ck = BAkB−1,∀k ∈ N. Infatti

Ck = BAkB−1 ⇒ Ck+1 = CkC = BAkB−1BAB−1 = BAk+1B−1.

Dunque

eBAB
−1

=
∞∑
k=0

Ck

k!
=
∞∑
k=0

BAkB−1

k!
= B

( ∞∑
k=0

Ak

k!

)
B−1 = BeAB−1.

6. Siccome ogni k ∈ N si ha che (AT )k = (Ak)T , allora

eA
T

=

∞∑
k=0

(AT )k

k!
=

∞∑
k=0

(Ak)T

k!
=

( ∞∑
k=0

Ak

k!

)T
= (eA)T

7. Si dimostra facilmente nel caso di matrici con elementi complessi e
come conseguenza vale anche per matrici reali. Ogni matrice complessa
di dimensione n × n può essere espressa come A = PUP T dove U è
una matrice triangolare superiore con elementi diagonali {λ1, · · · , λn}
uguali agli autovalori di A (decomposizione di Schur) e P è una matrice
unitaria, cioè ha determinante di modulo pari a 1. La de�nizione di
matrice esponenziale complessa è identica a quella data per matrici
reali ed è immediato veri�care che gli elementi diagonali di eU sono{
eλ1 , · · · , eλn

}
. Essendo P invertibile, per il punto 5 si ha

eA = PeUP T

Dunque eλi sono gli autovalori di eA e

det(eA) = det(eU ) = eλ1 · · · eλn = etr(U) = etr(A).

8. La dimostrazione è immediata osservando che Ak = diag
{
Ak1, ..., A

k
p

}
.
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2

Proposizione 4.13 Sia A ∈ gl(n,R) e sia f : R → GL(n,R) la mappa

de�nita da f(t) = eAt. Allora f è di�erenziabile e f ′(t) = AeAt = eAtA. In
particolare si ha f ′(0) = A.

Dimostrazione Derivando la serie elemento per elemento si ha:

deAt

dt
=

d

dt

∞∑
k=0

(At)k

k!
=

∞∑
k=0

Ak

k!

dtk

dt
=

∞∑
k=1

Ak

(k − 1)!
tk−1.

Scomponendo Ak come Ak = AAk−1 = Ak−1A si ottiene rispettivamente:

deAt

dt
= A

∞∑
k=1

Ak−1

(k − 1)!
tk−1 = A

∞∑
h=0

Ah

h!
th = AeAt.

deAt

dt
=
∞∑
k=1

Ak−1

(k − 1)!
tk−1A =

∞∑
h=0

Ah

h!
thA = eAtA.

In�ne f ′(0) = deAt

dt

∣∣∣
t=0

= Ae0 = A.

2

Si ricorda ora che, dato uno spazio normato V, una mappa f : V → V è
di�erenziabile nel punto x ∈ V se esiste un operatore lineare T : V → V tale
che

f(x+ h)− f(x) = Th+O(‖h‖2). (4.3)

In tal caso si dice che T è il di�erenziale di f in x e si pone f ′(x) = T . La
condizione 4.3 è veri�cata se

lim
‖h‖→0

‖f(x+ h)− f(x)− Th‖
‖h‖

= 0.

Proposizione 4.14 La mappa esponenziale f : gl(n,R) → GL(n,R)|A 7→
eA è di�erenziabile in 0 ed il suo di�erenziale nell'origine è la matrice iden-

tità.

Dimostrazione. Sviluppando eA in serie si ha

eA =

∞∑
k=0

Ak

k!
= I +A+

∞∑
k=2

Ak

k!
.

Dunque

eA − I −A = A2
∞∑
k=2

Ak−2

k!
= A2

∞∑
m=0

Am

(m+ 2)!
.
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La serie nel secondo membro è convergente. Infatti la norma gli elementi
della serie può essere maggiorata da∥∥∥∥ Am

(m+ 2)!

∥∥∥∥ =
‖Am‖

(m+ 2)!
≤ ‖A‖

m

m!

che abbiamo visto essere i termini di una serie convergente. Prendendo la
norma di entrambi i membri, per la:

∥∥eA − I −A∥∥ =

∥∥∥∥∥A2
∞∑
k=2

Ak−2

k!

∥∥∥∥∥ ≤ ‖A‖2
∥∥∥∥∥
∞∑
k=2

Ak−2

k!

∥∥∥∥∥
Posto

ε(A) = ‖A‖

∥∥∥∥∥
∞∑
k=2

Ak−2

k!

∥∥∥∥∥
si ha che

lim
‖A‖→0

∥∥eA − e0 − IA
∥∥

‖A‖
= lim
‖A‖→0

ε(A) = 0

che dimostra che la mappa esponenziale A 7→ eA è di�erenziabile in 0 e il
suo di�erenziale è l'identità.

2

Proposizione 4.15 Per ogni coppia di matrici X,Y ∈ gl(n,R) vale

eXteY t = e(X+Y )t+ t2

2
[X,Y ]+O(t3), ∀t ∈ R

Dimostrazione. Ricordando che deXt

dt = XeXt e deXt

dt

∣∣∣
t=0

= X, si sviluppa

eXt e eY t in serie di Taylor in t = 0.

eXt = I +Xt+ 1
2X

2t2 +O(t3)

eY t = I + Y t+ 1
2Y

2t2 +O(t3)

Dunque

eXteY t =

(
I +Xt+

1

2
X2t2 +O(t3)

)(
I + Y t+

1

2
Y 2t2 +O(t3)

)
=

= I + (X + Y )t+
1

2
(X2 + 2XY + Y 2)t2 +O(t3)

D'altra parte si ha che

e(X+Y )t+ 1
2

[X,Y ]t2+O(t3) =

= e(X+Y )t+ 1
2

(XY−Y X)t2+O(t3) =
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=
∞∑
k=0

(
(X + Y )t+ 1

2(XY − Y X)t2 +O(t3)
)k

k!
=

= I + (X + Y )t+
1

2
(XY − Y X)t2 +

1

2
(X + Y )2t2 +O(t3) =

= I + (X + Y )t+
1

2
(X2 + 2XY + Y 2)t2 +O(t3)

2

Corollario 4.1 Siano X,Y ∈ gl(n,R). Allora l'esponenziale della somma

X + Y può essere espresso come

eX+Y = lim
k→∞

(
e

1
k
Xe

1
k
Y
)k
.

Dimostrazione. Dal teorema precedente, ponendo t = 1
k , si ha

e
1
k
Xe

1
k
Y = e

1
k

(X+Y )+ 1
k2

[X,Y ]+O( 1
k3

).

Dunque (
e

1
k
Xe

1
k
Y
)k

= e(X+Y )+ 1
k

[X,Y ]+O( 1
k2

)

Passando al limite, per la continuità della mappa esponenziale

lim
k→∞

(
e

1
k
Xe

1
k
Y
)k

= lim
k→∞

e(X+Y )+ 1
k

[X,Y ]+O( 1
k2

) = eX+Y .

2

4.4 Logaritmo di matrici

Abbiamo visto che per ogni matrice X ∈ gl(n,R) esiste ed è ben de-
�nita la matrice esponenziale eX . Ci interessiamo adesso al problema in-
verso. In altre parole, data una matrice A ∈ GL(n,R), ci chiediamo sot-
to quali condizioni esiste una matrice reale X ∈ gl(n,R) che sia soluzione
dell'equazione

A = eX .

Se tale matrice esiste, prende il nome di logaritmo della matrice A e si indica
con ln(A). Inoltre, analogamente al caso dei numeri reali, se G ammette
logaritmo si può de�nire l'esponenziale Gt per ogni t ∈ R come

Gt := eln(G)t.

Per de�nizione Gt ammette un logaritmo reale e si ritrova la familiare pro-
prietà dei logaritmi: ln(Gt) = ln(G)t.
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Per la proposizione 4.14 la mappa esponenziale è di�erenziabile nell'o-
rigine. Siccome e0 = I il teorema di inversione garantisce l'esistenza e la
di�erenziabilità del logaritmo localmente in un intorno della matrice iden-
tità. Si ha infatti che per ogni matrice nell'intorno ‖A− I‖ ≤ 1 si può
calcolare il logaritmo di una matrice come

ln(A) = −
∞∑
k=1

(I −A)k

k

Per quanto riguarda matrici non vicine all'identità il problema è più
complesso e a tale scopo si richiamano alcune nozioni di algebra lineare
riguardanti le matrici di Jordan.

De�nizione 4.15 (Blocco di Jordan) Un blocco di Jordan di ordine k è

una matrice triangolare superiore Jk(λ) ∈ gl(k,C) di dimensione k× k della

forma

J(λ) =


λ 1 0 · · · 0
0 λ 1 · · · 0
...

...
. . .

. . .
...

0 0 · · · λ 1
0 0 · · · 0 λ


Ovvero è una matrice con elementi diagonali λ ∈ C e elementi sulla diagonale

superiore uguali a 1.

Un blocco di Jordan ha sempre un unico autovalore uguale a λ con mol-
teplicità algebrica k e molteplicità geometrica 1. Infatti l'autospazio relativo
all'autovalore λ, cioè il nucleo (lo spazio nullo) di J(λ) − λI ha dimensione
1.

ker (J(λ)− λI) =
{
x ∈ Rk|(J(λ)− λI)x = 0

}
= span

(
[1, 0, ..., 0]T

)
De�nizione 4.16 (Matrice di Jordan) Una matrice di Jordan è una ma-

trice diagonale a blocchi J ∈ gl(n,C) del tipo

J =


J1(λ1) 0 . . . 0

0 J2(λ2) . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . JN (λN )


in cui Ji(λi), i = 1, ..., N sono blocchi di Jordan di ordine ki e k1 + ...+kN =
n.
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In particolare gli autovalori di J sono gli autovalori λi dei blocchi di Jor-
dan, che non sono necessariamente distinti da un blocco all'altro. Dato un
autovalore λ, ogni blocco di Jordan avente λi = λ contribuisce all'autospa-
zio di λ con uno spazio vettoriale di dimensione 1. Dunque la molteplicità
geometrica di λ è pari al numero di blocchi aventi λi = λ e la molteplicità
algebrica è pari alla somma degli ordini dei blocchi aventi λi = λ.

Dal teorema di diagonalizzabilità, una matrice A ∈ gl(n,C) è diagona-
lizzabile se la somma delle molteplicità algebriche dei suoi autovalori è pari
a n e le molteplicità algebriche e geometriche di ogni autovalore coincidono.
Dunque ogni blocco di Jordan non è diagonalizzabile a meno che non sia di
ordine 1 e una matrice di Jordan non è diagonalizzabile a meno che non sia
composta da blocchi di Jordan di ordine 1 e che sia dunque già diagonale.

Il teorema di Jordan a�erma che una matrice A ∈ gl(n,K) a valori in
un campo K è simile ad una matrice di Jordan J (esiste cioè una matrice
invertibile P ∈ gl(n,K) tale che A = PJP−1) se tutti i suoi autovalori
apparengono al campo K. Dunque ogni matrice A ∈ gl(n,C) (e dunque ogni
matrice a valori reali se considerata come caso particolare di una matrice
complessa) è simile ad una matrice di Jordan. Se inoltre A è diagonalizzabile,
la matrice di Jordan associata ad A è diagonale. Gli autovalori di A sono gli
autovalori della matrice di Jordan e quando si parlerà di blocchi di Jordan
relativi all'autovalore λ si intenderanno i relativi blocchi della matrice di
Jordan simile ad A.

Ritornando al problema dell'esistenza del logaritmo di una matrice reale,
si enunciano senza dimostrazione i seguenti teoremi (le dimostrazioni sono
presentate in [9, pag. 1146-1151] e in [10, pag.131-142]).

Teorema 4.1 Sia A ∈ gl(n,R). Esiste una soluzione reale dell'equazione

eX = A se e solo se A è non singolare e ad ogni autovalore reale negativo

corrisponde un numero pari di blocchi di Jordan.

Corollario 4.2 Se una matrice A ∈ GL(n,R) non ha autovalori reali nega-

tivi allora ammette un logaritmo reale.

Il teorema 4.1 non garantisce l'unicità del logaritmo reale. Infatti in generale
una matrice ha un numero in�nito di logaritmi, ma uno solo ha autovalori
aventi parte immaginaria contenuta in [−π, π]. Quest'ultimo prende il nome
di logaritmo principale.

Teorema 4.2 Sia A ∈ GL(n,R). A ammette un unico logaritmo reale se e

solo se tutti i suoi autovalori sono reali positivi e corrispondono ognuno ad

un solo blocco di Jordan.
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4.5 Sottogruppi ad un parametro

De�nizione 4.17 (Sottogruppo ad un parametro) Sia (G, ∗) un grup-

po. Un sottogruppo ad un parametro di G è una mappa continua f : R→ G
tale che ∀t, s ∈ R

f(t+ s) = f(t) ∗ f(s)

Il nome sottogruppo deriva dal fatto che l'immagine di R tramite f è un
sottogruppo di G. Sia infatti S = f(R) ⊂ G.Allora

S = {g ∈ G|f(t) = g, t ∈ R} .

L'elemento neutro e di G appartiene a S perchè e = f(0). Infatti dalla
de�nizione di sottogruppo ad un parametro, per ogni t ∈ R vale

f(t) = f(t+ 0) = f(t) ∗ f(0)

f(t) = f(0 + t) = f(0) ∗ f(t).

Ogni g ∈ S l'inverso g−1 appartiene a S. Infatti g = f(t) e g−1 = f(−t):

f(t) ∗ f(−t) = f(−t) ∗ f(t) = f(t− t) = f(0) = e

In�ne S è chiuso rispetto all'operazione binaria ∗ perchè per de�nizione

f(t) ∗ f(s) = f(t+ s) ∈ S.

Proposizione 4.16 Sia f : R→ GL(n,R) un sottogruppo ad un parametro

di GL(n,R). Allora f è di�erenziabile.

Dimostrazione. Sia a ∈ R, a > 0. Per la continuità di f esiste l'integrale∫ a
0 f(t)dt. Per ogni s ∈ R si ha∫ s+a

s
f(t)dt =

∫ a

0
f(t+ s)dt =

∫ a

0
f(t)f(s)dt = f(s)

∫ a

0
f(t)dt

Se si dimostra che esiste una costante a > 0 tale che
∫ a

0 f(t)dt è una matrice
invertibile si può scrivere

f(s) =

∫ s+a

s
f(t)dt

(∫ a

0
f(t)dt

)−1

e dunque f è di�erenziabile perchè l'integrale
∫ s+a
s f(t)dt è di�erenziabile

rispetto ad s. La mappa f è continua e f(0) = I, per cui esiste un intorno
[−a, a] di 0 tale che ‖f(t)− f(0)‖ = ‖f(t)− I‖ < 1

2 per ogni t ∈ [−a, a].
Siccome ∫ a

0
Idt = aI
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si ha ∥∥∥∥1

a

∫ a

0
f(t)dt− I

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥1

a

∫ a

0
(f(t)− I) dt

∥∥∥∥ ≤ 1

2
< 1

Essendo le matrici n × n operatori limitati su Rn che è completo, per la
proposizione 4.7 si ha che

I −
(

1

a

∫ a

0
f(t)dt− I

)
=

1

a

∫ a

0
f(t)dt

è invertibile.

2

Proposizione 4.17 Sia f : R→ GL(n,R) un sottogruppo ad un parametro

di GL(n,R). Allora ∃!X ∈ gl(n,R) t.c. f(t) = eXt,∀t ∈ R.

Dimostrazione. Dimostriamo prima l'esistenza. Dalla proposizione 4.16 f
è di�erenziabile. Dunque

f ′(t) = lims→0
f(t+s)−f(t)

s = f(t)
(

lims→0
f(s)−I

s

)
=

f(t)
(

lims→0
f(s)−f(0)

s

)
= f(t)f ′(0).

Cioè f è soluzione del sistema di equazioni di�erenziali{
f ′(t) = f(t)X
f(0) = I

dove X = f ′(0) e dalla proposizione 4.13 è immediato veri�care che f(t) =
eXt è soluzione di tale sistema. Volendo ora dimostrare l'unicità,sianoX1, X2 ∈
gl(n,R) due matrici tali che f(t) = eX1t = eX2t. Allora si ha che f ′(0) =
X1 = X2.

2

Alla luce della proposizione precedente si può dare la seguente de�nizione.

De�nizione 4.18 (Generatore in�nitesimale) . Sia f : R → GL(n,R)
un sottogruppo ad un parametro di GL(n,R). Si de�nisce generatore in�ni-

tesimale di f l'unico elemento X ∈ gl(n,R) tale che f(t) = eXt,∀t ∈ R e

X = f ′(0).

In particolare siccome f(t) è invertibile e f ′(t) = Xf(t) = f(t)X si può
esprimere il generatore in�nitesimale come

X = (f(t))−1 f ′(t) = f ′(t) (f(t))−1 .
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4.6 Gruppi di Lie lineari

Diamo la seguente de�nizione di gruppo di Lie lineare.

De�nizione 4.19 (Gruppo di Lie lineare) Un gruppo di Lie lineare è un

sottogruppo chiuso di GL(n,R).

In seguito quando parleremo di gruppi di Lie verrà sottointeso che si tratta
di gruppi di Lie lineari. In realtà il concetto di gruppo di Lie è più gene-
rale e non si limita al caso di gruppi di matrici. Infatti un gruppo di Lie è
un insieme che è simultaneamente un gruppo e una varietà di�erenziabile,
cioè una generalizzazione del concetto di curva e super�cie di�erenziabile
in spazi diversi da Rn. Essendo interessati solo al caso matriciale possiamo
limitarci alla de�nizione data. E' bene però tenere in considerazione la no-
zione di gruppo di Lie come varietà per poter dare anche solo intuitivamente
un'interpretazione geometrica. Ad esempio, considerando il gruppo di Lie
GL(n,R) un sottogruppo ad un parametro de�nisce una curva di�erenziabi-
le f(t) = eXt nella varietà delle matrici invertibili che in t = 0 passa per la
matrice identità e in t = 1 passa per la matrice A = eX . Inoltre tale curva
è geodetica, ovvero è il cammino `più breve' tra tutti quelli congiungenti le
due matrici e si può interpretare come curva `interpolante' [11],[14].

Vedremo che ad ogni gruppo di Lie G è associata un'algebra di Lie A
che non è altro che l'insieme dei di�erenziali in t = 0 di tutte le curve γ
di�erenziabili sulla varietà tali che γ(0) = I. Ad esempio tutti i generatori
in�nitesimali di sottogruppi ad un parametro a valori nel gruppo apparten-
gono all'algebra. Si potrà quindi interpretare l'algebra di Lie come lo spazio
tangente alla varietà nella matrice identità.

Sia dunque G un gruppo di Lie e si consideri il seguente insieme:

A =
{
X = γ′(0)|γ : [a, b] ⊂ R→ G, γ(0) = I, γ ∈ C1, 0 ∈ [a, b]

}
(4.4)

Ovvero A è l'insieme di tutti i di�erenziali in 0 di tutte le curve di�eren-
ziabili su intervalli di R contenenti lo 0 e passanti nella matrice identità in
t = 0.

Teorema 4.3 Sia G un gruppo di Lie e sia A l'insieme de�nito da (4.4).

Allora

1. A è un sottospazio vettoriale di gl(n,R);

2. X ∈ A ⇔ ∀t ∈ R, eXt ∈ G;

3. X ∈ A, G ∈ G ⇒ GXG−1 ∈ A;

4. A è chiuso rispetto alla commutazione di matrici [, ] .
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Dimostrazione.

1. Vogliamo dimostrare che A è un sottospazio vettoriale dello spazio
delle matrici quadrate di dimensione n. Dobbiamo mostrare dunque
che A contiene la matrice nulla ed è chiuso rispetto alla somma e alla
moltiplicazione per scalare.

• Si consideri la curva costante γ(t) = I. Tale curva passa in I per
t = 0, è di�erenziabile ovunque e γ′(0) = 0, dunque 0 ∈ A;
• sia X ∈ A. Allora esiste una curva γ : [a, b] → G di�erenziabile
tale che 0 ∈ [a, b] e γ(0) = I e X = γ′(0). Sia ora ψ : [a, b] → G
tale che ψ(t) = γ(λt) con λ ∈ R. Allora ψ è di�erenziabile e
ψ(0) = γ(0) = I e ψ′(0) ∈ A. Considerando che ψ′(t) = λγ′(t), si
ha che λX = ψ′(0) = λγ′(0) ∈ A;
• siano X1, X2 ∈ A. Allora esistono due curve γ1, γ2 : [a, b] → G
di�erenziabili tali che 0 ∈ [a, b], γ1(0) = γ2(0) = I e X1 =
γ′1(0),X2 = γ′2(0). Si ponga ora γ(t) = γ1(t)γ2(t). γ è di�e-
renziabile e γ(0) = I, dunque γ′(0) ∈ A.Ma

γ′(0) =
d

dt
γ1(t)γ2(t)

∣∣∣∣
t=0

=
[
γ′1(t)γ2(t) + γ1(t)γ′2(t)

]
t=0

= X1+X2

Dunque X1 +X2 ∈ A.

2. Sia X ∈ gl(n,R) tale che eXt ∈ G,∀t ∈ R. Allora γ(t) = eXt è
un sottogruppo ad un parametro di G. Dunque γ è di�erenziabile e
γ(0) = I, cioè X = γ′(0) ∈ A. Viceversa sia X ∈ A. Allora esiste
una curva γ : [a, b] → G di�erenziabile tale che γ(0) = I, 0 ∈ [a, b] e
X = γ′(0). Sviluppando γ in serie di Taylor in t = 0 si ha, per ogni
k > 0:

γ

(
t

k

)
= γ(0) + γ′(0)

t

k
+O

(
t2

k2

)
= I +X

t

k
+O

(
t2

k2

)
.

Dunque

γ

(
t

k

)
= e

X t
k

+O
(
t2

k2

)

Essendo la mappa esponenziale continua, elevando entrambi i membri
alla k e passando al limite per k →∞ si ottiene :

lim
k→∞

(
γ

(
t

k

))k
= lim

k→∞
e
Xt+O

(
t2

k

)
= eXt

Siccome G è un gruppo rispetto alla moltiplicazione matriciale, γ
(
t
k

)
∈

G implica che
(
γ
(
t
k

))k ∈ G,∀k > 0. In�ne, essendo G un insieme
chiuso, il limite della successione appartiene G e quindi eXt ∈ G.
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3. Siano X ∈ A, G ∈ G. Per il punto 2 si ha che eXt ∈ G ed inoltre
g è invertibile perchè G ⊂ GL(n,R). Dunque ogni t ∈ R si ha che
GeXtG−1 ∈ G. Per le proprietà della matrice esponenziale GeXtG−1 =
et(GXG

−1). Di nuovo dal punto due segue che GXG−1 ∈ A.

4. Vogliamo dimostrare ora la chiusura rispetto al bracket [, ], ovvero che
ogni X,Y ∈ A, la matrice [X,Y ] = XY −Y X ∈ A. Dal punto 2 segue
che eXt, eY t ∈ G. Inoltre quest'ultime matrici sono invertibili e hanno
inverse e−Xt, e−Y t ∈ G,∀t ∈ R. Si ponga

γ1 = eXt, ψ1 = e−Xt

γ2 = eY t, ψ2 = e−Y t.

Tali funzioni sono di�erenziabili in�nite volte e

γ′1 = XeXt, ψ′1 = −Xe−Xt
γ′2 = Y eY t, ψ′2 = −Y e−Y t.

γ′′1 = X2eXt, ψ′′1 = X2e−Xt

γ′′2 = Y 2eY t, ψ′′2 = Y 2e−Y t.

Sviluppando in serie di Taylor al secondo ordine in t = 0 si ottiene
γ1(t) = I +Xt+ 1

2X
2t2 +O(t3)

γ2(t) = I + Y t+ 1
2Y

2t2 +O(t3)
ψ1(t) = I −Xt+ 1

2X
2t2 +O(t3)

ψ2(t) = I − Y t+ 1
2Y

2t2 +O(t3)

Ponendo h(τ) = γ1(t)γ2(t)ψ1(t)ψ2(t) con τ = t2 si ha che h è de�nita
su ogni intervallo [0, b] e che h(0) = I. Inoltre:

h(τ) = I + [X,Y ]τ + o(τ)

Cioè h(τ) è di�erenziabile in τ = 0 e

[X,Y ] =
dh(τ)

dτ

∣∣∣∣
τ=0

.

Dunque [X,Y ] ∈ A.

2

I punti 1 e 4 del teorema 4.3 implicano che A è una sottoalgebra di Lie
di gl(n,R). Il punto 2 caratterizza invece la relazione tra il gruppo di Lie G
e l'algebra di Lie A permettendo dunque di dare la seguente de�nizione e la
seguente proposizione.
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Figura 4.1: L'algebra di Lie di un gruppo di Lie è lo spazio tangente nella
matrice identità.

De�nizione 4.20 (Algebra di Lie di un gruppo di Lie) . Sia G un grup-

po di Lie. L'algebra di Lie A de�nita da (4.4) è detta algebra di Lie del gruppo

G (o spazio tangente a G nell'identità). La dimensione del gruppo di Lie G è

la dimensione dello spazio vettoriale A e coincide con il numero di parame-

tri necessari a parametrizzare gli elementi gel gruppo. La dimensione di G è

anche la dimensione del gruppo di Lie inteso come varietà di�erenziabile.

Proposizione 4.18 Sia G un gruppo di Lie. Un'algebra di Lie A è l'algebra

del gruppo G se e solo se

X ∈ A ⇔ ∀t ∈ R, eXt ∈ G.

Dalla de�nizione è evidente che non esiste una corrispondenza biunivoca
tra un gruppo di Lie e la sua algebra. Infatti per ogni matriceX ∈ A esistono
in�nite matrici eXt appartenenti al gruppo G. Per di più la mappa esponen-
ziale in genere non è nè iniettiva nè suriettiva perchè diverse matrici possono
avere lo stesso esponenziale e viceversa non è detto una matrice ammetta
un logaritmo reale. In altre parole non è detto che il punto G sulla varietà
di�erenziabile giaccia su qualche curva di�erenziabile della forma γ(t) = eXt.

Esempio. L'algebra di Lie gl(n,R) è l'algebra di Lie del gruppo di Lie
GL(n,R). Infatti abbiamo già visto che se X ∈ gl(n,R) allora eXt è inver-
tibile e dunque appartiene a GL(n,R). Viceversa se una matrice invertibile
g ∈ GL(n,R) può essere espressa come g = eXt per qualche t ∈ R (cioè se
ammette un logaritmo reale), allora X ∈ gl(n,R). Il gruppo di Lie GL(n,R)
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ha dimensione n2.

De�nizione 4.21 (Mor�smo tra gruppi di Lie) . Siano G,G′ due grup-
pi di Lie lineari. Un mor�smo tra G e G′ è un mor�smo continuo tra i

due gruppi. Cioè un'applicazione continua f : G → G′ tale che f(GG′) =
f(G)f(G′).

Teorema 4.4 Sia f : G → G′ un mor�smo tra i gruppi di Lie G e G′ e siano
A,A′ le rispettive algebre di Lie.

1. ∀X ∈ A la mappa h : R → G′|h(t) = f(eXt) è un sottogruppo ad un

parametro di G′.

2. Sia

ϕ(X) =
d

dt
f(eXt)

∣∣∣∣
t=0

.

Allora ∀t ∈ R si ha che f(eXt) = eϕ(X)t. Dunque ϕ(X) ∈ A′.

3. La mappa ϕ : A → A′ è lineare.

4. La mappa ϕ : A → A′ è un mor�smo tra le algebre di Lie A e A′

Dimostrazione.

1. Si vuole dimostrare che h è un sottogruppo ad un parametro di G′, cioè
che è un applicazione continua e vale h(t+ s) = h(t)h(s), ∀t, s ∈ R. La
continuità è garantita dal fatto che h è composizione del mor�smo f
e della mappa esponenziale che sono funzioni continue. Inoltre, per la
de�nizione di mor�smo:

h(t+ s) = f(eX(t+s)) = f(eXteXs) = f(eXt)f(eXs) = h(t)h(s).

2. Dal punto 1 h è un sottogruppo ad un parametro e ϕ(X) è il suo
generatore in�nitesimale. Infatti

ϕ(X) =
d

dt
f(eXt)

∣∣∣∣
t=0

= h′(0).

Dunque h(t) = f(eXt) = eϕ(X)t ∈ G′,∀t ∈ R,∀X ∈ A. Dal punto 2
del teorema (4.3) per ogni matrice X nell'algebra di Lie A la matrice
ϕ(X) ∈ A′.

3. Sia λ ∈ R e sia h(t) = f(et(λX)) Siccome λX ∈ A, dai punti 1 e 2 si ha
che h è un sottogruppo ad un parametro di G′ con generatore ϕ(λX),
ma

ϕ(λX) =
d

dt
f(eλ(Xt))

∣∣∣∣
t=0

=
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=

[
df(A)

dA

∣∣∣∣
A=eλ(Xt)

d

dt
eλ(tX)

]
t=0

=

= λ

[
df(A)

dA

∣∣∣∣
A=eλ(Xt)

Xeλ(tX)

]
t=0

=

= λ

[
df(A)

dA

∣∣∣∣
A=eX(tλ)

d

d(tλ)
eλ(tX)

]
tλ=0

=

= λ
d

d(tλ)
f(eX(tλ)

∣∣∣∣
tλ=0

= λϕ(X).

Siano ora X,Y ∈ A e sia h(t) = f(e(X+Y )t). Sempre per i punti 1 e
2 si ha che h è un sottogruppo ad un parametro di G′ con generatore
in�nitesimale ϕ(X + Y ). Dunque

f(e(X+Y )t) = eϕ(X+Y )t

Dal corollario (4.1) si può esprimere l'esponenziale della somma X+Y
come

e(X+Y )t = lim
k→∞

(
e

1
k
Xe

1
k
Y
)k
.

Dunque, per la continuità di f e dell'esponenziale, per la de�nizione e
le proprietà di mor�smo e per il punto 2 si ha:

f
(
e(X+Y )t

)
= f

(
lim
k→∞

(
e

1
k
Xte

1
k
Y t
)k)

= lim
k→∞

f

((
e

1
k
Xte

1
k
Y t
)k)

=

= lim
k→∞

f
(
e

1
k
Xte

1
k
Y t
)k

= lim
k→∞

(
f
(
e

1
k
Xt
)
f
(
e

1
k
Y t
))k

=

= lim
k→∞

(
e

1
k
ϕ(X)te

1
k
ϕ(Y )t

)k
= e(ϕ(X)+ϕ(Y ))t

Eguagliando le due espressioni di f
(
e(X+Y )t

)
si ottiene che per ogni

t ∈ R
eϕ(X+Y )t = e(ϕ(X)+ϕ(Y ))t,

che implica ϕ(X + Y ) = ϕ(X) + ϕ(Y ).

4. Per dimostrare che ϕ è un mor�smo tra le algebre di Lie A e A′
dobbiamo mostrare che

∀X,Y ∈ A, [ϕ(X), ϕ(Y )] = ϕ([X,Y ])

cioè che ϕ(X)ϕ(Y )−ϕ(Y )ϕ(X) = ϕ(XY −Y X). Veri�chiamo innanzi
tutto che ∀G ∈ G,∀X ∈ A vale ϕ(GXG−1) = f(G)ϕ(X)f(G−1). Dal
punto 3 del teorema (4.3) GXG−1 ∈ A e dunque eGXG

−1 ∈ G. Inoltre

f
(
etGXG

−1
)

= f
(
eG(Xt)G−1

)
= f

(
GeXtG−1

)
= f(G)f

(
eXt
)
f(G−1).
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Di�erenziando in t = 0:

ϕ(GXG−1) =
d

dt
f
(
etGXG

−1
)∣∣∣∣
t=0

= f(G)ϕ(X)f(G−1).

Siano ora X,Y ∈ A. Allora G = eY t ∈ G e si ha

ϕ(eY tXe−Y t) = f(eY t)ϕ(X)f(e−Y t)

Di�erenziando entrambi i membri in t = 0 si ha che per la linearità di
ϕ il primo risulta essere

d

dt
ϕ(eY tXe−Y t)

∣∣∣∣
t=0

= ϕ

(
d

dt
eY tXe−Y t

)∣∣∣∣
t=0

= ϕ(Y X−XY ) = ϕ([Y,X])

ed il secondo, ricordando che f(I) = I risulta

d

dt
f(eY t)ϕ(X)f(e−Y t)

∣∣∣∣
t=0

= ϕ(Y )ϕ(X)− ϕ(X)ϕ(Y ) = [ϕ(Y ), ϕ(X)].

Dunque ϕ([Y,X]) = [ϕ(Y ), ϕ(X)].

2

Alla luce del teorema 4.4 si può dare la seguente

De�nizione 4.22 (Di�erenziale di un mor�smo tra gruppi di Lie) .

Sia f : G → G′ un mor�smo tra i gruppi di Lie G e G′ e siano A e A′ le
rispettive algebre di Lie. Allora il mor�smo tra algebre di Lie

ϕ : A → A′|ϕ(X) =
d

dt
f(eXt)

∣∣∣∣
t=0

è detto di�erenziale del mor�smo tra gruppi f e viene indicato con Df :

Df(X) =
d

dt
f(eXt)

∣∣∣∣
t=0

.

Il teorema 4.4 è molto importante perché fornisce una connessione tra
diversi gruppi di Lie. Ad esempio se G ∈ G è una matrice che ammette
logaritmo ln(G) = X nell'algebra di Lie A allora per ogni t reale possiamo
de�nire l'esponenziale Gt := eXt ottenendo così una curva nella varietà co-
stituita dal gruppo G. Se in un'applicazione la matrice G è incognita, ma
si conosce una matrice H in un altro gruppo di Lie G′ legata a G dal mor-
�smo f , per il teorema precedente si ha che H = f(G) = f(eX) = eDf(X).
Cioè ln(H) = Df(X) appartiene all'algebra di Lie del gruppo G′. Dunque
Ht = eDf(X)t è a sua volta una curva nella varietà costituita dal gruppo
G′ (�g.4.5). Si sottolinea che questo è possibile solo se il logaritmo di G
appartiene all'algebra di Lie del gruppo G.

Gt
f→ Ht

↑ eXt ↑ eDf(X)t

X
Df→ Df(X)

(4.5)
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4.7 Movimenti rigidi e gruppo speciale euclideo

Si consideri il gruppo speciale euclideo SE(n,R), cioè il sottogruppo di
SL(n+ 1,R) le cui matrici sono della forma:

G =

[
R t

0T 1

]
(4.6)

dove R ∈ SO(n,R) è una matrice di rotazione, cioè è ortogonale con de-
terminante unitario, e t ∈ R3 è un vettore. Abbiamo già visto che ogni
trasformazione del tipo (4.6) è una rototraslazione in R3, infatti dato x ∈ Pn
nello spazio proiettivo riscalato in modo tale che x = [x̃, 1]T con x̃ cordinate
euclidee di x.

Gx =

[
R t

0T 1

] [
x̃

1

]
=

[
Rx̃+ t

1

]
Tale gruppo è importante perchè rappresenta tutti gli spostamenti rigidi

nello spazio R3. Infatti intuitivamente lo spostamento di un corpo rigido
da una posizione ad un altra nello spazio è rappresentabile da una trasfor-
mazione che porta un insieme O dei punti dell'oggetto in un insieme f(O)
preservando la distanza tra ogni punto dell'oggetto. In matematica tale tra-
sformazione è detta isometria. Non tutte le isometrie però rappresentano
spostamenti rigidi perchè alcune di esse `ribaltano' l'oggetto. A seguito della
trasformazione si cioè ha un oggetto non più uguale a quello iniziale, ma
speculare come lo si vedrebbe in uno specchio. Tecnicamente dunque uno
spostamento rigido è una isometria che conserva l'orientazione degli assi, cioè
una trasformazione che applicata alla base ortonormale destrorsa di R3 da
ancora una terna destrorsa. Ci limitiamo nel seguito a presentare il caso
di R3 ,ma quasi tutti i risultati sono estendibili ad ogni spazio vettoriale
�nito dimensionale munito di un prodotto scalare e della norma indotta dal
prodotto scalare.

Si prenda in considerazione dapprima il gruppo O(3,R), cioè il gruppo
delle matrici ortogonali.

O(3,R) =
{
A ∈ GL(3,R)|AAT = ATA = I

}
.

Proposizione 4.19 Si consideri lo spazio R3 munito della norma euclidea

‖x‖ =
√
xTx . Le seguenti a�ermazioni sono equivalenti

1. A ∈ O(3,R).

2. Le colonne (e le righe) di A sono una base ortonormale di R3.

3. (Ax)T (Ay) = xTy, ∀x,y ∈ R3.

4. ‖Ax‖ = ‖x‖ ,∀x ∈ R3.

Dimostrazione.
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• (1 ⇔ 2). Sia A = [c1, c2, c3] dove ci sono le colonne di A. Allora
ATA = I se e solo se cT1

cT2
cT3

 [c1, c2, c3] =

 cT1 c1 cT1 c2 cT1 c3

cT2 c1 cT2 c2 cT2 c3

cT3 c1 cT3 c2 cT1 c3

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


Ovvero cTi cj = 0 ogni i 6= j e ‖ci‖ = cTi ci = 1. Dunque ATA = I
se e solo se le colonne di A sono ortogonali e hanno norma unitaria
e costituiscono quindi una base ortonormale di R3. Analogamente,sia
A = [r1, r2, r3]T dove ri sono le righe di A. Allora AAT = I se e solo
se  rT1

rT2
rT3

 [r1, r2, r3] =

 rT1 r1 rT1 r2 rT1 r3

rT2 r1 rT2 r2 rT2 r3

rT3 r1 rT3 r2 rT1 r3

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


Cioè se e solo se anche le righe di A sono una base ortonormale di R3.

• (1⇔ 3). Sia A ∈ O(3,R). Allora ATA = I e ogni x,y ∈ R3

(Ax)T (Ay) = xTATAy = xTy

.

Viceversa se (Ax)T (Ay) = xTy, ∀x,y ∈ R3 allora xTATAx = xTx.
Dunque

xT (ATA− I)x = 0, ∀x ∈ R3

e trasponendo
xT (AAT − I)x = 0, ∀x ∈ R3

Cioè ATA− I = AAT − I = 0.

• (3⇔ 4). Sia (Ax)T (Ay) = xTy, ∀x,y ∈ R3. Allora

‖Ax‖2 = (Ax)T (Ax) = xTx = ‖x‖2 .

Viceversa sia ‖Ax‖ = ‖x‖ , ∀x ∈ R3. Siccome ‖·‖ è la norma indotta
dal prodotto scalare si ha

‖x+ y‖2 = (x+y)T (x+y) = xTx+yTy+2xTy = ‖x‖2 +‖y‖2 +2xTy

∀x,y ∈ R3. Dunque

xTy =
1

2

(
‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
(Ax)T (Ay) =

1

2

(
‖A(x+ y)‖2 − ‖Ax‖2 − ‖Ay‖2

)
dove i due secondi membri sono uguali per ipotesi.Dunque (Ax)T (Ay) =
xTy.



70 CAPITOLO 4. GRUPPI DI LIE LINEARI

2

De�nizione 4.23 Sia V uno spazio vettoriale munito di una norma ‖·‖.
Una isometria è una trasformazione suriettiva f : V → V tale che

‖f(x)− f(y)‖ = ‖x− y‖ , ∀x,y ∈ V.

In altre parole è una trasformazione che `conserva' le distanze nella metrica

indotta dalla norma ‖·‖.

Una isometria è necessariamente continua e iniettiva infatti f(x) = f(y)
implica che ‖x− y‖ = ‖f(x)− f(y)‖ = 0, cioè x = y. Dunque ogni iso-
metria è una trasformazione invertibile e l'inversa è ancora un'isometria.
Inoltre la composizione di isometrie f e g è a sua volta una isometria, infatti
‖f(g(x))− f(g(y))‖ = ‖g(x)− g(y)‖ = ‖x− y‖.

In particolare, dal punto (4) della proposizione (4.19), ogni applicazione
f(x) = Ax+ t con A ∈ O(3,R) e t ∈ R3 è un isometria rispetto alla norma
euclidea. Infatti

‖f(x)− f(y)‖ = ‖A(x− y)‖ = ‖x− y‖

e tale mappa è suriettiva poichè A è invertibile.

Proposizione 4.20 Se λ è un autovalore di A ∈ O(3,R) allora |λ| = 1 e di

conseguenza |det(A)| = 1.

Dimostrazione. Siccome f(x) = Ax è un isometria la dimostrazione è im-
mediata. Infatti per ogni autovettore x associato a λ si ha ‖Ax‖ = ‖λx‖ =
|λ| ‖x‖ = ‖x‖.

Vogliamo mostrare ora che ogni isometria f : R3 → R3 è della forma
f(x) = Ax+ t. A tale scopo premettiamo il seguente

Lemma 4.1 Sia f : R3 → R3 un isometria rispetto alla norma euclidea tale

che f(0) = 0. Allora:

1. f(x)T f(y) = xTy,∀x,y ∈ R3;

2. f è lineare.

Si noti che la linearità implica che f è della forma f(x) = Ax con A ∈
O(3,R). Infatti essendo f un'isometria si ha che ‖Ax‖ = ‖x‖ e dalla propo-
sizione 4.19 segue l'ortogonalità di A.
Dimostrazione.
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1. Se f(0) = 0 allora ∀x ∈ R3

‖f(x)‖ = ‖f(x)− f(0)‖ = ‖x− 0‖ = ‖x‖ .

Sempre dal fatto che ‖·‖ è la norma indotta dal prodotto scalare si ha
che

‖x− y‖2 = (x−y)T (x−y) = xTx+yTy−2xTy = ‖x‖2 +‖y‖2−2xTy

∀x,y ∈ R3. Quindi

xTy =
1

2

(
‖x‖2 + ‖y‖2 − ‖x− y‖2

)
f(x)T f(y) =

1

2

(
‖f(x)‖2 + ‖f(y)‖2 − ‖f(x)− f(y)‖2

)
dove i secondi membri sono uguali. Dunque f(x)T f(y) = xTy.

2. Siano x,y ∈ R3. Mostriamo che ‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖ = 0

‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖2 =

= (f(x+ y)− f(x)− f(y))T (f(x+ y)− f(x)− f(y)) =

= ‖f(x+ y)‖2 + ‖f(x)‖2 + ‖f(y)‖2 +

−2f(x+ y)T f(x)− 2f(x+ y)T f(y) + 2f(x)T f(y) =

= ‖x+ y‖2 + ‖x‖2 + ‖y‖2 +

−2f(x+ y)T f(x)− 2f(x+ y)T f(y) + 2f(x)T f(y)

Dal punto uno si ha quindi

‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖2 =

= ‖x+ y‖2 + ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2(x+ y)Tx− 2(x+ y)Ty+ 2xTy =

= ‖x+ y‖2 + ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2 ‖x‖2 − 2 ‖y‖2 − 2xTy =

= ‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2 − 2xTy = 0.

Dunque f(x+ y) = f(x) + f(y). Sia ora λ ∈ R.

‖f(λx)− λf(x)‖ = (f(λx)− λf(x))T (f(λx)− λf(x)) =

= ‖f(λx)‖2 + λ2 ‖f(x)‖2 − 2λf(λx)T f(x) =

= ‖λx‖2 + λ2 ‖x‖2 − 2λ(λx)Tx =

= 2λ2 ‖x‖2 − 2λ2 ‖x‖2 = 0.

E quindi f(λx) = λf(x).

2
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Proposizione 4.21 Sia f : R3 → R3 un isometria rispetto alla norma eu-

clidea. Allora esistono una matrice A ∈ O(3,R) ed un vettore t ∈ R3 tali

che

f(x) = Ax + t, ∀x ∈ R3.

Dimostrazione. Si ponga g(x) = f(x) − f(0). g è ancora un isometria
infatti ‖g(x)− g(y)‖ = ‖f(x)− f(y)‖ = ‖x− y‖ ed è suriettiva perchè è
invertibile. Inoltre g(0) = 0 e per il lemma precedente esiste una matrice
A ∈ O(3,R) tale che g(x) = Ax. Dunque, posto t = f(0).

f(x) = Ax+ t

2

Abbiamo detto che il fatto che f sia una isometria non è su�ciente a
descrivere lo spostamento di un corpo rigido. Infatti alcune isometrie inver-
tono l'orientazione degli assi cartesiani e trasformano ogni con�gurazione di
punti in una con�gurazione speculare. Si consideri per esempio l'isometria
f(x) = Ax con

A =

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1


Per ogni punto x = [x, y, z]T ∈ R3, l'immagine Ax = [x, y,−z]T è simmetri-
ca rispetto al piano z = 0. Quindi, considerato un oggetto come un insieme
di punti O, l'immagine f(O) è ri�essa rispetto tale piano (come in uno spec-
chio). Non esiste dunque nessun movimento rigido dentro R3 che porti O in
f(O). E' evidente che, data una generica isometria f(x) = Ax + t, ciò che
determina se questa produce una ri�essione è la matrice A perchè t contri-
buisce solo con una traslazione. Sia dunque f(x) = Ax. In particolare per
il lemma 4.1 l'isometria f porta ogni base ortonormale in una base ortonor-
male. Viceversa ogni cambiamento di base tra basi ortonormali è esprimibile
come una isometria f(x) = Ax. Se la prima è destrorsa e la seconda è si-
nistrorsa o viceversa allora l'isometria non conserva l'orientazione e dunque
non rapprenta un movimento rigido. Volendo formalizzare questo discorso
diamo la seguente

De�nizione 4.24 Siano B1,B2 due basi ortonormali di R3. Si dice che B1

e B2 de�niscono la stessa orientazione se il determinante della matrice di

cambiamento di base A è positivo. In tal caso si pone B1 ≈ B2.

Il cambio tra basi ortonormali è dato dalla isometria f(x) = Ax e il
valore assoluto del determinante di A è pari a uno. Le due basi de�niscono
quindi la stessa orientazione solo se det(A) = 1 l. Si veri�ca facilmente che
≈ è una relazione di equivalenza. Ogni base ortonormale è equivalente a se
stessa perchè in tal caso A = I. La matrice inversa A−1 è la matrice di
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cambiamento di base da B2 a B1 e det(A−1) = det(A) e vale la proprietà
ri�essiva. In�ne date tre basi ortonormali B1,B2,B3, sia A1 il cambiamento
di base da B1 a B2 e A2 il cambiamento di base da B2 a B3. La matrice di
cambiamento di base da B1 a B3 è A1A2 e det(A1A2) = det(A1) det(A2),
dunque se B1 ≈ B2 e B2 ≈ B3 anche B1 ≈ B3.

De�nizione 4.25 (Orientazione) Un orientazione di R3 è una classe di

equivalenza di ≈. Lo spazio R3 si dice orientato una volta scelta una orien-

tazione.

Esistono solo due orientazioni di R3 perchè ogni base ortonormale B =
{b1,b2,b3} è equivalente o alla base canonica C = {[1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1]}
che è destrorsa o alla base C∗ = {[−1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1]} che è sinistrorsa.
Infatti i cambiamenti di base da C e C∗ a B sono dati da

A = [b1,b2,b3]

A∗ = [−b1,b2,b3]

e dunque det(A) = 1 ⇔ det(A∗) = −1. Si dice dunque che una base or-
tonormale è destrorsa se è equivalente a C e sinistrorsa se è equivalente a
C∗.

Si consideri ora l'isometria f(x) = Ax che porta la base ortonormale
B1 =

{
b1

1,b
1
2,b

1
3

}
in B2 =

{
b2

1,b
2
2,b

2
3

}
. Si può scomporre la matrice di

cambiamento di base da B1 a B2 come A = A1A2 dove A1 = [b1
1,b

1
2,b

1
3]−1

porta B1 nella base canonica C e A2 = [b2
1,b

2
2,b

2
3] porta la base canonica C

in B2. Le due basi hanno la stessa orientazione se sono entrambe equivalenti
a C o entrambe equivalenti a C∗. Cioè se det(A) = det(A1) det(A2) = 1.

Possiamo concludere dunque che un'isometria f(x) = Ax+t rappresenta
uno spostamento rigido nello spazio R3 se A è ortogonale e ha determinante
pari a 1, cioè se

A ∈ SO(3,R) = {R ∈ O(3,R)|det(R) = 1} .

In tal caso A è matrice di rotazione e dunque se f è una rototraslazione.
In�ne, lavorando sullo spazio proiettivo P3, ritroviamo che ogni spostamento
rigido è esprimibile come

f : P3 → P3|f(x) = Gx

con G ∈ SE(3,R), cioè

G =

[
R t

0T 1

]
dove R ∈ SO(3,R) e t = R3.
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Proposizione 4.22 SE(3,R) è un gruppo di Lie lineare.

Dimostrazione. Abbiamo già dimostrato che è un sottogruppo diGL(4,R).
Per completare la dimostrazione si deve mostrare che è un insieme chiuso.
Sia dunque {Gk}k∈N una successione di matrici in SE(3,R) convergente
ad una matrice G. Per mostrare la chiusura si deve mostrare che G ∈
SE(3,R).Ricordando che la convergenza di matrici implica la convergenza
elemento per elemento, essendo ogni Gk della forma

Gk =

[
Rk tk
0T 1

]
il limite G è a sua volta della forma

G =

[
R t

0T 1

]
.

Dove t = limk→∞ tk ∈ R3 e R = limk→∞Rk. Per mostrare che G ∈ SE(3,R)
è su�ciente mostrare che R è una matrice di rotazione. La mappa A 7→
det(A) è continua perchè è un polinomio nei coe�cienti della matrice A.
Dunque

det(R) = det( lim
k→∞

Rk) = lim
k→∞

det(Rk) = 1.

Inoltre, anche nel caso matriciale, il limite di un prodotto è uguale al prodotto
dei limiti. Quindi

RTR =

(
lim
k→∞

RTk

)(
lim
k→∞

Rk

)
= lim

k→∞

(
RTkRk

)
= I

RRT =

(
lim
k→∞

Rk

)(
lim
k→∞

RTk

)
= lim

k→∞

(
RkR

T
k

)
= I

Dunque RRT = RTR = I.

2

Essendo SE(3,R) un gruppo di Lie ha senso considerare la sua algebra di
Lie che indicheremo con se(3,R) e ha senso dare un'interpretazione geome-
trica al concetto di curva in SE(3,R). Un matrice G ∈ SE(3,R) rappresenta
uno spostamento di un corpo rigido da un punto ad un altro dello spazio,
quindi una curva γ : [a, b] ⊂ R → SE(3,R)|t 7→ γ(t) può essere intepretata
come il movimento di un corpo rigido nello spazio al variare del tempo t. Se
γ è di�erenziabile, γ(0) = I e 0 ∈ [a, b] allora γ′(0) è un elemento dell'algebra
di Lie se(3,R). In particolare

γ(t) =

[
R(t) t(t)
0T 1

]
,
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e la derivata γ′(0) rappresenta �sicamente la velocità angolare e di traslazione
del corpo rigido all'istante t = 0 (cft.[14]):

γ′(0) =

[
R′(0) t′(0)

0T 0

]
=

[
Ω v

0T 0

]
,

dove Ω = [w]× è la rappresentazione matriciale della velocità angolare w =
[w1, w2, w3]T .

Ω =

 0 −w3 w2

w3 0 −w1

−w2 w1 0

 .
Possiamo dunque caratterizzare l'algebra di Lie se(3,R) come l'insieme delle
matrici X di dimensione 4× 4 della forma

X =

[
Ω v

0T 0

]
, (4.7)

con Ω matrice antisimmetrica (cioè ΩT = −Ω) e v ∈ R3. Si ottiene come
caso particolare il gruppo delle rotazioni considerando t = 0. L'algebra di
Lie di tale gruppo sarà composto dallo spazio vettoriale delle matrici della
forma (4.7) con v = 0 e Ω antisimmetrica. Volendo formalizzare questo fatto
si consideri la seguente proposizione

Proposizione 4.23 L'esponenziale di una matrice antisimmetrica è una

matrice di rotazione.

Dimostrazione. Ω = −ΩT implica che Ω e ΩT commutano. Allora utiliz-
zando le proprietà della matrice esponenziale:

I = eΩ+ΩT = eΩeΩT = eΩ
(
eΩ
)T

I = eΩT+Ω = eΩT eΩ =
(
eΩ
)T
eΩ.

det(eΩ) = etr(Ω) = e0 = 1.

Dunque eΩ è una matrice di rotazione.

2

Si de�nisca dunque l'insieme

se(3,R) =

{[
Ω v

0T 0

]
|ΩT = −Ω,v ∈ R3

}
Proposizione 4.24 se(3,R) è l'algebra di Lie di SE(3,R).
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Dimostrazione. Si deve veri�care che, dato X ∈ se(3,R) l'esponenziale

eXt ∈ SE(3,R), ∀t ∈ R.

Sia dunque

X =

[
Ω v

0T 0

]
∈ se(3,R).

Allora ogni k ∈ N, k > 0

Xk =

[
Ωk Ωk−1v

0T 0

]
e

eXt = I +

∞∑
k=1

(Xt)k

k!
= I +

∞∑
k=1

[
(Ωt)k

k!
Ωk−1tk

k! v

0T 0

]
=

=

[ ∑∞
k=0

(Ωt)k

k! t
(∑∞

m=0
Ωmtm

(m+1)!

)
v

0T 1

]
=

[
eΩt t

0T 1

]
Dove per ogni t ∈ R, la matrice eΩt è una matrice di rotazione perchè è
l'esponenziale di una matrice antisimmetrica, e

t = t
∞∑
m=0

Ωmtm

(m+ 1)!
v

è un vettore di R3. Infatti la serie
∑∞

m=0
Ωmtm

(m+1)! è convergente perchè∥∥∥∥ Ωmtm

(m+ 1)!

∥∥∥∥ ≤ ‖Ωmtm‖
m!

≤ ‖Ωt‖
m

m!
.

2

Proposizione 4.25 Ogni matrice G ∈ SE(3,R) ammette almeno un loga-

ritmo reale.

Dimostrazione. Sia dunque

G =

[
R t

0T 1

]
.

Siccome G è triangolare superiore a blocchi gli autovalori di G sono gli auto-
valori dei blocchi diagonali, di cui uno è il solo elemento [1].Quindi λ = 1 è
sempre un autovalore di G. I restanti autovalori sono quelli della matrice di
rotazione e hanno modulo unitario. In particolare uno di essi è sempre reale
e due sono complessi coniugati. Siccome det(R) = 1 si ha necessariamente
che un autovalore di R è λ = 1 e l'autospazio corrispondente è l'asse di ro-
tazione (infatti per ogni x sull'asse si ha Rx = x). Gli altri due autovalori
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sono i complessi coniugati eϑi, e−ϑi, dove ϑ è l'angolo della rotazione. Per
ogni ϑ 6= (k + 1)π, k ∈ Z non vi sono autovalori negativi. Se ϑ = (k + 1)π,
allora eϑi = e−ϑi = −1. In tal caso λ = −1 è un autovalore con moltepli-
cità algebrica e geometrica uguali a due. Infatti l'autospazio corrispondente
è il piano ortogonale all'asse di rotazione e passante per l'origine nel quale
Rx = −x. Di conseguenza a λ = −1 corrispondono due blocchi di Jordan
e per il teorema 4.1 si può concludere che G ammette sempre un logaritmo
reale.

2

Il fatto che ogni matrice G ∈ SE(3,R) ammetta un logaritmo reale non
è su�ciente ad a�ermare che ln(G) appartiene all'algebra di Lie se(3,R).
Per dimostrare che ln(G) ∈ se(3,R), infatti, si deve mostrare che ln(G)
è della forma (4.7). In alternativa si può mostrare che Gt = eln(G)t ∈
SE(3,R),∀t ∈ R e per il punto 2 del teorema 4.3 si ha che il logarit-
mo di G appartiene all'algebra. La via più semplice consiste nel dimo-
strare che la mappa exp : se(3,R) → SE(3,R) è suriettiva. In tal ca-
so ogni G ∈ SE(3,R) ammette un logaritmo appartenente a se(3,R) e di
conseguenza Gt = eln(G)t ∈ SE(3,R), ∀t ∈ R.

Prima di tutto veri�chiamo la suriettività nel caso particolare delle rota-
zioni.

Proposizione 4.26 Sia Ω = [w]× ∈ gl(3,R) una matrice antisimmetrica.

Si ponga

Ω̃ =
Ω

‖w‖
ϑt = ‖w‖ t

Ogni t ∈ R la matrice di rotazione Rt = eΩt è

Rt = eΩt = eΩ̃ϑt = I + Ω̃ sin(ϑt) + Ω̃2(1− cos(ϑt))

Dimostrazione. Dal punto di vista cinematico ‖w‖ è il modulo della ve-
locità angolare in t = 0 e la matrice Ω̃ individua solo l'asse di rotazione
a = w

‖w‖ . Intepretando la variabile t come tempo, l'angolo ϑt = ‖w‖ t è l'an-
golo di rotazione all'istante t di un corpo rigido che ruota a velocità angolare
costante pari a w. E' immediato veri�care che la successione delle potenze
di Ω̃ è

(I, Ω̃, Ω̃2,−Ω̃,−Ω̃2, Ω̃, Ω̃2,−Ω̃,−Ω̃2, · · · )

Si consideri lo sviluppo in serie di eΩ̃ϑ e si raggruppino i termini di grado
pari e di grado dispari:

Rt = eΩ̃ϑt =

∞∑
k=0

Ω̃kϑkt
k!

= I + Ω̃ϑt +
Ω̃2ϑ2

t

2!
+

Ω̃3ϑ3
t

3!
+

Ω̃4ϑ4
t

4!
+ · · · =
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= I + Ω̃

(
ϑt −

ϑ3
t

3!
+
ϑ5
t

5!
− ϑ7

t

7!
+ · · ·

)
+ Ω̃2

(
ϑ2
t

2!
− ϑ4

t

4!
+
ϑ6
t

6!
− ϑ8

t

8!
· · ·
)

=

= I + Ω̃ sin(ϑt) + Ω̃2(1− cos(ϑt)).

2

Proposizione 4.27 (Formula di Rodrigues) Sia R una matrice di rota-

zione di dimensione 3× 3. Sia a il versore che individua l'asse di rotazione

e ϑ l'angolo della rotazione. Allora

R = I + [a]× sin(ϑ) + [a]2×(1− cos(ϑ)) = e[a]×ϑ.

Di conseguenza ogni matrice di rotazione ammette come logaritmo una ma-

trice reale antisimmetrica.

Dimostrazione. Sia x ∈ R3. Innanzi tutti si consideri il caso in cui x è
ortogonale ad a. ScomponendoRx nel piano della rotazione lungo le direzioni
di x e di [a]×x si ha

Rx = ‖x‖ cos(ϑ)
x

‖x‖
+ ‖x‖ sin(ϑ)

[a]×x

‖[a]×x‖
=

= cos(ϑ)x+ sin(ϑ)[a]×x.

Dato un generico x si può scomporlo come x = (xTa)a + (xTb)b dove b è
un versore ortogonale ad A. Dunque

Rx = (xTa)Ra+ (xTb)Rb = (xTa)a+ (xTb) cos(ϑ)b+ (xTb) sin(ϑ)[a]×b.

Aggiungendo e sottraendo (xTb) cos(ϑ)a e ricordando che [a]×a = 0:

= (xTa)a+ (xTa) cos(ϑ)a+ (xTb) cos(ϑ)b− (xTa) cos(ϑ)a+

+(xTb) sin(ϑ)[a]×a+ (xTb) sin(ϑ)[a]×b =

= (xTa)a+ cos(ϑ)
[
(xTa)a+ (xTb)b

]
− (xTa) cos(ϑ)a+

+ sin(ϑ)[a]×
[
(xTa)a+ (xTb)b

]
=

= (xTa)a+ cos(ϑ)x− (xTa) cos(ϑ)a+ sin(ϑ)[a]×x =

= cos(ϑ)x+ (1− cos(ϑ))(xTa)a+ sin(ϑ)[a]×x.

In�ne, siccome

[a]2×x = (xTa)a− (aTa)x = (xTa)a− x

si può sostituire

(xTa)a = x+ [a]2×x.
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Dunque

Rx = cos(ϑ)x+ (1− cos(ϑ))x+ (1− cos(ϑ))[a]2×x+ sin(ϑ)[a]×x =

= x+ sin(ϑ)[a]×x+ (1− cos(ϑ))[a]2×x =

=
(
I + sin(ϑ)[a]× + (1− cos(ϑ))[a]2×

)
x.

Siccome l'uguaglianza vale per ogni x ∈ R3 si conclude che

R = I + sin(ϑ)[a]× + (1− cos(ϑ))[a]2×.

In�ne dalla proposizione precente con t = 1 si ha che che

R = I + sin(ϑ)[a]× + (1− cos(ϑ))[a]2× = e[a]×ϑ

Dunque ln(R) = [a]×ϑ.

2

Nel caso delle rotazioni dunque la mappa esponenziale è suriettiva perchè,
data

G =

[
R 0

0T 1

]
la matrice di rotazione è esprimibile come R = e[a]×ϑ, dove a è un versore
che individua l'asse e ϑ è l'angolo di rotazione.Dunque

X =

[
[a]×ϑ 0

0T 0

]
è un logaritmo di G appartenente all'algebra di Lie se(3,R). Più precisa-
mente si ha che SO(3,R) è un gruppo di Lie con algebra so(3,R) costituita
dalle matrici antisimmetriche e che la mappa exp : so(3,R) → SE(3,R) è
suriettiva.

Proposizione 4.28 Sia R ∈ SO(3,R) una rotazione con asse individuato

dal versore a e angolo ϑ. Allora ogni S ∈ SO(3,R) la matrice SRS−1 è una

rotazione con asse Sa e angolo ϑ.

Dimostrazione. Ricordiamo innanzi tutto la seguente proprietà del pro-
dotto vettoriale. Data una matrice invertibile S si ha che

Sx× Sy = det(S)S−T (x× y)

Nel caso in cui S sia una rotazione S−T = S e det(S) = 1. Dunque Sx×Sy =
S(x×y). In forma matriciale si può esprime tale relazione come [Sx]×Sy =
S[x]×y. Essendo valido per ogni y ∈ R3 si ha che [Sx]×S = S[x]×, cioè
[Sx]× = S[x]×S

−1. Abbiamo visto che la rotazione R è esprimibile come
R = e[a]×ϑ. Allora

SRS−1 = Se[a]×ϑS−1 = eS[a]×S−1ϑ = e[Sa]×ϑ

Dunque SRS−1 è una rotazione con asse Sa e angolo ϑ.
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2

Prima di veri�care la suriettività nel caso generale si enunciano i seguenti
lemmi.

Lemma 4.2 Sia Ω una matrice antisimmetrica di dimensione n×n. Allora
esiste una matrice ortogonale P tale che Ω = PDP T , dove D è una matrice

diagonale a blocchi della forma

D =


D1 0 · · · 0
0 D2 · · · 0
...

. . .
...

0 0 · · · Dp


con p ≤ n ed ogni blocco Di di dimensione 1× 1 nullo o di dimensione 2× 2
della forma

Di =

[
0 −ϑi
ϑi 0

]
, ϑi > 0.

Inoltre gli autovalori di Ω sono gli autovalori dei blocchi Di. Sono dunque

nulli o coppie di immaginari puri ±ϑii.

La dimostrazione è un corollario del teorema spettrale in spazi �nito dimen-
sionali per operatori lineari normali, cioè gli operatori lineari su uno spazio
vettoriale tali che TT ∗ = T ∗T , cioè tali che T e l'operatore aggiunto di T
commutano. Le matrici antisimmetriche sono un caso particolare, infatti se
Ω è antisimmetrica allora Ω∗ = ΩT = −Ω e ΩΩT = ΩTΩ. Le dimostrazioni
del teorema spettrale e del corollario sono presentate in [15, pag.317-322,326].

Lemma 4.3 Sia D una matrice antisimmetrica di dimensione 2 × 2, cioè
una matrice della forma

D =

[
0 −ϑ
ϑ 0

]
, ϑ ∈ R.

Allora la matrice di rotazione eD è

eD =

[
cos(ϑ) − sin(ϑ)
sin(ϑ) cos(ϑ)

]
Dimostrazione. La dimostrazione è simile a quella della proposizione 4.26.
Infatti, posto

I∗ =

[
0 −1
1 0

]
,

per induzione si veri�ca che le potenze di D sono date da

D2m+1 = (−1)mϑ2m+1I∗
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D2m = (−1)mϑ2mI

Dunque

eD =
∞∑
k=0

Dk

k!
=
∞∑
m=0

D2m

(2m)!
+
∞∑
m=0

D2m+1

(2m+ 1)!
=

=

∞∑
m=0

1

(2m)!
(−1)mϑ2mI +

∞∑
m=0

1

(2m+ 1)!
(−1)mϑ2m+1I∗ =

=

[
cos(ϑ) 0

0 cos(ϑ)

]
+

[
0 − sin(ϑ)

sin(ϑ) 0

]
=

[
cos(ϑ) − sin(ϑ)
sin(ϑ) cos(ϑ)

]
2

Proposizione 4.29 La mappa esponenziale exp : se(3,R) → SE(3,R) è

suriettiva.

Dimostrazione. Ripetendo i calcoli della dimostrazione del teorema 4.24
con t = 1 la mappa esponenziale è suriettiva se ogni G ∈ SE(3,R) può essere
espressa come

G =

[
R t

0T 1

]
= exp

{[
Ω v

0T 0

]}
=

[
eΩ

(∑∞
m=0

Ωm

(m+1)!

)
v

0T 1

]
.

Abbiamo visto che esiste sempre una matrice antisimmetrica Ω tale che eΩ =
R (Ω è esprimibile in funzione dell'asse e dell'angolo di rotazione come Ω =
[a]×ϑ). La matrice Ω non è unica, ad esempio per ogni k ∈ Z la matrice

Ωk =

 0 −2kπ 0
2kπ 0 0

0 0 0


è un logaritmo antisimmetrico della matrice identità. Infatti dal lemma
precedente

eΩk =

 cos(2kπ) − sin(2kπ) 0
sin(2kπ) cos(2kπ) 0

0 0 1

 = I

Mostriamo che esiste sempre un logaritmo antisimmetrico di R tale che la
matrice

∞∑
m=0

Ωm

(m+ 1)!
(4.8)

è invertibile. Di conseguenza esiste sempre un vettore v tale che

t =

( ∞∑
m=0

Ωm

(m+ 1)!

)
v
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e dunque esiste sempre un logaritmo di G in se(3,R).
Guardando la serie (4.8) si è tentati di esprimerla come

∞∑
m=0

Ωm

(m+ 1)!
= Ω−1(eΩ − I),

ma dato che nessuna matrice antisimmetrica di dimensione 3 × 3 è inver-
tibile questo non è possibile e si deve trovare un'altra via. Utilizzando la
decomposizione del lemma 4.2 e ricordando che P è ortogonale si ottiene

∞∑
m=0

Ωm

(m+ 1)!
=
∞∑
m=0

(PDP T )m

(m+ 1)!
=
∞∑
m=0

PDmP T

(m+ 1)!
= P

( ∞∑
m=1

Dm

(m+ 1)!

)
P T .

Siccome det(P ) = 1 si ha che (4.8) è invertibile se e solo se è invertibile la
matrice

W =

∞∑
m=0

Dm

(m+ 1)!
= I +

∞∑
m=1

Dm

(m+ 1)!

A questo punto si noti che D = diag {D1, ..., Dp} è diagonale con blocchi
diagonali di dimensione 1× 1 nulli oppure di dimensione 2× 2 della forma

Di =

[
0 −ϑi
ϑi 0

]
, ϑi > 0.

Di conseguenza anche W = diag {W1, ...,Wp} è diagonale a blocchi con

Wi =
∞∑
m=0

Dm
i

(m+ 1)!
= I +

∞∑
m=1

Dm
i

(m+ 1)!
.

ed è invertibile se e solo se tutti i blocchi Wi sono invertibili.
Nel caso che Di = [0] allora Wi = 1. Se invece Di ha dimensione 2× 2 allora
è invertibile perchè ha determinante ϑ2

i > 0 e dunque ora si può scrivere

Wi = D−1
i (eDi − I).

Quindi Wi è invertibile se e solo se λ = 1 non è un autovalore della matrice
di rotazione eDi . Dal lemma precedente

eDi =

[
cos(ϑi) − sin(ϑi)
sin(ϑi) cos(ϑi)

]
ed ha autovalori e±ϑii. Si può concludere dunque che Wi è invertibile se e
solo se e±ϑii 6= 1, cioè se e solo se ϑi 6= 2kπ, ∀k ∈ N, k > 0. Si noti che se
ϑ = 2kπ allora eDi = I.
Nel caso in questione Ω = PDP T è una matrice di dimensione 3× 3 e sono
possibili solo due casi:
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1. Di = [0],∀i = 1, 2, 3. In tal caso W = I e Ω = D = 0, dunque
R = eΩ = I e (4.8) è invertibile. Si noti che questo è il caso di
traslazioni pure.

2. D1 = [0] e

D2 =

[
0 −ϑ
ϑ 0

]
, ϑ > 0

In tal caso, se ϑ 6= 2kπ, ∀k ∈ N, k > 0, la matrice (4.8) è invertibile.
Se invece ϑ = 2kπ allora R = eΩ = PeDP T = I. Quindi si giunge a
questa situazione solo quando data la matrice di rotazione R = I si
sceglie un logaritmo di I diverso dalla matrice nulla. Scegliendo Ω̃ = 0

ci si riconduce al caso 1 in cui (4.8) è invertibile.

2

Siccome data una generica rototraslazione G ∈ SE(3,R), esiste sem-
pre un logaritmo di G appartenente all'algebra di Lie se(3,R) si ha che
Gt = eln(G)t è una curva nella varietà costituita dal gruppo di Lie SE(3,R)
passante nell'identità per t = 0 e in G per t = 1. Come già sottolineato tale
curva è la più breve congiungente le due matrici per cui si può interpreta-
re Gt come un interpolazione tra l'identità e G per valori di t ∈ [0, 1], ed
eventualmente come un estrapolazione per t /∈ [0, 1]. In particolare, dato un
mor�smo tra gruppi di Lie f : SE(3,R) → G tale che f(G) = H, è sempre
vero che ln(H) = Df(ln(G)) appartiene all'algebra di Lie di G e che Ht è
una curva in G interpolante l'identità e H. In�ne si può notare che Gt è
in qualche modo regolare. Infatti se G è costituita da una rotazione di un
angolo ϑ attorno ad un asse con versore a, e da una traslazione t.

G =

[
e[a]×ϑ t

0T 1

]
allora

X = ln(G) =

[
[a]×ϑ v

0T 0

]
per qualche v ∈ R3. Ripetendo i calcoli della dimostrazione della proposi-
zione 4.24

Gt = eXt = eln(G)t =

[
e[a]×ϑt tΩ(eΩt − I)v

0T 1

]
Dove imponendo G1 = G si ottiene Ω(eΩ − I)v = t. Dunque Gt è una
rotazione di un angolo ϑt attorno lo stesso asse di G e una traslazione di un
vettore tt che sono funzioni regolari in t.
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4.8 Il gruppo speciale proiettivo

Sia ora K ∈ GL(3,R) una matrice triangolare superiore invertibile. Si
consideri l'insieme

SPK(3,R) =

{[
KRK−1 t

0T 1

]
|R ∈ SO(3,R), t ∈ R3

}
Proposizione 4.30 SPK(3,R) è un gruppo di Lie lineare con algebra

spK(3,R) =

{[
KΩK−1 v

0T 1

]
|ΩT = −Ω, v ∈ R3

}
.

L'insieme quoziente di SPK(3,R) rispetto alla relazione ∼= è detto gruppo

speciale proiettivo.

Dimostrazione. Si ponga

K̃ =

[
K 0

0T 1

]
.

Ogni elemento T ∈ SPK(3,R) è esprimibile come

T = K̃GK̃−1

con

G =

[
R t

0T 1

]
∈ SE(3,R)

Mostriamo che SPK(3,R) è un sottogruppo chiuso di GL(3,R). E' un sot-
togruppo, infatti contiene l'identità ed è chiuso rispetto alla moltiplicazione
per scalare e all'inversione. Se

T1 =

[
KR1K

−1 t1

0T 1

]

T2 =

[
KR2K

−1 t2

0T 1

]
allora

T1T2 =

[
KR1R2K

−1 KR1K
−1t2 + t1

0T 1

]
∈ Gk

Inoltre, dato

T =

[
KRK−1 t

0T 1

]
il suo inverso è

T−1 =

[
KR−1K−1 −KRK−1t

0T 1

]
∈ SPk(3,R)
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E' un insieme chiuso, infatti presa una successione in SPk(3,R)

Tn =

[
KRnK

−1 tn
0T 1

]
= K̃GnK̃

−1

convergente a T . Per la continuità del prodotto matriciale si ha che

T = limTn = K̃ lim
n
GnK̃

−1 ∈ SPK(3,R)

perchè limnGn ∈ SE(3,R).
Per quel che riguarda l'algebra di Lie di SPK(3,R) si noti che ogni

elemento nell'insieme spK(3,R) è esprimibile come

X = K̃X̃K̃−1

con X̃ ∈ se(3,R). Dunque ∀t ∈ R

eXt = e(K̃X̃K̃
−1)t = K̃eX̃tK̃−1 ∈ SP (3,R)

2

Proposizione 4.31 Sia K ∈ GL(3,R) una matrice triangolare superiore

invertibile e K̃ de�nita come in precedenza. Allora l'applicazione

ϕK : SE(3,R)→ SPK(3,R)

è un mor�smo tra gruppi di Lie con di�erenziale

DϕK(X) = K̃XK̃−1

Dimostrazione.La dimostrazione è immediata dal momento che

ϕK(G1G2) = K̃G1G2K̃
−1 = K̃G1K̃

−1K̃G2K̃
−1 = ϕK(G1)ϕK(G2)

e

DϕK(X) =
d

dt
ϕK(eXt)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
K̃eXtK̃−1

∣∣∣∣
t=0

= K̃XK̃−1

2

Dunque dato un generico elemento T ∈ SPK(3,R) esiste sempre un logaritmo
di T nell'algebra di Lie spK(3,R) e la traiettoria T t = e(lnT )t interpola tra
l'identità e T .
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Capitolo 5

Sintesi di Viste Virtuali

5.1 Il problema della sintesi di nuove viste

Una volta ottenuta la ricostruzione della geometria per mezzo del mo-
dello di struttura a�ne relativa, si pone il problema di come utilizzarla per
generare nuove viste `virtuali'. A tale riguardo si osservi che, date le foto-
camere Pi = Ki[Ri|ti] e Pj = Kj [Rj |tj ] le proiezioni di un punto X possono
essere scritte come

xi ∼= [I|0]TiX

xj ∼= [I|0]TjX

dove

Ti =

[
Pi
0T 1

]
Tj =

[
Pj
0T 1

]
.

Essendo le fotocamere �nite, le matrici Ti e Tj sono invertibili e, posti

Xi = TiX

Xj = TjX

Tij = TjT
−1
i

si ha Xj = TijXi e

xi ∼= [I|0]Xi

xj ∼= [I|0]TijXi

Calcolando esplicitamente Tij si ha

T−1
i =

[
R−1
i K−1

i −R−1
i ti

0T 1

]
87
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Tij =

[
KjRjR

−1
i K−1

i −KjRjR
−1
i ti +Kjt2

0T 1

]
Notiamo ora che −KjRjR

−1
i ti +Kjt2 = eji. Infatti, considerando che

Pi = KiRi[I| − C̃i]

Pj = KjRj [I| − C̃j ],

il centro della fotocamera i è C̃i = −R−1
i ti. Quindi proiettando sulla seconda

immagine

eji ∼= Kj [Rj |tj ]
[
−R−1

i ti
1

]
= −KjRjR

−1
i ti +Kjtj

Quindi

Tij =

[
A∞ij eji
0T 1

]
(5.1)

Nel caso in cui le due matrici di calibrazione siano entrambe uguali pos-
siamo considerare che le due immagini siano scattate dalla stessa fotocamera
che si è spostata da un punto all'altro dello spazio riprendendo una scena
statica. In tal caso Tij appartiene al gruppo SPK(3,R) e possiamo generare
una vista virtuale esponenziando la matrice Tij :

x(t) ∼= [I|0]T tijXi (5.2)

Al variare di t in [0, 1] l'immagine virtuale sarà data dalla fotocamera che
dalla posizione iniziale di Pi per t = 0 si muove in modo regolare lungo la
traiettoria esponenziale �no a giungere a Pj per t = 1. Il problema è che in
generale non si conosce nè Tij nè il punto X, ma solamente la ricostruzione
ottenuta con il modello di struttura a�ne relativa.

Si noti prima di proseguire che, avendo matrici di calibrazione identiche,
la quantità

K

(
Rij +

tnT

dπ

)
K−1 = A∞ij − eji

vTi
ci

è indipendente dal fattore di scala scelto per le matrici di proiezione. Per
questioni di chiarezza, nel seguito si farà riferimento a questa scala per l'o-
mogra�a indotta dal piano indicando tale matrice con ARij(π). Nel caso

particolare dell'omogra�a in�nita si avrà AR∞ij = KRijK
−1. Analogamen-

te si indicherà con eRji l'epipolo riscalato in modo tale che eRji = PjCi con

Ci = [C̃i, 1], il quale dipende però dalla scelta della scala di Pj . Si indiche-
rà invece con eji l'epipolo scalato come è stato utilizzato nel calcolo della
ricostruzione per mezzo della struttura a�ne relativa e con Aij(π) l'omogra-
�a riscalata in modo tale da soddisfare il vincolo sul punto di riferimento
x0
j
∼= Aij(π) + eji. Dunque si avrà

Tij =

[
AR∞ij eRji
0T 1

]
(5.3)
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5.2 Sintesi a partire dalla ricostruzione

Consideriamo dunque la ricostruzione
(
P̃i, P̃j ,X

P
)
ottenuta con il mo-

dello di struttura a�ne relativa:
P̃i = [I|0]

P̃j = [Aij(π)|eji]
XP = [xTi , µ]T

In analogia a come abbiamo calcolato Tij , le proiezioni xi e xj possono essere
scritte come

xi ∼= [I|0]SiX
P

xj ∼= [I|0]SjX
P

dove

Si =

[
P̃i
0T 1

]
= I

Sj =

[
P̃j
0T 1

]
=

[
Aij(π) eji
0T 1

]
.

In questa forma si ha che

xi ∼= [I|0]XP

xj ∼= [I|0]SijX
P .

Calcolando esplicitamente Sij , questa volta si ottiene immediatamente

Sij = SjS
−1
i = Sj =

[
Aij(π) eji
0T 1

]
(5.4)

dove l'omogra�a indotta dal piano π e l'epipolo sono noti e riscalati nello
stesso modo in cui sono utilizzati per la ricostruzione tramite la struttura
a�ne relativa a di�erenza di Tij dove la scala di Aij e eji è incognita ed è
legata alla scala delle matrici di proiezione Pi e Pj .

A di�erenza del caso precedente adesso si conosce sia Sij che X
P
i = XP

e sarebbe bello poter generare una nuova vista ponendo

x(t) ∼= [I|0]StijX
P .

Questo purtroppo non è sempre possibile perchè, anche se Sij appartenesse
ad un gruppo di Lie (al limite possiamo considerare direttamente GL(4,R))
ed anche se Ki = Kj , in generale non esiste un mor�smo da SE(3,R) o da
SP (3,R) che permetta di ottenere Sij e quindi non si può garantire l'esi-
stenza di un logaritmo nell'opportuna algebra di Lie e le buone proprietà
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dell'eventuale traiettoia Stij . Questo avviene perchè il termine Aij(π) della
matrice a blocchi Sij è proporzionale a

K

(
Rij +

tnT

dπ

)
K−1 = A∞ij − eji

vTi
ci

dove il termine dovuto al piano di riferimento crea problemi. Si potrebbe
pensare di procedere in questo modo se il piano di riferimento π è all'in�nito.

In tal caso il termine tnT

dπ
(e di conseguenza anche eji

vTi
ci
) è nullo e

Sij =

[
A∞ij eji
0T 1

]
.

Allora si potrebbe scomporre Sij come[ √
λK 0

0T 1

] [
R eji
0T 1

][ 1√
λ
K−1 0

0T 1

]
con A∞ij = λA∞ij . Purtroppo non è ancora detto che Sij appartenga ad un
gruppo speciale proiettivo perchè il fattore di scala tra λ può essere negativo.
Ad ogni modo bisogna notare anche che la proiezione ottenuta esponenziando
Sij sia la stessa ottenuta esponenziando Tij per via della trasformazione
proiettiva che lega la ricostruzione alla scena originale. Qualora sia possibile
farlo, procedendo in questo modo si perderebbe il signi�cato geometrico del
problema.

5.3 La matrice di calibrazione della scena

Nel paragrafo (3.4) è stata introdotto il concetto di struttura a�ne rela-
tiva facendo riferimento alla fotocamera i. Allo stesso modo si può ottenere
una ricostruzione scambiando il ruolo delle due fotocamere ottenendo quin-
di una nuova ricostruzione che sarà di�erente dalla prima. Si considerino
dunque tali ricostruzioni.

P̃i = [I|0]

P̃j = [Aij(π)|eji]
XP
i = [xTi , µi]

T


P̂i = [Aji(π)|eij ]

P̂j = [I|0]

XP
j = [xTj , µj ]

T



5.3. LA MATRICE DI CALIBRAZIONE DELLA SCENA 91

Per il teorema di ricostruzione proiettiva esiste un'omogra�a H̃ tale che

P̃i ∼= [I|0] ∼= PiH̃
−1

P̃j ∼= [Aij(π)|eji] ∼= PjH̃
−1

XP
i
∼= H̃X

D'altra parte si ha che X ∼= T−1
i Xi. Si ponga Hi = H̃T−1

i e si avrà

XP
i
∼= HiXi.

Inoltre si ha che per un punto X la struttura a�ne relativa µi è

µi =
d

d0

z0
i

zi
=

πTX

πTX0

z0
i

zi

Infatti la distanza di un punto X = [X̃
T
, x4]T da un piano π = [vT , c]T è

d =
|πTX|
|x4| ‖v‖

∼= πTX.

Per l'invarianza del prodotto scalare rispetto al sistema di riferimento si ha
che

µi =
πTi Xi

πTi X
0
i

z0
i

zi
.

D'altra parte, ponendo xi = [x, y, 1]T ,il punto Xi ha coordinate euclidee
ziI
−1xi, cioè

zixi = [I|0]Xi

Dunque

XP
i =

[
xi
µ

]
=

[ 1
zi

[I|0]
πTi

πTi X
0
i

z0i
zi

]
Xi
∼=

[
[I|0]
z0i

πTi X
0
i
πTi

]
Xi

Da cui osserviamo che

Hi
∼=

[
[I|0]
z0i

πTi X
0
i
πTi

]
Con un discorso del tutto analogo si ha che per la seconda ricostruzione esiste
una matrice Hj tale che X

P
j
∼= HjXj e che ha forma

Hj
∼=

[
[I|0]
z0j

πTi X
0
i
πTj

]
.

Dunque, siccome Xj
∼= TijXi, si avrà

XP
j
∼= HjTijH

−1
i XP

i
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Ponendo Dij
∼= HjTijH

−1
i , πi = [vTi , ci]

T e πj = [vTj , cj ]
T si può calcolare

esplicitamente tale prodotto giungendo così a

Dij =

 AR∞ij − eRji
vTi
ci

eRji
1
ci

πTi X
0
i

z0i

0T
z0j
z0i

 (5.5)

Si noti che il termine AR∞ij − eRji
vTi
ci

è proprio l'omogra�a indotta dal piano

π = [vTi , ci]
T e che, avendo a disposizione un numero su�ciente di coppie

(XP
i , X

P
j ) di punti ricostruiti, la matrice Dij è osservabile a meno di una

costante. Si normalizzi dunque la matrice D?
ij osservata in modo tale che

abbia la forma

D?
ij =

[
A?ij(π) e?ji
0T 1

]
dove A?ij(π) è un opportuno multiplo di ARij(π) e e?ji è un multiplo di eRji. Si
avrà la seguente proporzionalità[

A?ij(π) e?ji
0T 1

]
∼=

 AR∞ij − eRji
vTi
ci

eRji
1
ci

πTi X
0
i

z0i

0T
z0j
z0i


da cui si ricava che

A?ij(π) =
z0
i

z0
j

(
AR∞ij − eRji

vTi
ci

)
. (5.6)

In particolare, se il piano di riferimento è all'in�nito si avrà

A?∞ij =
z0
i

z0
j

AR∞ij .

Notiamo ora un fatto molto utile per il calcolo di D?
ij . Scrivendo espli-

citamente l'equazione XP
j
∼= D?

ijX
P
i si ottiene per ogni coppia di punti

corrispondenti il sistema {
xj ∼= A?ij(π)xi + µie

?
ji

µj ∼= µi

In particolare, per la coppia (x0
i ,x

0
j ) si avrà µi = 1, quindi anche A?ij e

e?ji sono riscalati in modo da soddisfare il vincolo sul punto di riferimento
esattamente come Aij(π) e eji. Siano dunque bπ e δ le costanti tali che{

Aij(π) = bπA
?
ij(π)

eji = δe?ji

Sostituendo nell'equazione precedente si ottiene

xj ∼=
1

bπ
Aij(π)xi +

µi
δ
eji ∼= Aij(π)xi +

µibπ
δ

eji
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da cui, considerando il punto di riferimento X0, si osserva subito che δ = bπ.
Sia ora c la costante tale che{

cbπxj = Aij(π)xi + µieji
cµj = µi

(5.7)

Si ha che

c =
µi
µj

=
z0
i

z0
j

zj
zi

(5.8)

è indipendente dal piano di riferimento π e vale 1 per la coppia (x0
i ,x

0
j ).

Quindi la costante bπ è subito nota da

bπx
0
j = Aij(π)x0

i + eji

In altre parole si può calcolare direttamente D?
ij con

D?
ij =

[ 1
bπ
Aij(π) 1

bπ
eji

0T 1

]
senza doverla stimare dalle coppie (XP

i ,X
P
j ). Ad ogni modo sperimental-

mente si nota che in caso di misurazioni imprecise il procedimento risulta
meno robusto.

Proposizione 5.1 (Matrice di calibrazione della scena) Si consideri la

matrice Vj = HiH
−1
j e si ponga D̂ij = VjDij. Allora l'applicazione

ϕ : SPK(3,R)→ GL(4,R)|D̂ij = ϕ(Tij) = HiTijH
−1
i

è un mor�smo tra gruppi di Lie con di�erenziale

Dϕ(X) = HiXH
−1
i .

Inoltre ∀t ∈ R
x(t) ∼= [I|0]D̂t

ijX
P
i
∼= [I|0]T tijXi

La matrice Vj è detta matrice di calibrazione della scena.

Dimostrazione. E' chiaro che D̂ij è invertibile perchè

D̂ij = VjDij = HiH
−1
j HjTijH

−1
i = HiTijH

−1
i

è il prodotto di matrici invertibili. Dunque D̂ij ∈ GL(4,R). Inoltre l'appli-
cazione

ϕ : SPK(3,R)→ GL(4,R)|D̂ij = ϕ(Tij) = HiTijH
−1
i

è un mor�smo tra gruppi di Lie perchè

ϕ(T1)ϕ(T2) = HiT1H
−1
i HiT2H

−1
i = HiT1T2H

−1
i = ϕ(T1T2).
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Dunque esiste sempre un logaritmo di D̂ij nell'algebra gl(3,R), cioè sempli-
cemente un logaritmo reale. Il di�erenziale di ϕ è

Dϕ(X) =
d

dt
ϕ(eXt)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
Hie

XtH−1
i

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
Hie

XtH−1
i

∣∣∣∣
t=0

= HiXH
−1
i

Dunque

D̂t
ij = eln(D̂ij)t = Hie

ln(Tij)tH−1
i = HiT

t
ijH

−1
i

In�ne, osservando che [I|0]Hi = [I|0] e che XP
i
∼= HiXi

x(t) ∼= [I|0]T tijXi = [I|0]HiT
t
ijH

−1
i XP

i = [I|0]D̂t
ijX

P
i

2

La proposizione (5.1) è importante perchè fornisce un modo per generare
una proiezione virtuale esattamente come se conoscessimo la ricostruzione
`vera' della scena e la matrice Tij , rispettando così l'interpretazione geome-
trica dello spostamento rigido delle fotocamere. Inoltre, siccome Dij non è
nota la matrice che si dovrà esponenziare sarà VjD

?
ij che comunque è pro-

porzionale a D̂ij . Questo però è possibile solo a patto di conoscere la matrice
Vj = HiH

−1
j . Calcolando esplicitamente tale matrice si ha

Vj =

[
I 0

z0i
πTi X

0
i

(
vTi −

ci
cj
vTj

)
ci
cj

z0i
z0j

]
(5.9)

Vi dipende solo dal piano di riferimento π espresso negli opportuni sistemi
di riferimento e dal punto X0 e per questo prende il nome di matrice di
calibrazione della scena. Purtroppo si può osservare subito che tali elementi
non sono in generale noti a meno che il piano di riferimento π sia all'in�nito.
In tal caso vi = vj = 0 e ci = cj e le matrici (5.9) e (5.5) si sempli�cano in

Vj =

[
I 0

0T
z0i
z0j

]

Dij =

 AR∞ij eRji
X0

4i

z0i

0T
z0j
z0i

 .
dove X0

4i è la coordinata di scala del punto di riferento. Inoltre in tal caso

VjDij =

[
AR∞ij eRji

X0
4i

z0i
0T 1

]
(5.10)
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La matrice Dij osservata sarà invece

D?
ij =

[
A?∞ij e?ji
0T 1

]
=

[
z0i
z0j
AR∞ij e?ji

0T 1

]

poichè dall'equazione (5.6) si ha A?∞ij =
z0i
z0j
AR∞ij . Dunque la matrice che si

può ottenere per generare nuove viste sarà

VjD
?
ij =

[
A?∞ij e?ji

0T
z0i
z0j

]
=

 z0i
z0j
AR∞ij e?ji

0T
z0i
z0j

 ∼= VjDij (5.11)

Comparando (5.10) e (5.11) si osserva subito che la costante di propor-

zionalità tra le due matrici è proprio il rapporto
z0i
z0j
, per cui

VjDij =

[
AR∞ij eRji

X0
4i

z0i
0T 1

]
=

[
AR∞ij

z0j
z0i

1
b∞
eji

0T 1

]
Per riassumere, prendendo come riferimento il piano all'in�nito, si utiliz-

zerà una matrice A∞ij nella ricostruzione, che è AR∞ij riscalata in modo tale
da soddisfare il vincolo sul punto di riferimento. In seguito si può ricava-

re il rapporto
z0i
z0j

dalla matrice A?∞ij osservata notando che con matrici di

calibrazione identiche si ha det(A∞ij ) = det(KRijK
−1) = 1.

Ancora una volta, dunque, il problema si riconduce a ricavare in qualche

modo l'omogra�a AR∞ij oltre che il rapporto
z0i
z0j
.

5.4 Calcolo dell'omogra�a in�nita

In letteratura vi sono molti articoli riguardo al calcolo dell'omogra�a
in�nita. Avendo a disposizione tre punti di fuga, che sono proiezioni di punti
all'in�nito, la matrice A∞ij è ottenibile risolvendo il sistema{

pj
∼= A∞ij pi

eji ∼= A∞ij eij

Questo purtroppo non è sempre possibile in quanto in generale non vi so-
no nelle immagini gli elementi necessari per il calcolo di tre punti di fuga e
spesso, qualora sia possibile ottenerli, gli errori numerici sono considerevoli
perchè si deve calcolare intersezioni di rette quasi parallele tra loro. Al con-
trario è molto più frequente che in una foto si incontrino dei piani paralleli
che racchiudono di per sé gran parte delle informazioni riguardo al posiziona-
mento del piano all'in�nito. Due piani paralleli infatti si intersecano in una
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retta all'in�nito e calcolando un solo punto di fuga si hanno tutte le infor-
mazioni necessarie. In alternativa due coppie di piani paralleli individuano
due rette all'in�nito che a loro volta individuano il piano all'in�nito. Altre
vie sono state proposte in [16] e [17].

Si supponga ora di avere a disposizione nelle due immagini una coppia di
piani paralleli che nel sistema di riferimento della prima fotocamera avranno
coordinate πi = [vTi , ci]

T e ωi = [wT
i , di]

T . Per ognuno dei due piani si avrà

A?ij(π) =
z0
i

z0
j

(
AR∞ij − eRji

vTi
ci

)
(5.12)

A?ij(ω) =
z0
i

z0
j

(
AR∞ij − eRji

wT
i

di

)
Sottraendo la seconda equazione dalla prima

A?ij(π)−A?ij(ω) =
z0
i

z0
j

eRji

(
wT
i

di
− vTi

ci

)
(5.13)

Si noti ora che, per qualunque coppia di piani π e ω la matrice A?ij(π)−A?ij(ω)
soddisfa

(
A?ij(π)−A?ij(ω)

)
=

ejie
T
ji

‖eji‖2
(
A?ij(π)−A?ij(ω)

)
cioè ha come colonne multipli dell'unico autovettore di

ejie
T
ji

‖eji‖2
, che è simme-

trica de�nita strettamente positiva e ha rango unitario,un unico autovalore
non nullo uguale a 1 ed è indipendente dalla scala dell'epipolo. Inoltre l'u-
nico autovettore è proprio eji. In altre parole la di�erenza tra le omogra�e
indotte da due piani generici può essere sempre scritta come

(
A?ij(π)−A?ij(ω)

)
= ejiy

T

con y ∈ R3.

A questo punto si sfrutta il parallelismo tra i due piani, cioè wT
i = γvTi e si

ottiene

A?ij(π)−A?ij(ω) =
z0
i

z0
j

eRjiα
vTi
ci

(5.14)

con

α = ci

(
γ

di
− 1

ci

)
=
γci
di
− 1 (5.15)
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Ricavando da (5.14)
vTi
ci

e sostituendolo in (5.12) si può esprimere l'omogra�a
in�nita nella forma seguente

AR∞ij =
z0j
z0i

(
A?ij(π) + 1

α

ejie
T
ji

‖eji‖2

(
A?ij(π)−A?ij(ω)

))
(5.16)

=
z0j
z0i

(
A?ij(π) + 1

α

(
A?ij(π)−A?ij(ω)

))
dove i termini il rapporto

z0j
z0i

e 1
α sono incogniti.

Imponendo il vincolo det
(
AR∞ij

)
= 1 si ha una equazione con due incognite

ed è necessario fornire ulteriori vincoli per ricavare l'omogra�a in�nita AR∞ij .
Intuitivamente, dato che due piani paralleli si intersecano in una retta all'in-
�nito, è necessario fornire un punto all'in�nito non giacente su tale retta o
informazioni equivalenti. Ad esempio si può procedere ricercando nelle due
immagini un punto di fuga che non sia sui piani oppure un'altra coppia di
piani paralleli.
Innanzi tutto si osservi che una volta ottenuta la matrice AR∞ij , questa sarà
riscalata rispetto al punto di riferimento, cioè si cercherà λ tale che

x0
j
∼= λAR∞ij x0

i + eji

e poi per qualunque coppia di punti corrispondenti (xi,xj) si avrà

γxj = λAR∞ij xi + µ∞eji. (5.17)

Sostituendo (5.16) in (5.17)

γxj = λ
z0
j

z0
i

A?ij(π)xi + λ
z0
j

z0
i

1

α

(
A?ij(π)−A?ij(ω)

)
xi + µ∞eji. (5.18)

Siano ora bπ e bω le costanti tali che

bπA
?
ij(π) = Aij(π)

bωA
?
ij(ω) = Aij(ω)

Per come sono riscalate le omogra�e Aij(π) e Aij(ω) si ha

cπxj = bπA
?
ij(π)xi + µπeji

cωxj = bωA
?
ij(ω)xi + µωeji

con bπ,bω,cπ,cω,µπ e µω note. Per comodità si ponga

Cπ = cπ
bπ

Cω = cω
bω

Mπ = µπ
bπ

Mω = µω
bω
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Facendo riferimento a (5.7) e (5.8) si osserva che, per ogni coppia di punti,
le costanti Cπ e Cω sono uguali tra loro

Cπ = Cω =
z0
i

z0
j

zj
zi
.

Ponendo dunque C = Cπ = Cω si ha

A?ij(π)xi = Cxj −Mπeji

A?ij(ω)xi = Cxj −Mωeji

e sostituendo in (5.18) si giunge a

γxi = Cλ
z0
j

z0
i

xi +

(
µ∞ − λ

z0
j

z0
i

(
Mπ +

1

α
(Mπ −Mω)

))
eji (5.19)

da cui si ricava il seguente sistema γ = Cλ
z0j
z0i

µ∞ = λ
z0j
z0i

(
Mπ + 1

α (Mπ −Mω)
)

in cui la prima equazione non fornisce nessuna informazione utile. Si consi-
deri dunque solo la seconda che è soddisfatta da ogni coppia di punti (xi,xj).
In particolare, prendendo (x0

i ,x
0
j ), per come sono riscalate tutte le omogra�e

si ha che µ∞ = µπ = µω = 1. Dunque

1 = λ
z0
j

z0
i

(
1

bπ
+

1

α

(
1

bπ
− 1

bω

))
(5.20)

Usando due piani paralleli ed un punto di fuga non giacente sui

piani

Si supponga ora di conoscere un punto all'in�nito P le cui proiezioni sono
i punti di fuga pi e pj . In generale si ha che solo il termine µ∞ = 0 e si
ottiene dunque  0 = λ

z0j
z0i

(
Mπ + 1

α (Mπ −Mω)
)

1 = λ
z0j
z0i

(
1
bπ

+ 1
α

(
1
bπ
− 1

bω

)) (5.21)

che risolto fornisce { 1
α = −Mπ

Mπ−Mω

λ
z0j
z0i

=
(

1
bπ

+ 1
α

(
1
bπ
− 1

bω

))−1
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Si ottenengono così gli elementi per calcolare λAR∞ij da (5.16). In�ne, dal
vincolo sul determinante si ha che

det(λAR∞ij ) = λ3

per cui si può ricavare λ, AR∞ij ed il rapporto
z0j
z0i
. Si noti che in questo caso

risolvere (5.21) in questo modo è equivalente a risolvere il sistema{
γpj = A∞ij pi =

z0j
z0i

(
Aij(π) + 1

α (Aij(π)−Aij(ω))
)
pi

det(A∞ij ) = 1

Se però il punto di fuga appartiene ai piani paralleli si ha Mπ = Mω = 0 e
non si ha modo di risolvere il sistema.

Usando due coppie di piani paralleli

Avendo a disposizione un'altra coppia di piani paralleli π′ = [v′Ti , c
′
i]
T e

ω′ = [w′Ti ,d
′
i]
T , procedendo in modo analogo a quanto fatto �n'ora si giunge

a

µ∞ = λ
z0
j

z0
i

(
Mπ +

1

α
(Mπ −Mω)

)
= λ

z0
j

z0
i

(
M ′π +

1

α′
(
M ′π −M ′ω

))
(5.22)

Si ha un'equazione di questa forma per ciascuna coppia di punti (xi,xj).
Per cui, avendo a disposizione almeno due coppie si può calcolare 1

α e 1
α′ .

In�ne, sostituendo α in (5.16) il vincolo sul determinante di A∞ij permette di

ricavare
z0j
z0i
.

5.5 Posizione dei centri delle fotocamere

Si consideri l'espressione della costante α nell'equazione (5.15). Ricor-
dando che, dati due piani π = [vT , c]T e ω = [wT , d], la loro distanza con
segno dall'origine degli assi è data da

d(π,0) = − c

‖v‖

d(ω,0) = − d

‖w‖

Se i due piani sono paralleli, cioè se w = γv, allora il rapporto fra le due
distanze è

d(π,0)

d(ω,0)
=
|γ| c
d
.
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Si consideri dunque

α+ 1 =
γc

d

In valore assoluto α + 1 è uguale al valore assoluto rapporto fra le distanze
d(π,0) e d(ω,0). Per quel che riguarda il segno, invece, α+ 1 è negativo se
l'origine si trova fra i due piani ed è positivo altrimenti (si tralasci il caso in
cui giaccia su uno dei due piani). Infatti:

• se i due piani hanno la stessa orientazione, cioè se γ > 0, allora

α+ 1 =
γc

d
=
|γ| c
d

=
d(π,0)

d(ω,0)

Dunque α + 1 < 0 se l'origine si trova fra i due piani perchè le due
distanze hanno segno opposto;

• se i due piani non hanno la stessa orientazione γ < 0, dunque

α+ 1 =
γc

d
= −|γ| c

d
= −d(π,0)

d(ω,0)

che ancora una volta è negativo se l'origine si trova fra i due piani
perchè questa volta le due distanze hanno lo stesso segno.

Dunque si può esprimere la costante α come

α+ 1 = s

∣∣∣∣d(π,0)

d(ω,0)

∣∣∣∣
con s < 0 se l'origine degli assi è fra i due piani e s > 0 altrimenti. In�ne,
considerato che in (5.15) i piani π e ω sono espressi nel sistema di riferimento
in cui l'origine degli assi coincide con il centro della fotocamera i, si può
concludere che α+ 1 è in valore assoluto il rapporto delle distanze del centro
della fotocamera i dai due piani paralleli ed è negativa se la fotocamera,
al momento della foto, si trovava tra i due piani. Ciò permette di ricavare
quantità metriche interessanti a partire dalle fotogra�e.
Si faccia riferimento ad esempio alla �gura 5.1. I punti A′ e B′ giacciono
sui piani paralleli π e ω e contemporaneamente su una retta ortogonale ai
due piani. Nell'immagine tale retta interseca la retta all'in�nito dei piani
(o, meglio, la proiezione della retta all'in�nito in cui si intersecano i piani)
in un punto D. La retta all'in�nito è l'intersezione di un piano parallelo
ai due piani con il piano focale, dunque α + 1 corrisponde al rapporto fra
le lunghezze |AD| e |DB| (�g.5.2). Sia C ′ un qualunque punto sulla retta
congiungente A′ e B′. L'applicazione che porta A′,B′,C ′ e D′ dallo spazio in
A,B,C,D nell'immagine è un'omogra�a della retta P1. Dunque si conserva
il cross-ratio dei quattro punti:

Cross =
|AD| |AC|
|DB| |CB|

=
|A′D′| |A′C ′|
|D′B′| |C ′B′|
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Figura 5.1: E' possibile ottenere informazioni metriche a partire dalla
costante α

dove il termine a sinistra è noto perché sono rapporti di distanze misurabili
dall'immagine, mentre nel termine a destra è noto il rapporto

|A′D′|
|D′B′|

= s(α+ 1).

Dunque, conoscendo la posizione di C ′ si può calcolare la distanza fra i due
piani π e ω. Viceversa, conoscendo la distanza tra i due piani è possibile
posizionare il punto C ′.

Lo stesso discorso è valido per qualunque retta che interseca i piani π e ω
con l'unico accorgimento che in tal caso |A′B′| non è più la distanza fra i due
piani (�g.5.3,5.4). Infatti in tal caso sia ϑ l'angolo fra la retta dei quattro
punti nello spazio e la retta per D′ ortogonale ai piani. Allora

|A′D′|
|D′B′|

=
|A′′D′′| cos(ϑ)

|D′′B′′| cos(ϑ)
= s(α+ 1).
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Figura 5.2: Il cross ratio tra A,B,C,D e A′, B′, C ′, D′ si conserva.

Figura 5.3: E' possibile ottenere informazioni metriche a partire dalla co-
stante α anche quando A e B non giacciono su una retta ortogonale ai
piani
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Figura 5.4: Lo stesso ragionamento vale per qualunque retta anche non
ortogonale ai piani
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Capitolo 6

Applicazioni

6.1 Simulazione con dati esatti

Per prima cosa si è veri�cato che la generazione di viste virtuali è e�etti-
vamente possibile per mezzo di una simulazione. E' stato generato un cubo
di vertici

(1, 1, 1) (1, 1,−1) (1,−1, 1) (1,−1,−1)
(−1, 1, 1) (−1, 1,−1) (−1,−1, 1) (−1,−1,−1)

Le fotocamere sono state simulate fornendo i parametri di calibrazione,
gli angoli di eulero per le rotazioni e i centri in coordinate euclidee. Le gran-
dezze sono poi state tutte riscalate in pixel impostando un rapporto di 100
pixels per un'unità. Le proiezioni dei punti del cubo sono state visualizzate
come se fossero e�ettivamente due fotogra�e di risoluzione 1024×768 con gli
assi orientati come di consueto nelle immagini digitali ed il punto principale
coincidente con il centro della fotogra�a. In seguito si sono de�niti i piani
π = [vT , x]T ,ω = [γvT , d]T dando il vettore v e le costanti γ,c e d (quest'ul-
timi riscalati poi in pixels) e sono stati generati casualmente dei punti su tali
piani. A seconda dei casi si fornisce un punto all'in�nito P = [P1, P2, P3, 0]T

a caso oppure un'altra coppia di piani paralleli π′ e ω′ come in precedenza.
In particolare, nella simulazione che presentiamo si sono posti i parametri
riportati nelle tabelle 6.1,6.2,6.3.

Pixel rate PR = 100

Distanza focale f = 3PR

Fattore scala asse x mx = 1

Fattore scala asse y my = 1

O�set asse x px = 1024/2

O�set asse y py = 768/2

Tabella 6.1: Parametri di calibrazione delle fotocamere
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αi 0

βi 0

γi −π/20

C̃i [3, 0,−4]TPR

αi 0

βi π/12

γi π/20

C̃i [−3, 0,−4]TPR

Tabella 6.2: Angoli di Eulero e centri delle fotocamere

v [1, 0, 0]T

c −4PR

d 15PR

γ 1

v′ [0, 0, 1]T

c′ −4

d′ 8

γ′ 1

P [1, 2, 3, 0]T

Tabella 6.3: Piani di riferimento e punto all'in�nito

Con tali dati è possibile calcolare tutte le quantità utili per e�ettuare poi
un riscontro con le stime. In particolare si calcola la matrice di calibrazione
K,le matrici di rotazione delle fotocamere e la rotazione relativa Rij ,le ma-
trici di proiezione Pi e Pj , le omogra�e indotte dai piani, l'omogra�a in�nita
AR∞ij = KRijK

−1 e la matrice Tij , gli epipoli e la matrice fondamentale.

Inoltre, prendendo come punto di riferimento il punto [1, 1, 1]T del cubo si
può calcolare anche il rapporto zi

zj
. In particolare l'omogra�a in�nita è

AR∞ij =

 1.0383 −0.2416 58.6226
−0.2519 0.5906 382.0459
0.0001 −0.0009 1.2068

 ,
mentre la matrice VjDij da esponenziare è

VjDij =


1.0383 −0.2416 58.6226 592.6130
−0.2519 0.5906 382.0459 −93.8607
0.0001 −0.0009 1.2068 −0.0000

0 0 0 1.0000

 .
Proiettando i punti del cubo si ottengono le fotogra�e in �gura (6.1) e (6.2).
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Figura 6.1: Fotogra�a del cubo presa dalla fotocamera i.

Figura 6.2: Fotogra�a del cubo presa dalla fotocamera j.
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A questo punto dalle proiezioni dei punti del cubo e dei punti sui piani si
può procedere alla stima dell'omogra�a in�nita. Innanzi tutto viene stimata
la matrice fondamentale F e gli epipoli che sono e�ettivamente proporzio-
nali a quelli teorici. In seguito si stimano le omogra�e Aij(π),Aij(ω) e le
inverse con un algoritmo DLT (Direct Linear Transformation) oppure con
algoritmi non lineari presenti nella libreria VGG MultiView Compute Libra-

ry per Matlab (cft.[1, pag.106],[27]). Tali omogra�e sono poi scalate in modo
da soddisfare il vincolo sul punto di riferimento. In�ne per tutti i punti si
calcolano le ricostruzioni XP

i (π),XP
j (π),XP

i (ω),XP
j (ω), si stimano la matrici

D?
ij(π),D?

ij(ω),A?ij(π),A?ij(π), le costanti bπ,bω e le costanti Mπ,Mω per tutti
i punti a disposizione come descritto nei paragra� 5.3 e 5.4. Nel caso di
due coppie di piani paralleli lo stesso viene e�ettuato per π′ e ω′. A questo
punto, se si ha a disposizione il punto all'in�nito aventi proiezioni pi e pj , si
risolve il sistema (5.21) ottenendo così la costante α e da (5.16) si calcola il

rapporto
z0i
z0j

e l'omogra�a in�nita che risulta uguale a quella teorica.

Se invece si è nel caso delle due coppie di piani paralleli, si risolve ai mini-
mi quadrati (5.22) utilizzando tutti i punti a disposizione per calcolare α e
si procede come nel caso precedente per ritrovare AR∞ij . In entrambi i casi

l'errore relativo in norma nella stima è dell'ordine di 10−9.

A questo punto si calcolano le ricostruzioni di ogni punto utilizzando il
piano di riferimento all'in�nito, si stima D?∞

ij usando tutti i punti a disposi-
zione, si calcola VjDij e la si riscala in modo che abbia autovalori di modulo
unitario. Si generano in�ne nuove viste del cubo da

x(t) ∼= [I|0](VjDij)
tXP

i

e si può riscontrare visivamente che, per t ∈ [0, 1], la proiezione `si muove' in
modo continuo dalla vista i alla vista j esattamente come se la fotocamera si
fosse mossa in modo continuo dalla posizione della fotocamera i alla posizione
della fotocamera j lungo la traiettoria generata esponenziando la matrice Tij
(�g.6.3). La traiettoria descritta dal centro della fotocamera è rappresentata
in �gura (6.4).

Lo stesso risultato si ottiene invertendo il ruolo delle due fotocamere,
stimando cioè AR∞ji , D?∞

ji e calcolando ViDji. In tal caso la traiettoria parte
dalla vista i per arrivare alla vista j ripercorrendo lo stesso percorso ottenuto
in precedenza, ma in senso inverso.

6.2 Simulazione con rumore gaussiano

Si è ripetuto tutto il procedimento precedente sporcando i dati con errori
gaussiani di media nulla e una deviazione standard variabile in pixel. Più
precisamente, dopo aver generato tutti i punti del cubo e sui piani e dopo aver
calcolato le proiezioni, queste ultime sono state modi�cate aggiungendo degli
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Figura 6.3: Interpolazione per t ∈ [0, 1] delle due immagini. Il cubo si muove
in modo continuo da una vista all'altra.

Figura 6.4: Traiettoria descritta dal centro della fotocamera che si sposta
dalla posizione i alla posizione j.
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Figura 6.5: Errore relativo sulla stima di A∞ij al variare della deviazione
standard dell'errore sulle misurazioni

errori che simulano gli errori di misura in una fotogra�a vera. Si tenga conto
che in generale tali misurazioni hanno un errore medio di pochi pixels. Si è
osservato che il procedimento è abbastanza robusto per deviazioni piccole.
Lanciando delle simulazioni con diversi valori della deviazione standard si
ottiene un errore relativo sulla stima di A∞ij che sembra crescere in modo
esponenziale rispetto alla deviazione (�g.6.5).

Nonostante sia opportuno cercare di minimizzare tali errori di stima per-
ché entreranno nell'esponenziale, un riscontro visivo sulla sintesi di nuove
immagini permette di a�ermare che il procedimento da buoni risultati (�g.
6.6,6.7,6.8).

In�ne si nota che in generale il procedimento è più preciso se si hanno
due coppie di piani paralleli, in tal caso si stima A∞ij con un numero maggiore
di punti rispetto che un solo punto di fuga, il quale a sua volta deve essere
calcolato come intersezione di diverse rette che a loro volta saranno a�ette
da errori di misura.

6.3 Applicazione a foto reali

Per prima cosa si è applicato tutto il procedimento ad una coppia di foto
sintetiche costruite in modo tale che avessero tutti gli elementi necessari al-
l'interpolazione. Il problema principale consiste nella precisione nelle misure
delle coordinate dei punti sulle immagini e la riorganizzazione dei dati che
deve essere molto ordinata. Per questo motivo è preferibile misurare pochi
punti, ma con accuratezza in modo da non ottenere risultati indesiderati.
Inoltre, per minimizzare gli errori nella proiezione si è proceduto a interpo-
lare le traiettorie ottenute utilizzando come riferimento prima una foto e poi
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Figura 6.6: Traiettoria con errori sulle misurazioni con varianza 1pixel.

Figura 6.7: Traiettoria con errori sulle misurazioni con varianza 2pixel.
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Figura 6.8: Traiettoria con errori sulle misurazioni con varianza 3pixel.

l'altra. In altre parole i punti risultanti sono dati da

x(t) ∼= (1− t)[I|0](VjD
∞
ij )tXP

i + t[I|0](ViD
∞
ji )1−tXP

j .

Se le misurazioni sono esatte la traiettoria di �andata� e di �ritorno� coinci-
dono e sono uguali a x(t). In presenza invece di errori di misura è possibile
ridurre l'errore commesso in prossimità delle due foto di riferimento, mentre
l'errore è massimo per t = 1

2 . Nelle immagini 6.9 e 6.10 sono state misurate
le coordinate dei vertici visibili del cubo e le coordinate di quattro punti su
ognuno dei quattro piani presenti. Una volta stimata l'omogra�a indotta
dal piano all'in�nito e calcolate le matrici da esponenziare si è ottenuta la
traiettoria del cubo in �gura 6.11. Lo stesso è stato eseguito sulle foto reali
6.12 e 6.13 ottenendo la traiettoria in �gura 6.14
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Figura 6.9: Foto i sintetica di un cubo

Figura 6.10: Foto j sintetica di un cubo
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Figura 6.11: Traiettoria del cubo tra le due viste

Figura 6.12: Foto i di uno scatolone in un corridoio
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Figura 6.13: Foto j di uno scatolone in un corridoio

Figura 6.14: Proiezioni virtuali dello scatolone
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Conclusione

Nel presente testo è stato mostrato come è possibile generare immagini
virtuali avendo a disposizione due fotogra�e di una stessa scena scattate da
una stessa fotocamera senza modi�care l'ingrandimento. Questo è stato pos-
sibile perché la posizione e l'orientamento della macchina fotogra�ca nello
spazio sono esprimibili per mezzo di una matrice appartenente al gruppo
speciale euclideo, che è un gruppo di Lie lineare in cui la mappa esponen-
ziale dallo spazio tangente nel gruppo è suriettiva. In altre parole, data
la posizione relativa Gij di una fotocamera rispetto all'altra o, meglio, del-
la fotocamera dopo che è stata mossa per scattare la seconda foto, si può
esponenziare tale matrice generando una traiettoria ottimale nello spazio che
porta da una posizione all'altra. Avendo però a disposizione solo le fotogra�e
non si hanno a disposizione gli elementi necessari a procedere direttamente
alla generazione di questa traiettoria, né le posizioni spaziali di tutti i punti
degli oggetti ritratti nelle fotogra�e. Per questo motivo si deve procedere
prima di tutto ad una ricostruzione proiettiva di tutti i punti, che è legata
alla con�gurazione reale tramite un'omogra�a in P3, ed in seguito proiettare
i punti ricostruiti per mezzo di una matrice di proiezione (possiamo dire una
fotocamera virtuale) che è legata alla matrice Gij da un mor�smo tra gruppi
di Lie permettendo così di preservare le buone proprietà del gruppo speciale
euclideo. Questo però è possibile solo a patto di ricavare in qualche modo l'o-
mogra�a A∞ij indotta dal piano all'in�nito. In questo lavoro è proposta una
tecnica per la stima di tale matrice qualora nelle due fotogra�e siano presenti
due piani paralleli ed un punto di fuga oppure due coppie di piani paralleli,
che sono frequentemente presenti in immagini scattate in città e in ambienti
chiusi. Il vantaggio di utilizzare questa tecnica di sintesi di immagini consiste
nel fatto che si può ottenere un'interpolazione �uida e continua da un'im-
magine all'altra ed ha molti sbocchi applicativi ad esempio nel campo della
navigazione virtuale, dove �n'ora il passaggio da un punto di osservazione
al successivo è discreto. Inoltre questo procedimento si limita a realizzare
una ricostruzione a�ne della geometria spaziale ed evita di dover e�ettua-
re una ricostruzione completa che, quando possibile, richiede informazioni
metriche più dettagliate spesso non ottenibili da fotogra�e. In�ne le applica-
zioni pratiche mostrano che questa via è e�ettivamente percorribile e fornisce
spunti per la ricerca a venire. In particolare si dovrà studiare più approfon-
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ditamente quali elementi presenti nelle immagini in�uiscono maggiormente
nella stima delle grandezze in gioco e in che modo. Si dovrà ottimizzare
il procedimento per ridurre la propagazione degli errori tenendo conto per
esempio della particolare forma delle matrici in gioco.Si dovranno adattare
le tecniche già esistenti per il rilevamento automatico di punti corrispondenti
e si dovranno individuare precedimenti per visualizzare nelle viste sintetiche
tutti gli elementi presenti nelle fotogra�e in modo da rendere realistiche le
immagini virtuali.



Appendice A

Codici Matlab

Si riportano in appendice i codici matlab utilizzati per le simulazioni e
per le applicazioni.

A.1 Codici per la simulazione

main.m

clear all

close all

clc

I=diag(ones (3 ,1));

zero =[0;0;0];

%Inserisco i dati acquisiti dalle immagini

dati

%Oppure li simulo

dati_simulazione

generazione_dati

generazione_cubo

%Disegno le due "foto" del cubo

figure

plot_cubo(xi,dim_foto ,1);

figure

plot_cubo(xj,dim_foto ,1);
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%riunisco tutte le misurazioni

if CASE ==2

tutti_xi =[xi ,xi_pi ,xi_omega ,xi_pip ,xi_omegap ];

tutti_xj =[xj ,xj_pi ,xj_omega ,xj_pip ,xj_omegap ];

else

tutti_xi =[xi ,xi_pi ,xi_omega ];

tutti_xj =[xj ,xj_pi ,xj_omega ];

end

%prendo come punto di riferimento

xi0=xi(: ,1);

xj0=xj(: ,1);

%Controllo su pura rotazione

[Control ,temp]= controllo_rotazione(tutti_xi ,tutti_xj ,toll);

'Stima sul controllo di pura rotazione '

temp

'tolleranza '

toll

if Control ==1

%caso pura rotazione

%Se si ha rotazione pura allora ogni punto è

%legato al corrispondente da %omografia infinita

%=> tutti i punti sono proiezioni di punti all 'infinito

'CASO DI PURA ROTAZIONE '

Aij_inf=DLT_ND(tutti_xj ,tutti_xi );

temp=det(Aij_inf );

if temp > 0

zisuzj=temp ^(1/3);

else

zisuzj=-((-temp )^(1/3));

end

Aij_inf=Aij_inf ./ zisuzj;

temp=size(tutti_xi );

Xpi_inf =[ tutti_xi;zeros(1,temp (2))];

VDi=[ Aij_inf zero;zero ' 1];

Aji_inf=DLT_ND(tutti_xi ,tutti_xj );

temp=det(Aji_inf );
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if temp > 0

zjsuzi=temp ^(1/3);

else

zjsuzi=-((-temp )^(1/3));

end

Aji_inf=Aji_inf ./ zjsuzi;

temp=size(tutti_xj );

Xpj_inf =[ tutti_xj;zeros(1,temp (2))];

VDj=[ Aji_inf zero;zero ' 1];

else

%CALCOLO EPIPOLI da F*eij=0 e F'*eji=0

F=fund_mat(tutti_xi ,tutti_xj );

eij=null(F);

FT=fund_mat(tutti_xj ,tutti_xi );

eji=null(FT);

if CASE ==2

'USO DUE COPPIE DI PIANI PARALLELI '

else

'USO DUE PIANI PARALLELI ED UN PUNTO DI FUGA '

end

main_calc %calcola le ricostruzioni

%e le matrici VDi e VDj

end

%Calcolo la proiezione sulla nuova vista

% xt=[I|0]* VDi^t*Xpi

%hld=1 se voglio la scia della traiettoria

hld=1;

vel =0.00001;

figure

for t=0:0.1:1

xt=project(Xpi_inf ,VDi ,t);

plot_cubo(xt,dim_foto ,hld);

end

% %per confrontare con la traiettoria "vera"

% figure

% for t=0:0.01:1

% xt=project(Ti*X,Tij ,t);

% plot_cubo(xt,dim_foto ,hld);

% pause(vel)

% end
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%Calcolo la proiezione sulla nuova vista

% xt=[I|0]* VDj^t*Xpj

figure

for t=0:0.1:1

xt=project(Xpj_inf ,VDj ,t);

plot_cubo(xt,dim_foto ,hld);

pause(vel)

end

% %per confrontare con la traiettoria "vera"

% figure

% for t=0:0.01:1

% xt=project(Tj*X,Tji ,t);

% plot_cubo(xt ,dim_foto ,hld);

% pause(vel)

% end

%

%Disegna la traiettoria del centro della fotocamera

% centro =[];

% Gij=[Rij ,tildeCj -Rij*tildeCi;zero ',1];

% Gi=[Ri ,tildeCi;zero ',1];

% Gj=[Rj ,tildeCj;zero ',1];

%

% for t=0:0.1:1

% temp=expm(logm(Gij)*t)*Gi;

% centro =[centro ,temp (1:3 ,4)];

% pause(vel)

% end

%

% close all;

% plot3_cubo(X);

% hold on

% plot3(centro (1,:), centro (2,:), centro (3,:),'*-');

% axis equal

dati simulazione.m

%CASE=1 se usa un punto di fuga

%CASE=2 se usa due coppie di piani paralleli

CASE =2;

%Se voglio il rumore noise =1;

%deviazione standard del rumore 1/NI*normalestd

noise =0;

dev_std_pix =4; %deviazione standard sulla

%misurazione dei punti in pixel

NI=1/ dev_std_pix;
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%dimensione foto in pixels

altezza =768;

larghezza =1024;

dim_foto =[0 larghezza 0 altezza ];

%rapporto scala tra 1unità e pixels

%1 unità di matlab = 100 pixel

pixel_rate =100;

%Matrice di calibrazione

f=3* pixel_rate; %focal length

mx=1; %scale factor on x axis

my=1; %scale factor on y axis

s=0; %skew

offset_x=larghezza /2; %offsets

offset_y=altezza /2;

%rotazioni angoli di eulero

alpha_i =0;

beta_i =0;

gamma_i=pi/9;

alpha_j =0;

beta_j=pi/12;

gamma_j=pi/20;

%centri euclidei delle fotocamere

tildeCi =[0,0,-4]'* pixel_rate;

tildeCj =[0,0,-8]'* pixel_rate;

%prima coppia di piani paralleli

% pi=[v;c], omega =[gamma*v,d]

v=[1,0,0]';

c=-4* pixel_rate;

d=15* pixel_rate;

gamma =1;

%seconda coppia di piani paralleli

% pi=[vp;cp], omega =[ gammap*vp ,dp]

if CASE ==2

vp=[0,0,1]';

cp=-4* pixel_rate;

dp=8* pixel_rate;

gammap =1;

end

%numero punti da generare sui piani

% campionando da uniforme [A,B]



124 APPENDICE A. CODICI MATLAB

N=25;

A=-20* pixel_rate;

B=20* pixel_rate;

%Punto all 'infinito nel caso

% si utilizzino punti di fuga

if CASE ==1

Vanish =[1,2,3,0]';

end

generazione dati.m

%GENERAZIONE DI DATI SIMULATI

gen_cameras

gen_planes

gen_points

gen cameras.m

%Genera la matrice di calibrazione

K=[mx*f, s, mx*offset_x; 0 , my*f, my*offset_y; 0, 0, 1];

%Genera matrici di rotazione

Ri=gen_rotation(alpha_i ,beta_i ,gamma_i );

Rj=gen_rotation(alpha_j ,beta_j ,gamma_j );

%Genera le matrici di proiezione delle fotocamere

Pi=K*Ri*[I -tildeCi ];

Pj=K*Rj*[I -tildeCj ];

%Rotazione relativa

Rij=Rj*inv(Ri);

Rji=Ri*inv(Rj);

%Centri proiettivi

Ci=[ tildeCi ;1];

Cj=[ tildeCj ;1];

%Epipoli calcolati

eijR=Pi*Cj;

ejiR=Pj*Ci;

%Omografia infinita calcolata

Aij_infR=K*Rij*inv(K);

Aji_infR=K*Rji*inv(K);
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%Matrice fondamentale calcolata

FR=cross(ejiR)* Aij_infR;

Ti=[Pi;zero ',1];

Tj=[Pj;zero ',1];

Tij=Tj*inv(Ti);

Tji=Ti*inv(Tj);

gen planes.m

PL_pi =[v;c];

PL_omega =[gamma*v;d];

if CASE ==2

PL_pip =[vp;cp];

PL_omegap =[ gammap*vp;dp];

%controllo sul parallelismo tra i quattro piani

'Se vengono tutti uguali i piano sono tutti paralleli '

vp./v

end

%calcolo omografie indotte dai piani

PLi_pi=inv(Ti)'*PL_pi;

PLi_omega=inv(Ti)'*PL_omega;

if CASE ==2

PLi_pip=inv(Ti)'*PL_pip;

PLi_omegap=inv(Ti)'* PL_omegap;

end

Aij_piR=Aij_infR -ejiR*( PLi_pi (1:3)/ PLi_pi (4))';

Aij_omegaR=Aij_infR -ejiR*( PLi_omega (1:3)/ PLi_omega (4)) ';

if CASE ==2

Aij_pipR=Aij_infR -ejiR*( PLi_pip (1:3)/ PLi_pip (4)) ';

Aij_omegapR=Aij_infR -ejiR*( PLi_omegap (1:3)/ PLi_omegap (4)) ';

end

gen points.m

%Genero punti casuali nello spazio

% da una distribuzione uniforme su [A,B]

X=[];

for i=1:N
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X(:,i)=[(B-A)*rand+A;(B-A)*rand+A;(B-A)*rand+A;1];

end

%Genero punti casuali appartenenti ai piani

for i=1:N

xtemp =(B-A)*rand+A;

ytemp =(B-A)*rand+A;

ztemp =(B-A)*rand+A;

wtemp=-PL_pi (1:3) '*[ xtemp;ytemp;ztemp ]/PL_pi (4);

X_pi(:,i)=[ xtemp;ytemp;ztemp;wtemp ]/ wtemp;

end

for i=1:N

xtemp =(B-A)*rand+A;

ytemp =(B-A)*rand+A;

ztemp =(B-A)*rand+A;

wtemp=-PL_omega (1:3) '*[ xtemp;ytemp;ztemp ]/ PL_omega (4);

X_omega(:,i)=[ xtemp;ytemp;ztemp;wtemp]/ wtemp;

end

if CASE ==2

for i=1:N

xtemp =(B-A)*rand+A;

ytemp =(B-A)*rand+A;

ztemp =(B-A)*rand+A;

wtemp=-PL_pip (1:3) '*[ xtemp;ytemp;ztemp ]/ PL_pip (4);

X_pip(:,i)=[ xtemp;ytemp;ztemp;wtemp ]/wtemp;

end

for i=1:N

xtemp =(B-A)*rand+A;

ytemp =(B-A)*rand+A;

ztemp =(B-A)*rand+A;

wtemp=-PL_omegap (1:3) '*[ xtemp;ytemp;ztemp ]/ PL_omegap (4);

X_omegap(:,i)=[ xtemp;ytemp;ztemp;wtemp ]/wtemp;

end

end

%Proietto i punti

xi=Pi*X;

xj=Pj*X;

xi_pi=Pi*X_pi;

xj_pi=Pj*X_pi;

xi_omega=Pi*X_omega;

xj_omega=Pj*X_omega;

if CASE ==2
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xi_pip=Pi*X_pip;

xj_pip=Pj*X_pip;

xi_omegap=Pi*X_omegap;

xj_omegap=Pj*X_omegap;

end

%Riscalo tutte le proiezioni

for n=1:N

xi(:,n)=xi(:,n)/xi(3,n);

xj(:,n)=xj(:,n)/xj(3,n);

xi_pi(:,n)=xi_pi(:,n)/ xi_pi(3,n);

xj_pi(:,n)=xj_pi(:,n)/ xj_pi(3,n);

xi_omega(:,n)= xi_omega(:,n)/ xi_omega(3,n);

xj_omega(:,n)= xj_omega(:,n)/ xj_omega(3,n);

end

if CASE == 2

for n=1:N

xi_pip(:,n)= xi_pip(:,n)/ xi_pip(3,n);

xj_pip(:,n)= xj_pip(:,n)/ xj_pip(3,n);

xi_omegap (:,n)= xi_omegap(:,n)/ xi_omegap (3,n);

xj_omegap (:,n)= xj_omegap(:,n)/ xj_omegap (3,n);

end

end

%Sporco i dati con una normale di media 1

% e deviazione standard 1/NI

xi(1:2 ,:)=xi (1:2 ,:)+1/ NI*randn(2,N)* noise;

xj(1:2 ,:)=xj (1:2 ,:)+1/ NI*randn(2,N)* noise;

xi_pi (1:2 ,:)= xi_pi (1:2 ,:)+1/NI*randn(2,N)*noise;

xj_pi (1:2 ,:)= xj_pi (1:2 ,:)+1/NI*randn(2,N)*noise;

xi_omega (1:2 ,:)= xi_omega (1:2 ,:)+1/ NI*randn(2,N)* noise;

xj_omega (1:2 ,:)= xj_omega (1:2 ,:)+1/ NI*randn(2,N)* noise;

if CASE == 2

xi_pip (1:2 ,:)= xi_pip (1:2 ,:)+1/ NI*randn(2,N)* noise;

xj_pip (1:2 ,:)= xj_pip (1:2 ,:)+1/ NI*randn(2,N)* noise;

xi_omegap (1:2 ,:)= xi_omegap (1:2 ,:)+1/ NI*randn(2,N)* noise;

xj_omegap (1:2 ,:)= xj_omegap (1:2 ,:)+1/ NI*randn(2,N)* noise;

end

if CASE== 1

vanish_i=Pi*Vanish;

vanish_j=Pj*Vanish;

end

generazione cubo.m
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A_cubo =[1;1; -1];

B_cubo =[ -1;1; -1];

C_cubo =[-1;-1;-1];

D_cubo =[1; -1; -1];

E_cubo =[1;1;1];

F_cubo =[ -1;1;1];

G_cubo =[ -1; -1;1];

H_cubo =[1; -1;1];

X=[ A_cubo B_cubo C_cubo D_cubo E_cubo F_cubo G_cubo H_cubo ];

X=pixel_rate*X;

N=size(X);

N=N(2);

X=[X;ones(1,N)];

xi=Pi*X;

xj=Pj*X;

for n=1:N

xi(:,n)=xi(:,n)/xi(3,n);

xj(:,n)=xj(:,n)/xj(3,n);

end

xi(1:2 ,:)=xi (1:2 ,:)+1/ NI*randn(2,N)* noise;

xj(1:2 ,:)=xj (1:2 ,:)+1/ NI*randn(2,N)* noise;

controllo rotazione.m

function [control ,temp]= controllo_rotazione(xi,xj,toll);

%restituisce TRUE , cioè 1 se i punti xi , xj

%sono legati da una rotazione pura

Aprova=DLT_ND(xj,xi);

xjj=Aprova*xi;

temp=size(xjj);

temp=temp (2);

for n=1: temp

xjj(:,n)=xjj(:,n)/xjj(3,n);

end

temp= norm(ones(3,temp)-xj./xjj);

control= temp < toll;

ricostruzione.m

function Xp=ricostruzione(xi ,xj ,A,e)

S=size(xi);

N=S(2);
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temp =[];

for n=1:N

mu=straff(xi(:,n),xj(:,n),A,e);

temp=[temp , mu];

end

Xp=[xi;temp];

project.m

function xt=project(X,VD ,t)

VDt=expm(logm(VD)*t);

It=[diag(ones (1,3)) zeros (3 ,1)];

N=size(X);

N=N(2);

xt=[];

for n=1:N

xt(:,n)=It*VDt*X(:,n);

xt(:,n)=xt(:,n)./xt(3,n);

end

xt=real(xt);

main calc.m

%Calcolo le omografie indotte dai piani corrispondenti

%con DLT_ND.m e le riscalo per soddisfare

%xj0 ~ Aij xi0+ eji

Aij_pi=DLT_ND(xj_pi ,xi_pi );

mui0=straff(xi0 ,xj0 ,Aij_pi ,eji);

Aij_pi=Aij_pi/mui0;

Aij_omega=DLT_ND(xj_omega ,xi_omega );

mui0=straff(xi0 ,xj0 ,Aij_omega ,eji);

Aij_omega=Aij_omega/mui0;

if CASE == 2

Aij_pip=DLT_ND(xj_pip ,xi_pip );

mui0=straff(xi0 ,xj0 ,Aij_pip ,eji );;

Aij_pip=Aij_pip/mui0;

Aij_omegap=DLT_ND(xj_omegap ,xi_omegap );

mui0=straff(xi0 ,xj0 ,Aij_omegap ,eji );;

Aij_omegap=Aij_omegap/mui0;

end

clear mui0

%e le inverse e le riscalo

Aji_pi=DLT_ND(xi_pi ,xj_pi );
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muj0=straff(xj0 ,xi0 ,Aji_pi ,eij);

Aji_pi=Aji_pi/muj0;

Aji_omega=DLT_ND(xi_omega ,xj_omega );

muj0=straff(xj0 ,xi0 ,Aji_omega ,eij);

Aji_omega=Aji_omega/muj0;

if CASE == 2

Aji_pip=DLT_ND(xi_pip ,xj_pip );

muj0=straff(xj0 ,xi0 ,Aji_pip ,eij);

Aji_pip=Aji_pip/muj0;

Aji_omegap=DLT_ND(xi_omegap ,xj_omegap );

muj0=straff(xj0 ,xi0 ,Aji_omegap ,eij);

Aji_omegap=Aji_omegap/muj0;

clear muj0

end

%Calcolo i punti ricostruiti Xpi ,Xpj

%relativi ad ognuno dei 4 piani

Xpi_pi=ricostruzione(tutti_xi ,tutti_xj ,Aij_pi ,eji);

Xpj_pi=ricostruzione(tutti_xj ,tutti_xi ,Aji_pi ,eij);

Xpi_omega=ricostruzione(tutti_xi ,tutti_xj ,Aij_omega ,eji);

Xpj_omega=ricostruzione(tutti_xj ,tutti_xi ,Aji_omega ,eij);

if CASE ==2

Xpi_pip=ricostruzione(tutti_xi ,tutti_xj ,Aij_pip ,eji);

Xpj_pip=ricostruzione(tutti_xj ,tutti_xi ,Aji_pip ,eij);

Xpi_omegap=ricostruzione(tutti_xi ,tutti_xj ,Aij_omegap ,eji);

Xpj_omegap=ricostruzione(tutti_xj ,tutti_xi ,Aji_omegap ,eij);

end

%Stimo le matrici Dij tali che Xpj ~ Dij Xpi

Dij_pi=DLT_ND(Xpj_pi ,Xpi_pi );

Dij_pi=Dij_pi/Dij_pi (4 ,4);

Dij_omega=DLT_ND(Xpj_omega ,Xpi_omega );

Dij_omega=Dij_omega/Dij_omega (4,4);

Dji_pi=DLT_ND(Xpi_pi ,Xpj_pi );

Dji_pi=Dji_pi/Dji_pi (4 ,4);

Dji_omega=DLT_ND(Xpi_omega ,Xpj_omega );

Dji_omega=Dji_omega/Dji_omega (4,4);

if CASE ==2

Dij_pip=DLT_ND(Xpj_pip ,Xpi_pip );
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Dij_pip=Dij_pip/Dij_pip (4 ,4);

Dij_omegap=DLT_ND(Xpj_omegap ,Xpi_omegap );

Dij_omegap=Dij_omegap/Dij_omegap (4 ,4);

Dji_pip=DLT_ND(Xpi_pip ,Xpj_pip );

Dji_pip=Dji_pip/Dji_pip (4 ,4);

Dji_omegap=DLT_ND(Xpi_omegap ,Xpj_omegap );

Dji_omegap=Dji_omegap/Dji_omegap (4 ,4);

end

%Ricavo le matrici Aijstar

Aijstar_pi=Dij_pi (1:3 ,1:3);

Aijstar_omega=Dij_omega (1:3 ,1:3);

Ajistar_pi=Dji_pi (1:3 ,1:3);

Ajistar_omega=Dji_omega (1:3 ,1:3);

if CASE ==2

Aijstar_pip=Dij_pip (1:3 ,1:3);

Aijstar_omegap=Dij_omegap (1:3 ,1:3);

Ajistar_pip=Dji_pip (1:3 ,1:3);

Ajistar_omegap=Dji_omegap (1:3 ,1:3);

end

%calcolo i coefficienti che servono al sistema

bi_pi=mean(mean(Aij_pi ./ Aijstar_pi ));

bi_omega=mean(mean(Aij_omega ./ Aijstar_omega ));

bj_pi=mean(mean(Aji_pi ./ Ajistar_pi ));

bj_omega=mean(mean(Aji_omega ./ Ajistar_omega ));

if CASE ==2

bi_pip=mean(mean(Aij_pip ./ Aijstar_pip ));

bi_omegap=mean(mean(Aij_omegap ./ Aijstar_omegap ));

bj_pip=mean(mean(Aji_pip ./ Ajistar_pip ));

bj_omegap=mean(mean(Aji_omegap ./ Ajistar_omegap ));

end

%prendo le strutture affini relative dalle ricostruzioni

mui_pi=Xpi_pi (4,:);

mui_omega=Xpi_omega (4,:);

muj_pi=Xpj_pi (4,:);

muj_omega=Xpj_omega (4,:);

Mi_pi=mui_pi/bi_pi;
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Mi_omega=mui_omega/bi_omega;

Mj_pi=muj_pi/bj_pi;

Mj_omega=muj_omega/bj_omega;

if CASE ==2

mui_pip=Xpi_pip (4 ,:);

mui_omegap=Xpi_omegap (4,:);

muj_pip=Xpj_pip (4 ,:);

muj_omegap=Xpj_omegap (4,:);

Mj_pip=muj_pip/bj_pip;

Mj_omegap=muj_omegap/bj_omegap;

Mi_pip=mui_pip/bi_pip;

Mi_omegap=mui_omegap/bi_omegap;

end

if CASE ==2

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%Risolvo ai minimi quadrati il sistema ..

%M_pi+x*(M_pi -M_omega )= M_pip+y(M_pip -M_omegap)

% cioè

% x*(M_pi -M_omega)-y*(M_pip -M_omegap )=M_pip -M_pi

% usando tutti i punti a disposizione

A=[(Mi_pi -Mi_omega)',-(Mi_pip -Mi_omegap )'];

b=[(Mi_pip -Mi_pi )'];

temp=pinv(A)*b;

x=temp (1);

y=temp (2);

zAinf1=Aijstar_pi+x*(Aijstar_pi -Aijstar_omega );

temp=det(zAinf1 );

if temp > 0

zisuzj=temp ^(1/3);

else

zisuzj=-((-temp )^(1/3));

end

Aij_inf =1/ zisuzj*zAinf1;

A=[(Mj_pi -Mj_omega)',-(Mj_pip -Mj_omegap )'];

b=[(Mj_pip -Mj_pi )'];

temp=pinv(A)*b;

x=temp (1);
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y=temp (2);

zAinf1=Ajistar_pi+x*(Ajistar_pi -Ajistar_omega );

temp=det(zAinf1 );

if temp > 0

zjsuzi=temp ^(1/3);

else

zjsuzi=-((-temp )^(1/3));

end

Aji_inf =1/ zjsuzi*zAinf1;

end

if CASE ==1

%Calcolo la ricostruzione del punto di fuga

Vanish_i_pi=ricostruzione(vanish_i ,vanish_j ,Aij_pi ,eji);

Vanish_i_omega=ricostruzione(vanish_i ,vanish_j ,Aij_omega ,eji);

Vanish_j_pi=ricostruzione(vanish_j ,vanish_i ,Aji_pi ,eij);

Vanish_j_omega=ricostruzione(vanish_j ,vanish_i ,Aji_omega ,eij);

%calcolo le costanti c tali che c pj= Aij pi+ mu eji

mui_pi=Vanish_i_pi (4);

mui_omega=Vanish_i_omega (4);

muj_pi=Vanish_j_pi (4);

muj_omega=Vanish_j_omega (4);

Mi_pi=mui_pi/bi_pi;

Mj_pi=muj_pi/bj_pi;

Mi_omega=mui_omega/bi_omega;

Mj_omega=muj_omega/bj_omega;

%Risolvo il sistema

x=-Mi_pi /(Mi_pi -Mi_omega );

zAinf=Aijstar_pi+x*( Aijstar_pi -Aijstar_omega );

temp=det(zAinf);

if temp > 0

zisuzj=temp ^(1/3);

else

zisuzj=-((-temp )^(1/3));

end

Aij_inf =1/ zisuzj*zAinf;

%Risolvo il sistema
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x=-Mj_pi /(Mj_pi -Mj_omega );

zAinf=Ajistar_pi+x*( Ajistar_pi -Ajistar_omega );

temp=det(zAinf);

if temp > 0

zjsuzi=temp ^(1/3);

else

zjsuzi=-((-temp )^(1/3));

end

Aji_inf =1/ zjsuzi*zAinf;

end

%Calcolo le ricostruzioni usando

%l'omografia infinita

mui0=straff(xi0 ,xj0 ,Aij_inf ,eji);

Aij_inf_risc=Aij_inf/mui0;

Xpi_inf=ricostruzione(tutti_xi ,tutti_xj ,Aij_inf_risc ,eji);

muj0=straff(xj0 ,xi0 ,Aji_inf ,eij);

Aji_inf_risc=Aji_inf/muj0;

Xpj_inf=ricostruzione(tutti_xj ,tutti_xi ,Aji_inf_risc ,eij);

%Calcolo VDi , VDj

bi_inf=costant(xi0 ,xj0 ,Aij_inf_risc ,eji ,1);

bj_inf=costant(xj0 ,xi0 ,Aji_inf_risc ,eij ,1);

VDi=[Aij_inf , 1/ bi_inf *1/ zisuzj*eji; zero ', 1];

VDj=[Aji_inf , 1/ bj_inf *1/ zjsuzi*eij; zero ', 1];

project.m

function xt=project(X,VD ,t)

VDt=expm(logm(VD)*t);

It=[diag(ones (1,3)) zeros (3 ,1)];

N=size(X);

N=N(2);

xt=[];

for n=1:N

xt(:,n)=It*VDt*X(:,n);

xt(:,n)=xt(:,n)./xt(3,n);

end

xt=real(xt);

fund mat.m
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function F=fund_mat(x1 ,x2)

% trova la matrice fondamentale tale che

%x2(:,n)'*F*x1(:,n) sia % identicamente nullo

[temp ,N]=size(x1);

A=[];

for n=1:3

temp1=x2(n,:).* x1(1,:);

temp2=x2(n,:).* x1(2,:);

temp3=x2(n,:).* x1(3,:);

A=[A temp1 ' temp2 ' temp3 '];

end

[U,S,V]=svd(A);

f=V(:,end);

f=f/norm(f,2);

F=[f(1:3) ';f(4:6) ';f(7:9) '];

[U,S,V]=svd(F);

S(3 ,3)=0;

F=U*S*V';

exponentiate.m

function At=exponentiate(A,t)

At=logmat(A)

DLT ND.m

function [H,err]= DLT_ND(Y,X)

% function H=DLT_ND(Y,X)

% calcola l'omografia N-dimensionale dalle corrispondenze

% Y e X sono matrici. Ogni colonna è un punto dello spazio

% proiettivo PN

% ragiono così: Y=cost*H*X, che posso scrivere come

% Y = XN*h, dove h sono gli elementi di H letti per righe

% e XN è definita nel codice

% Lo spazio nullo di Y' mi dà Ndim -1 vettori riga ortogonali a Y

% Per ognuno di questi vettori , che chiamo Z, si ha

% Z*XN*h=0.

% Da qui si vede anche perchè in P2 un punto dà due equazioni

% mentre in P3 ne dà 3
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[Ndim ,Np]=size(Y);

MAT =[];

for n=1:Np

XN=kron(eye(Ndim),X(:,n)');

[U,S,V]=svd(Y(:,n));

MAT=[MAT; U(2:end ,:)*XN];

end

[U,S,V]=svd(MAT);

h=V(:,end);

h=h/norm(h,2);

H=[];

for n=1: Ndim

ind=[(n-1)* Ndim +1:(n-1)* Ndim+Ndim];

H=[H;h(ind)'];

end

if nargout >1

% errore

Y2=H*X;

err=errore_geom_pro(Y,Y2);

else

return

end

cross.m

%Dato un vettore x genera la matrice [x]_x

% per il prodotto vettoriale

function cr=cross(x)

cr=[0 -x(3) x(2);x(3) 0 -x(1);-x(2) x(1) 0];

costant.m

function c=costant(xi ,xj ,A,e,mu)

N=size(xi);

N=N(2);

c=[];

for n=1:N

temp=(A*xi(:,n)+mu(n)*e)./xj(:,n);

temp=mean(temp);

c=[c,temp];

end

stra�.m
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function mu=straff(xi ,xj ,A,e)

%calcola la struttura affine per la coppia

%di punti corrispondenti (xi,xj)

%relativa all 'omografia A e all 'epipolo e

mu=-(cross(xj)*e)'*(cross(xj)*A*xi)/norm(cross(xj)*e)^2;

A.2 Codice per la stima degli errori

La di�erenza rispetto al caso precedente è che gli errori vengono generati
in un �le separato invece che nel �le genpoints.m.

sporca dati.m

%Sporco i dati con una normale di media 1 e deviazione standard 1/NI

xi(1:2 ,:)=[ xi_ref (1:2 ,:)+1/ NI*randn(2,N)* noise];

xi(3,:)= ones(1,length(xi(1 ,:)));

xj(1:2 ,:)= xj_ref (1:2 ,:)+1/ NI*randn(2,N)* noise;

xj(3,:)= ones(1,length(xj(1 ,:)));

xi_pi (1:2 ,:)= xi_pi_ref (1:2 ,:)+1/NI*randn(2,N)*noise;

xi_pi (3 ,:)= ones(1,length(xi_pi (1 ,:)));

xj_pi (1:2 ,:)= xj_pi_ref (1:2 ,:)+1/NI*randn(2,N)*noise;

xj_pi (3 ,:)= ones(1,length(xj_pi (1 ,:)));

xi_omega (1:2 ,:)= xi_omega_ref (1:2 ,:)+1/ NI*randn(2,N)* noise;

xi_omega (3 ,:)= ones(1,length(xi_omega (1 ,:)));

xj_omega (1:2 ,:)= xj_omega_ref (1:2 ,:)+1/ NI*randn(2,N)* noise;

xj_omega (3 ,:)= ones(1,length(xj_omega (1 ,:)));

if CASE == 2

xi_pip (1:2 ,:)= xi_pip_ref (1:2 ,:)+1/ NI*randn(2,N)* noise;

xi_pip (3,:)= ones(1,length(xi_pip (1 ,:)));

xj_pip (1:2 ,:)= xj_pip_ref (1:2 ,:)+1/ NI*randn(2,N)* noise;

xj_pip (3,:)= ones(1,length(xj_pip (1 ,:)));

xi_omegap (1:2 ,:)= xi_omegap_ref (1:2 ,:)+1/ NI*randn(2,N)* noise;

xi_omegap (3 ,:)= ones(1,length(xi_omegap (1 ,:)));

xj_omegap (1:2 ,:)= xj_omegap_ref (1:2 ,:)+1/ NI*randn(2,N)* noise;

xj_omegap (3 ,:)= ones(1,length(xj_omegap (1 ,:)));

end

if CASE ==1

vanish_i=vanish_i_ref -1/NI*randn*noise;

vanish_j=vanish_j_ref -1/NI*randn*noise;

end

main robustezza

%GENERA UN SET DI PUNTI SUI PIANI E IL CUBO , POI SPORCA I DATI CON UNA
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%NORMALE DI MEDIA ZERO E DEVIAZIONE STANDARD CRESCENTE E VALUTA L'ERRORE IN NORMA

%DELLE MATRICI VDi e VDj CHE POI DEVONO ESSERE ESPONENZIATE

clear all

close all

clc

%CASE=1 se usa un punto di fuga (generato a caso)

%CASE=2 se usa due coppie di piani paralleli (da inserire)

CASE =2;

%Se voglio il rumore noise =1; intensità del rumore 1/NI*normalestd

noise =1;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

I=diag(ones (3 ,1));

zero =[0;0;0];

dati

dati_simulazione

generazione_dati

dev_std_pix =0; %deviazione standard sulla misurazione dei punti in pixel

NI=1/ dev_std_pix;

main

VDi_vera=VDi;

VDj_vera=VDj;

Aij_inf_vera=Aij_inf;

Aji_inf_vera=Aji_inf;

dev =[0];

errAij=norm(Aij_inf -Aij_inf_vera );

errAji=norm(Aji_inf -Aji_inf_vera );

errBi=norm(Dij_inf (1:3 ,1:3) - Aij_inf_vera );

errBj=norm(Dji_inf (1:3 ,1:3) - Aji_inf_vera );

errVDi=norm(VDi -VDi_vera );

errVDj=norm(VDj -VDj_vera );

for n=1:10

dev_std_pix=n;

NI=1/ dev_std_pix;

dev=[dev ,n];

tempAi =[];
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tempAj =[];

tempVi =[];

tempVj =[];

tempBi =[];

tempBj =[];

for k=1:1

sporca_dati

main

tempAi =[tempAi ,norm(Aij_inf -Aij_inf_vera )];

tempAj =[tempAj ,norm(Aji_inf -Aji_inf_vera )];

tempBi =[tempBi ,norm(Dij_inf (1:3 ,1:3) - Aij_inf_vera )];

tempBj =[tempBj ,norm(Dji_inf (1:3 ,1:3) - Aji_inf_vera )];

tempVi =[tempVi ,norm(VDi -VDi_vera )];

tempVj =[tempVj ,norm(VDj -VDj_vera )];

end

errAij =[errAij ,mean(tempAi )];

errAji =[errAji ,mean(tempAj )];

errVDi =[errVDi ,mean(tempVi )];

errVDj =[errVDj ,mean(tempVj )];

errBi =[errBi ,mean(tempBi )];

errBj =[errBj ,mean(tempBj )];

end

errAij=errAij/norm(Aij_inf_vera );

errAji=errAji/norm(Aji_inf_vera );

errVDi=errVDi/norm(VDi_vera );

errVDj=errVDj/norm(VDj_vera );

plot(dev ,errVDi );

figure

plot(dev ,errVDj );

figure

plot(dev ,errAij );

figure

plot(dev ,errAji );
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