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Sommario

L’emergenza di comportamenti dinamici collettivi anche molto sofisticati e la

formazione di configurazioni spaziali sono tra i fenomeni più interessanti che si

incontrano nello studio dei sistemi complessi. In questo contesto il concetto fon-

damentale è l’auto-organizzazione, cioè il meccanismo grazie al quale numerose

entità viventi, fisiche o metafisiche si organizzano in strutture ordinate ottenute

senza alcuna imposizione dall’esterno ma grazie a semplici interazioni tra le en-

tità stesse. Esempi paradigmatici in questo ambito sono le formazioni con cui

volano stormi di uccelli per migrare da una regione all’altra, la struttura dei

pianeti del sistema solare e le configurazioni osservabili sui fondali marini. La

sincronizzazione e la formazione di pattern sono i risultati principali dell’auto-

organizzazione e lo studio di questi meccanismi è tutt’oggi argomento di ricer-

ca e dibattito [48, 49, 87, 80]. In questo contesto l’instabilità di Turing è un

fenomeno molto importante che spiega perfettamente come la complessità possa

emergere dalla semplicità e che abbraccia contemporaneamente lo studio della

sincronizzazione e della formazione di pattern.

In questa tesi viene proposto un nuovo metodo di analisi basato sulla nozione

di instabilità potenziale di Turing. Tale metodo permette di arrivare ad im-

portanti conclusioni relative alla formazione di pattern in sistemi spazialmente
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distribuiti per mezzo di analisi numerica di biforcazioni. La tesi si basa su sei

articoli scritti dall’autore e pubblicati o sottomessi per pubblicazione su riviste

internazionali ed è, in particolare, organizzata nel modo seguente. Il primo capi-

tolo è dedicato all’illustrazione del fenomeno dell’instabilità di Turing. Il secondo

capitolo è il cuore della tesi, in cui viene illustrato il nuovo approccio teorico

con il conseguente metodo di analisi [22, 28]. Infine per sottolineare l’efficacia

del metodo, nel terzo e quarto capitolo vengono affrontate diverse applicazioni in

sistemi descritti da modelli a due o più variabili di stato [30, 27, 31, 29].
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Capitolo 1

Introduzione

‘isaislauq asoc è asselpmoc onif a odnauq onuclauq non en erpocs al aus

elibativeni àticilpmes’

Anche Turing si trovava in questa condizione...

1.1 Instabilità di Turing

La biologia dello sviluppo, che si occupa principalmente della crescita e dei cam-

biamenti negli organismi viventi, ha come tema centrale di ricerca lo studio della

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 1.1: Esempi di pattern presenti in natura; (a) pattern a strisce grandi, (b)
pattern a macchie, (c) pattern radiale a punti, (d) pattern a strisce piccole, (e)
pattern a labirinto, (f) pattern concentrico.
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morfogenesi, cioè del processo che porta un organismo dal suo semplicissimo stato

embrionale al più articolato stato maturo [19].

In questo contesto Alan Turing nel 1952 [97] scoprì un fenomeno per certi versi

controintuitivo che venne chiamato in seguito instabilità di Turing: la diffusione

di materia in un sistema composto da entità biologiche distribuite nello spazio può

causare il passaggio da uno stato in cui tutte le entità biologiche sono omogenee

nello spazio, ad un stato caratterizzato da variabilità spaziale (pattern). Prima

di allora si era sempre creduto che l’interazione o la comunicazione tra sistemi

effettuasse una sorta di media spaziale e quindi portasse immancabilmente verso

uno stato più omogeneo. Con il suo contributo Turing dimostrò invece come un

comune e semplice meccanismo di interazione (la diffusione) potesse portare da

uno stato ordinato ad uno stato disordinato, cioè alla creazione di complessità.

In seguito a questa scoperta molti ricercatori si sono dedicati allo studio delle

diverse tipologie di pattern che possono nascere nei sistemi biologici cercando di

spiegare, tramite l’instabilità di Turing, le caratteristiche fenotipiche osservabili

in natura (fig. 1.1).

Ben presto si capì come il fenomeno scoperto da Turing fosse molto più gen-

erale e potesse essere presente anche in sistemi non riguardanti la morfogenesi.

Infatti, dato un sistema composto da entità, debolmente interagenti, distribuite

nello spazio che ammettono uno stato omogeneo stabile, l’instabilità di Turing

ci dice che un aumento della diffusione può destabilizzare questo stato e portare

alla formazione di pattern a prescindere dalla natura delle entità in gioco. In

particolare l’instabilità di Turing è stata utilizzata per spiegare la formazione di

pattern in chimica [11, 12], medicina [91], ecologia [2], epidemiologia [61], mec-
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canica quantistica [55], ingegneria [20], ottica [96], intelligenza artificiale [46] e

nelle neuroscienze [13]. Forse l’esempio più citato è quello della reazione chim-

ica di Belousov-Zhabotinsky [32] i cui stati omogenei (semplici) e disomogenei

(complessi) sono riportati in fig. 1.2.

1.2 Sistemi spazialmente distribuiti

L’instabilità di Turing è un fenomeno caratterizzante sistemi spazialmente dis-

tribuiti, cioè sistemi composti da entità, distribuite nello spazio, le cui inter-

azioni influenzano il comportamento globale del sistema (nel seguito ci occu-

peremo esclusivamente di spazi bidimensionali). Esistono principalmente due

modellazioni matematiche di questi sistemi: le reti di sistemi dinamici e i sistemi

reazione-diffusione.

Le reti di sistemi dinamici sono un formalismo utilizzato nei casi in cui è

spontaneo assumere che lo spazio sia discreto, cioè composto da un numero finito

di celle puntuali, ad ognuna delle quali è associato un sistema dinamico. Nel-

la stragrande maggioranza delle trattazioni tutte le celle sono supposte essere

identiche e quindi associate allo stesso sistema dinamico. In formule le equazioni

(a) (b)

Figura 1.2: Esempio di instabilità di Turing in una reazione di Belousov
Zhabotinsky.
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(a) (b)

Figura 1.3: Esempi di grafi che rappresentano l’achitettura delle interazioni in
una rete di sistemi dinamici.

differenziali che descrivono una rete composta da N sistemi sono le seguenti:

ẋ(i)(t) = f(x(i)(t)) + "D
∑

j∈Si

(

x(j)(t)− x(i)(t)
)

, i = 1, 2, . . . , N (1.1)

dove x(i) ∈ ℜn è il vettore di stato dell’i-esimo sistema e ẋ(i)(t) = f(x(i)(t)) è

il modello locale, cioè l’equazione che governa un singolo sistema isolato; Si è

l’insieme di sistemi direttamente interagenti con il sistema i; " è la forza di ac-

coppiamento; e D = diag [d1, d2, . . . , dn] (con dl ≥ 0 per ogni l, e
∑n

l=1 dl = 1)

è il profilo di dispersione, cioè una matrice costante diagonale che specifica il

peso relativo delle variabili di stato nel termine di accoppiamento. Gli insie-

mi Si i = 1, 2, . . . , N dipendono ovviamente dalla topologia della rete. L’ar-

chitettura delle interazioni esistenti tra i vari sistemi è evidenziabile con effi-

cacia per mezzo di un grafo in cui i nodi i = 1, ..., N rappresentano i sistemi

dinamici e gli archi (i, j) rappresentano le interazioni dirette descritte dai termini

"D
∑

j∈Si

(

x(j)(t)− x(i)(t)
)

nella eq. 1.1. In fig.1.3 sono, ad esempio, rappre-

sentate due reti costituite da cinque sistemi interagenti tra loro in modo diverso

(nella prima rete tutti gli insitemi Si sono costituiti da due nodi, mentre nella
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Figura 1.4: Griglia rappresentante la discretizzazione di uno spazio continuo
bidimensionale.Ogni sistema (cerchio) è collegato con i quattro sistemi più vicini
nelle direzioni orizzontale e verticale (quadrati).

seconda rete l’insieme S5 è costituito da quattro nodi mentre tutti gli altri insiemi

Si da tre nodi).

I sistemi reazione-diffusione sono, invece, un formalismo utilizzato quando è

spontaneo immaginare che lo spazio sia continuo e composto da celle infinitesime

e contigue. In questo caso il vettore di stato x ∈ ℜn dipende sia dal tempo che

dallo spazio e il sistema è descritto dalla seguente equazione alle derivate parziali:

∂x

∂t
= f(x) + "D∇2x (1.2)

dove tutti i simboli hanno lo stesso significato illustrato per le reti di sistemi

dinamici.

Discretizzando lo spazio del secondo modello, cioè valutando lo stato x soltan-

to nei nodi di una griglia regolare disposta sul campo spaziale in cui vale la (1.2)

e approssimando le derivate seconde nelle due direzioni principali con i rapporti

incrementali dei rapporti incrementali, si ottiene spontaneamente un modello del

tipo 1.1 in cui ogni sistema è collegato con i suoi quattro vicini, come mostrato in

fig.1.4. Il modello 1.1 è, pertanto, più generale del modello 1.2 perchè è applicabile
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anche a situazioni in cui le interazioni spaziali tra sistemi sono eterogenee. Nei

prossimi capitoli verranno quindi analizzate solo reti di sistemi dinamici, tenendo

presente che i risultati ottenuti sono semplicemente estendibili al caso di sistemi

reazione-diffusione.



Capitolo 2

Metodo di analisi

‘Divide et Impera’

Caio Giulio Cesare

2.1 Instabilità potenziale di Turing

In molte applicazioni inerenti alla formazione di pattern l’obiettivo principale è

quello di trovare la regione di instabilità di Turing di un equilibrio x̄ del sistema

parametrizzato

ẋ = f(x, p) (2.1)

dove p è un vettore di parametri. Definiamo regione di instabilità di Turing

dell’equilibrio e la indichiamo con IT , l’insieme di tutte le possibili triple (p, ",D)

tali che l’equilibrio x̄(p) è stabile per il sistema 2.1 ma instabile per il sistema

1.1. Pertanto, esclusi casi patologici, se la tripla
(

p̄, "̄, D̄
)

∈ IT lo Jacobiano del

sistema 2.1

A(p) =

[

∂f

∂x

]

x̄(p)

(2.2)

valutato per p = p̄ ha tutti gli autovalori con parte reale negativa ma l’equilibrio

x(i) = x̄(p) ∀i (2.3)
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della rete 1.1, con " = "̄ e D = D̄, risulta instabile.

In realtà, nella maggior parte delle situazioni, si è interessati a trovare l’in-

sieme dei vettori di parametri p tali per cui esiste almeno una coppia (",D) che

rende la tripla (p, ",D) appartenente alla regione di instabilità di Turing. Chi-

amiamo questo insieme regione di instabilità potenziale di Turing e lo indichiamo

con IPT . Formalmente possiamo affermare che:

p ∈ IPT ⇔ ∃(",D) : (p, ",D) ∈ IT

Abbiamo così scomposto il problema della determinazione della regione di

instabilità di Turing in due sottoproblemi:

∙ ricerca dei valori dei parametri p del sistema 2.1 che potenzialmente possono

indurre l’instabilità di Turing, cioè determinazione dell’insieme IPT .

∙ ricerca, per un assegnato p ∈ IPT , di tutte le coppie (",D) che effettiva-

mente portano l’equilibrio x̄ a diventare instabile nel sistema 1.1.

Vedremo in seguito che questa scomposizione semplifica notevolmente lo studio

della formazione di pattern.

2.2 Condizione di instabilità

In questa sezione dimostreremo che, esclusi casi patologici, condizione necessaria

e sufficiente per l’instabilità dell’equilibrio 2.3 nel sistema 1.1 è l’instabilità della

matrice

C(p, ",D) = A(p)− "D. (2.4)

Considereremo poi separatamente i casi n = 2 e n ≥ 3 per trovare delle condizioni

per determinare la regione IPT .
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2.2.1 Ruolo della matrice C(p, ",D)

Consideriamo lo stato

x(1)(t) = x(2)(t) = . . . = x(N)(t) = x̄ ∀t (2.5)

chiamato soluzione sincrona della rete 1.1. Se la condizione 2.5 vale per t = 0

allora tutti i termini di interazione "D
∑

j∈Si

(

x(j)(t)− x(i)(t)
)

in 1.1 svaniscono

per ogni t, e la dinamica di tutti i sistemi è semplicemente governata dal sistema

2.1. Si noti che questo è vero dato che abbiamo assunto che tutti i sistemi

sono identici tra loro. Quando vale la condizione 2.5 la traiettoria del sistema

1.1 è confinata in un manifold lineare n-dimensionale Ω chiamato manifold di

sincronizzazione. Ai fini della nostra analisi vogliamo quindi studiare la stabilità

di questo manifold.

Per fare ciò notiamo che con dei semplici passaggi algebrici si può trasformare

il sistema 1.1 nella forma equivalente

ẋ(i)(t) = f(x(i)(t))− "D

N
∑

j=1

gijx
(j)(t), i = 1, 2, . . . , N

dove la matrice Laplaciana G = [gij ] descrive la topologia della rete. Più precisa-

mente, per i ∕= j, gij = gji = −1 se i sistemi i e j sono collegati direttamente da

un arco e gij = gji = 0 altrimenti, mentre gii = −
∑

j ∕=i gij è il grado del sistema

i, cioè il numero di sistemi ad esso direttamente collegati. Assumendo che la rete

sia connessa (cioè ogni sistema è collegato ad ogni altro sistema tramite un arco o

una catena di archi) sappiamo che la matrice G è reale, simmetrica e irriducibile

([10], [101]). Di conseguenza gli autovalori �i della matrice G sono reali e in

particolare abbiamo

0 = �1 < �2 ≤ �3 ≤ . . . ≤ �N .
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Data una rete, cioè una matrice Laplaciana G, la stabilità locale del manifold

di sincronizzazione Ω può essere studiata guardando l’evoluzione delle differenze

(x(i)(t)−x(1)(t)), i = 2, 3, . . . , N , che sono descritte, ignorando i termini di ordine

superiore al secondo nell’espansione di Taylor, da un sistema lineare (n × (N −

1))-dimensionale con una matrice Jacobiana data da

J =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎣

A(p)− "(g22 − g12)D ⋅ ⋅ ⋅ −"(g2N − g1N)D
...

. . .
...

−"(gN2 − g12)D ⋅ ⋅ ⋅ A(p)− "(gNN − g1N)D

⎤

⎥

⎥

⎥

⎦

Tramite un opportuno cambiamento di variabili basato sugli autovettori della

matrice G si può dimostrare ([69], [47]) che la matrice Jacobiana è equivalente a

una matrice diagonale a blocchi con le matrici [(∂f/∂x)− "�iD], i = 2, 3, . . . , N ,

sulla diagonale. Questa matrice descrive la dinamica della rete 1.1 vicino al man-

ifold di sincronizzazione Ω. Di conseguenza se i massimi esponenti di Liapunov

(che nel caso stazionario corrispondono ai massimi autovalori) di queste matrici,

indicati con L[(∂f/∂x)−"�iD] sono negativi, cioè

L[A(p)−"�iD] < 0, i = 2, 3, . . . , N

allora la soluzione sincrona 2.5 risulta localmente stabile. Possiamo quindi con-

siderare la famiglia di matrici n× n

C(p, ",D) = A(p)− �"D

dove � è un generico autovalore della matrice Laplaciana G. Inglobando il termine

� nella costante moltiplicativa " abbiamo quindi dimostrato che condizione nec-

essaria e sufficiente per l’instabilità dell’equilibrio 2.5 della rete 1.1 è l’instabilità

della matrice 2.4.
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2.2.2 Condizione nel caso n = 2

In questo caso la matrice 2.4 è data da

C(p, ",D) =

⎡

⎣

a11(p)− "d1 a12(p)

a21(p) a22(p)− "d2

⎤

⎦

Condizione necessaria e sufficiente per l’instabilità di una matrice 2× 2 è che la

sua traccia sia positiva oppure che il suo determinante sia negativo. Sapendo che

l’equilibrio x̄(p) è stabile per il sistema 2.1 ne deduciamo che tr(A(p)) < 0. Da

questa osservazione è evidente che anche tr(C(p, ",D)) = tr(A(p)) − " < 0 e di

conseguenza la condizione necessaria e sufficiente per l’instabilità della matrice

C(p, ",D) risulta essere

det(C(p, ",D)) = det(A(p)) + "2d1d2 − "(a22(p)d1 + a11(p)d2) < 0. (2.6)

Da questa condizione si deduce che esistono " e D che soddisfano la 2.6 se e solo

se a11(p) oppure a22(p) risulta positivo (solo uno di questi due termini può essere

positivo dato che tr(A(p)) < 0). Siamo quindi arrivati alla conclusione che

p ∈ IPT ⇔ a11(p) > 0 ∨ a22(p) > 0 (2.7)

Chiameremo la componente k del sistema attivatore se akk > 0 mentre la chiamer-

emo inibitore se akk < 0. Grazie a questa nomenclatura possiamo affermare che,

nel caso n = 2, la regione di instabilità potenziale di Turing (IPT ) è composta

da tutti e soli i vettori di parametri p per cui esiste un attivatore nel sistema.
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2.2.3 Condizione nel caso n ≥ 3

Nel caso n-dimensionale con n ≥ 3 abbiamo

C(p, ",D) =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

a11(p)− "d1 a12(p) ⋅ ⋅ ⋅ a1n(p)

a21(p) a22(p)− "d2 ⋅ ⋅ ⋅ a2n(p)
...

...
. . .

...

an1(p) an2(p) ⋅ ⋅ ⋅ ann(p)− "dn

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

.

La condizione trovata nel caso n = 2 può essere estesa al caso n ≥ 3 pur di dare

la seguente definizione :

Definizione un sistema n-dimensionale lineare e stabile

ż = Az

contiene un attivatore se e solo se è estraibile dalla matrice A una sua sotto-

matrice m ×m instabile, con gli stessi indici di riga e di colonna. Data questa

definizione, è possibile provare [83, 84] che la presenza di almeno un attivatore in

A(p) è una condizione sufficiente (e necessaria nel caso non siano presenti auto-

valori complessi) per avere p ∈ IPT . La condizione è rimasta, quindi, pressochè

identica a quella del caso n = 2.

2.2.4 Calcolo di " e D

E’ evidente dalla condizione 2.6, valida per n = 2, che la scelta del profilo di

dispersione D deve essere tale che l’attivatore diffonda molto meno rispetto al-

l’inibitore. Nel caso n-dimensionale, definendo ATT l’insieme degli m indici ap-

partenenti a un attivatore e INI l’insieme di quelli (in numero pari a n−m) ap-

partenenti all’inibitore, possiamo affermare che fissando gli elementi della matrice
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(a) (b)

Figura 2.1: Grafici che raffigurano qualitativamente i possibili casi di dipendenza
dell’autovalore dominante �max della matrice 2.4 da ".

D nel seguente modo

di = 0 se i ∈ ATT

di = 1/(n−m) se i ∈ INI

siamo sicuri che, pur di scegliere " adeguatamente, l’equilibrio uniforme nello

spazio è instabile.

Per quanto riguarda la scelta di " esistono due possibili casi raffigurati in

fig.2.1. Nel primo caso è sufficiente assicurare che " sia abbastanza grande men-

tre nel secondo caso bisogna far in modo che risulti " < " < "̄. Ricordando che

avevamo inglobato in " anche un autovalore generico � della matrice Laplaciana

(Par.2.2.1), l’effettiva intensità di interazione necessaria per far diventare insta-

bile l’equilibrio 2.3, dovrà anche tener conto di questo coefficiente moltiplicativo

dipendente dalla topologia della rete.

2.3 Regione di instabilità potenziale di Turing

In questo paragrafo verrà illustrato come utilizzare le condizioni ricavate prece-

dentemente per ricavare un metodo efficiente per la ricerca della regione di insta-

bilità potenziale di Turing (IPT ). In particolare verrà spiegato come sfruttando
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ed ampliando la teoria della continuazione numerica delle biforcazioni [50] si possa

ottenere la regione IPT .

2.3.1 Biforcazione di Turing

Iniziamo ad analizzare il caso n = 2. Sfruttando la condizione 2.7, diremo che il

sistema 2.1 ha una biforcazione di Turing nel punto p dello spazio dei parametri

se la funzione

tur(A(p)) = a11(p)a22(p)

cambia segno in p. Infatti sappiamo che IPT è la regione dove è soddisfatta la

condizione:

tur(A(p)) < 0 ∧ tr(A(p)) < 0 ∧ det(A(p)) > 0

e di conseguenza è una regione delimitata da curve di biforcazione di Turing

(tur(A(p)) = 0), di Hopf (tr(A(p)) = 0), transcritica o nodo-sella (det(A(p)) =

0).

Nel caso n ≥ 3 è più difficile determinare la regione nello spazio dei parametri

in cui esiste almeno un attivatore. E’ possibile però ricavare una condizione suffi-

ciente che permette di determinare facilmente almeno una sotto-regione di IPT .

L’osservazione, basata semplicemente sul fatto che una matrice m-dimensionale

con traccia positiva è instabile, ci dice che

∃k : akk(p) > 0 ⇒ p ∈ IPT. (2.8)

Di conseguenza, nel caso n ≥ 3, è possibile definire la biforcazione potenziale di

Turing tramite la quantità:

tur(A(p)) =

n
∏

i=1

aii(p)
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che ci permette, tramite la condizione tur(A(p)) = 0, di trovare una sotto-regione

di IPT .

2.3.2 Biforcazioni notevoli

Ci concentriamo ora sul caso n = 2 e introduciamo delle biforcazioni di codimen-

sione superiore a uno, particolarmente interessanti sia dal punto di vista teorico

che pratico.

Biforcazione Turing-Hopf

Un punto dello spazio dei parametri è detto di Turing-Hopf (e indicato con TH)

se in tale punto sono soddisfatte entrambe le condizioni:

tur(A(p)) = 0

tr(A(p)) = 0.

Un punto TH è quindi un punto in cui sia a11(p) che a22(p) sono nulli. E’ inter-

essante notare come in un punto TH le due isocline che individuano l’equilibrio

devono per forza incontrarsi perpendicolarmente ed essere una verticale e l’altra

orizzontale. I punti TH sono punti di biforcazione di codimensione 2 importanti

dal punto di vista pratico dato che, una volta individuati, è facile determinare

per continuazione l’intera regione IPT . Infatti da un punto TH devono per forza

partire una curva di Hopf e due curve di Turing.

Biforcazione Turing-Takens-Bogdanov

Definiamo un punto di Turing-Takens-Bogdanov, e lo indichiamo con TTB, un

punto nello spazio dei parametri in cui tur(A(p)) = 0 e gli autovalori della ma-

trice A(p) sono nulli. I punti TTB sono punti di biforcazione di codimensione 3
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in cui si incontrano quattro diverse curve di biforcazione: Hopf, Turing, nodo-

sella e omoclina. E’ interessante notare che questi punti possono essere generati

continuando un punto TH e controllando la condizione det(A(p)) = 0.

2.4 Esempio

Per chiarire la teoria fin qui mostrata, discutiamo ora, a titolo di esempio, il

modello di catena alimentare più utilizzato in ecologia. Il modello, proposto

nel 1972 da Rosenzweig-MacArthur [79], rappresenta una catena con tre livelli

trofici composta da una preda, un predatore e un superpredatore. Le equazioni

differenziali che catturano le principali caratteristiche di questa realtà sono le

seguenti:

⎧









⎨









⎩

ẋ1 = f1(x1, x2, x3) = rx1

(

1−
x1
K

)

−
a1x1x2

1 + a1ℎ1x1

ẋ2 = f2(x1, x2, x3) = e1
a1x1x2

1 + a1ℎ1x1
−m1x2 −

a2x2x3
1 + a2ℎ2x2

ẋ3 = f3(x1, x2, x3) = e2
a2x2x3

1 + a2ℎ2x2
−m2x3

(2.9)

dove r e K sono il tasso netto di crescita e la capacità portante della preda mentre

ai, ℎi, mi, ei, i ∈ (1, 2), sono, rispettivamente, il tasso di attacco, il tempo di

trattamento, il tasso di mortalità e l’efficienza del predatore e del super-predatore.

E’ facile verificare che lo Jacobiano A(p), associato a qualsiasi equilibrio pos-

itivo stabile x̄(p), ha strutturalmente a11(p) < 0, a22(p) > 0 e a33(p) = 0. Per

quanto detto nella sezione 2.3 sappiamo che il sistema ha almeno due possibili

attivatori: il predatore e la coppia (predatore, super-predatore) dato che, in en-

trambi i casi, le sotto-matrici formate da questi insiemi hanno traccia positiva

(a22 nel primo caso e a22+a33 nel secondo). Analizzando meglio il sistema si ver-

ifica che ci troviamo nel caso di fig.2.1(b) e quindi scegliendo opportunamente " e
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garantendo che d2 << min(d1, d3) (primo attivatore) oppure d1 >> max(d2, d3)

(secondo attivatore) siamo sicuri di avere formazione di pattern. Ricordando che

nel caso n ≥ 3 la condizione utilizzata è solo sufficiente, è lecito sospettare che

possano esistere altre combinazioni (p, ",D) che portano all’instabilità di Turing.

Grazie a queste osservazioni possiamo tuttavia affermare, senza la necessità

di alcun altro calcolo o simulazione, che le popolazioni che disperdono molto

meno rispetto alle loro prede e ai loro predatori non saranno uniformemente

distribuite sul territorio ma saranno più abbondanti in certi appezzamenti e meno

in altri (patchiness). Gli esempi di questo fenomeno sono numerosi in natura, in

particolare nell’ambiente marino dove crostacei e bivalvi disperdono molto meno

delle loro prede (plancton) e dei loro predatori (pesci).





Capitolo 3

Applicazioni in modelli a due

variabili

‘Entia non sunt multiplicanda praeter necessitatem’

William of Ockham

Verranno ora presentate quattro diverse applicazioni che sfruttano la teoria

sviluppata nel capitolo precedente. Saranno analizzate situazioni in cui si utiliz-

zano modelli a due variabili di stato e di conseguenza potrà essere sfruttata la

condizione 2.7 necessaria e sufficiente per l’instabilità potenziale di Turing.

3.1 Fenomeni promotori di eterogeneità spaziale

nei sistemi preda-predatore

E’ risaputo che la maggior parte delle popolazioni di piante e animali non sono

distribuite uniformemente nello spazio ma sono organizzate con addensamenti

di individui in zone dello spazio (patches) le quali rimangono fisse o cambiano

durante gli anni (pattern spazio-temporali). Questo fenomeno viene chiamato

patchiness e le ragioni più ovvie che lo giustificano sono il verificarsi di pertur-

bazioni locali (come ad esempio la diminuzione di determinate specie chimiche
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in alcune zone dello spazio) o la presenza di disomogeneità permanenti nell’am-

biente (come ad esempio la minore esposizione al sole di zone coperte da for-

mazioni montuose). Una ragione più sottile e affascinante per giustificare la

distribuzione di popolazioni a patch in ecologia fu proposta tempo fà da Segel

e coautori [53, 88] che mostrarono come, tramite il fenomeno dell’instabilità di

Turing, delle semplici interazioni preda-predatore potessero da sole portare alla

formazione di disomogeneità spaziale nella distribuzione delle popolazioni in un

ambiente perfettamente omogeneo. Tuttavia i modelli preda-predatore utilizzati

da Segel sono piuttosto inusuali e non molto convincenti (soprattutto per quan-

to riguarda le popolazioni di plancton). Presumibilmente il motivo dell’utilizzo

di questi modelli particolari sta nel fatto che il modello standard utilizzato in

questo contesto [79] non è appropriato per dimostrare la presenza dell’instabilità

di Turing.

Il modello preda-predatore standard prevede due equazioni differenziali della

forma

⎧





⎨





⎩

∂x

∂t
= f1(x, y)x =

[

r
(

1−
x

K

)

−
ay

1 + aℎx

]

x

∂y

∂t
= f2(x, y)y =

[

e
ax

1 + aℎx
− d

]

y

(3.1)

dove r e K sono il tasso di crescita e la capacità portante della preda e a, ℎ, e e

d sono rispettivamente il tasso di attacco, il tempo di trattamento, l’efficienza e

il tasso di mortalità del predatore.

Il motivo per cui il modello 3.1 è critico nell’ambito dell’instabilità di Turing

è immediatamente evidente grazie all’analisi che abbiamo mostrato nel capitolo

2: per ogni set di parametri p tale che esiste un equilibrio positivo stabile (x̄, ȳ),
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lo Jacobiano

A(p) =

⎡

⎣

x̄∂f1
∂x

x̄∂f1
∂y

ȳ ∂f2
∂x

ȳ ∂f2
∂y

⎤

⎦

ha come elementi sulla diagonale a11(p) < 0 e a22(p) = 0. Quindi non esiste

nessun attivatore anche se è evidente che l’aggiunta di un fattore extra w nel

modello 3.1 può far scattare la condizone 2.7. In particolare se si assume di in-

serire un fattore extra w di entità piccola a piacere (effetto secondario) e indicare

con f1(x, y, w) e f2(x, y, w) rispettivamente il tasso di crescita pro-capite delle

prede e dei predatori in presenza del fattore extra w, per continuità l’equilibrio

(x̄, ȳ) cambia solo leggermente rimandendo stabile e continua a valere la con-

dizione a11(p) < 0 mentre il segno di a22 cambia a seconda di come cambia il

segno di ∂f2(x, y, w)/∂y. Come conseguenza si possono suddividere i meccanismi

secondari, regolati dal parametro w, in tre classi:

(i) Meccanismi secondari, come ad esempio la cooperazione tra predatori, che

promuovono l’instabilità di Turing se i predatori disperdono molto meno

rispetto alle prede (∂f2(x, y, w)/∂y > 0).

(ii) Meccanismi secondari, come ad esempio l’interferenza tra predatori, che

inibiscono sempre l’instabilità di Turing (∂f2(x, y, w)/∂y < 0).

(iii) Meccanismi secondari, come ad esempio la cattura o lo stocking delle prede,

che non hanno nessun effetto sull’instabilità di Turing (∂f2(x, y, w)/∂y = 0).

Per individuare a quale di queste tre classi appartiene un determinato meccanis-

mo basta verificare l’impatto che ha l’introduzione del fattore w sul segno della

quantità ∂f2(x, y, w)/∂y all’equilibrio.
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Meccanismo secondario Tasso di crescita dei
predatori f2(x, y, w)

Segno di
∂f2(x,y,w)

∂y

1. cattura predatori e ax
1+aℎx

− d− w 1
1+a′ℎ′y +

2. superpredatore generalista e ax
1+aℎx

− d− w 1
1+a′ℎ′y+a′′ℎ′′V +

3. cooperazione tra predatori e a(1+wy)x
1+a(1+wy)ℎx

− d +

4. interferenza tra predatori e ax
1+aℎx+wy

− d -

5. competizione intraspecifica e ax
1+aℎx

− d− wy -

6. stocking di predatori e ax
1+aℎx

− d+ w
y -

7. cattura prede e ax
1+aℎx

− d 0

8. stocking di prede e ax
1+aℎx

− d 0

9. cooperazione tra prede e a(1−wx)x
1+a(1−wx)ℎx

− d 0

Tabella 3.1: Nove fattori w non tenuti in considerazione nel modello 3.1 (prima
colonna) e il tasso di crescita pro-capite dei predatori f2(x, y, w) che deve essere
utilizzato nel modello 3.1 (seconda colonna). Il segno di ∂f2(x, y, w)/∂y (terza
colonna) permette di indentificare se il fattore w promuove (+) o inibisce (-)
l’instabilità di Turing.

Considereremo ora nove fattori indipendenti che non sono presenti nel modello

3.1 ma che possono essere facilmente aggiunti ad esso modificando leggermente

il tasso di crescita pro-capite dei predatori. La tabella 3.1 riporta i nove fattori

considerati, la funzione f2(x, y, w) e il segno della quantità ∂f2(x, y, w)/∂y.

Per i primi tre fattori, ∂f2(x, y, w)/∂y è positiva per tutti i valori dei parametri,

quindi si può concludere che una piccola quantità di cattura dei predatori, di su-

perpredatore generalista, e di cooperazione tra predatori garantisce l’emergenza

di pattern spaziali se la dispersione del predatore è sufficientemente bassa rispetto

a quella della preda. Ovviamente queste conclusioni sono valide con le model-

lazioni dei fattori w fatte in Tab.3.1, anche se esse possono essere considerate
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piuttosto robuste avendo utilizzato le funzioni f2 più standard in letteratura.

Contrariamente, i fattori 4-6 in Tab.3.1, cioè interferenza tra predatori [8],

competizione intraspecifica tra predatori e stocking di predatori, inibiscono la

formazione di pattern dato che ∂f2(x, y, w)/∂y risulta negativa per ogni valore

dei parametri. E’ inoltre interessante notare come la funzione di crescita f2

utilizzata nel quarto fattore, coincide con quella proposta da Ruxton [81] per

modellare l’effetto dei rifugi delle prede, che porta quindi alla conclusione che

anche comportamenti anti-predatori inibiscono la formazione di pattern.

Infine, gli ultimi tre fattori, riguardando caratteristiche delle prede, non han-

no nessun impatto sull’instabilità di Turing dato che non introducono nessuna

dipendenza del tasso di crescita pro-capite f2 dalla densità dei predatori.

Abbiamo quindi visto come, grazie alla nozione di instabilità potenziale di

Turing, sia possibile in maniera molto semplice capire se un fattore è promotore

o inibitore di eterogeneità spaziale in un modello ecologico preda-predatore.

3.2 Cannibalsmo e formazione di pattern spaziali

Nonostante il cannibalismo sia un fenomeno molto diffuso nei sistemi ecologici

[26] esiste in letteratura un unico contributo [95] che indaga le relazioni tra il

cannibalismo e la formazione di pattern. Tuttavia, l’analisi condotta da Sun e

coautori non è completa ed è ottenuta con un modello che è valido soltanto per

piccoli valori di cannibalismo. In questo paragrafo verrà quindi illustrata, grazia

alla nozione di instabilità potenziale di Turing, un’analisi completa e corretta del

ruolo del cannibalismo nell’emergenza di pattern spaziali in sistemi ecologici.

Partendo dal classico modello preda-predatore 3.1 e considerando che un
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predatore cannibalista ha differenti tassi di attacco (w e W ) e tempi di trat-

tamento (ℎ e H) per la preda e per il predatore, e inoltre trasforma le unità

predate in prole con due efficienze diverse (e e E), si ottiene il modello completo

[23]:
⎧





⎨





⎩

∂x

∂t
=

[

r
(

1−
x

K

)

−
wy

1 + wℎx+WHy

]

x

∂y

∂t
=

[

e
wx

1 + wℎx+WHy
+ E

Wy

1 + wℎx+WHy
−

Wy

1 + wℎx+WHy
− d

]

y

dove E < 1 dato che la biomassa dei predatori cannibalizzati è più grande del-

la corrispondente biomassa della prole dei predatori. Quindi, il modello con

predatori cannibalisti può essere espresso nella forma
⎧





⎨





⎩

∂x

∂t
=

[

r
(

1−
x

K

)

−
ay

1 + wℎx+WHy

]

x

∂y

∂t
=

[

wex−W (1−E)y

1 + wℎx+WHy
− d

]

y

(3.2)

Dato che il modello 3.2 degenera nel modello 3.1, con w = a, quando W diventa

nullo, il tasso di attacco cannibalistico W , da qui in poi chiamato semplicemente

cannibalismo, è il parametro di controllo più naturale per la nostra discussione.

E’ interessante notare come il modello utilizzato in [95] è differente dal modello

3.2 e può, al limite, essere considerato una sorta di approssimazione valida solo

per piccoli valori di cannibalismo : di conseguenza non può in alcun modo essere

utilizzato per ottenere conclusioni riguardanti la formazione di pattern spaziali

in casi con valori di cannibalismo medio-alti.

Analisi del modello

E’ noto [75] che il modello 3.1 tende ad un equilibrio stabile nel caso sia soddisfatta

la condizione

d/(e− dℎ) < wK < (
e

ℎ
+ d)/(e− dℎ) (3.3)
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(a) (b)

Figura 3.1: Isocline non banali delle prede (a) e dei predatori (b) per valori
differenti di cannibalismo (W ). Le curve sono state ottenute con il seguente
insieme di parametri r = 0.5, K = 5, w = 2, H = 0.4, ℎ = 0.22, e = 0.5, E = 0.4
e d = 0.7.

mentre tende verso un ciclo limite stabile nel caso

wK > (
e

ℎ
+ d)/(e− dℎ). (3.4)

In questa sezione dimostreremo le seguenti due proprietà :

(i) Se la condizione 3.3 è soddisfatta, il cannibalismo dei predatori (W ) non

può in alcun modo promuovere la nascita di pattern spaziali nel modello

(1.1,3.1).

(ii) Se la condizione 3.4 è soddisfatta, possono emergere pattern spaziali nel

modello (1.1,3.1), se si garantisce un cannibalismo (W ) e una dispersione

dei predatori (dy) sufficientemente alti.

L’isoclina non banale ∂x/∂t = 0 per il modello 3.1 risulta essere

y =
r(1− x/K)(1 + wℎx)

w − r(1− x/K)WH
.

Essa è una curva unimodale che interseca l’asse x in due punti (x = −1/wℎ e

x = K) che non dipendono dal valore di cannibalismo (W ). Contrariamente, per
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tutti i valori di x nel campo (−1/(wℎ), K), qualsiasi aumento di W si ripercuote

in un aumento di y, come mostrato in Fig.3.1a. In più, dopo alcuni passaggi, si

ottiene

∂y

∂x
=

− w
K
(1 + wℎx) + w(1− x

K
)wℎ− rwℎWH(1− x

K
)2

(w − r(1− x
K
)WH)2

(3.5)

che permette di notare che ∂y/∂x è negativa nel punto centrale

x∗ =
K − 1

wℎ

2
(3.6)

dell’intervallo [−1/wℎ,K], dove l’isoclina corrispondente a W = 0 (la parabola di

Rosenzweig-MacArthur) ha il suo massimo. Infatti, per x = x∗ i primi due termini

del numeratore di 3.5 si annullano, mentre il terzo termine è sempre negativo.

Questo implica che il massimo dell’isoclina della preda si sposti gradualmente

verso sinistra quando aumenta il cannibalismo (W ). In sistesi l’isoclina delle

prede dipende da W come mostrato in Fig.3.1a.

L’isoclina non banale dei predatori ∂y/∂t = 0 per il modello 3.2 (vedi Fig.3.1b)

risulta essere una retta

W (1−E + dH)y = w(e− dℎ)x− d

che intercetta l’asse x in un punto x∗∗ indipendenta da W

x∗∗ =
d

w(e− dℎ)
(3.7)

e ha una pendenza positiva per tutti i valori di W (si ricordi che E < 1 e e > dℎ

per motivi biologici).

Dimostrazione della proprietà (i)

Una conseguenza diretta della condizione 3.3 è che (si veda 3.6 e 3.7)

x∗∗ > x∗



3.2 Cannibalsmo e formazione di pattern spaziali 35

Figura 3.2: Isocline delle prede e dei predatori per diversi valori di cannibalismo
(W = 0, 0.9, 1.8) quando la consizione 3.3 è soddisfatta : l’equilibrio (∙) è sempre
alla destra del massimo della parabola (□). Le curve sono state ottenute con il
set di parametri indicato in Fig.3.1 ad eccezione di w = 1.5.

e di conseguenza le isocline sono disposte come in Fig.3.2, che mostra chiaramente

come la pendenza dell’isoclina delle prede e dei predatori siano, rispettivamente,

negativa e positiva all’equilibrio. Ma nei sistemi preda-predatorie, dove per ra-

gioni biologiche a12 < 0 e a21 > 0 (si veda l’eq.3.2), la negatività della pendenza

dell’isoclina delle prede è equivalente a a11 < 0, mentre la positività della pen-

denza dell’isoclina dei predatori è equivalente a a22 < 0. Di conseguenza per tutti

i valori di W il segno dei quattro elementi dello Jacobiano valutati all’equilibrio

sono come segue

A =

⎡

⎣

− −

+ −

⎤

⎦

per cui non ci sono attivatori, e perciò la regione IPT è vuota per tutti i valori

di W .

Dimostrazione della proprietà (ii)
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La condizione 3.4 implica

x∗∗ < x∗

quindi le isocline sono come in Fig.3.3. Per W = 0 il modello 3.2 è il classico

modello di Rosenzweig-MacArthur 3.1 che ha a11 > 0 e a22 = 0 per cui la traccia

di A è positiva (si ricordi che l’equilibrio è instabile). Aumentando W da zero,

le due isocline variano gradualmente e la loro pendenza indica che a11 rimane

inizialmente positiva ma poi decresce mentre a22 diventa negativa e poi decresce.

Di conseguenza, la traccia di A decresce con W finchè essa diventa zero ad un

particolare valore, indicato con W1, di cannibalismo (in cui il modello 3.2 ha una

biforcazione di Hopf). Per W leggermente maggiore di W1 l’equilibrio è quindi

Figura 3.3: Isocline delle prede e dei predatori quando la condizione 3.4 è soddis-
fata. Per W =W1 il modello 3.2 ha una biforcazione di Hopf, mentre a W =W2

(biforcazione di Turing) la popolazione delle prede cessa di essere un attivatore.
Le curve sono state ottenute con il medesimo set di parametri indicato in Fig.3.1
tranne che per w = 3.8. I valori critici di cannibalismo (W ) sono W1 = 0.81211
e W2 = 5.727616.
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stabile e ha

A =

⎡

⎣

+ −

+ −

⎤

⎦

perciò la preda è un attivatore. Un ulteriore aumento di W , riduce a11 fino a zero

per W = W2, cioè quando l’isoclina dei predatori interseca l’isoclina delle prede

al suo massimo (dove a11 cambia segno). Quindi, per W > W2

A =

⎡

⎣

− −

+ −

⎤

⎦

e di nuovo non esistono attivatori. In conclusione, l’equilibrio è stabile e ha la

popolazione delle prede come attivatore per

W1 < W < W2 (3.8)

e di conseguenza la regione di instabilità potenziale di Turing è data dall’inter-

vallo IPT = (W1,W2) e la formazione di pattern emerge se le prede disperdono

sufficientemente meno rispetto ai predatori.

Queste conclusioni sono molto probabilmente valide anche per altri meccanis-

mi che promuovono la formazione di pattern in sistemi preda-predatore spazial-

mente distribuiti e che non possono essere classificati come fatto nel capitolo 3.1.

Per esempio, una modellazione accurata dell’effetto dell’interferenza tra predatori

mostra gli stessi risultati ottenuti per il cannibalismo, cioè che l’interferenza non

può promuovere l’instabilità di Turing se essa è troppo bassa e l’attrattore, in

assenza di interferenza, non è un ciclo limite.
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3.3 Insetti defogliatori e chiazze di sofferenza

vegetazionale

In questa sezione studieremo il problema della formazione di pattern in un mod-

ello piante-insetti (o, più in generale, piante-parassiti) grazie alla nozione di in-

stabilità potenziale di Turing. Il problema è interessante sia dal punto di vista

teorico che da quello pratico; infatti diverse ricerche [22] hanno evidenziato come

l’interazione piante-insetti possa dar luogo a fenomeni spazio-temporali molto im-

portanti come le esplosioni ricorrenti della densità di insetti, la sincronizzazione e

le onde viaggianti di infestazioni nelle foreste. Inoltre sono state osservate diverse

formazioni di pattern vegetazionali, come mostrato in fig.3.4.

In questo ambito sono stati proposti in letteratura diversi modelli che, in

generale, considerano segmenti della catena alimentare partendo dalle piante,

continuando con gli insetti e finendo con gli insettivori o i parassiti con i relativi

patogeni. Qui ci concentreremo sul caso più semplice in cui il compartimento

(a) (b)

Figura 3.4: Pattern spaziali, dovuti a interazioni tra piante e loro nemici, osservati
a scale estremamente differenti : (a) Aree danneggiate nelle foglie di rosa causate
da acari. (b) Zone di pini silvestri sofferenti attaccati da bostrico sui versanti
della Valtellina.
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vegetazionale è descritto da un’unica variabile rappresentante la biomassa delle

piante o la qualità del fogliame e in cui gli insettivori sono supposti costanti nel

tempo. In accordo con queste ipotesi si è scelto di adottare il modello descritto in

[65] che cattura i principali comportamenti di modelli anche più complicati [35].

Il modello è descritto dalle seguenti equazioni

⎧



⎨



⎩

ẋ1 = rx1

(

1−
x1
K

)

−
a2x1

1 + a2ℎ2x1
x2,

ẋ2 = e2
a2x1

1 + a2ℎ2x1
x2 −m2x2 − c2x

2
2 −

a3x2
1 + a3ℎ3x2 + a′3ℎ

′
3V

x3,
(3.9)

in cui x1 e x2 rappresentano, rispettivamente, la biomassa delle piante e degli

insetti, r e K sono il tasso netto di crescita e la capacità portante delle piante, a2

e ℎ2 sono il tasso di attacco e il tempo di trattamento, e2 è il fattore di conversione

piante/insetti, c2 è la competizione intraspecifica degli insetti, x3 è la biomassa

degli insettivori, a3(a
′
3) e ℎ3(ℎ

′
3) sono i tassi di attacco e i tempi di trattamento

dei nemici degli insetti, mentre V è la densità di prede alternative.

Per c2 = x3 = 0, il modello 3.9 è il modello standard di Rosenzweig-MacArthur

[79] che non ammette instabilità di Turing (vedi sezione 3.1). Invece, se tutti i

parametri demografici sono positivi, è possibile avere instabilità di Turing. Per

dimostrare questa affermazione si noti che l’isoclina non banale ẋ1 = 0 è una

parabola x2 = '(x1) con il vertice che può essere arbitrariamente posizionato

nello spazio (x1, x2) variando, ad esempio, i parametri r e K. L’isoclina non ba-

nale ẋ2 = 0 è più complicata, ma è facile verificare che può essere espressa nella

forma x1 =  (x2) e che per x3 sufficientemente grande, ha un minimo, relati-

vamente a x2, nel primo quadrante. Di conseguenza per un particolare insieme

di parametri le due isocline si incontreranno perpendicolarmente con inclinazioni

rispettivamente orizzontali e verticali. Come illustrato nel capitolo 2.3 questo
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implica l’esistenza di un punto di Turing-Hopf (TH), in un qualsiasi spazio dei

parametri, da cui nascono due curve di Turing. In fig.3.5 è mostrata la regione

potenziale di Turing per l’insieme dei parametri specificato nella didascalia. Si

noti che solo in una delle due sottoregioni della regione potenziale di Turing (pre-

cisamente quella grigia delimitata da a11 = 0 nella quale l’attivatore è composto

dalle piante) è possibile osservare la formazione di pattern, mentre nell’altra parte

ciò non è possibile dato che gli insetti dovrebbero disperdere meno delle piante.

Un esempio della distribuzione spaziale della biomassa vegetazionale, ottenuto

integrando su un reticolo rettangolare il modello 1.1 con le funzioni specificate dal

modello 3.9 e i parametri d1 = 10−5, d2 = 1−10−5, " = 1.5, è mostrato in fig.3.6.

In accordo con precedenti studi [24, 44, 66, 16, 60, 2, 7, 100, 102], che prevedono
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Figura 3.5: Diagramma di biforcazione nel piano dei parametri (e2, a2) del mod-
ello 3.9. Nella regione in nero non esistono equilibri stabili positivi, mentre nelle
altre regioni tale equilibrio è presente. Un equilibrio stabile positivo non può
essere instabile alla Turing nelle regioni in bianco, mentre lo può essere nella re-
gione in grigio che è appunto la regione di instabilità potenziale di Turing (IPT ).
Nella regione grigia delimitata dalla curva a11 = 0 l’attivatore è costituito dalle
piante, cioè l’instabilità di Turing può essere ottenuta se gli insetti disperdono
molto di più rispetto alle piante. I valori dei parametri sono r = 1.3, K = 10,
ℎ2 = 2/3, e2 = 0.6, m2 = 0.3, a3 = 1, ℎ3 = 2.5, a′3 = 1, ℎ′3 = 1, V = 3 e x3 = 1.
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Figura 3.6: Densità delle piante in un equilibrio del modello spaziale (1.1,3.9). I
valori dei parametri utilizzati sono quelli riportati nella didascalia di fig.3.5 con
a2 = 0.86 e c2 = 0.08.

che pattern spaziali possano nascere anche in habitat omogenei, la fig.3.6 mostra

la formazione di patch vegetazionali simili a quelli osservati in natura (fig.3.4).

3.4 Risorse sanitarie limitate e disomogeneità

spaziali nelle epidemie

E’ noto che diverse epidemie presenti in natura sono distribuite in maniera etero-

genea sul territorio. Questo fenomeno è un ostacolo importante nella ricerca

di un metodo per debellare completamente l’epidemia, infatti risulta più facile

intraprendere una strategia sanitaria efficace nel caso di una distribuzione omo-

genea nello spazio. Una domanda interessante da porsi è se questa disomogenità

spaziale sia dovuta a delle differenze strutturali (genotipo differente, risorse san-

itarie, stili di vita, ...) presenti sul territorio oppure se possa essere imputata

alla dinamica non lineare del comportamento dell’agente patogeno. Per rispon-

dere a questo interrogativo verrà utilizzato un modello SIR classico e, grazie alla

nozione di instabilità potenziale di Turing, si cercherà di capire quali fattori della
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dinamica dell’epidemia possano promuovere la formazione di pattern spaziali.

In letteratura esistono alcuni lavori riguardanti l’instabilità di Turing in sis-

temi epidemici [37, 72, 38, 39, 36] ma in essi vengono utilizzati modelli diversi

dal modello SIR standard (probabilmente perchè, come illustrato di seguito, il

modello standard è critico dal punto di vista dell’instabilità di Turing). Il mod-

ello SIR divide la popolazione in tre classi : suscettibili (S), cioè individui sani

che potrebbero essere infettati, infetti (I), cioè individui che hanno contratto l’a-

gente patogeno e che non sono ancora guariti, e recuperati (R), cioè individui che

sono guariti e che di conseguenza non possono più contrarre l’agente patogeno.

Il modello è il seguente

⎧











⎨











⎩

∂S

∂t
= b (S + I +R)− dS − �SI

∂I

∂t
= �SI − dI − oI

∂R

∂t
= oI − dR

(3.10)

dove b è il tasso di natalità nella popolazione, d il tasso di mortalità, � la

contagiosità del fattore patogeno e o il tasso di guarigione. E’ facile notare

che

Ṡ + İ + Ṙ = (b− d)(S + I +R)

e assumendo b = d otteniamo S + I + R = k con k costante che per semplicità

viene posta uguale a 1. Sotto queste ipotesi possiamo esprimere R in funzione di

S e I, cioè R = 1− S − I e trasformare il modello 3.10 nel più semplice modello

⎧



⎨



⎩

∂S

∂t
= b− bS − �SI

∂I

∂t
= I (�S − b− o)

(3.11)

con lo stato iniziale che deve soddisfare la ovvia condizione S(0) + I(0) < 1.
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Il modello 3.11 ha l’equilibrio banale (1, 0), corrispondente alla totale scom-

parsa dell’epidemia, per ogni valore dei parametri. Lo Jacobiano valutato nell’e-

quilibrio banale risulta essere

A =

⎡

⎣

−b −�

0 �− b− o

⎤

⎦

che mostra come l’equilibrio banale sia stabile per

� < b+ o .

mentre diventa una sella per

� > b+ o (3.12)

Se la condizione 3.12 è soddisfatta esiste un altro equilibrio stabile e strettamente

positivo, cioè un equilibrio endemico (S̄, Ī). Il problema che ci poniamo è quindi

capire sotto quali condizioni la regione di instabilità potenziale di Turing IPT

non sia vuota per l’equilibrio endemico.

Valutando lo Jacobiano nell’equilibrio endemico si ottiene

A =

⎡

⎣

−b− �Ī −�S̄

�Ī 0

⎤

⎦

che mostra chiaramente come il modello 3.11 (e di conseguenza anche il modello

3.10) sia critico dal punto di vista dell’instabilità di Turing. Infatti, pur non

esistendo attivatori, un piccolo fattore aggiuntivo nella dinamica degli infetti può

rendere a22 positivo e quindi far scattare la condizione 2.7.

Per avere un esempio di fattore promotore di eterogeneità spaziale consideri-

amo un tasso di guarigione non più costante, ma bensì dipendente dal numero di

infetti (I) presenti nella popolazione

p(I) =
o

1 + opI
.
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Figura 3.7: Isocline non banali del modello 3.13 per diversi valori del parametro
p = (0, 20, 40, 60) quando la condizione 3.12 è soddisfatta. Le curve sono state
ottenute con il set di parametri b = 0.2, � = 0.7 e o = 0.2.

Questa funzione esprime il caso, per niente raro, di risorse sanitarie limitate e

il parametro p indica l’intensità con cui cala l’efficacia sanitaria all’aumentare

del numero di infetti. Il modello 3.11 con l’effetto delle risorse sanitarie limitate

risulta essere
⎧



⎨



⎩

∂S

∂t
= b− bS − �SI

∂I

∂t
= I (�S − b− p(I))

(3.13)

e le isocline corrispondenti sono mostrate in Fig.3.7. La presenza di questo nuovo

effetto non modifica il segno di a11 mentre il secondo elemento sulla diagonale

dello Jacobiano valutato nell’equilibrio endemico diventa

a22 = −
′

p(Ī)Ī

ed essendo


′

p(Ī) =
−2op

(1 + opI)2
< 0 ∀p > 0
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risulta che la popolazione di infetti è un attivatore e di conseguenza è possibile

osservare pattern spaziali nella diffusione di epidemie in un sistema con risorse

sanitarie limitate se gli infetti si spostano nel territorio sufficientemente meno

rispetto agli suscettibili (il che è ovviamente vero).

Si è quindi dimostrato che se l’efficacia del sistema sanitario, nel combattere

un fattore patogeno, non dimimuisce con l’aumentare degli infetti la dinamica

dell’epidemia non è sufficiente a giustificare una distribuzione eterogenea di in-

fetti nel territorio. Al contrario, nel caso di risorse sanitarie limitate (e nell’ovvia

ipotesi di individui infetti meno mobili di quelli suscettibili) il fenomeno dell’insta-

bilità di Turing genera pattern spaziali di infetti anche in territori perfettamente

omogenei.





Capitolo 4

Applicazioni in modelli a più di due

variabili

‘Tutto dovrebbe essere reso il più semplice possibile, ma non più semplice.’

Albert Einstein

Verranno ora presentate due applicazioni ecologiche in cui si utilizzeranno modelli

a più di due variabili di stato in cui, di conseguenza, potrà essere sfruttata la

condizione del paragrafo 2.3.2 necessaria e sufficiente per l’instabilità potenziale

di Turing, oppure la condizione semplificata 2.8 solo sufficiente.

4.1 Addensamenti di plancton in ambienti

acquatici omogenei

Negli ecosistemi acquatici, l’esempio paradigmatico di formazione di pattern

spaziali è certamente la disposizione a chiazze (patch) degli addensamenti di

plancton, fenomeno conosciuto come plankton patchiness. Questo fenomeno ha

attratto l’attenzione di molti ricercatori dagli albori dell’ecologia spaziale [53, 93,

67] dato che le dinamiche e le distribuzioni di plancton sono fattori fondamentali

nel fuzionamento degli ecosistemi acquatici.
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In generale, quando si vogliono descrivere popolazioni che hanno interazioni

demografiche che variano nel tempo e nello spazio, bisognerebbe teoricamente

studiare problemi che usano due sotto-modelli connessi in cascata come raffigu-

rato in fig.4.1. Questo rende il problema piuttosto complesso, dato che i campioni

di popolazione non contengono solo informazioni sulla demografia ma anche sulle

caratteristiche dell’ambiente, al punto che a volte queste ultime sono dominanti

[70]. Solamente pochi studi hanno tenuto conto di modelli completi del tipo di

fig.4.1 [98, 1, 43, 15]. Questi studi confermano che le caratteristiche dell’ambi-

ente possono essere dominanti, ma in alcuni casi la demografia del plancton può

causare extra complessità .

Per semplificare lo studio dei comportamenti del plancton, si può scegliere di

analizzare uno solo dei due sotto-modelli in fig.4.1. Il primo approccio estremo

consiste nello studiare le dinamiche spazio-temporali dei flussi e da queste dedurre

i pattern spaziali delle popolazioni, considerando il plancton, come altre specie,

come particelle inerti (si faccia riferimento a [34] per un primo supporto a questa

idea). In questo modo, il problema è ridotto ad un problema, relativamente,

standard di idrodinamica dove si considerano solo le caratteristiche di sospensione

e mobilità delle popolazioni. Questo approccio è in grado di spiegare numerosi

pattern delle popolazioni di plancton, osservati a differenti scale, come vortici che

Figura 4.1: Struttura generale di modellazioni riguardanti fenomeni biologici in
ambienti dinamici.
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si attivano alternativamente [3], bande multiple di addensamenti di organismi [89],

e lunghe strisce di plancton parallele alle coste [33].

Al contrario, il secondo approccio estremo, semplicemente elimina l’idrodi-

namica assumendo che tutti i flussi siano costanti nel tempo e nello spazio, per

cui si ottiene un modello classico di popolazioni con meccanismi di diffusione

che controllano lo spostamento degli individui nello spazio. Segel e Jackson [88]

furono i primi a mostrare che la teoria sviluppata da Turing poteva essere ap-

plicata in ecologia per determinare se processi biologici dipendenti dalle densità

delle popolazioni potessero promuovere pattern spaziali in ambienti perfettamente

omogenei. Pochi anni dopo, Levin e Segel [53] congetturarono che l’instabilità

di Turing è il meccanismo più appropiato per supportare l’idea che la plank-

ton patchiness sia un fenomeno puramente attribuibile alle caratteristiche de-

mografiche delle popolazioni. Tuttavia, il modello fitoplancton - zooplancton che

essi utlizzarono non è molto credibile e implica che l’attivatore sia il fitoplancton,

il che, in parziale contrasto con alcune osservazioni [98, 52], implicherebbe che il

fitoplancton fosse distribuito in modo più disomogeneo dello zooplancton.

Due sono gli obiettivi di questa applicazione. Il primo è mostrare, tramite

il concetto di instabilità potenziale di Turing, che Levin e Segel non potevano

ottenere risultato migliore con il vincolo di utilizzare un modello a due variabili

di stato. Il secondo è fare ordine sulle proprietà predittive di disomogeneità

spaziale dei vari modelli di dinamica del plancton proposti in letteratura. Infine,

per mostrare l’utilità dei nostri risultati verrà discusso uno dei più dettagliati

modelli di plancton proposto in letteratura, caratterizzato da cinque variabili di

stato.
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Le popolazioni di fitoplancton (P ) e zooplancton (Z) sono componenti cen-

trali nelle catene alimentari acquatiche che vanno dai nutrienti (N) fino ai pesci

(F ). Le popolazioni di fitoplancton crescono grazie alla luce e ai nutrienti (tipi-

camente, azoto e fosforo) e sono predate da popolazioni di zooplancton, che a

loro volta, sono cibo per diversi specie di pesci planctivori. Alcune caratteris-

tiche demografiche dei vari componenti di una catena alimentare sono influen-

zate da fattori esogeni periodici (o quasi-periodici) (ciclo circadiano della luce,

ciclo settimanale della produzione di nutrienti, ciclo lunare per l’efficacia della

predazione, ciclo annuale della luce e della temperatura dell’acqua) che pos-

sono avere impatti rilevanti sulla dinamica del plancton (si veda ad esempio

[92, 9, 41, 86, 40, 62, 94, 4, 68]). La profondità è un’altra caratteristica im-

portante che, in linea di principio, dovrebbe essere inclusa in ogni modello per

descrivere l’effetto dell’ombra sulla crescita del fitoplancton.

I modelli utilizzati per simulare le dinamiche spazio-temporali del plancton

sono molto più semplici della realtà. In particolare, per poter utilizzare la nozione

di instabilità potenziale di Turing, eliminiremo le periodicità esogene e il ruolo

della profondità. In questo modo, i modelli più complessi che considereremo

saranno catene alimentari con parametri demografici e dispersioni costanti.

Illustreremo ora due principi innovativi riguardanti le catene alimentari coin-

volgenti il plancton :

(i) Nei modelli realistici di catene alimentari che includono sia le prede che i

predatori dello zooplancton, quest’ultimo risulta essere un attivatore.

(ii) Nei modelli sovra-semplificati di catene alimentari in cui non compaiono
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le prede o i predatori dello zooplancton quest’ultimo non può essere un

attivatore e quindi non è possibile prevedere la plankton patchiness.

Inizieremo a dimostrare il punto (ii) evidenziando come nei modelli di catene al-

imentari che iniziano con lo zooplancton (ad esempio modelli zooplancton-pesci

(Z − F )) o che finiscono con lo zooplancton (ad esempio modelli nutriente-

fitoplancton-zooplancton (N − P − Z)), lo zooplancton non può essere un at-

tivatore. Verrà poi provato il punto (i), cioè che nei modelli di catene alimentari

che includono sia le prede che i predatori dello zooplancton, come nei modelli

N − P − Z − F , la condizione sufficiente 2.8 per l’emergenza di pattern spaziali

è soddisfatta.

Modelli di catene alimentari con lo zooplancton in testa alla catena sono

modelli P − Z [53, 92, 98] oppure modelli N − P − Z [92, 1, 43, 42]. Essi

condividono la stessa equazione per la dinamica dello zooplancton, cioè

∂Z

∂t
= fZ(P, Z) = eZΨZ(P, Z)Z −mZ(Z)Z

= Z [eZΨZ(P, Z)−mZ(Z)]

(4.1)

dove eZ , mZ e ΨZ sono, rispettivamente, l’efficienza, la mortalità e la risposta

funzionale dello zooplancton. Assumendo, naturalmente, che l’equilibrio (P̄ , Z̄)

sia strettamente positivo abbiamo

∂fZ
∂Z

= Z̄

[

eZ
∂ΨZ

∂Z
−
∂mZ

∂Z

]

(4.2)

dato che il termine tra parentesi nell’equazione 4.1 è nullo quando valutato in un

equilibrio positivo. A questo punto possiamo a priori considerare questi tre casi

significativi :
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1. Risposta funzionale ΨZ e mortalità mZ non dipendono dalla densità dello

zooplancton ∂ΨZ/∂Z = ∂mZ/∂Z = 0

2. Individui di zooplancton interferiscono negativamente tra loro nel predare

(∂ΨZ/∂Z < 0) e/o soffrono di competizione intraspecifica (∂mZ/∂Z > 0)

3. Individui di zooplancton cooperano nel predare (∂ΨZ/∂Z > 0) e/o hanno

a disposizione meccanismi cooperativi di sopravvivenza (∂mZ/∂Z < 0)

E’ facile verificare che lo zooplancton potrebbe essere un attivatore solo nel terzo

caso, che però non è biologicamente giustificabile (infatti non esistono in letter-

atura risultati che mostrino significativi meccanismi di cooperazione). Passiamo

ora ad analizzare modelli di catene alimentari con lo zooplancton in fondo alla

catena (in realtà, modelli di questo tipo non sono mai stati discussi in letteratu-

ra), che dovrebbero essere modelli Z−F con l’equazione che descrive i pesci nella

forma

∂F

∂t
= fF (Z, F ) = eFΨF (Z, F )F −mF (F )F = F [eFΨF (Z, F )−mF (F )]

che implica, in un equilibrio positivo
(

Z̄, F̄
)

, che

∂fF
∂F

= F̄

[

eF
∂ΨF

∂F
−
∂mF

∂F

]

(4.3)

Perchè lo zooplancton fosse un attivatore bisognerebbe che i pesci fossero inibitori

(∂fF /∂F < 0) e cioè dalla 4.3 che competessero tra loro (∂mF /∂F > 0) o inter-

ferissero negativamente nella ricerca del cibo (∂ΨF/∂F < 0). Tuttavia entrambe

queste proprietà non sono mai state prese in considerazione in letteratura, per

cui, in conclusione, anche i modelli Z − F non possono suggerire la zooplankton

patchiness e quindi il principo (ii) risulta dimostrato.
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Consideriamo ora modelli P − Z − F e N − P − Z − F dove sia la preda che

il predatore dello zooplancton appaiono esplicitamente. Modelli di questo tipo

sono stati proposti in letteratura con N e F fissati a valori costanti e utilizzati

come parametri di controllo per ottenere ancora modelli a due variabili ([86, 85,

58, 59, 64]) oppure con N e F descritti da equazioni differenziali [25, 76]. In tutti

questi casi, l’equazione dello zooplancton è l’eq. 4.1 con in più un’extra-mortalità

dovuta ai pesci, cioè

∂Z

∂t
= fZ(N,P, Z, F ) = eZΨZ(P, Z)Z −mZ(Z)Z − FΨF (Z, F )

= Z

[

eZΨZ(P, Z)−mZ(Z)− F
ΨF (Z, F )

Z
)

] (4.4)

In assenza di interferenza e cooperazione nella popolazione di zooplancton (∂ΨZ/∂Z =

∂mZ/∂Z = 0) otteniamo da 4.4 che in un equilibrio positivo
(

N̄ , P̄ , Z̄, F̄
)

∂fZ
∂Z

= −Z̄F̄
∂ (ΨF/Z)

∂Z
(4.5)

Per valutare il segno di ∂fZ/∂Z in 4.5 consideriamo le due forme standard di

risposta funzionale

ΨF =

⎧

⎨

⎩

aZ/(b+ Z) Holling type II

aZ2/(b2 + Z2) Holling type III

dove b è la costante di semisaturazione, cioè la densità di zooplancton alla quale

la predazione dei pesci è la metà del suo valore massimo. Dopo qualche passaggio,

si ottiene

∂fZ
∂Z

=

⎧

⎨

⎩

aZ̄/(b+ Z)2

aZ̄(Z2 − b2)/(b2 + Z2)2

e la conclusione è che se i pesci hanno una risposta funzionale Holling type II lo

zooplancton è sempre un attivatore, mentre nel caso di una rispostra funzionale

Holling type III lo zooplancton è un attivatore se Z > b, cioè se l’equilibrio
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(N̄, P̄ , Z̄, F̄ ) è un equilibrio dominato dallo zooplancton [58]. Nel caso opposto, di

equilibrio dominato dal fitoplancton (P grande e Z piccolo) Z non è un attivatore

e la zooplankton patchiness non è implicata dalla nostra condizione sufficiente.

Tuttavia questa non è una grossa limitazione dato che sapere se una popolazione

è distribuita a chiazze quando ha una bassa densità non è altro che una pura

curiosità. Abbiamo, quindi, dimostrato anche il principio (i).

Per completare il discorso riguardante i principi (i) e (ii) bisogna affrontare

la delicata questione delle dispersioni. Quando lo zooplancton è un attivatore

la presenza di plankton patchiness è assicurata se esso disperde sufficientemente

meno rispetto al fitoplancton e ai pesci planctivori, cioè

dZ < dP dZ < dF .

Mentre non ci sono dubbi sulla seconda disuguaglianza, la prima pone un prob-

lema tutt’oggi aperto. Le affermazioni più comuni in materia sono che le due

dispersioni (dZ e dP ) sono comparabili. In realtà la condizione dZ < dP può

essere supportata notando che molte specie di zooplancton, rispetto al fitoplanc-

ton, sono in grado di resistere alla corrente aggrappandosi ad ostacoli o di nuotare

contro corrente. Tuttavia queste argomentazioni potrebbero essere utilizzate per

sostenere la conclusione opposta nel caso in cui non ci siano turbolenze nell’am-

biente acquatico. Tutto questo non ha però alcuna importanza nel caso in cui

anche la coppia (P, Z) sia un attivatore, perchè in tal caso l’unica condizione da

imporre rimane dZ < dF .
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Per mostrare l’importanza e la portata dei principi sopra-esposti analizziamo

uno dei modelli più dettagliati di catena alimentare riguardante il plancton pro-

posti in letteratura. La catena alimentare prevede 5 componenti : Nutrienti (N),

Fitoplancton (P ), Zooplancton (Z), Pesci planctivori (F ), e Carnivori (C). Lo

zooplancton è il compartimento centrale della catena e di conseguenza, grazie ai

principi dimostrati, ci aspettiamo zooplankton patchiness per dispersioni di zoo-

plancton sufficientemente basse. Il modello è stato selezionato principalmente per

tre ragioni : Primo esso si comporta piuttosto bene nello spiegare le dinamiche

caotiche del plancton in presenza di stagionalità [76]; secondo, sono disponibili

indicazioni attendibili sui valori realistici dei parametri [25]; terzo, esso è molto

più dettagliato dei semplici modelli P − Z o P − Z − F utilizzati in letteratura

per tentare di spiegare la formazione di pattern spaziali di plancton.

Le equazioni del modello sono state ottenute eliminando tutte le stagionalità

dal modello descritto in da [25], e sono:

⎧

































⎨

































⎩
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−mFF − �F + V0Ī
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∂t
= eC�C

CF

KC + F
−mCC

(4.6)

l’equilibrio, calcolato per simulazione del modello 4.6 con i parametri fissati ai

valori centrali dei campi suggeriti in [25] (vedi Tabella 4.1) è caratterizzato da
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Parametro Unità di misura Valore

mP giorni−1 0.2

mZ giorni−1 0.15

mF giorni−1 0.02

mC giorni−1 0.01

kP mgP l−1 0.02

kZ mg dw l−1 0.075

kF mg dw l−1 0.5

kC mg dw l−1 0.2

�P giorni−1 0.1

�Z giorni−1 0.6

�F giorni−1 0.9

�C giorni−1 0.5

eP mg dw(mgP )−1 100

eZ - 0.6

eF - 1.5

eC - 1

�P mgP (mg dw)−1 0.003

�Z mgP (mg dw)−1 0.0031

�F mgP (mg dw)−1 0.005

�C mgP (mg dw)−1 0.0054

�Z mgP (mg dw)−1 0.007

�F mgP (mg dw)−1 0.006

� giorni−1 0.025

l calc m−2giorni−1 1

 calc m−2giorni−1(mg dw)−1l 150

V0 mg dw l−1 2

P0 mgP l−1 0.37

Ī giorni−1 0.005

Tabella 4.1: Valori dei parametri del modello 4.6 ottenuti dagli intervalli suggeriti
in [25].
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N̄ = 0.365 [mgP l−1], P̄ = 0.072 [mgdw l−1],

Z̄ = 0.142 [mgdw l−1], F̄ = 0.004 [mgdw l−1],

C̄ = 1.003 [mgdw l−1]

e il corrispondente Jacobiano, calcolato numericamente, è

A =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

-0.0026 0.002 0.0025 0.0004 0.0001

0.0082 -0.4301 −0.2939 0 0

0 0.1774 0.0229 −0.0442 0

0 0 0.0006 -2.4036 −0.0098

0 0 0 2.4101 0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

.

Sfruttando la condizione sufficiente 2.8 possiamo affermare che esistono almeno

4 attivatori (⟨Z⟩, ⟨Z,C⟩, ⟨Z,N⟩ e ⟨Z,C,N⟩) dato che la somma dei corrispettivi

valori sulla digonale risulta positiva. Tra di essi esiste anche l’attivatore com-

posto dal solo zooplancton, il che conferma i principi che abbiamo dimostrato in

precedenza.

In conclusione, in questa sezione, si sono stabiliti, grazie al concetto di insta-

bilità potenziale di Turing, due nuovi principi molto utili e semplici da utilizzare

nell’ambito della formazione di zooplankton patchiness. In particolare è sta-

to analizzato uno dei modelli più dettagliati proposti in letteratura evidenziando

come il concetto di attivatore faciliti molto lo studio dell’emergenza di formazioni

di pattern in sistemi acquatici spazialmente distribuiti.
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4.2 Piante, insetti defogliatori e insettivori

Abbiamo visto nella sezione 3.3 come le interazioni tra piante e insetti possano

portare alla formazione di macchie di sofferenza vegetazionale grazie al meccan-

ismo dell’instabilità di Turing. Una delle assunzioni più forti che avevamo fatto

era la presenza di insettivori con densità costante nel tempo. E’, quindi, natu-

rale chiedersi se nei sistemi in cui gli insettivori non siano costanti nel tempo,

ma rispondano anch’essi a leggi dinamiche, si possano ancora osservare pattern

spaziali. Al fine di rispondere a questa domanda si può estendere il modello 3.9

nel seguente modo

⎧











⎨











⎩

ẋ1 = rx1

(

1−
x1
K

)

−
a2x1

1 + a2ℎ2x1
x2,

ẋ2 = e2
a2x1

1 + a2ℎ2x1
x2 −m2x2 − c2x

2
2 −

a3x2
1 + a3ℎ3x2 + a′3ℎ

′
3V

x3

ẋ3 =
e3a3x2 + e′3a

′
3V

1 + a3ℎ3x2 + a′3ℎ
′
3V

x3 −m3x3 − c3x
2
3,

(4.7)

Per mostrare perchè si possano ancora osservare pattern spaziali per valori

opportuni dei parametri, riconsideriamo il modello 3.9 per cui abbiamo già di-

mostrato che a11 > 0 e a22 < 0 per un equilibrio positivo x̄ = (x̄1, x̄2) corrispon-

dente a un insieme di parametri in cui compariva anche x3 > 0. Considerando

ora la terza equazione in 4.7 si osserva che essa può essere soddisfatta con x3 = x̄3

e ẋ3 = 0 assicurando che

c3 =
1

x̄3

(

e3a3x̄2 + e′3a
′
3V

1 + a3ℎ3x̄2 + a′3ℎ
′
3V

−m3

)

Quindi, per piccoli valori di e3, e
′
3 e m3 il modello 4.7 ha un equilibrio positivo

stabile x̄ = (x̄1, x̄2, x̄3) e a11 > 0, a22 < 0 e a33 = −c3x̄3 < 0. Questo significa che

le piante sono di nuovo un attivatore e l’instabilità di Turing può essere ottenuta
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Figura 4.2: Densità delle piante in un equilibrio del modello spaziale 3.9,1.1. I
valori dei parametri utilizzati sono quelli scritti nella didascalia di fig.3.5 con
a2 = 0.86 e c2 = 0.08.

se le piante disperdono molto meno degli insetti e degli insettivori, condizione

evidentemente spesso verificata. Sottolineiamo come sia stata utilizzata la con-

dizione sufficiente per la presenza di instabilità di Turing nei casi in cui n ≥ 3 per

cui non è possibile concludere alcunché sull’esistenza di altri tipi di attivatori.

In fig.4.2 è mostrato un pattern spaziale, ottenuto, dopo un transitorio, inte-

grando il modello 4.7, che ricorda le macchie mostrate in fig.3.4.





Capitolo 5

Conclusioni

‘In tutte le realtà naturali v’è qualcosa di meraviglioso.’

Aristotele

In questa tesi sono state presentate delle considerazioni teoriche che permet-

tono di semplificare notevolmente l’analisi della formazione di pattern in sistemi

spazialmente distribuiti. La teoria si concentra sulla dinamica locale delle entità

che compongono il sistema distribuito e sfrutta la nozione di instabilità potenziale

di Turing per ricavare una condizione, sufficiente nel caso a tre o più variabili di

stato e anche necessaria nel caso a due variabili, che permette di capire quando

le caratteristiche locali delle entità sono tali da portare alla nascita di pattern

spaziali.

Per mezzo di sei applicazioni nell’ambito della biologia e dell’epidemiologia si

è mostrato come questo approccio semplifichi il problema dell’emergenza di irre-

golarità spaziali sia dal punto di vista concettuale che da quello computazionale.

Possibili estensioni della teoria presentata riguardano i modelli a più di due

variabili di stato, in cui si potrebbe forse trovare una condizione necessaria e

sufficiente relativamente facile da verificare, il caso in cui il sistema distribuito
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sia descritto da equazioni integrali (molto frequenti nelle neuroscienze grazie ai

neural field [71]) e il caso in cui il meccanismo di interazione tra le varie entità

sia diverso dalla diffusione, come accade in biologia molecolare con meccanismi

di quorum sensing [18] oppure nelle neuroscienze o nel controllo degli incendi

boschivi in cui esistono meccanismi di comunicazione di tipo impulsivo [74, 57].
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