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Introduzione

Nel presente lavoro di tesi vogliamo affrontare lo studio di un modello ma-
tematico per la simulazione della crescita di cellule all’interno di un bioreat-
tore soggetto a perfusione dinamica. Tale problema si incontra nelle moderne
applicazioni di Ingegneria dei Tessuti, specificatamente nella rigenerazione in
vitro di cartilagini articolari.

Nella prima parte della tesi descriviamo il bioreattore, i suoi utilizzi, i fe-
nomeni fisici che avvengono al suo interno e le diverse tipologie di dispositivo
presenti in letteratura, evidenziandone le differenze in termini di efficienza.
Un bioreattore è essenzialmente un dispositivo controllato al cui interno ven-
gono prima seminate e quindi coltivate vari tipi di cellule. Tale dispositivo è
costituito da una matrice porosa su cui attecchiscono le cellule. All’interno
dei pori, oltre alle cellule, trova spazio anche un fluido che ha il compito di
nutrire le cellule (Figura 1). La crescita cellulare è collegata a doppio filo
con la quantità di nutriente presente nel fluido e col tipo di moto che il flui-
do possiede. Infatti, più alta sarà la concentrazione di nutriente disponibile
per le cellule e maggiore sarà la loro crescita. Volendo ottenere una coltura
uniforme all’interno di tutto il costrutto cellulare sarà necessario che il fluido
nutriente riesca ad invadere ogni poro della matrice. D’altro canto la cre-
scita cellulare andrà a riempire i vuoti presenti nella matrice e ciò causerà
una diminuizione del flusso del fluido nutriente. Inoltre le cellule possiedo-
no meccanismi di inibizione della crescita quando vengono in contatto tra
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CAPITOLO 0. INTRODUZIONE 3

Figura 1: Immagine da un microscopio a scansione elettronica di una matrice
porosa seminata con condrociti delle articolazioni umane [1].

di loro; questo fenomeno, insieme al fatto che le cellule hanno un tempo di
vita limitato, è un fattore di cui tenere conto all’interno della costruzione del
modello matematico.

Nella seconda parte della tesi andremo a costruire il modello matematico
che governa il bioreattore a perfusione dinamica. Particolare attenzione verrà
posta nella descrizione matematica del passaggio dalla descrizione microsco-



CAPITOLO 0. INTRODUZIONE 4

pica del bioreattore a quella macroscopica oggetto di questa tesi mediante
la cosiddetta tecnica del Volume Averaging (media volumetrica). Quello che
infatti ci proponiamo di studiare non è il modello al dettaglio della singola
cellula ma al livello dell’intero costrutto cellulare. Se a livello microscopico
abbiamo tre fasi (cellule, fluido nutriente e matrice porosa), al livello ma-
croscopico vogliamo ottenere delle equazioni che descrivino l’evoluzione delle
cellule, del nutriente e del moto del fluido nella loro globalità. Sarà proprio
il metodo di media volumetrica a rendere possibile tale passaggio. Otteremo
quindi tre sistemi di equazioni fortemente accoppiati. Tali sottoproblemi ver-
rano adimensionalizzati per determinare quali fenomeni sono più importanti,
onde successivamente poter semplificare il modello globale.

Nella terza ed ultima parte illustriamo il modello numerico utilizzato e le
relative simulazioni per la sua validazione. Dato il forte accoppiamento delle
equazioni che costituiscono il modello matematico in esame, utilizzeremo un
algoritmo iterativo chiamato metodo di Gauss-Seidel a blocchi. Tale metodo
di punto fisso ci permetterà di risolvere in successione i tre problemi pre-
cedentemente descritti attraverso scheni numerici agli elementi finiti. Dato
che si stanno studiando grandezze fisiche come la concentrazione, particolare
attenzione si porrà nell’utilizzare metodi numerici che preservino la positi-
vità della soluzione. Inoltre essendo in presenza di equazioni di diffusione e
trasporto, la stabilità degli schemi numerici verrà attentamente controllata.
Le prime simulazioni proposte hanno lo scopo di validare il codice rispetto a
risultati noti in letteratura. Ulteriori test sono rivolti allo studio di sensiti-
vità del modello computazionale proposto nella tesi rispetto al variare della
porosità dello scaffold, che è un’importante parametro tecnologico in questo
tipo di applicazioni.



Capitolo 1

I Bioreattori nell’Ingegneria dei

Tessuti

I bioreattori sono dispositivi nei quali si sviluppano processi biologici e/o
biochimici sotto condizioni altamente controllate e monitorate. L’alto gra-
do di riproducibilità, controllo e automazione introdotti dai bioreattori per
specifici bioprocessi sperimentali sono stati la chiave per il loro trasferimento
alle applicazioni su larga scala. I bioreattori sono di solito utilizzati nei pro-
cessi di fermentazione industriale, trattamento delle acque sporche, processi
alimentari e produzione di proteine farmaceutiche e ricombinanti (come, ad
esempio, anticorpi, fattori di crescita, vaccini e antibiotici). L’Ingegneria dei
Tessuti è la disciplina che applica e integra i principi e metodi dell’ingegne-
ria alle scienze della vita per lo sviluppo di sostituti biologici per riparare,
mantenere o migliorare le funzioni dei tessuti organici [2]. In un tipico ap-
proccio, strutture tessutali 3D vengono generate dall’associazione di cellule
(autologhe o allogeniche) all’interno di opportune matrici porose (dette scaf-
fold), che forniscono la struttura per lo sviluppo dei tessuti e si degradano,
o vengono riassorbite ad un tasso definito. La coltura in vitro di costrutti
scaffold-cellule tridimensionali sotto condizioni che supportano un’efficiente
nutrimento per le cellule, possibilmente combinato con l’applicazione di forze

5



CAPITOLO 1. I BIOREATTORI NELL’INGEGNERIA DEI TESSUTI 6

meccaniche che direzionano l’attività cellulare e il fenotipo, è un importan-
te passo verso lo sviluppo di innesti funzionali per il trattamento di parti
del corpo mancanti o danneggiate (Ingegneria dei Tessuti funzionale [3]).
L’obbiettivo ultimo dell’ingegnerizzazione di tessuti tridimensionali in vitro
non è sempre la generazione di innesti ma può anche essere la costruzione
di strutture non impiantabili che vengono utilizzate come un dispositivo di
supporto esterno di un organo per cui un donatore non è disponibile [4].
Inoltre, l’Ingegneria dei Tessuti può fornire modelli affidabili che facilitano la
comprensione delle relazioni tra funzioni e strutture in condizioni normali e
patologiche, con possibili applicazioni commerciali in terapie molecolari [5].
La generazione di tessuti 3D ex vivo non solo richiede lo sviluppo di nuovi
modelli biologici ma pone nuove sfide tecnologiche a causa dei requisti fisico-
chimici delle grandi masse di cellule. In questa prima parte di tesi vedremo
il ruolo dei bioreattori nei processi chiave per l’ingegnerizzazione ex vivo di
tessuti 3D basati su cellule e scaffold, includendo il processo di seminazio-
ne delle cellule negli scaffold porosi, il nutrimento delle cellule nel costrutto
risultante e gli stimoli meccanici per lo sviluppo dei tessuti.

1.1 Seminazione cellulare di scaffold 3D

La seminazione cellulare degli scaffold, che è la disseminazione di singo-
le cellule all’interno dello scaffold, è il primo passo per iniziare una coltura
tridimensionale e può giocare un ruolo cruciale nella formazione del tessuto
[6]. La semina di cellule ad alta densità è stata associata con una migliore
formazione di tessuto nel costrutto 3D, con un più alto tasso di produzione di
cartilagine di matrice [7], con un incremento della mineralizzazione ossea [8]
e con un miglioramento della struttura dei tessuti cardiaci [9]. Perciò, innesti
autologhi ingegnerizzati per applicazioni cliniche che usano un’alta densità
di cellule iniziale richiedono che le cellule vengano seminate con la maggior
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efficienza possibile. Inoltre, la distribuzione iniziale di cellule all’interno dello
scaffold dopo la semina è stata messa in relazione con la distribuzione del
tessuto che si genera all’interno del costrutto [8, 10–12], suggerendo che una
semina di cellule uniforme può stabilire le basi migliori per una generazione
di tessuti uniformi. Purtroppo, anche quando si ha a che fare con scaffold di
piccole dimensioni (per esempio 5mm di diametro per 2mm di altezza), può
essere molto impegnativo ottenere una distribuzione ad alta densità di cellule
efficienti e uniformemente distribuite nel volume dello scaffold. Nonostante
il caricamento statico delle cellule nello scaffold sia il metodo di semina più
utilizzato, diversi studi [8, 12–15] riportano la bassa efficienza di tale metodo
insieme ad una non-uniformità nella distribuzione di cellule [8, 12, 14, 16–
21], dovuta, in parte, alla natura manuale del processo. Un’efficienza e una
uniformità decisamente più alte si sono riscontrate quando le cellule vengo-
no seminate su maglie di poli(acido glicolico) non tessuto in bioreattori di
tipo stirred-flask [19]. La miscelazione delle cellule in sospensione attorno
allo scaffold che è sospeso all’imbocco della fiasca, trasporta le cellule negli
scaffold per convezione (Figura 1.1a). Tuttavia, a causa della difficoltà nel
realizzare un’adeguata convezione delle cellule verso le zone più interne del-
lo scaffold, questo tipo di semina può presentare una bassa efficienza e una
distribuzione non uniforme [16, 20], con un’alta densità di cellule che riman-
gono confinate sulla superficie dello scaffold [6]. Sfruttando il principio del
trasporto convettivo per la semina dello scaffold, un flusso di cellule sospese
nel fluido che vada ad inserirsi direttamente tra i pori dello scaffold produ-
ce una distribuzione di cellule più uniforme in confronto a quella ottenuta
attraverso una semina statica [14]. Quando la perfusione diretta viene in-
corporata all’interno di un bioreattore automatizzato, si ottiene una più alta
efficienza di semina e una migliore distribuzione di cellule, specialmente se
comparata con le semine statiche o attraverso il bioreattore di tipo stirred-
flask [20]. Vari tipi di scaffold possono essere facilmente seminati attraverso
un processo automatizzato e controllato utilizzando i precedenti concetti e un
bioreattore semplicemente progettato. Inoltre, la semina per perfusione può
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Figura 1.1: Principali tipi di bioreattori per le applicazioni di Ingegneria dei
Tessuti.

essere facilmente integrata all’interno di un bioreattore a perfusione capace
di gestire sia la fase di semina che la fase di coltura vera e propria. Questi
bioreattori di semina e coltura sono stati progettati per gli innesti vascola-
ri ingegnerizzati [22] e sono stati anche utilizzati per le cartilagini [23] e
i tessuti cardiaci [24] e per il mantenimento delle funzioni degli epatocipi
all’interno di scaffold 3D [25]. Questi sistemi non solo razionalizzano i pro-
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cessi ingegnerizzati ma riducono anche i rischi associati al trasferimento del
costrutto cellulare tra bioreattori separati.

1.2 Incremento del trasporto di massa

È ben noto che il rifornimento di ossigeno e nutrienti è un fattore criti-
co limitante per le colture in vitro di tessuti 3D. Di conseguenza, le cellule
sferiche più grandi di 1mm di diametro contengono generalmente al loro in-
terno un nucleo necrotico ipossico circondato da un cerchio di cellule attive
[26]. Osservazioni analoghe vengono riportate per differenti tipi di colture
cellulari in scaffold a funzionamento statico. Per esempio, la deposizione di
glicosaminoglicani (GAG) da parte dei condrociti coltivati su una mesh poli
(acido glicolico) è povera nella parte centrale del costrutto (∼400 µm dalla
superficie esterna) [27] (Figura 1.2a), e la deposizione di matrice mineralizza-

Figura 1.2: Sezioni di tessuti ingegnerizzati dopo sei settimane di coltura in
diverse condizioni idrodinamiche.

ta a causa di osteoblasti stromali coltivati all’interno di schiume poli (acido
DL-lactico-glicolico) raggiunge una profondità massima di penetrazione di
240 µm dalla superficie [28]. Dato che i costrutti ingegnerizzati devono ave-
re almeno qualche millimetro di grandezza per poter essere utilizzati come
innesti per tessuti di rimpiazzo, i limiti del trasferimento di massa rappresen-
tano un serio ostacolo ad una efficiente crescita del costrutto tessutale. Le
limitazioni di trasferimento di massa esterne possono essere ridotte usando
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costrutti cellulari in un bioreattore di tipo stirred-flask (Figura 1.1a). Nella
sua configurazione di base, il tipo stirred-flask induce un mix di ossigeno e
nutrienti attraverso il mezzo nutriente e riduce la concentrazione di strati
al bordo sulla superficie del costrutto. La coltura di condrociti bovini su
una mesh poli (acido glicolico) non tessuto in un bioreattore di tipo stirred-
flask induce un incremento sia della sintesi del GAG [29] che della frazione
di GAG accumulata all’interno della parte centrale del costrutto [27]. Co-
munque, la frazione netta media di GAG accumulata attraverso il costrutto
viene ridotta e ad una profondità di 400 µm capsule fibrose vengono formate
sulla superficie del costrutto (Figura 1.2b) [27]. Ciò è probabilmente cau-
sato dai vortici turbolenti generati all’interno del bioreattore stirred-flask, il
quale incrementa il tasso di GAG rilasciato nel mezzo di coltura e vegnono
associati con la de-differenziazione dei condrociti. Un flusso dinamico lami-
nare generato da un ambiente fluido rotante costituisce un’alternativa ed un
modo efficiente di ridurre le limitazioni legate alla diffusione del nutriente
mentre produce un basso livello di sforzi. L’efficienza dei bioreattori il cui
recipiente ha un parete rotante (rotating wall vessel - RWV) (Figura 1.1b)
per la generazione di tessuti equivalenti è stata dimostrata usando condrociti
[30], cellule cardiache [9] e varie cellule tumorali [31, 32]. Dopo poche set-
timane di coltivazione all’interno di tale bioreattore, il costrutto catilagineo
mostra proprietà biochimiche e biomeccaniche superiori a quelle delle colture
statiche o del bioreattore stirred-flask ed approssima quelle della cartilagi-
ne originaria [30] (Figura 1.2c) [33], dove il costrutto del tessuto cardiaco
consiste in cellule allungate che si contraggono spontaneamente e in modo
sincrono. Le cellule derivanti dal cancro alla prostata [31] e del melanoma
[32] che vengono coltivate in questi bioreattori hanno una struttura 3D che
riflette l’architettura cellulare e la composizione eterogenea del tumore posto
in vivo. Sulla base di questi studi, questo tipo di bioreattore è stato propo-
sto quale supporto per lo sviluppo in vitro di tessuti ingegnerizzati [34]. In
particolare, le colture cellulari 3D in questi bioreattori vengono utilizzate per
identificare e controllare diversi fattori biochimici che influenzano le funzioni
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delle cellule, la crescita cellulare e la loro capacità di integrazione [35], così
come lo studio delle instabilità fenotipica, resistenza alle radiazioni e la ri-
sposta delle cellule del cancro ai farmaci [34]. I bioreattori la cui perfusione
avviene sia attraverso che attorno fibre cave semi-permeabili sono stati usati
con successo per mantenere le funzioni di cellule altamente metaboliche (per
esempio gli ematociti) incrementando il trasporto di massa dei nutrienti e
dell’ossigeno (Figura 1.1c). Questo concetto è stato esteso all’Ingegneria dei
Tessuti attraverso la coltura perfusiva direttamente attraverso i pori dello
scaffold, in modo da ridurre le limitazioni del trasporto di massa sia alla
periferia del costrutto cellulare che all’interno dei suoi pori (Figura 1.1d). I
bioreattori a perfusione diretta hanno mostrato di migliorare: (i) la crescita,
differenziazione e mineralizzazione dei depositi di matrice per le cellule ossee
[36, 37], (ii) la proliferazione dei cheratinociti umani orali [38], (iii) il tasso di
sintesi dell’albumina da parte degli ematocipi [25], (iv) la presenza di indica-
tori cardiaci specifici da parte dei cardiomiociti [39] e (v) l’accumulo e sintesi
del GAG da parte dei condrociti [23, 40]. Quando incorporata nel progetto
di un bioreattore, la perfusione diretta può quindi essere usata come un utile
strumento per migliorare la sopravvivenza delle cellule, la loro crescita e lo
sviluppo delle loro funzioni. D’altro canto, gli effetti della perfusione sono
fortemente dipendenti dal tasso di perfusione e dallo stadio di maturazione
del costrutto, come dimostrato dalle colture 3D di condrociti [23]. Quindi,
l’ottimizzazione di un bioreattore a perfusione richiede un bilancio tra il tra-
sporto di massa dei nutrienti e la produzione degli scarti da e verso le cellule,
la ritenzione di nuovi componenti della matrice extracellulare sintetizzati e
con gli sforzi indotti dal fluido all’interno dei pori. La configurazione otti-
male di flusso per un bioreattore, di solito ottenuta attraverso un approccio
trial-and-error, può essere vantaggiosamente supportata da metodi di simu-
lazione. Pacchetti software per la fluidodinamica computazionale sono un
valido strumento per il calcolo dei campi di moto, degli sforzi e del trasporto
di massa in un costrutto tridimensionale. Modelli fluidodinamici sono stati
utilizzati per il calcolo del momento e del trasporto di massa dell’ossigeno in
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un bioreattore cilindrico concentrico [41]. Un modello CFD per la perfusio-
ne diretta ha dimostrato che una distribuzione casuale di fibre porta ad una
distribuzione degli sforzi molto variabile: uno scaffold con una distribuzione
più omogenea può quindi portare ad un controllo migliore degli sforzi [42].
A tal proposito, sta diventando chiaro che nella progettazione di un bioreat-
tore non si può solo pensare alla biocompatibilità e alle proprietà meccaniche
[43], ma si devono anche includere informazioni sulla struttura dei pori e la
loro interconnessione [44, 45], che deve essere definita in modo opportuno a
seconda delle condizioni di flusso usate [46]. Modelli matematici per il flusso
all’interno di un bioreattore RWV sono stati sviluppati e validati attraverso
la misurazione sperimentale con un laser-Doppler per determinare gli effetti
della velocità di rotazione e del tasso di perfusione [47]. Analogamente, il
campo di moto e gli sforzi indotti attorno ad un costrutto 3D in un bioreat-
tore spinner-flask sono stati caratterizzati attraverso un modello CFD usato
insieme misurazioni di velocità attraverso immagini di particelle [48]. Queste
simulazioni e misurazioni possono essere successivamente combinate con dati
istologici di Ingegneria dei Tessuti, mettendo in relazione l’ambiente fluido
dinamico locale attorno il costrutto con il processo di crescita e le proprietà
finali del tessuto generato, come un’estensione del modello diffusivo prece-
dentemente sviluppato per la deposizione del GAG nel costrutto cartilagineo
cresciuto in un bioreattore RWV [49].

1.3 Condizionamento meccanico

Numerose evidenze sperimentali mostrano che le forze meccaniche, che
sono note essere degli importanti modulatori della fisiologia della cellula,
possono incrementare l’attività di biosintesi delle cellule nelle matrici bioar-
tificiali e, quindi, la possibilità di accelerare la rigenerazione dei tessuti in
vitro [3]. Vari studi hanno dimostrato la validità di questo principio, par-
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ticolarmente nel contesto dell’Ingegneria dei Tessuti muscolosceletrici. Per
esempio, allungamenti meccanici ciclici hanno mostrato: (i) un migliora-
mento nella proliferazione e nell’organizzazione della matrice per le cellule
cardiache umane seminate su uno scaffold a matrice gelatinosa [50]; (ii) un
miglioramento delle proprietà meccaniche dei tessuti generati dalle cellule
muscolo-sceletriche sospese nel collagene [51] e (iii) un incremento dell’orga-
nizzazione del tessuto e la formazione di elastina da parte delle cellule della
muscolatura liscia seminate in uno scaffold polimerico [52]. Sforzi radia-
li pulsatili in scaffold tubolari seminati con cellule della muscolatura liscia
aumentano l’organizzazione della struttura e la ritenzione di sutura dei vasi
sanguigni ottenuti, e permettere ai vasi di rimanere aperti per quattro setti-
mane dopo l’innesto in vivo [53]. Il carico deformante dinamico o lo sforzo
dei condrociti posti un un ambiente 3D stimola la sintesi del GAG [54, 55]
ed incrementa le proprietà meccaniche del tessuto risultante [55, 56]. Sfor-
zi traslazionali e rotazionali applicati alle cellule progenitrici mesenchimali
poste in un gel di collagene inducono l’allineamento delle cellule, la forma-
zione di fibre di collagene orientate e l’aumento dell’attività recettoriale dei
geni spcifici per i legamenti [57]. Nonostante i numerosi studi che mostrano
l’importanza degli stimoli meccanici per migliorare le proprietà strutturali e
funzionali dei tessuti ingegnerizzati, poco si conosce circa le specifiche forze
meccaniche o regimi di applicazione che risultano stimolanti per un partico-
lare tessuto. Inoltre, i tessuti a differenti stadi di sviluppo posso richiedere
differenti regimi di condizionamenti meccanici. In questo contesto altamente
complesso, una più profonda comprensione dei fenomeni può essere raggiunta
solo attraverso esperimenti mirati a chiarire i meccanismi sottostanti i pro-
cessi di risposta da parte delle cellule a determinati stimoli meccanici. Più
in particolare, i bioreattori possono avere un ruolo importante, in quanto
forniscono un ambiente controllato per applicazioni riproducibili e accurate
di specifici regimi di forze meccaniche applicate a costrutti tridimensionali
[58] (Figura 1.1e). Tutto ciò deve essere accoppiato con analisi quantitative
e modelli computazionali delle forze meccaniche applicate alle cellule negli
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scaffold. I bioreattori si prestano anche a valutare in vitro gli effetti fisiopa-
tologici delle forze fisiche nello svilluppo dei tessuti e a predire le risposte di
tali tessuti a forze fisiologiche durante le impiantazioni chirurgiche. Insieme
alle caratterizzazioni biomeccaniche, i bioreattori possono fornire importanti
indicazioni su quando un tessuto possiede una sufficiente integrità meccanica
e risponde a specifici requisti biologici per essere impiantato [59]. Inoltre,
analisi quantitative e modelli computazionali degli sforzi meccanici subiti da
normali tessuti in vivo e dalle controparti in vitro, possono determinare dei
regimi potenziali per la riabilitazione dei pazienti che ricevono il tessuto [3].

1.4 Quadro sintetico dei fenomeni in un bio-

reattore

Passiamo ora alla descrizione qualitativa dei fenomeni che avvengono all’in-
terno del bioreattore. Essenzialmente il bioreattore è un dispositivo atto alla
crescita delle cellule, che vengono seminate su di una matrice porosa e che
vengono nutrite attraverso il fluido che scorre attraverso lo scaffold. Con ri-
ferimento alla figura 1.3 descriviamo tali fenomeni. Il trasferimento di massa
di ossigeno è dovuto sia alla convezione che alla diffusione ed influenza il
consumo dell’ossigeno: maggiore sarà il trasporto di massa e più grande sarà
il consumo dell’ossigeno che di conseguenza farà aumentare la proliferazione
cellulare. Dato che le cellule proliferano e vanno ad invadere gli spazi vuoti
dello scaffold, la porosità e la permeabilità dello scaffold diminuiscono e lo
spazio lasciato per nuove cellule decresce. Ciò innesca il meccanismo di ini-
bizione per contatto: le cellule rallentano il loro metabolismo all’aumentare
della loro densità e alla fine si blocca il meccanismo di divisione cellulare una
volta raggiunto un livello critico di densità cellulare. Un modello completo
dovrebbe includere il metabolismo delle cellule, la loro crescita e la loro mor-
te oltre che altri aspetti legati all’anzianità della cellula. Nel nostro lavoro
non terremo conto delle differenze di età tra le cellule, la loro dimensione
e forma ma daremo una descrizione media del consumo di ossigeno. Dato
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Figura 1.3: Fenomeni interagenti in un bioreattore a perfusione.

che il sistema è posto in un ambiente a temperatura controllata e costante, i
fenomeni legati allo scambio di calore e l’evoluzione della temperatura ven-
gono trascurati. I cambiamenti nella densità del mezzo nutriente ed al suo
pH vengono ignorati. Per modellare gli effetti della morte delle cellule sul
tasso di crescita inseriamo nel nostro modello un termine cinetico. Quello
che andremo perciò a modellare sarà il campo di moto del fluido nutriente
all’interno dello scaffold, la concentrazione di nutriente e la crescita cellulare.
Il campo di moto a livello microscopico, cioè quando il dettaglio ci permette
di distinguere tra cellule e intercapedini tra i pori della matrice, viene go-
vernato dalle equazioni di Navier-Stokes. Dato che però siamo interessati ad
una descrizione macroscopica del bioreattore, attraverso il processo di media
volumetrica andremo a costruire un sistema di equazioni in grado di tenere
conto della variazione della geometria dei pori a causa della diminuizione
della porosità dovuta alla crescita cellulare. Per quanto riguarda l’evoluzio-
ne della concentrazione, guardando ancora a livello microscopico, avremmo
due diversi modelli. Nella fase fluida useremmo un’equazione di diffusione e
trasporto in quanto si ipotizza che all’interno del fluido non ci siano cellule
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sospese che possano consumare il nutriente. All’interno delle cellule, invece,
avremmo un’equazione di diffusione e reazione in quanto le reazioni chimi-
che che consentono alla cellulare di crescere consumano necessariamente il
nutriente. A livello macroscopico avremo però un equazione di diffusione-
trasporto-reazione mediata, allo scopo di tenere conto di entrambi i modelli
sopra descritti senza però distinguere tra le due fasi. Il termine reattivo vie-
ne modellato attraverso la cinetica di Michaelis-Menten che tiene conto del
consumo di nutriente da parte della cellula. Infine la crescita cellulare viene
seguita globalmente attraverso la frazione volumetrica di cellule. Quest’ulti-
ma rappresenta la porzione di volume di scaffold occupato dalle cellule, la cui
evoluzione viene descritta da un modello di diffusione e reazione. Il termine
reattivo conterrà la cinetica delle cellule che tiene conto, come precedente-
mente detto, del massimo tasso di crescita delle cellule e della loro morte.
Tale termine è modellato attraverso la cinetica di Contois modificata. Già da
questa descrizione vediamo che i fenomeni in gioco sono decisamente interdi-
pendenti, il modello matematico che andremo a costruire presenterà dunque
un forte accoppiamento. A livello numerico tale accoppiamento verrà risolto
utilizzando un algoritmo iterativo a blocchi al cui interno il problema glo-
bale viene diviso in sottoproblemi disaccoppiati da risolvere in successione.
In ciascuno di questi blocchi andremo a risolvere una singola incognita alla
volta, fissando le rimanenti ad un valore noto.



Capitolo 2

Il Modello Matematico

In questa seconda parte della tesi vogliamo descrivere il modello matema-
tico che governa il funzionamento del bioreattore. Partendo dalle equazioni
microscopiche, attraverso il processo di media volumetrica andremo a costrui-
re le equazioni macroscopiche che verrano poi risolte numericamente. Dato
che il modello è descritto da equazioni alle derivate parziali, particolare at-
tenzione sarà posta alle condizioni al contorno e iniziali. Come ultimo passo,
prima della risoluzione numerica, mostreremo il processo di adimensionaliz-
zazione che ci consentirà di semplificare il modello evidenziandone i principali
numeri caratteristici del problema in oggetto.

Scriviamo subito le definizioni e i teoremi che ci serviranno per mettere
in atto il processo di media volumetrica.

2.1 Il processo di media volumetrica

Dato che il nostro scopo è ottenere delle equazioni che descrivano i fenomeni
al livello macroscopico dello scaffold e non a quello microscopico delle cellule,
dobbiamo mediare in maniera opportuna le equazioni microscopiche. L’idea
[60, 61] è fare una media delle nostre grandezze ed equazioni all’interno di
un volume di riferimento che chiameremo V (Figura 2.1). All’interno dello

17
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Figura 2.1: Rappresentazione di un volume di riferimento al cui interno
applicare il metodo della media volumetrica.

scaffold abbiamo essenzialmente tre componenti o fasi: il fluido nutriente, le
cellule e la matrice porosa sulla quale le cellule attecchiscono. Chiameremo
rispettivamente fase β la parte di scaffold occupata dal fluido nutriente, fase σ
la porzione occupata dalle cellule ed infine fase s la parte di volume occupata
dalla matrice porosa. Definiamo ora il concetto di frazione volumetrica e cioè
la porzione di volume occupato rispettivamente dalle tre fasi all’interno del
volume di riferimento:



εβ :=
Vβ (t)

V

εσ :=
Vσ (t)

V

εs :=
Vs
V

εβ (t) + εσ (t) + εs = 1

(2.1a)

(2.1b)

(2.1c)

(2.1d)
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È importante notare che V e Vs sono due quantità costanti nel tempo,
mentre Vβ = Vβ (t) e Vσ = Vσ (t), in questo modo otteniamo l’equazione
(2.1d) ∀t ≥ 0. Inoltre abbiamo ipotizzato che la matrice porosa sia imper-
meabile al nutriente, quindi nel seguito non ci sarà alcuna concentrazione di
nutriente associata alla fase εs. Introduciamo ora le concentrazioni mediate
utili per lo sviluppo delle equazioni macroscopiche. A tale scopo indichiamo
con cβ e cσ la concentrazione di nutriente rispettivamente nella fase fluida e
in quella cellulare e definiamo le concentrazioni medie nel volume V :


〈cβ〉 :=

1

V

∫
Vβ

cβdV

〈cσ〉 :=
1

V

∫
Vσ

cσdV

(2.2a)

(2.2b)

Le definizioni (2.2a)-(2.2b) presentano il problema che, se la concentra-
zione è costante nei due volumi Vβ e Vσ, la sua media non coincide con tale
valore. Per rimuovere tale problema si introducono le seguenti concentrazioni
intrinseche:


〈cβ〉β :=

1

Vβ

∫
Vβ

cβdV

〈cσ〉σ :=
1

Vσ

∫
Vσ

cσdV

(2.3a)

(2.3b)

Le (2.3a)-(2.3b) corrispondono alle concentrazioni che si potrebbero mi-
surare con la tecnica del microelettrodo [62]. Associata alle (2.3a-2.3b),
introduciamo inoltre la seguente ulteriore definizione:
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〈c〉 : = εβ 〈cβ〉β + εσ 〈cσ〉σ =

=
Vβ
V

1

Vβ

∫
Vβ

cβdV +
Vσ
V

1

Vσ

∫
Vσ

cσdV =

=
1

V

(∫
Vβ

cβdV +

∫
Vσ

cσdV

)
=

= 〈cβ〉+ 〈cσ〉

(2.4)

La (2.4) è la concentrazione spaziale media nel volume V e corrispon-
de alla concentrazione di una specie chimica misurata mediante la risposta
spettroscopica del biofilm alla somministrazione di una sostanza chimica.

Allo scopo di pervenire ad un modello mediato in funzione di un’unica
concentrazione di nutriente, è conveniente introdurre l’ipotesi [60, 63] di
equilibrio locale di massa:

〈cβ〉β =
1

Keq

〈cσ〉σ (2.5)

e la ulteriore concentrazione di equilibrio:

{c} := εβ 〈cβ〉β + εσ
1

Keq

〈cσ〉σ (2.6)

Tale concentrazione fornisce una misura del potenziale chimico associato
alla distribuzione di concentrazione c. Sostituendo la (2.5) nella (2.6) si
ottiene:

{c} = εβ 〈cβ〉β + εσ
Keq

Keq

〈cβ〉β = 〈cβ〉β =
1

Keq

〈cσ〉σ (2.7)
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La precedente espressione è fondamentale per derivare un modello ma-
croscopico di trasporto di massa. L’equazione (2.7) rappresenta la concen-
trazione macroscopica della specie chimica considerata all’interno del volume
rappresentativo di biofilm V , sotto l’ipotesi di equlibrio locale di massa. Al-
tro importante strumento per costruire le nostre equazioni macroscopiche è
il teorema di media spaziale:

〈∇φβ〉 = ∇ 〈φβ〉+
1

V

∫
Aβσ

nβσφβdS (2.8)

dove φβ è una quantità associata alla fase β, Aβσ è la superficie di inter-
faccia tra la fase fluida e quella cellulare mentre nβσ è la normale uscente
dalla superficie d’interfaccia.

Nella prossima sezione applichiamo il procedimento della media volume-
trica per derivare il sistema di equazioni macroscopiche costituenti il modello
di crescita del costrutto cellulare.

2.2 Le equazioni macroscopiche mediate

È riportata in Figura 2.2 una schematizzazione bidimensionale del bio-
reattore. All’interno dello scaffold dobbiamo seguire l’evoluzione del fluido
nutriente e delle cellule. A livello microscopico il fluido nutriente sarà gover-
nato dalle equazioni di Navier-Stokes mentre il nutriente, da esso trasportato,
viene descritto da un’equazione di diffusione e trasporto per quanto riguarda
la fase β mentre nella fase σ avremo un’equazione di diffusione e reazione.
L’evoluzione cellulare, modellata attraverso la variabile εσ, è rappresentata
attraverso un’equazione di diffusione e reazione.
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Figura 2.2: Rappresentazione schematica dello scaffold.

2.2.1 Il modello fluido

Introduciamo preventivamente la definizione di velocità e pressione di
Darcy:

{
V := εβ 〈vβ〉β

P := εβ 〈pβ〉β
(2.9a)

(2.9b)

L’equazione di continuità è data dal bilancio tra la variazione nel tempo
della massa fluida contenuta nel volume di riferimento V ed il flusso netto di
massa che attraversa V , avremo dunque:
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∂

∂t

∫
V

ρβdV =
∂

∂t

∫
Vβ

ρβdV =

= {dato che ρβ = costante} =

= ρβ
∂Vβ
∂t

=
∂

∂t
(ρβVβ)

e anche:

∑
#Cell in V

ρβvβ · nCell +

∫
∂V

ρβvβ · dS =

=

∫
∂V

ρβvβ · dS =

∫
V

div (ρβvβ) dV

da cui si ottiene:

ρβ
∂Vβ
∂t

+

∫
V

div (ρβvβ) dV = 0

Operiamo la media della precedente relazione sul volume di riferimento
V , fisso nello spazio e nel tempo, ottenendo:

ρβ
∂εβ
∂t

+
ρβ
V

∫
V

divvβdV = 0

Passiamo quindi dal livello microscopico a quello macroscopico nel secon-
do termine della precedente equazione:

1

V

∫
V

divvβdV = div

[
Vβ
V

1

Vβ

∫
Vβ

vβdV

]
+

1

V

∫
Aβσ

vβdS =

= div
[
εβ 〈vβ〉β

]
= divV
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da cui si ricava:

∂εβ
∂t

+ divV = 0 (2.10)

L’equazione (2.10) ci dice che, passando al livello macroscopico, il fluido è
pseudo-comprimibile. Passiamo ora alla costruzione dell’equazione del moto.
A livello microscopico abbiamo l’equazione di Navier-Stokes:


ρβ

[
∂vβ
∂t

+ div (vβ ⊗ vβ)

]
= divT (vβ, pβ) + ρβg

dove T (vβ, pβ) := 2µβε (vβ)− pβδ, ε (vβ) = ∇vβ + (∇vβ)T

Come fatto per l’equazione di continuità, eseguiamo il processo di media
volumetrica:

1

V

∫
V

ρβ

[
∂vβ
∂t

+ div (vβ ⊗ vβ)

]
dV =

1

V

∫
V

divµβ

[
∇vβ + (∇vβ)T

]
dV+

− 1

V

∫
V

div (pβδ) dV

Per chiarezza, esaminiamo singolarmente gli addendi della precedente
equazione:

1

V

∫
V

ρβ
∂vβ
∂t

dV = ρβ
∂

∂t

1

V

∫
Vβ

vβdV = ρβ
∂

∂t
(εβ 〈vβ〉β) = ρβ

∂V

∂t
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1

V

∫
V

ρβdiv(vβ ⊗ vβ)dV =

= ρβ
1

V

∫
Vβ

div(vβ ⊗ vβ)dV =

= ρβ

{
div

1

V

∫
Vβ

(vβ ⊗ vβ)dV +
1

V

∫
Aβσ

(vβ ⊗ vβ)dS

}
=

= ρβ

{
div
[
εβ(〈vβ〉β ⊗ 〈vβ〉β)

]}
=

= ρβdiv

(
V ⊗V

εβ

)

1

V

∫
V

divµβ
[
∇vβ + (∇vβ)T

]
dV =

= µβ
1

V

∫
Vβ

div
[
∇vβ + (∇vβ)T

]
dV =

= µβdiv
1

V

∫
Vβ

[
∇vβ + (∇vβ)T

]
dV+

+ µβ
1

V

∫
Aβσ

[
∇vβ + (∇vβ)T

]
· dS =

= µβdiv

∇ 1

V

∫
Vβ

vβdV +

(
∇ 1

V

∫
Vβ

vβdV

)T
 +

+2
1

V

∫
Aβσ

vβdS

]
+ µβ

1

V

∫
Aβσ

(
∇vβ + (∇vβ)T

)
· dS =

= µβdiv

[
∇
(
εβ 〈vβ〉β

)
+
(
∇
(
εβ 〈vβ〉β

))T]
+

+ µβ
1

V

∫
Aβσ

[
∇vβ + (∇vβ)T

]
· dS =

= µβdiv
[
∇ (V) + (∇ (V))T

]
+

+ µβ
1

V

∫
Aβσ

[
∇vβ + (∇vβ)T

]
· dS =

= 2µβdivε (V) + 2µβ
1

V

∫
Aβσ

ε (vβ) · dS
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− 1

V

∫
V

div (pβδ) dV =

= −∇
(

1

V

∫
Vβ

pβdV

)
− 1

V

∫
Aβσ

pβdS =

= −∇P − 1

V

∫
Aβσ

pβdS

+
1

V

∫
V

ρβgdV = ρβg

Unendo i vari termini otteniamo:

ρβ

[
∂V

∂t
+ div

(
V ⊗V

εβ

)]
= divT (V, P ) + B (vβ, pβ) + ρβg (2.11)

dove il nuovo termine B (vβ, pβ), detto correzione di Brinkman, è definito
da:

B (vβ, pβ) := − 1

V

∫
Aβσ

pβdS +
µβ
V

∫
Aβσ

[
∇vβ + (∇vβ)T

]
· dS (2.12)

Utilizzando poi la definizione del tensore degli sforzi T (vβ, pβ), possiamo
scrivere il termine B (vβ, pβ) come:

B (vβ, pβ) =
1

V

∫
Aβσ

T (vβ, pβ) · dS
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Questo termine descrive la resistenza al moto del fluido esercitata per
attrito dalla parete solida dello scaffold. Dato che tale resistenza dipende
dalla velocità microscopica vβ e dalla pressione microscopica pβ, è necessario
introdurre un modello di chiusura per B in funzione della velocità di Darcy.
Si ha:

B = −µβεβV
K (εβ)

(2.13)

dove:

K (εβ) = Kp

ε3β

(1− εβ)2
(2.14)

è la permeabilità idraulica del mezzo poroso, espressa attraverso la legge
di Carman-Kozeny [64, Whitaker, 1999, cap. 4].

2.2.2 Il modello per il nutriente

Andiamo ora ad esaminare l’evoluzione della concentrazione all’interno della
cellula e del fluido nutriente. Iniziamo analizzando cosa succede all’interfaccia
tra la fase β e la fase σ (Figura 2.3). Nella fase fluida, a livello microscopico,
abbiamo un modello di diffusione e trasporto per la concentrazione. All’in-
terno della cellula, invece, avremo solo diffusione della concentrazione più
un termine di reazione che simula le reazioni chimiche che avvengono nella
cellula. Avremo perciò due concentrazioni di nutriente, una all’interno della
cellula chiamata cσ e una associata al fluido esterno denominata rispettiva-
mente cβ. Andiamo di conseguenza a definire i due flussi di nutriente che
attraversano l’interfaccia tra fase β e fase σ e il sistema di equazioni che
descrivono i precedenti fenomeni:
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Figura 2.3: Un volume di media su una regione rappresentativa di biofilm.

{
Jβ := −Dβ∇cβ + cβvβ

Jσ := −Dσ∇cσ

(2.15a)

(2.15b)

Indicando con Γ l’interfaccia di separazione tra Vβ e Vσ, il modello micro-
scopico per il flusso di nutriente è descritto dal seguente sistema:
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∂cσ
∂t

+ divJβ = 0 in Vβ

∂cσ
∂t

+ divJβ = −µ cσ
K + cσ

in Vσ

Jβ · nβ + Jσ · nσ = 0 su Γ

Jσ · nσ =
E0 (cβ − α1cσ)

α2 + α3cβ + α4cσ + α5cβcσ
su Γ

(2.16a)

(2.16b)

(2.16c)

(2.16d)

dove nβ e nσ sono le normali uscenti da Vβ e Vσ rispettivamente. Ab-
biamo dunque: il trasporto di massa nella fase β (extracellulare) modellato
dall’equazione (2.16a); il corrispettivo trasporto di massa nella fase σ (intra-
cellulare) descritto dall’equazione (2.16b); l’equazione (2.16c) rappresenta la
conservazione del flusso di massa all’interfaccia; infine l’equazione (2.16d) tie-
ne conto del trasporto di massa attraverso la membrana mediato da proteine.
Possiamo ora passare all’equazione di nostro interesse, quelle al livello macro-
scopico. Come precedentemente fatto per le equazioni del fluido, mediamo le
equazioni (2.16a-2.16d) sul volume V , utilizziamo le relazioni (2.6)-(2.7)-(2.8)
e sommiamo le equazioni, ottenendo la seguente equazione per il trasporto di
massa nel biofilm:

∂

∂t

[(
εβ + α−11 εσ

)
{c}
]

+ div (−Deff∇ {c}+ {c}v) = − εσµ {c}
{c}+ α1K

(2.17)

dove abbiamo utilizzato le seguenti grandezze: Deff , coefficiente di diffu-
sione efficace [m2 s−1]; µ, valore massimo del tasso metabolico [mol m−3 s−1];
K = Dσ

Dβ
α−11 , [mol m−3]; α1, coefficiente di equilibrio [adimensionale]. Per il

coefficiente di diffusione efficaceDeff si è scelto di usare il modello diMaxwell
[64, Whitaker, 1999, cap.1]:

Deff = Dβ

(
3K − 2εβ (K − 1)

3 + εβ (K − 1)

)
(2.18)
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Inoltre, analizzando il comportamento al limite di questo coefficiente di
diffusione, notiamo che:



lim
εβ→0+

Deff = DβK = Dβ
Dσ

Dβ

α−11 = α−11 Dσ

lim
εβ→1−

Deff = Dβ
K + 2

K + 2
= Dβ

lim
K→0+

Deff = Dβ
2εβ

3− εβ
= 2Dβ

(1− εσ)

2 + εσ

(2.19a)

(2.19b)

(2.19c)

2.2.3 Il modello per le cellule

Ci rimane ora solo da studiare l’equazione che governa l’evoluzione delle
cellule. Dato che stiamo creando un modello macroscopico del bioreattore,
non ci interessa seguire l’evoluzione delle cellule singolarmente, ma nella loro
globalità. Utilizziamo a questo scopo la frazione volumetrica associata alla
fase cellulare: εσ. I fenomeni che il modello deve descrivere sono: la crescita
delle cellule, in numero e dimensione, a causa del consumo di nutriente; il
movimento delle cellule all’interno della matrice porosa; la morte delle cellule.
Avremo un’equazione di diffusione e reazione:


∂εσ
∂t

+ divFσ (εσ) =

(
Rg {c}

{c}+ α1Kcρcellεσ
−Rd

)
εσ

Fσ (εσ) = −Dcell∇εσ

(2.20a)

(2.20b)

Il termine diffusivo tiene conto del moto browniano delle cellule. Il termi-
ne tra parentesi tonde è la cinetica di Contois modificata [65]; questa tiene
conto della proliferazione delle cellule all’interno dello scaffold e della loro
morte.
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2.3 Le condizioni al bordo e iniziali

Illustriamo nel seguito le condizioni al bordo e iniziali da associare ai
precedenti sistemi di equazioni alle derivate parziali.

Per il modello che governa il moto del fluido imporremo che all’istante
iniziale la velocità sia nulla. Per quanto riguarda le condizioni al contorno
avremo un profilo parabolico per la velocità in ingresso, condizioni di aderen-
za sulle pareti laterali dello scaffold e flusso in uscita nullo. Con riferimento
alla Figura 2.2, possiamo riassumere queste condizioni come:



V (x, t = 0) = 0 in Ω

V (x, t) = −U0
x

L

(
2− x

L

)
j su Γ1

V (x, t) = 0 su Γ3,4

v ·∇V (x, t) · n = 0, p = 0 su Γ2

(2.21a)

(2.21b)

(2.21c)

(2.21d)

dove j è il versore orientato come l’asse y in Figura 2.2.
Per l’equazione che modella l’evoluzione della concentrazione {c} avremo

che inizialmente la quantità di nutriente è zero, sul bordo di ingresso sarà
posta pari alla concentrazione presente nel serbatoio, cioè c0. Sulle pareti
laterali imporremo che il flusso di nutriente sia nullo. In uscita, a seconda
del livello di perfusione, porremo o una condizione di Dirichlet omogenea o
una di Neumann ancora omogenea. Avremo quindi:
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{c} (x, t = 0) = 0 in Ω

∇ {c} (x, t) · n = 0 su Γ3,4

{c} (x, t) = 0, per Peglob < 100 su Γ2

∇ {c} (x, t) · n = 0, per Peglob ≥ 100 su Γ2

(2.22a)

(2.22b)

(2.22c)

(2.22d)

Le ultime due condizioni al contorno hanno come discriminante il numero
di Péclet che è legato al tasso di perfusione, cioè alla velocità con cui il fluido
scorre all’interno del costrutto cellulare. Una condizione di Dirichlet all’uscita
dà luogo ad uno strato limite di concentrazione vicino al bordo; all’aumentare
del tasso di perfusione, questo strato limite aumenta e a livello numerico
questo implicherebbe un raffinamento della mesh in questa zona per seguirne
accuratamente l’evoluzione. Per evitare ciò si è deciso di cambiare tipo di
condizione al contorno all’aumentare del tasso di perfusione e quindi del
numero di Péclet globale, passando ad una condizione di tipo Neumann. La
frazione volumetrica, descritta dall’equazione (2.20a), rappresenta la frazione
di cellule presenti nello scaffold; avremo quindi che all’inizio tale frazione sarà
pari alle cellule seminate. La condizione al contorno è unica per tutti i quattro
lati, il flusso in uscita deve essere nullo. Infatti le cellule devono svilupparsi
solo all’interno del costrutto cellulare. Riassumendo:

{
εσ (x, t = 0) = ε0 in Ω

∇εσ (x, t) · n = 0 su Γ1,2,3,4

(2.23a)

(2.23b)

2.4 L’Adimensionalizzazione delle equazioni

In questa sezione procediamo a scrivere in forma adimensionale il modello
introdotto nelle Sezioni 2.2-2.3. Questo processo ci permetterà di evidenziare
quali termini delle equazioni hanno un peso maggiore relativamente agli altri
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e quindi procedere a delle semplificazioni. Introduciamo anzitutto le seguenti
variabili adimensionali (indicate con il simbolo ·̂ ) e i corrispondenti parame-
tri di scaling (indicati con il simbolo ·̄ ): adimensionali per le precedenti
equazioni:



x̂ :=
x

x̄
, x̄ = H[cm]

t̂ :=
t

t̄
, t̄ = R−1g [s]

v̂ :=
v

v̄
, v̄ = U0[cm/s]

ĉ :=
c

c̄
, c̄ = c0[g/cm

3]

(2.24a)

(2.24b)

(2.24c)

(2.24d)

Per non appesantire la notazione abbiamo posto il modulo della velocità
|v| = v; inoltre, qui e nel seguito, la concentrazione c corrisponde alla pre-
decente concentrazione {c}. Coerentemente a quanto avviene in letteratura,
introduciamo il concetto di pressione piezometrica, somma della pressione
idrostatica e di quella gravitazionale:

p := P − ρβg · x [g cm−1 s−2] (2.25)

Di conseguenza riscriviamo il tensore degli sforzi in funzione di p:

−P = −p− ρβg · x, g := −gj

−∇P = −∇p+ ρβg∇y = −∇p− ρβg
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⇒ divT (V, P ) + ρβg = div (ε (V))−∇P + ρβg = div (ε (V))−∇p

Abbiamo dunque il tensore degli sforzi modificato:

T (V, p) := 2µβε (V )− pδ (2.26)

da cui, una volta calcolate le incognite V e p, la pressione idrostatica si
potrà post-calcolare come:

P = p+ ρβg · x = p− ρβgy

Lo scaling per la pressione sarà:

p̂ :=
p

p̄
, p̄ = µβ

v̄x̄

Kp

[g cm−1 s−22] (2.27)

Il processo di adimensionalizzazione porta alle seguenti equazioni (dove,
per semplicità, abbiamo utilizzato la medesima notazione per le quantità
adimensionali):



CAPITOLO 2. IL MODELLO MATEMATICO 35



δV
∂εβ
∂t

+ divV = 0

ReDa

[
δV
∂V

∂t
+ div

(
V ⊗V

εβ

)]
= 2Da divε (V) +

−∇p− χ−1 (εβ)V

T (V, p) = 2Da ε (V)− pδ

χ (εβ) =
ε2β

(1− εβ)2

(2.28a)

(2.28b)

(2.28c)

(2.28d)

(2.28e)


δD

∂

∂t
[(εβ +Keqεσ) c] + divJ (c,V) = − R̂mc

c+ K̂m

εσ

J (c,V) = −D̂nutr
eff (εβ)∇c+ PeglobcV

(2.29a)

(2.29b)


∂εσ
∂t

+ divFσ (εσ) =

(
c

c+ ηεσ
− R̂d

)
εσ

Fσ (εσ) = −D̂cell∇εσ

(2.30a)

(2.30b)

dove sono stati introdotti i seguenti coefficienti adimensionali:


Re :=

v̄x̄

νβ
, Da :=

Kp

x̄2
, P eglob :=

v̄x̄

Dnutr
β

δV :=
x̄/t̄

v̄
, δD :=

x̄2/Dnutr
β

t̄

I valori numerici dei coefficienti di scaling sono:
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v = 5× 10−3 [cm/s]

x = 0.3 [cm]

ρβ = 1
[
g/cm3

]
, µβ = 8.2× 10−3 [g/cms]⇒ νβ = 8.2× 10−3

[
1/cm2s

]
Kp = 10−2

[
cm2

]
Rg = 1.6× 10−5 [1/s]

Dnutr
β = 3.24× 10−5

[
cm2/s

]
I corrispondenti coefficienti adimensionali del modello assumono i seguenti

valori:

Re = 0.2, Da = 0.1, P eglob = 150

δV = 10−3, δD = 5× 10−2

da cui risulta che è possibile trascurare nelle equazioni di Navier-Stokes i
termini convettivi e assumere il fluido incomprimibile, ottenendo il seguente
sistema differenziale semplificato che costituisce il modello per la crescita del
costrutto cellulare nello scaffold:

{
divV = 0

divT (V, p)− χ−1V = 0

(2.31a)

(2.31b)


δD

∂

∂t
[(εβ +Keqεσ) c] + divJ (c,V) = − R̂mc

c+ K̂m

εσ

J (c,V) = −D̂nutr
eff (εβ)∇c+ PeglobcV

(2.32a)

(2.32b)


∂εσ
∂t

+ divFσ (εσ) =

(
c

c+ ηεσ
− R̂d

)
εσ

Fσ (εσ) = −D̂cell∇εσ

(2.33a)

(2.33b)



Capitolo 3

Il Modello Numerico

In questo capitolo illustriamo l’algoritmo iterativo a blocchi per la li-
nearizzazione del modello (2.31a)-(2.33b) e la relativa approssimazione ad
elementi finiti dei sottoproblemi differenziali da risolvere ad ogni livello di
avanzamento temporale. Il modello numerico proposto viene infine valida-
to su casi test di interesse significativo nelle applicazioni di Ingegneria dei
Tessuti.

3.1 L’approssimazione numerica

Il sistema (2.31a)-(2.33b) costituisce un problema al contorno e ai valori
iniziali non lineare in cui i tre modelli per il fluido, il nutriente e le cellule
risultano fortemente accoppiati. Abbiamo scelto di risolvere questi problemi
attraverso un metodo di Gauss-Seidel a blocchi [66]: partendo da tre valori
assegnati per le tre incognite del problema, si risolvono in successione tre
sotto-problemi differenziali, dove per ciascun problema si risolve solo la va-
riabile associata e si mantengono fisse le altre due. Riportiamo uno schema a
blocchi dell’algoritmo di risoluzione dove l’intervallo temporale [0, Tfin] viene

37
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diviso in NT intervalli uniformi di passo ∆t = Tfin/NT con NT ≥ 1. L’analisi
svolta in [67] dimostra che il passo temporale adottato per il presente sche-
ma di avanzamento temporale soddisfa ampiamente la condizione di assoluta
stabilità.



dati : c0, εσ,0,V0, risolvere ∀n ∈ [1, NT ] :

εβ,n−1y
(A)→ Stokes-Brinkman linearey
cn−1, εβ,n−1, εσ,n−1, Vn, pny

(B)→ diffusione-trasporto-reazione linearey
εσ,n−1, cny

(C)→ diffusione-reazione linearey
εσ,n −−−→ εβ,n = 1− εσ,n − εs

In ciascuno dei tre blocchi (A), (B) e (C) abbiamo le seguenti equazioni:

{
divV = 0

divT (V, p)− χ−1 (εβ (x, tn−1))V = 0

(3.1a)

(3.1b)
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δD [(εβ (x, tn−1) +Keqεσ (x, tn−1)) c]

∆t
+ divJ (c,V (x, tn)) +

+
R̂mεσ (x, tn−1) c

c (x, tn−1) + K̂m

=
δD [(εβ (x, tn−1) +Keqεσ (x, tn−1)) c (x, tn−1)]

∆t

(3.2)

εσ
∆t

+ divFσ (εσ) + R̂dεσ =
εσ (x, tn−1)

∆t
+

c (x, tn) εσ (x, tn−1)

c (x, tn) + ηεσ (x, tn−1)
(3.3)

Lo schema iterativo di avanzamento temporale viene inizializzato con tre
valori per le incognite: εβ,0, c0 e v0. Il blocco di Stokes-Brinkman calcola la
velocità del fluido, questa dipende però dall’incognita εβ, che all’interno di
tale blocco è posta uguale al valore che aveva al passo temporale precedente
(cioè εβ (x, tn−1)). Risolto il blocco di Stokes-Brinkman avremo ottenuto la
velocità all’istante corrente, v (x, tn). Entrando nel blocco del bilancio del
nutriente avremo fissate le incognite v (x, tn) e ancora εβ (x, tn−1) e andremo
a risolvere l’equazione per ottenere c (x, tn). A questo punto possiamo entrare
nell’ultimo blocco, dove avremo fissato la grandezza c (x, tn); nell’equazione
della crescita cellulare non entra in gioco la velocità direttamente. Risolven-
do l’equazione otteremo εσ (x, tn). Utilizzando la relazione εβ + εσ + εs = 1

otteniamo immediatamente εβ (x, tn) per poter re-inizializzare il ciclo tem-
porale. Siamo ora nella condizione di risolvere tre problemi disaccoppiati, in
cui notiamo che il blocco (A) è un problema di Stokes generalizzato mentre
i rimanenti blocchi (B) e (C) sono casi particolari di un problema linea-
re di diffusione-trasporto-reazione. Utilizzeremo i metodi numerici noti in
letteratura per la soluzione di questi due tipi di problemi [68], passeremo
quindi dalla forma debole del problema per pervenire ad una descrizione
matriciale dei sistemi in esame. Ricordiamo che per l’approssimazione nu-
merica utilizzaremo polinomi di grado 1 per le incognite εσ e c, mentre usere-
mo la coppia (P2,P1) (elementi di Taylor-Hood) per l’approssimazione della
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coppia velocità-pressione nel problema di Stokes generalizzato. Tale coppia
garantisce stabilità nella risoluzione numerica del problema fluido, evitan-
do l’insorgere di modi spuri di pressione. Inoltre, per il problema lineare
di diffusione-reazione-trasporto, all’interno del codice sono previsti metodi di
stabilizzazione per il termine di trasporto e di lumping per il termine reattivo.
Tutti questi accorgimenti permettono di pervenire ad uno schema numerico
che preserva la positività della soluzione per le incognite c e εσ; tale caratte-
ristica è irrinunciabile pensado che queste due grandezze possono assumere
solo valori positivi nella realtà.



Capitolo 4

Simulazioni numeriche

In questa sezione andiamo a riportare tutti i risultati delle simulazioni ef-
fettuate con il nostro codice. La prima parte di queste simulazioni è volta alla
validazione del codice attraverso un confronto coi risultati riportati in lette-
ratura. Principalmente ci riferiremo all’articolo di C.A. Chung, C.W. Chen,
C.P. Chen e C.S. Tseng [63]. Nella seconda parte proporremo un’analisi di
sensitività del modello al variare della frazione volumetrica che rappresenta
la matriche porosa.

Il problema che andiamo a simulare modella l’evoluzione della biomassa
all’interno dello scaffold, il consumo del nutriente presente nel fluido e il
campo di moto di tale fluido. Vogliamo quindi studiare il legame tra la
concentrazione di nutriente c, la frazione volumetrica di biomassa εσ e il
campo di moto.

4.1 La validazione del codice numerico

In Figura 4.1 riportiamo ancora la schematizzazione geometrica dello scaf-
fold. Mostriamo nel seguito i risultati delle nostre simulazioni atte alla vali-

41
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Figura 4.1: Rappresentazione schematica dello scaffold.

dazione del codice rispetto a risultati già presenti in letteratura [63]. Come
si evince dalle figure 4.2 e 4.3, la concentrazione presenta una stratificazio-
ne all’interno del costrutto cellulare. All’ingresso dello scaffold abbiamo la
massima concentrazione di nutriente, questa poi si riduce all’interno dello
scaffold coerentemente al consumo metabolico delle cellule. La frazione di
biomassa εσ è maggiore nella zona superiore e centrale dello scaffold in ac-
cordo col fatto che in questa regione la densità di nutriente è più elevata. Il
valore minino di frazione cellulare si trova negli angoli inferiori del costrutto
cellulare dove anche il nutriente è minore. In Figura 4.4 abbiamo riportato
la componente verticale della velocità; ricordiamo che in ingresso abbiamo
imposto un profilo verticale alla velocità, condizioni di aderenza sulle pareti
verticali e flusso nullo in uscita. I nostri risultati sono in ottimo accordo con
quelli presenti in letteratura [63]. In Figura 4.5 sono stati riportati i valori
della concentrazione di nutriente e della frazione volumetrica cellulare valu-
tate sul fondo dello scaffold. Per entrambe le distribuzioni i valori massimi
sono assunti al centro dello scaffold, coerentemente a quando riportato nelle
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Figura 4.2: Concentrazione del nutriente c con velocità di perfusione pari a
3.5 µm/s (corrispondente a Peglob ∼= 10) al tempo adimensionale t = 41.5

(tempo reale 30 giorni).

figure 4.2 e 4.3. In Figura 4.6 riportiamo l’evoluzione della concentrazione
media al variare del tasso di perfusione, e quindi del numero di Péclet. La
concentrazione media nello scaffold è definita come:

εσ,avg =

∫W
x=0

∫ H
y=0

εσdxdy∫W
x=0

∫ H
y=0

dxdy

Questa quantità media ottenuta mediando la frazione volumetrica di cel-
lule all’interno del costrutto cellulare viene adottata per ottenere un risultato
condensato. Il caso in cui Peglob = 0 può essere visto come la simulazione
di una coltura statica. Come mostrato in Figura 4.6, una coltura statica
aumenta il numero di cellule in maniera più limitata rispetto al caso della
coltura dinamica. Questo indica che effettivamente la perfusione diretta di
nutriente all’interno dello scaffold è un metodo di coltura più efficiente. Le
presenti simulazioni mostrano un aumento monotono della crescita della bio-
massa all’aumentare della perfusione. Esperimenti in letteratura mostrano
però che il flusso di fluido può produrre la necrosi delle cellule se lo sforzo
indotto dal fluido è̀ troppo grande [69]. Dato che nel nostro modello non
viene incorporato un termine per la necrosi, la perfusione può solo aumentare
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Figura 4.3: Frazione volumetrica di biomassa εσ con velocità di perfusione
pari a 3.5 µm/s (corrispondente a Peglob ∼= 10) al tempo adimensionale
t = 41.5 (tempo reale 30 giorni).

la crescita cellulare nelle nostre simulazioni. I profili della concentrazione di
nutriente al variare del tasso di perfusione sono mostrati in Figura 4.7 e 4.8.
I valori riportati sono quelli valutati lungo la linea mediana del costrutto cel-
lulare per valori del numero di Péclet pari a 0 (coltura statica) e 100. In tutti
i test in cui si è simulata un coltura statica sono state poste, sulla sezione di
ingresso e di uscita dello scaffold, condizioni di Dirichlet pari a c0. Simuliamo
quindi la presenza di due serbatoi di nutriente posti in collegamento diretto
con lo scaffold. L’evoluzione del nutriente è valutata su di un periodo di 30
giorni. Il nutriente viene consumato dalle cellule presenti nello scaffold e ciò
è evidente dal grafico riportato. Nei primi giorni di coltura il consumo di
nutriente è basso in quanto il numero di cellule iniziali è talmente basso che
l’approvigionamento di nutriente da parte del fluido in ingresso copre parte
del consumo. In questo caso è presente una marcata simmetria verticale al-
l’interno del costrutto cellulare per quanto riguarda il consumo di nutriente.
Quando invece si attiva la perfusione, Figura 4.8, non siamo più in presenza
di simmetria nel consumo di nutriente; la concentrazione di nutriente dimi-
nuisce lungo la linea mediana del costrutto. Notiamo inoltre i valori minimi
di nutriente riportati nei grafici. Quando la perfusione non è attiva, alla fine
della coltura (30esimo giorno) la concentrazione di nutriente adimensionale
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Figura 4.4: Campo di moto (componente verticale) con velocità di perfusione
pari a 3.5 µm/s (corrispondente a Peglob ∼= 10) al tempo adimensionale
t = 41.5 (tempo reale 30 giorni).

è pari a 0.3. Quando invece il costrutto è sottoposto a perfusione, la concen-
trazione di nutriente alla fine della simulazione è pari a circa 0.94, in accordo
col fatto che il trasporto migliora l’apporto di nutriente anche all’interno del
costrutto. Analogamente a quanto fatto per la concentrazione di nutrien-
te, in Figura 4.9 e 4.10 riportiamo l’evoluzione della frazione volumetrica εσ
lungo la linea mediana dello scaffold per i valori di perfusione corrisponden-
ti a Peglob = 0 (coltura statica) e Peglob = 100. Come per il nutriente, la
mancanza di perfusione provoca una crescita simmetrica delle cellule lungo
la linea mediana del costrutto. Quando si attiva la perfusione la crescita
cellulare risulta asimmetrica lungo la linea centrale dello scaffold. Notiamo
inoltre come la crescita della biomassa sia più omogenea anche all’interno
del costrutto. In Figura 4.11 abbiamo riportato l’andamento della frazione
cellulare media, all’istante finale (30esimo giorno), al variare del numero di
Péclet globale. La crescita cellulare complessiva aumenta all’aumentare del
tasso di perfusione, che è legato al numero di Péclet, fino a raggiungere un
valore asintotico. Chiamiamo questo valore asintotico limite di nutrimento
uniforme, dato che è quello che si potrebbe ottenere ponendo la concentra-
zione di nutriente costante su tutto lo scaffold e pari valore di concentrazione
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Figura 4.5: Visualizzazione della concentrazione di nutriente c (in rosso) e
della frazione di cellule εσ (in nero) con velocità di perfusione di 3.5 µm/s

(corrispondente a Peglob ∼= 10) al tempo t = 41.5 (tempo reale 30 giorni).

all’interno del serbatoio di alimentazione del bioreattore.

4.2 Analisi di sensitività

A livello di frazioni volumetriche, il nostro scaffold è formato da una parte
fluida, una cellulare e dalla matrice porosa dove attecchiscono le cellule ed
al cui interno scorre il fluido nutriente. Queste grandezze sono legate dalla
relazione εβ +εσ +εs = 1. Il valore εs, che rappresenta la porzione di matrice
porosa, è un valore fisso nel tempo e nello spazio. Per ipotesi infatti si è
deciso che nei tempi caratteristici considerati nel nostro modello la matrice
porosa non degradi, sebbene nella realtà questo fenomeno sia presente. Quel-
lo che varia sono dunque εβ ed εσ. Abbiamo quindi voluto fare simulazioni
al variare del parametro εs per vedere come cambia la crescita cellulare e
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Figura 4.6: Evoluzione temporale della frazione cellulare me-
dia εσ,avg per valori di perfusione corrispondenti a Peglob =

0(linea continua), 10(linea tratto-punto), 100(linea punteggiata) fino al
tempo t = 41.5 (tempo reale 30 giorni)

la distribuzione di concentrazione di nutriente. In particolare abbiamo mo-
dellato una matrice porosa la cui micro-struttura è riportata in Figura 4.12.
Dobbiamo quindi parametrizzare la frazione volumetrica occupata dalla ma-
trice porosa: εσ. Tale grandezza è il rapporto tra il volume della matrice
Vscaff e il volume totale V . In Figura 4.13 riportiamo la sezione della strut-
tura porosa in esame e le grandezze geometriche usate nei seguenti calcoli.
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Figura 4.7: Evoluzione temporale della concentrazione di nutriente c lungo
la linea centrale dello scaffold in assenza di perfusione, Peglob = 0. Tempo
finale t = 41.5 (30 giorni).

εσ =
Vscaff
V

, V = H3, Vscaff = H3 − (Vsfera − 6 · Vcalotta)

Vsfera =
4 π

3
R3, Vcalotta =

π

3
h2 (3R− h)

h = R− H

2
,
H

2
< R <

H

2

√
2

εscaff =
H3 − π

3
(4R3 − 6h2 (3R− h))

H3
= 1− π

3H3

(
−8R3 + 9R2H − 3

4
H3

)
λ :=

R

H/2
, λ ≥ 1

εscaff (λ) =
(

1 +
π

4

)
+
π

3
λ3 − 3π

4
λ2

Abbiamo quindi trovato il legame tra le grandezze geometriche che descri-
vono la struttura porosa (λ) e la grandezza di interesse in questo studio di
sensitività (εscaff ). In Figura 4.14 e 4.15 riportiamo i grafici, al tempo finale
Tfin = 60 giorni, della concentrazione di nutriente e della frazione volume-
triche di cellule. Come è ragionevole aspettarsi, all’aumentare della frazione
occupata dallo scaffold, lo spazio libero per la crescita della biomassa e per
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Figura 4.8: Evoluzione temporale della concentrazione di nutriente c lungo
la linea centrale dello scaffold con velocità di perfusione pari a 3.5 µm/s

(Peglob = 10). Tempo finale t = 41.5 (30 giorni).

la circolazione del fluido nutriente diminuiscono. Di conseguenza sarà più
difficile per il fluido raggiungere in profondità il costrutto cellulare e quindi
avremo una minore crescita cellulare. La diminuizione della concentrazione e
della crescita di biomassa è ancora più evidente se andiamo a rappresentare
i valori massimi, minimi e medi valutati all’interno del dominio di calcolo.
Queste simulazioni confermano quanto già riportato nel primo capitolo di
questo lavoro. Un bioreattore a perfusione diretta porta ad una migliore cre-
scita cellulare proprio perchè attraverso il moto del fluido, il nutriente riesce
a raggiungere le zone più interne della matrice porosa. Quando andiamo a
diminuire la porosità della matrice, l’effetto perfusivo diminuisce e quindi
anche la crescita in profondità delle cellule.

Questo tipo di descrizione permette di valutare diversi tipi di strutture
matriciali in quanto non interessa conoscere la vera geometria della matrice
porosa ma solo il suo volume rispetto a quello totale del costrutto cellulare.
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Figura 4.9: Evoluzione temporale della frazione volumentrica di cellule εσ
lungo la linea centrale dello scaffold in assenza di perfusione, Peglob = 0.
Tempo finale t = 41.5 (30 giorni).

Figura 4.10: Evoluzione temporale della frazione volumetrica di cellule εσ
lungo la linea centrale dello scaffold con velocità di perfusione pari a 3.5 µm/s

(Peglob = 10). Tempo finale t = 41.5 (30 giorni).
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Figura 4.11: Variazione della frazione cellulare media εσ,avg valutata
all’istante finale (t = 41.5, 30 giorni) in funzione del numero di Péclet.

Figura 4.12: A sinistra un immagine al microscopio elettronico di una ma-
trice porosa seminata con controciti delle articolazioni umane, a destra la
geometria semplificata del poro.
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Figura 4.13: Sezione bidimensionale della struttura porosa in esame.
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Figura 4.14: Concentrazione di nutriente al variare della frazione εscaff (λ),
per λ = {1, 1.138, 1.345}.
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Figura 4.15: Frazione volumetrica della biomassa al variare della frazione
εscaff (λ), per λ = {1, 1.138, 1.345}.
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Figura 4.16: Valutazione del valore massimo (rosso), minimo (blu) e me-
dio (nero) della frazione volumetrica delle cellule e della concentrazione di
nutriente al variare della frazione εs.



Conclusioni

In questo lavoro di tesi abbiamo affrontato lo studio matematico e nume-
rico di un bioreattore in applicazioni di Ingegneria dei Tessuti. Studiando la
fisica dei processi che avvengono al suo interno siamo riusciti a capire quali
sono i limiti dei vari tipi di bioreattori studiati in letteratura. Di conseguen-
za abbiamo scelto di modellare un bioreattore a perfusione diretta in quanto
è quello che presenta le migliori caratteristiche di efficienza nella semina e
coltura delle cellule. Dopo aver scelto quali fenomeni fisici modellare e quali
trascurare abbiamo costruito un modello matematico che descrive l’evoluzio-
ne della popolazione di cellule, del nutriente che viene irrorato nello scaffold
e del fluido che trasporta tale nutriente. Un’analisi adimensionale del mo-
dello ottenuto ci ha permesso di arrivare ad una descrizione accurata ma più
semplice del problema. Infine un algoritmo iterativo basato sul metodo di
Gauss-Seidel a blocchi ha permesso di disaccoppiare il problema, pervenendo
ad un algoritmo computazionale efficiente e stabile. Le successive simula-
zioni numeriche eseguite con un codice ad elementi finiti implementato in
MATLAB R© hanno consentito di validare il modello computazionale su casi
test di significativo interesse. Un possibile sviluppo per questo lavoro di tesi è
di includere nella modellazione geometrica del bioreattore le due sezioni flui-
de poste sopra e sotto il costrutto cellulare che simulano il collegamento del
bioreattore con il circuito di alimentazione del fluido, in quanto nella versione
attuale del modello tali sezioni sono descritte mediante semplici condizioni
al contorno di ingresso e di uscita.
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