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Sommario

Durante lo studio qui documentato, ci si è addentrati all’interno di una bran-

ca dell’ingegneria dell’informazione molto specifica, la teoria dei giochi : in

questa disciplina, l’attenzione è focalizzata sullo studio e sulla risoluzione

di particolari situazioni, in cui più soggetti interagiscono tra loro al fine di

raggiungere un obiettivo prefissato.

In particolare, lo scopo della tesi è quello di ideare e realizzare delle pro-

cedure per risolvere una determinata classe di giochi, meglio conosciuta con

il termine giochi in forma estesa basati su simulazione: ad oggi, infatti, in

letteratura non sono presenti degli algoritmi efficaci per risolvere tali modelli

in un tempo ragionevole.

Durante lo sviluppo di questo lavoro, sono state realizzate delle procedure

mirate alla localizzazione di equilibri in questa classe di giochi; in particolare,

questi algoritmi sono stati progettati al fine di individuare due particolari

tipi di equilibrio: gli equilibri perfetti per sottogiochi e gli equilibri di Nash.

Questi metodi di ricerca sono stati sviluppati richiamando diverse tecniche

di ottimizzazione quali il simulated annealing, il cross entropy e la Lipschitz

optimization. Una volta conclusa la fase di implementazione, i due algoritmi

realizzati – SPE–Approximation e NE–Approximation – sono stati valutati su

un unico scenario, riportando tutti i risultati in tabelle riassuntive: attraverso

l’analisi di quest’ultime, è emerso come gli algoritmi mirati ad individuare

gli equilibri di Nash siano decisamente più veloci ed affidabili rispetto alla

ricerca degli equilibri perfetti per sottogiochi mentre, tra gli algoritmi di

ottimizzazione, il migliore è stato rintracciato nel cross entropy (sia in termini

di tempo che in termini di precisione).
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Capitolo 1

Introduzione

1.1 Obiettivo del lavoro

Al giorno d’oggi l’informatica è una scienza ampiamente diffusa in tutti i

settori lavorativi, trovando applicazione, in maniera più o meno esplicita,

in qualsiasi aspetto della nostra vita. Come la maggior parte delle scienze

ingegneristiche, questa è suddivisa in un elevato numero di specializzazioni.

A conclusione del mio percorso di studi ho scelto di approfondire e di

concentrare la mia attenzione sul mondo dell’intelligenza artificiale, focaliz-

zandomi in particolare sulla teoria dei giochi.

Questa branca dell’informatica studia ed analizza nella realtà le situa-

zioni di conflitto e ricerca soluzioni competitive o cooperative tramite la

costruzione di modelli adeguati; in altre parole, la teoria dei giochi studia

come delle decisioni individuali possano influenzare e modificare le strategie

di altri soggetti.

In particolare, facendo riferimento a situazioni in cui sono presenti in-

terazioni tra due o più soggetti, ci si concentra sul modo in cui le scelte di

un individuo (meglio noto come agente) possano condizionare i risultati con-

seguibili da parte di uno o più rivali, attraverso un complesso meccanismo

di retroazione: è importante però tener presente che tali decisioni vengono

effettuate al solo scopo di massimizzare il guadagno conseguibile da parte

dell’individuo che le esegue.

Lo scopo di questo studio è la realizzazione di procedure (o algoritmi)

di ricerca di equilibri in tale categoria di modelli. Ho quindi incentrato il
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mio studio su una particolare sottoclasse – i giochi in forma estesa basati

su simulazione – ideando ed implementando algoritmi per la ricerca della

miglior strategia dei giocatori.

Per elaborare questo studio, mi sono avvalso di diversi testi tratti da

conferenze ed articoli pubblicati su riviste specializzate.

1.2 Struttura della tesi

L’elaborato è strutturato in capitoli che dettagliatamente illustrano tutti gli

“step” nei quali si è articolato questo lavoro di laurea.

Il secondo capitolo presenta una panoramica sui principali concetti, con

l’introduzione della terminologia della teoria dei giochi e la presentazione dei

principali metodi di risoluzione attualmente utilizzati dalla comunità scien-

tifica. In questo capitolo viene anche presentata la classe di giochi su cui si è

lavorato durante questo studio: i giochi in forma estesa basati su simulazione.

Nel capitolo 3 vengono presentati e sviluppati gli algoritmi di ottimiz-

zazione impiegati, illustrando le procedure utilizzate per massimizzare le fun-

zioni di utilità dei giocatori coinvolti. All’interno di questa sezione vengono

presentati tre algoritmi, basati su simulated annealing (SA), cross entropy

(CE) e Lipschitz optimization (LIP).

Nel capitolo successivo è sviluppata la parte centrale della tesi, in cui

sono illustrati gli algoritmi di ricerca di un equilibrio all’interno della classe

dei giochi in forma estesa basati su simulazione: qui sono descritte le due

procedure di ricerca realizzate, mirate all’individuazione di equilibri perfetti

per sottogiochi (SPE–Approximation) ed alla ricerca di equilibri di Nash

(NE–Approximation).

Il capitolo 5 presenta il modello di simulazione su cui è stata effettuata

la fase di testing, analizzando nel dettaglio i risultati conseguiti.

A conclusione dell’elaborato, l’ultimo capitolo traccia una panoramica

riassuntiva su tutto il lavoro svolto, proponendo dei possibili sviluppi futuri

ed ipotizzando dei perfezionamenti a ciò che è stato presentato in questa

sede.

In allegato viene anche inserita l’appendice A, in cui vengono riportate le

tabelle riepilogative dei risultati ottenuti nella fase di testing, corredate da

grafici che evidenziano l’andamento di ogni singola grandezza considerata.



Capitolo 2

Teoria dei giochi

2.1 Cenni storici

Per meglio comprendere il lavoro qui esposto, è necessario introdurre e ana-

lizzare la grande branca dell’informatica a cui si fa riferimento, nota con il

termine di teoria dei giochi.

La sua nascita viene fatta risalire al 1944, quando il matematico John Von

Neumann e l’economista Oskar Morgenstern pubblicarono il testo “Theory

of Games and Economic Behavior”. Nonostante questa publicazione sia con-

siderata il testo di riferimento, in realtà vengono ripresi alcuni dei concetti

già trattati pochi anni prima da altri autori, tra cui lo stesso Von Neumann.

Figura 2.1: John Von Neumann Figura 2.2: Oskar Morgenstern

In origine, i due studiosi pensarono alla teoria dei giochi come ad uno

strumento per analizzare e catalogare il comportamente umano in situazioni
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in cui le scelte operate conducono a tre soli possibili effetti: la vincita, la

perdita o la spartizione di una risorsa in gioco. Questa visione estremamente

riduttiva negli anni seguenti venne poi modificata, e tali concetti furono estesi

ad un range più vasto di scenari.

Nonostante Von Neumann e Morgenstern ab-

Figura 2.3: John Nash

biano dato vita alla teoria dei giochi, lo stu-

dioso di riferimento della materia è sicuramente

il matematico statunitense John Forbes Nash

che, nel 1949, durante il suo periodo di dottora-

to presso l’università americana di Princeton,

studiò a fondo i giochi non–cooperativi (vedi

Sezione 2.2.1) e formulò il teorema che porta il

suo nome: il teorema di Nash (vedi Teorema 1).

Tale studio fu ufficialmente presentato alla

comunità scientifica l’anno seguente, tramite la

pubblicazione dell’articolo “Equilibrium Points in n–person Games” [1].

All’interno del teorema di Nash fu definito per la prima volta l’equilibrio

di Nash, concetto cardine su cui ruota tutta la teoria dei giochi.

Questo nuovo concetto diede una vera svolta alla teoria dei giochi, come

testimoniato dalla dichiarazione dell’economista statunitense Peter Ordeshook:

“Il concetto di “equilibrio di Nash” è sicuramente l’idea più importante

nella teoria dei giochi, per quel che riguarda i giochi non–cooperativi. Se

analizziamo le strategie di elezione dei candidati, le cause della guerra, la

manipolazione degli ordini del giorno nelle legislature, o le azioni delle lobby,

le previsioni circa gli eventi si riducono ad una ricerca o ad una descrizione

degli equilibri. Detto in altri termini e banalizzando, le strategie di equilibrio

sono tentativi di predizione circa il comportamento della gente.”

Peter Ordeshook, economista

La teoria dei giochi può avere due ruoli diversi. Il primo (ruolo positivo)

è quello di interpretare la realtà, ossia spiegare come mai, in certe situazioni

di conflitto, i soggetti coinvolti adottano certe strategie e certe tattiche. Il

secondo ruolo (prescrittivo) è invece quello di determinare quali situazioni di

equilibrio possono (o non possono) verificarsi come risultato dell’interazione

dei soggetti coivolti. In ogni caso, i concetti di soluzione che sono utiliz-

zati nella teoria dei giochi intendono descrivere quelle tattiche (strategie)

che i decisori, individualmente o congiuntamente, dovrebbero seguire come

conseguenza delle ipotesi di razionalità assunte.
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2.2 I giochi

Come già accennato, la teoria dei giochi è focalizzata sulla creazione e risolu-

zione di modelli estrapolati da situazioni quotidiane della vita. È cos̀ı che

l’interazione competitiva o cooperativa di due o più individui – che vengono

definiti agenti – viene tradotta in modelli (detti anche giochi) allo scopo di

analizzare per ciascun individuo tutti i possibili guadagni (payoff ).

Con il termine giocatore si intende un qualsiasi agente che compia una

scelta all’interno del gioco, o che venga influenzato dall’esito di una scelta

effettuata da un altro.

In particolare, questa teoria si concentra su situazioni in cui le azioni di

ogni singolo agente influenzano i risultati conseguibili dagli altri giocatori,

mediante un meccanismo di retroazione.

Ogni gioco appartiene quindi – in base allo scenario che mira a rap-

presentare – a delle determinate categorie e deve soddisfare alle seguenti

condizioni necessarie:

• Ogni giocatore deve essere a conoscenza delle regole del gioco a cui

partecipa;

• Ogni giocatore deve essere consapevole delle conseguenze di ogni singola

azione (almeno per quel che lo riguarda).

Formalmente un gioco G è definito dalla tupla G = (N,A, u), dove N

corrisponde all’insieme degli agenti partecipanti al gioco e, per ogni agente

i ∈ N :

• A = A1 × A2 × . . . × AN : insieme non vuoto delle azioni che possono

essere eseguite dai vari giocatori, dove con Ai si intende l’insieme di

mosse che può compiere l’agente i–esimo;

• u = (u1, u2, . . . , uN ): insieme delle funzioni di utilità degli agenti parte-

cipanti al gioco, dove ui : A → R corrisponde alla funzione di utilità

del giocatore i–esimo, ottenuta grazie alla strategia A scelta.

Per lo svolgimento del gioco, ogni agente intraprende un’azione (mossa)

che, in base alla scelta operata, influirà sulla successiva mossa degli altri gio-

catori. Questa concatenazione di scelte crea quella che viene definita una
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strategia: essa individua la mossa ammissibile del giocatore per ogni cir-

costanza in cui è chiamato ad agire. In base all’insieme delle strategie adot-

tate da tutti i giocatori, ognuno riceve un valore di utilità, detto payoff,

secondo un’adeguata unità di misura che può essere positiva, negativa o nul-

la. Per convenzione, le strategie vengono indicate con la lettera greca sigma,

e possiamo distinguere tra σi e σ: con σi si indica l’azione (o la sequenza

di azioni, a seconda della natura del gioco) che effettua il giocatore i–esimo,

mentre con σ si intende il profilo di strategie, vale a dire l’insieme di

tutte le strategie degli agenti coinvolti nel gioco (formalmente si indica come

σ = (σ1, σ2, . . . , σn)). Un profilo di strategie deve contenere un’unica strate-

gia per ciascun giocatore partecipante. È di fondamentale importanza non

confondere tra loro i concetti di mossa e di strategia: la prima è un’azione

intrapresa da un agente in un certo momento del gioco (ad esempio, nel caso

degli scacchi è il movimento di un pezzo in una nuova casella), mentre la

seconda è una sequenza non vuota di mosse.

Per meglio chiarire il concetto di strategia, di seguito viene inserito un

esempio di svolgimento di un gioco.

Figura 2.4: Esempio di gioco

Nel caso riportato in Figura 2.4, se

{

σ1 = {B}

σ2 = {A}

allora si avrà
{

u1(σ1, σ2) = −4

u2(σ1, σ2) = 1
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2.2.1 Classificazione dei giochi

Nella teoria dei giochi esistono diversi criteri di suddivisione dei modelli: qui

di seguito verranno esposte le principali categorie, in accordo con il testo [2].

Va però osservato che le classi qui elencate non sono in mutua esclusione:

ogni gioco, cioè, può appartenere contemporaneamente a più classi.

Cooperativi VS Non–cooperativi

In questa categoria, i giochi vengono classificati sulla base delle relazioni che

intercorrono tra i vari agenti coinvolti nel gioco, e si distinguono due classi:

• Giochi cooperativi, in cui i giocatori possono cooperare tra di loro,

al fine di massimizzare la propria utilità. Molto spesso si assiste alla

formazione di coalizioni in cui si racchiudono tutti i giocatori con il

medesimo obiettivo. Un esempio di tali modelli è rappresentato dai

giochi a squadre (briscola chiamata o scopone scientifico), o da quei

giochi in cui l’obiettivo è massimizzare il guadagno complessivo;

• Giochi non–cooperativi, in cui ogni giocatore persegue un obiettivo

differente dagli altri concorrenti, ed è vietato lo stipulamento di accordi

vincolanti tra i vari agenti (tale classe di giochi è altres̀ı detta giochi

competitivi). Un esempio di tali giochi è rappresentato dagli scacchi o

dalla battaglia navale.

Forma strategica VS Forma estesa

In questa categoria, i giochi vengono classificati sulla base della natura stessa

del gioco, a seconda del numero di turni che lo compongono. In quest’ottica,

possiamo distinguere tra:

• Giochi in forma strategica, in cui i giocatori possono effettuare

una ed una sola mossa, e tutti devono compierla nel medesimo istante.

Normalmente per rappresentare questi tipi di giochi viene utilizzata la

matrice di payoff (vedi Figura 2.5): tale struttura è una matrice

multidimensionale (possiede tante dimensioni quanti sono i giocatori

partecipanti al gioco), in cui l’elemento della cella (i, j) – nel caso in

cui si abbia solo due giocatori coinvolti – è dato dalla tupla (u1(i, j),

u2(i, j)), dove con uk(i, j) si intende l’utilità che guadagnerebbe il gio-

catore k–esimo se il primo giocatore eseguisse l’azione i e il secondo
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effettuasse invece la mossa j. Il formalismo con cui viene rappresentato

un gioco in forma strategica non è diverso da quello presentato nella

Sezione 2.2 per un gioco generico. In questi modelli la strategia di ogni

giocatore è costituita da una ed una sola azione. Un esempio di tali

modelli è rappresentato dalla morra cinese o da pari e dispari ;

• Giochi in forma estesa, in cui i giocatori effettuano le loro mosse in

modo sequenziale. Per rappresentare questi tipi di giochi viene usata

una struttura ad albero, dove ciascun livello simboleggia un turno.

I nodi dell’albero si dividono in

– Nodi Non–Terminali, che simboleggiano i vari turni del gioco.

A ciascuno di essi è associato un giocatore: egli può scegliere quale

mossa eseguire sulla base delle azioni disponibili a quel punto del

gioco;

– Nodi Terminali, che indicano gli stati finali del gioco. Ad ognu-

no di essi sono associati i valori di utilità che ciascun giocatore

guadagnerà nel caso in cui venga selezionato il profilo di strategia

corrispondente.

In questi modelli si inizia a giocare da un unico nodo iniziale (la radice),

per poi attraversare la struttura ad albero lungo un percorso determi-

nato dai giocatori, sino a che un nodo terminale non viene raggiun-

to. Utilizzando tale struttura si possono modellizzare degli scenari

molto diversi rispetto alla classe dei giochi in forma strategica: si può

affermare che la potenza espressiva di questo modello è decisamente

superiore.

Formalmente, i giochi in forma estesa si indicano con la tupla (N,A, V,

T, ι, ρ, χ, u), dove:

– N rappresenta l’insieme degli agenti partecipanti al gioco;

– A = (a1, . . . , aN) rappresenta l’insieme delle azioni possibili;

– V rappresenta l’insieme dei nodi non–terminali (detti anche nodi

decisionali) dell’albero di gioco;

– T rappresenta l’insieme dei nodi terminali dell’albero di gioco;

– ι : V → N rappresenta la funzione che, dato un nodo decisionale,

restituisce l’agente che sta per effettuare la propria mossa;
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– ρ : V → ℘(A) rappresenta la funzione che, dato un nodo deci-

sionale v, restituisce le azioni a disposizione del giocatore che deve

effettuare la propria mossa;

– χ : V ×A → V ∪T rappresenta la funzione che, dati in ingresso un

nodo decisionale e un’azione, associa ad essi il nodo (decisionale o

terminale) con cui il gioco proseguirà;

– u = (u1, . . . , uN ) rappresenta l’insieme delle funzioni di utilità

degli agenti partecipanti al gioco, dove ui : T → R è la funzione

di utilità del giocatore i–esimo.

Un esempio di tale categoria di giochi è rappresentato dagli scacchi, o

dalla scopa.

Figura 2.5: Gioco in forma strategica Figura 2.6: Gioco in forma estesa

Nell’esempio riportato in Figura 2.6, se

{

σ1 = {T,L2}

σ2 = { 3
4
}

allora si avrà
{

u1(σ1, σ2) = 2

u2(σ1, σ2) = 0

Informazione perfetta VS Informazione imperfetta

In questa categoria, i giochi vengono classificati sulla base della conoscenza

che possiedono i giocatori coinvolti: questo permette ai vari agenti di scegliere

delle strategie diverse sulla base delle conoscenze in loro possesso. In questo

senso possiamo distinguere tra:
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• Giochi a informazione perfetta, in cui ogni giocatore conosce tutte

le azioni eseguite dagli altri giocatori; nel caso di un gioco in forma

estesa, questo significa che l’agente sa in che nodo dell’albero si trova

in ogni momento (ad esempio nel caso degli scacchi o della dama);

• Giochi a informazione imperfetta, in cui ogni giocatore non ha

nessuna informazione riguardo le azioni eseguite dagli altri agenti; nel

caso di un gioco in forma estesa, questo significa che il giocatore non

sa in che nodo dell’albero si trova (ad esempio nel caso della battaglia

navale).

Finiti VS Non–finiti

In questa categoria, i giochi vengono classificati sulla base dell’insieme di

azioni su cui i vari giocatori possono scegliere. In questo senso possiamo

distinguere tra:

• Giochi finiti, in cui i giocatori possono scegliere la propria mossa su

di un insieme finito di azioni (un esempio di tale tipologia di giochi è il

tris o la morra cinese); questi modelli si possono rappresentare sia in

forma strategica (vedi Figura 2.5) che in forma estesa (vedi Figura 2.6);

• Giochi non–finiti, in cui i giocatori possono scegliere la propria

strategia su di un numero infinito di mosse. Tipicamente questa classe

di giochi si rappresenta tramite modelli in forma estesa ma, con oppor-

tuni accorgimenti, è possibile anche ricorrere alle matrici di payoff. Qui

di seguito vengono riportati due esempi di giochi non–finiti in forma

strategica (vedi Figura 2.7) ed in forma estesa (vedi Figura 2.8).

Somma zero VS Somma non–zero

In questa categoria, i giochi vengono classificati sulla base dell’utilità che i

vari giocatori ottengono, in base al profilo di strategia scelto. In questo senso

possiamo distinguere tra:

• Giochi a somma zero dove, per tutti i profili di strategia possibili,

la somma delle utilità ottenute dai giocatori è nulla. Più in generale

possiamo allargare tale classe, introducendo i giochi a somma costante:

in tali modelli la somma delle utilità non è zero, ma è pari ad una
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Figura 2.7: Gioco non–finito in forma

strategica
Figura 2.8: Gioco non–finito in forma estesa

costante. Un esempio di questi giochi è rintracciabile in pari e dispari

(vedi Figura 2.9) o nella morra cinese;

• Giochi a somma non–zero in cui la somma delle utilità ottenute da

tutti i giocatori non è pari ad un valore costante per tutti i profili di

strategia. Un esempio di questi giochi è rappresentato dal dilemma del

prigioniero (vedi Figura 2.10) o dalla battaglia dei sessi.

Figura 2.9: Gioco a somma zero Figura 2.10: Gioco a somma non–zero

2.2.2 Giochi basati su simulazione

Durante questo lavoro, l’attenzione si è concentrata esclusivamente su una

categoria di giochi non ancora illustrata, la categoria dei giochi basati su

simulazione. Questa classe di modelli è stata introdotta per la prima vol-

ta nel 2008, grazie alla pubblicazione di [3] da parte del professor Michael
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Wellman, e racchiude tutti quei modelli nei quali le funzioni di utilità degli

agenti non sono analiticamente conosciute, ma vengono generate grazie ad un

processo di simulazione effettuato da un oracolo (indicato con la notazione

O). Passando in input all’oracolo la strategia congiunta di tutti gli agenti,

questo è in grado di restituire un vettore contenente le utilità dei giocatori

partecipanti.

In particolare, in questa sede ci si focalizzerà sui giochi in forma estesa,

vale a dire su tutti quei modelli rappresentabili mediante la struttura ad

albero.

Considerando che la maggior parte dei processi di simulazione sono basati

su variabili a valori reali, una categoria di studio molto interessante è sicura-

mente quella dei giochi continui, costituita da modelli in cui le azioni disponi-

bili per ogni giocatore variano all’interno di uno spazio continuo: in questo

modo, le mosse a disposizione dei giocatori equivalgono all’assegnamento di

una o più variabili reali.

In questa sede, inoltre, sono stati presi in considerazione solamente i giochi

ad informazione perfetta; in particolare lo studio si è concentrato sui giochi

a memoria perfetta, vale a dire su quella categoria di giochi in cui ogni

agente è in grado di richiamare tutte le azioni eseguite da tutti i giocatori che

lo hanno preceduto, permettendo cos̀ı ad ogni agente di mantenere lo storico

di tutte le mosse effettuate.

I modelli basati su simulazione utilizzano lo stesso formalismo visto in

precedenza per quelli in forma estesa (vedi Sezione 2.2.1).

Trattandosi di giochi basati su simulazione, nei modelli analizzati in

questo studio non saranno note a priori le funzioni di utilità dei vari gio-

catori: formalmente, il componente u della tupla (N,A, V, T, ι, ρ, χ, u) verrà

sostituito dall’oracolo O il cui argomento è t ∈ T . Possiamo perciò dire che

la tupla (N,A, V, T, ι, ρ, χ, ū), dove ū = E[O], indica il modello sottostante

su cui si costruisce il gioco basato su simulazione in cui l’oracolo corrisponde

a O.

2.2.3 Strategie

Nella teoria dei giochi è possibile distinguere tra:

• Strategia pura, che fornisce una definizione completa del modo in cui

un agente gioca una partita: in particolare, essa determina quale scelta

eseguirà il giocatore in tutte le situazioni che potrebbe dover affrontare.
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• Strategia mista, che fornisce la distribuzione di probabilità sull’in-

sieme delle strategie pure che il giocatore ha a disposizione. Se un

partecipante al gioco ha almeno due strategie pure, esistono infinite

strategie miste a disposizione dello stesso. Essendo un valore proba-

bilistico, una strategia mista è un intero compreso tra 0 e 1 che espri-

me la probabilità che il giocatore scelga una strategia pura rispetto ad

un’altra. Da questa definizione è osservabile come una soluzione di tipo

pura non sia altro che un caso particolare di strategia mista: è possibile

infatti affermare che una soluzione pura consiste in una strategia mista

in cui tutte le probabilità sono nulle, ad eccezione di una che varrà 1.

Figura 2.11: Esempio di gioco con strategie miste

Prendendo in analisi il gioco modellizzato in Figura 2.11, risulta che:

σ1 =

{

A, con probabilità pari a 1
8

B, con probabilità pari a 7
8

σ2 =

{

A, con probabilità pari a 3
5

B, con probabilità pari a 2
5

Tali valori rappresentano la soluzione al modello nel caso di strategie

miste.

Più formalmente, in un gioco in forma estesa, per strategia pura σi si

intende un piano di azioni che specificano una ed una sola mossa per ogni

nodo decisionale dell’agente i, mentre una strategia mista σi consiste in una

randomizzazione delle strategie pure. In particolare, all’interno di un gioco

continuo – ovvero in modelli in cui le azioni disponibili per ogni giocatore

variano all’interno di uno spazio continuo – la definizione di un piano singolo

è molto più complessa e, di conseguenza, non è conveniente ricorrere a questi

tipi di strategia.
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Un’alternativa più compatta è rappresentata dalla strategia compor-

tamentale: essa definisce il comportamento di un agente ad ogni nodo, in-

dipendentemente dalle scelte effettuate in precedenza. In sintesi, una strate-

gia comportamentale σi assegna ad ogni nodo decisionale v ∈ V una distri-

buzione di probabilità sulle azioni disponibili in v.

Nel caso di giochi a memoria perfetta, ovvero nei giochi in cui ogni

agente ricorda le azioni eseguite da tutti i giocatori in precedenza, le rappre-

sentazioni fino a qui illustrate si equivalgono. All’interno dei giochi continui,

le strategie comportamentali sono spesso espresse sottoforma di funzioni che

mappano le azioni disponibili, in base alla strategia tenuta durante i nodi

precedenti.

2.2.4 Equilibrio di Nash

Come già accennato all’interno della Sezione 2.1, il teorema di Nash rap-

presenta il concetto fondamentale della teoria dei giochi, in quanto definisce

il più efficace metodo di risoluzione di un gioco. A questo punto, è ne-

cessario introdurre una serie di concetti preliminari che contribuiscano alla

comprensione del teorema.

Sia G un generico gioco caratterizzato da:

• un insieme N di giocatori che verranno indicati con i = 1, . . . , N ;

• un insieme σ di strategie costituito da N vettori, che indicheremo come

σi = (σi,1, σi,2, . . . , σi,Mi
), dove con Mi si intende il numero di turni che

il giocatore i–esimo può fare. Di conseguenza, si può affermare che il

vettore σi contenga l’insieme delle strategie che il giocatore i–esimo ha

a disposizione, cioè l’insieme delle azione che egli può compiere;

• un insieme u di funzioni ui = ui(σ1, σ2, . . . , σN) che associano ad ogni

giocatore i il payoff ui derivante dal profilo di strategie (σ1, σ2, . . . , σN ).

Un equilibrio di Nash per un gioco è un profilo di strategie

σ∗ = (σ1
∗, σ2

∗, . . . , σN
∗)

tale per cui valga la seguente disequazione:

ui(σ1
∗, σ2

∗, . . . , σi
∗, . . . , σN

∗) ≥ ui(σ1
∗, σ2

∗, . . . , σi, . . . , σN
∗)
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per ogni i e per ogni strategia σi scelta dal giocatore i–esimo. In altre parole,

un equilibrio di Nash è un profilo di strategia σ∗ tale per cui nessun gioca-

tore è invogliato a cambiare la propria strategia σi perchè non ne trarrebbe

alcun vantaggio, in quanto non potrebbe mai ottenere un guadagno superiore

rispetto a quello derivante dall’equilibrio di Nash.

Figura 2.12: Equilibrio di Nash per il dilemma del prigioniero

Ad esempio, nel caso del dilemma del prigioniero modellizzato in Figu-

ra 2.12, esiste un unico equilibrio di Nash, ed è definito dal profilo di stategia

σ∗ = (B,B); infatti, analizzando tutti i profili di strategia, si verifica come

nessuno di questi offra dei risultati migliori:

• Caso (A,A): fissata l’azione di Giocatore2, il payoff di Giocatore1 vale

3: se egli decidesse di giocare B il suo payoff varrebbe 5; dato che 5 è

strettamente maggiore di 3, Giocatore1 viene invogliato a cambiare la

sua strategia, di conseguenza questo non è un equilibrio di Nash. Si

può osservare che, per le medesime ragioni, anche il Giocatore2 viene

invogliato a cambiare tattica, ma questo controllo non è più necessario,

avendo già scoperto che non siamo in un equilibrio di Nash;

• Caso (A,B): fissata l’azione di Giocatore2, il payoff di Giocatore1 vale

0: se egli decidesse di giocare B il suo payoff varrebbe 1; dato che 1 è

strettamente maggiore di 0, Giocatore1 viene invogliato a cambiare la

sua strategia, di conseguenza questo non è un equilibrio di Nash;

• Caso (B,A): fissata l’azione di Giocatore1, il payoff di Giocatore2 vale

0: se egli decidesse di giocare B il suo payoff varrebbe 1; dato che 1 è

strettamente maggiore di 0, Giocatore2 viene invogliato a cambiare la

sua strategia, di conseguenza questo non è un equilibrio di Nash;
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• Caso (B,B):

– Fissata l’azione di Giocatore1, il payoff di Giocatore2 vale 1: se

egli decidesse di giocare A il suo payoff varrebbe 0; dato che 0 non

è strettamente maggiore di 1, Giocatore2 non viene invogliato a

cambiare la sua strategia;

– Fissata l’azione di Giocatore2, il payoff di Giocatore1 vale 1: se

egli decidesse di giocare A il suo payoff varrebbe 0; dato che 0 non

è strettamente maggiore di 1, Giocatore1 non viene invogliato a

cambiare la sua strategia.

Visto che tutti i giocatori coinvolti non sono invogliati a modificare la

propria strategia, questo è un equilibrio di Nash.

Un equilibrio di Nash rappresenta una situazione nella quale nessun agente

ha interesse a cambiare strategia unilateralmente: esso simboleggia lo sce-

nario in cui il gruppo si viene a trovare se ogni componente fa ciò che è

meglio per sè, mira cioè a massimizzare il proprio guadagno a prescindere

dalle scelte degli avversari. È importante però notare come un equilibrio di

Nash non sia necessariamente la soluzione migliore per tutti i giocatori: nel-

l’esempio illustrato, infatti, Giocatore1 preferirà giocare il profilo di strategia

(A,A), che gli permetterà di guadagnare 3 anzichè 1; stesso discorso è valido

anche per Giocatore2. Tale comportamento è spiegabile con il fatto che l’e-

quilibrio di Nash è la soluzione migliore per tutti i giocatori nel caso in cui

gli avversari non modifichino le proprie strategie: per raggiungere situazioni

più convenienti, è indispensabile che una coalizione di giocatori modifichi la

propria strategia.

Non tutti i giochi possiedono un equilibrio di Nash (vedi ad esempio il

modello di Figura 2.13), mentre può accadere che un gioco possa averne più

di uno come nel caso del modello in Figura 2.14, in cui gli equilibri di Nash

sono (A,A) e (B,B).

L’esistenza degli equilibri di Nash all’interno dei giochi è proprio il punto

cardine sul quale si basa il teorema di Nash, di cui ne viene riportato di

seguito l’enunciato:

Teorema 1 (Teorema di Nash) Ogni gioco finito ammette sempre almeno

un equilibrio di Nash in strategie miste.
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Figura 2.13: Gioco senza equilibri di Nash
Figura 2.14: Gioco con diversi equilibri di

Nash

Poichè la maggior parte dei giochi modellizzati soddisfano tale requisito,

è spesso possibile prevedere il comportamento dei giocatori: essi giocheranno

un equilibrio di Nash e, se esso è unico, il risultato sarà noto a priori.

Equilibri di Nash approssimati

Ma lo scopo di questo lavoro di tesi è di individuare strategie il più vicine

possibile agli equilibri di Nash o agli equilibri perfetti per sottogiochi, e quin-

di è necessario introdurre altri concetti propedeutici alla comprensione del

prosieguo del documento.

• Equilibrio ε–close: con questo termine si indica un profilo di strategia

σ in cui la distanza tra ogni σi e σ
∗
i è minore di un parametro ε, dove con

il termine σ∗i si intende la strategia ottima dell’agente i nell’equilibrio

σ. Questo concetto ci permette di ottenere una misura del grado di

approssimazione della strategia trovata anche se, nella maggior parte

dei casi, questa grandezza non è considerata sufficiente per valutare

appieno la bontà di una soluzione;

• Equilibrio ε–Nash: con questo termine si indica un profilo di strate-

gia σ dove nessun agente è in grado di migliorare la propria utilità di

una quantità superiore a ε, mediante una deviazione unilaterale; si

ottiene una deviazione unilaterale quando un solo giocatore modifica

la propria strategia (σNEW
i 6= σOLD

i ), mentre i restanti agenti non cam-

biano il loro comportamento (σNEW
−i = σOLD

−i ). Tale concetto costituisce

un sensibile miglioramento rispetto all’equilibrio ε–close;
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• Equilibrio ε–perfect: con questo termine, infine, si indica un raf-

finamento dell’equilibrio ε–Nash: in questo caso si tiene conto anche

di tutte le deviazioni dei giocatori in tutti i sottogiochi che formano

la struttura ad albero. Di conseguenza, con il concetto di equilibrio

ε–perfect si fa riferimento ad un profilo di strategia σ in cui non esiste

alcun agente in grado di migliorare la propria utilità di una quantità su-

periore a ε, anche nel caso in cui tutti i giocatori modifichino la propria

strategia.

2.2.5 Risoluzione di giochi in forma estesa

Per risolvere un modello all’interno della teoria dei giochi, è necessario indi-

viduare un profilo in cui le strategie dei vari giocatori siano in equilibrio tra

di loro.

Poichè tutto il lavoro di ricerca esposto in questo documento verrà im-

postato sui giochi in forma estesa, di seguito vengono illustrati dei metodi

di risoluzione che mirano ad individuare due tipi di equilibri ben distinti: gli

equilibri perfetti per sottogiochi e gli equilibri di Nash.

Equilibri perfetti per sottogiochi (SPE)

Il metodo di risoluzione che ricerca questa categoria di equilibri si basa sul

principio divide et impera, in quanto scompone l’albero di gioco in tutti i

sottogiochi possibili, risolvendoli progressivamente e semplificando di volta

in volta la struttura generale del modello. Un profilo di strategia è detto

SPE se e soltanto se è un equilibrio di Nash per ogni sottogioco del modello

originale.

Per un gioco in forma estesa basato su simulazione, per ogni nodo v ∈ V ,

un equilibrio perfetto per sottogiochi è definito formalmente come

σSPE(v) = arg max
σ∈ρ(v)

uSPE
ι(v) (χ(v, σ)) , (2.1)

in cui uSPE(v) corrisponde a

uSPE(v) =

{

O(v) se v è un nodo terminale

uSPE
(

χ
(

v, σSPE(v)
))

altrimenti.

Il metodo più comune per questo tipo di problemi è quello di agire per

induzione a ritroso: partendo dal livello più basso del gioco – costituito

dalle foglie – si risale progressivamente l’albero, valutando ad ogni nodo quale
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sia l’azione migliore da eseguire tra quelle disponibili; una volta definita, si

sostituisce il nodo analizzato con una foglia il cui payoff è pari a quello che si

otterrebbe eseguendo la strategia trovata. Facendo questo ragionamento per

tutti i nodi non–terminali, si risale l’albero fino ad ottenere una struttura

con un solo livello.

È importante far notare come in tutti i giochi finiti in forma estesa ad

informazione perfetta esista almeno un SPE [4], e tale accorgimento valga

anche per tutti i giochi continui con funzioni di utilità limitate [5].

Qui viene riportato un esempio della ricerca di SPE all’interno del gioco

in forma estesa illustrato in Figura 2.6:

Figura 2.15: SPE, L’albero iniziale Figura 2.16: SPE, Step 1

Figura 2.17: SPE, Step 2 Figura 2.18: SPE, Step 3
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Figura 2.19: SPE, Step 4 Figura 2.20: SPE, Step 5

Procedendo con la risoluzione, si trova che il profilo di strategia cor-

rispondente ad un SPE è (T, 1
4
, L1), che restituisce come payoff il vettore

(6, 1).

Equilibri di Nash (NE)

Il secondo metodo di risoluzione analizzato in questa sede mira ad individuare

gli equilibri di Nash (vedi Sezione 1) all’interno dello spazio delle strategie.

Innanzitutto è necessario trasformare il gioco in forma strategica (deve cioè

essere rappresentato tramite una matrice di payoff). Per fare questo, poichè

si sta esaminando un modello in forma estesa, è necessario convertire la

struttura ad albero nella corrispondente matrice.

Per definizione, la strategia di ogni agente deve poter prevedere una mossa

a qualsiasi nodo decisionale, indipendentemente dal fatto che questo sia rag-

giungibile in base alle scelte effettuate ai precedenti nodi non–terminali. Per

prima cosa perciò è necessario enumerare le strategie pure di ciascun gioca-

tore: nel caso del modello rappresentato in Figura 2.21 queste corrispondono

a

{

S1 = {(a, g); (a, h); (b, g); (b, h)}

S2 = {(c, e); (c, f); (d, e); (d, f)}

È stato dimostrato come, nei giochi in forma estesa, qualche equilibrio

di Nash possa non essere ragionevole rispetto alla struttura sequenziale del

gioco [4]: ad esempio (a, g) e (a, h) non sono attuabili, in quanto la scelta da

parte del primo giocatore dell’azione a rende impossibile l’esecuzione delle



2.2. I giochi 21

azioni g o h. Una volta definite tutte le strategie pure di ciascun giocatore,

viene creata la matrice di payoff corrispondente nel seguente modo:

1. La matrice ha tante dimensioni quanti sono i giocatori partecipanti;

2. Le strategie selezionabili da ciascun giocatore corrispondono alle pro-

prie strategie pure trovate in precedenza;

3. L’elemento (i, j) della matrice corrisponde al vettore di utilità ottenuto

quando il primo giocatore sceglie la strategia pura i, e il secondo esegue

invece j. Le utilità si individuano esplorando l’albero nel senso definito

dalle strategie pure i e j.

Ad esempio, l’elemento ((b, g); (c, f)) della matrice di payoff riportata

in Figura 2.21, corrisponde alla situazione in cui il primo giocatore esegue

l’azione b, l’avversario risponde con f , ed infine il primo giocatore chiude con

la mossa g; esplorando l’albero, si nota come il vettore di utilità conseguibile

da questo profilo di strategia vale (2, 10), e si inserisce tale dato all’interno

dell’elemento ((b, g); (c, f)) della matrice in Figura 2.22.

È possibile affermare che tutti i giochi in forma estesa ad informazione

perfetta ammetteranno sempre almeno un SPE, in quanto è stato dimostrato

come l’idea di SPE consista in un raffinamento del concetto di NE [4]; tale

risultato vale anche per i giochi continui, a patto che la funzione di utilità

impiegata sia limitata [5].

Per chiarire meglio il concetto, qui di seguito viene riportato un esempio:

Figura 2.21: NE, Struttura ad albero
Figura 2.22: NE, Matrice di Payoff cor-

rispondente

Partendo dalla struttura ad albero di Figura 2.21, una volta ottenuta la

matrice di payoff corrispondente mediante il procedimento appena illustrato,
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si definiscono gli equilibri di Nash con le regole viste nella Sezione 1; tale

procedimento darà come risultato i seguenti NE:

{(a, g)(c, f); (a, h)(c, f); (b, h)(c, e)}

Dopo aver determinato gli equilibri di Nash all’interno della matrice di

payoff è necessario, visto che il gioco di partenza era in forma estesa, rin-

tracciare gli equilibri all’interno della struttura ad albero. In questo senso, a

partire dal risultato trovato, si ottengono i seguenti equilibri di Nash per il

modello dato: {(a, c); (a, c); (b, e)}.

È possibile osservare come la conversione appena effettuata produca più

volte lo stesso NE e, per questo motivo, è necessario eliminare le soluzioni

ridondanti: in conclusione, per il gioco riportato in Figura 2.21, esistono due

diversi equilibri di Nash, che corrispondono ad {(a, c); (b, e)}.



Capitolo 3

Algoritmi di ottimizzazione

All’interno della categoria dei giochi in forma estesa, il processo di ricerca

di equilibri SPE e NE in un modello è sempre affrontabile come la risoluzione

di un problema di ottimizzazione ricorsivo. In questo senso, in ogni nodo v

lo scopo è massimizzare la propria funzione di utilità (nel caso dei giochi

basati su simulazione questa è sconosciuta agli agenti): tale funzione è stret-

tamente legata alla risoluzione dei problemi di ottimizzazione definiti nei

nodi del sottoalbero generato da v. Nel nostro caso, in cui vengono trattati

giochi continui in forma estesa basati su simulazione, tale problema consiste

nel dover risolvere una quantità indefinita di processi di ottimizzazione non

vincolata su variabili continue.

Nella letteratura, gli studiosi hanno suddiviso i metodi di risoluzione dei

problemi di ottimizzazione in due grosse categorie indipendenti, differenzian-

do le tecniche utilizzate in:

• Deterministiche: in questi metodi di risoluzione, applicando più volte

l’algoritmo allo stesso problema, la soluzione sarà sempre la medesima.

Un esempio di metodi appartenenti a questa categoria sono il real al-

gebraic geometry studiato in [6], e la Lipschitz optimization definito

grazie a [7];

• Non–deterministiche (o stocastiche): a differenza del caso prece-

dente, questi metodi di risoluzione hanno al loro interno una compo-

nente di casualità (o di probabilità) che ne definisce il non–determinismo.

Se applicati iterativamente sullo stesso gioco, molto spesso forniscono

soluzioni diverse. Questa categoria è molto più ampia rispetto alla

precedente, e si basa su tecniche risolutive quali gli evolutionary algo-
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rithms [8], il simulated annealing [9], il cross entropy [10] e il particle

swarm optimization [11].

Ognuno degli algoritmi di ottimizzazione citati è costruito sulla base di

una struttura comune: qui di seguito ne viene proposta una schematizzazione,

illustrandone brevemente i passi principali.

Algorithm 1 Algoritmo di ottimizzazione

1: i := 0

2:
{

xk
0

}

1≤k≤N
= sample initialization(D)

3: repeat

4: i := i+ 1

5:
{

xk
i

}

1≤k≤N
= sample generation

(

D,
{

xk
[0:i−1]

}

1≤k≤N
,
{

yk
[0:i−1]

}

1≤k≤N

)

6: for j = 1 to N do

7: y
j
i = u(xj

i )

8: end for

9: until termination condition

(

{

xk
[0:i]

}

1≤k≤N
,
{

yk
[0:i]

}

1≤k≤N

)

10: return arg max
x∈{xk

i }1≤k≤N

u(x), u(x)

La procedura inizia generando una certa quantità di campioni nello spazio

di ricerca D e valutandone, di volta in volta, l’utilità (questo dato dipende

dal tipo di oracolo che viene utilizzato nel gioco). Ad ogni iterazione, ven-

gono generate nuove soluzioni candidate e, sulla base della loro utilità ed

eventualmente di altre informazioni aggiuntive, la ricerca viene diretta verso

la porzione di spazio D più promettente.

Il processo di ricerca termina quando viene verificata una determinata

condizione di terminazione (ad esempio, alcuni algoritmi di ottimizzazione

terminano quando l’incremento ottenuto in una iterazione non è sufficiente-

mente grande, oppure quando viene effettuato un numero di iterazioni troppo

elevato).

In questo studio sono stati impiegati tre diversi algoritmi di ottimiz-

zazione, uno di natura deterministica (Lipschitz optimization) e due di tipo

non–deterministico (simulated annealing e cross entropy), cos̀ı da poter ana-

lizzare e confrontare l’efficienza di entrambe le categorie presentate. Per

semplicità espositiva, nelle prossime sezioni del capitolo verranno presen-

tate le versioni monodimensionali degli algoritmi di ottimizzazione, concen-

trando cioè l’attenzione sui modelli a giocatore singolo; in realtà, in fase di

implementazione il lavoro è stato sviluppato su modelli a due o tre giocatori.
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3.1 Simulated annealing

Il simulated annealing è una procedura probabilistica, molto conosciuta

in ambiente scientifico, mirata ad individuare i massimi e i minimi locali di

una funzione (nel nostro caso della funzione di utilità del giocatore, ui).

Il concetto di annealing deriva dalla scienza dei metalli: tale nome in-

dica il processo di eliminazione di difetti reticolari dai cristalli, tramite una

procedura di riscaldamento seguita da un lento raffreddamento. Nel caso

della teoria dei giochi, gli algoritmi basati su simulated annealing tentano di

emulare tale tecnica fisica, allo scopo di determinare il profilo di strategia

migliore per il modello esaminato.

L’idea su cui si basa l’algoritmo consiste nell’effettuare diverse perlustra-

zioni dello spazio di ricerca, abbassando ad ogni iterazione la temperatura

del sistema. Nonostante la tecnica di simulated annealing venga spesso im-

piegata in casi in cui lo spazio di ricerca è discreto, in questo lavoro è stato

applicato per problemi continui di ottimizzazione globale [12].

Come accennato, il simulated annealing è un algoritmo non–deterministico,

probabilistico: la componente di indeterminatezza deriva dall’introduzione

della distribuzione di Boltzmann, rappresentata dalla formula:

p =
e

ui(si→s̄i,s−i)

τ

∑

S∈D e
ui(si→S,s−i)

τ

, (3.1)

Tale formula esprime la probabilità p che la strategia s̄ del giocatore

i–esimo venga selezionata. Le grandezze in gioco sono:

• ui(·, ·) che rappresenta la funzione di utilità dell’agente i–esimo;

• si che rappresenta la strategia adottata dal giocatore i;

• s−i che rappresenta la strategia congiunta che adottano tutti i giocatori

diversi da i;

• s̄i che rappresenta la strategia adottata da i di cui si vuole calcolare la

probabilità di Boltzmann;

• τ che rappresenta la temperatura a cui è sottoposto il sistema;

• D che rappresenta lo spazio di ricerca su cui vengono definite le strategie

dei giocatori.
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3.1.1 SA

Alla procedura di simulated annealing implementata ed utilizzata in questo

lavoro di tesi, di cui si riporta un estratto del codice nell’Algoritmo 2, ven-

gono passati i seguenti parametri: il vettore delle temperature T , il nu-

mero di campioni da generare ad ogni iterazione N , il parametro di termi-

nazione ε, la deviazione standard iniziale σinit, la strategia degli avversari s−a
ed il parametro rappresentativo del progressivo decremento del valore della

deviazione standard γ.

All’avvio della procedura, vengono generati in modo casuale un numero

Ni di campioni da una distribuzione uniforme, salvandoli nel vettore di strate-

gie xi (dove con i si indica il numero dell’iterazione corrente). Successiva-

mente si valuta l’utilità di tutti gli elementi del vettore, salvando ogni valore

cos̀ı generato all’interno di yi: la funzione di utilità non è rilevante, in quanto

è generata dall’oracolo utilizzato durante il gioco.

A questo punto, si calcola il modo in cui le diverse strategie si distribuisco-

no all’interno dello spazio, calcolando la probabilità di ogni singolo campione

grazie alla Formula 3.1; i risultati verranno annotati all’interno di un altro

vettore, definito come zi. Da tali valori verrà poi calcolata la probabilità

cumulativa e salvata nel vettore Zi.

Per definire quale sia la strategia migliore, durante le varie iterazioni è

stato opportuno implementare un ulteriore step: una volta definita la pro-

babilità cumulativa, viene scelto un valore casuale, compreso tra 0 e 1, e si

individua in Zi il valore più vicino a tale numero. In questo modo, la strategia

estratta sarà considerata come la best–response per l’iterazione corrente.

Una volta terminata la prima iterazione, si ripetono le fasi appena de-

scritte, modificando la dstribuzione statistica dei punti lungo lo spazio di

ricerca: invece di estrarre i punti in maniera uniforme, si è scelto di utiliz-

zare come distribuzione di riferimento (la cui definizione è un punto critico

per la convergenza del simulated annealing [13]) una gaussiana, con media

pari al valore individuato dall’iterazione precedente, e varianza decrescen-

te. Durante l’esecuzione del processo di ricerca, al fine di convergere verso

una soluzione, il parametro di temperatura decresce secondo un determinato

schema di raffreddamento, definito da γ [14].

L’algoritmo termina quando tra un’iterazione e la successiva non si hanno

miglioramenti sostanziali dell’utilità generata, cioè quando il progresso è in-

feriore rispetto al parametro ε: tale criterio di terminazione è simile a quello
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adottato in [15].

Algorithm 2 SA(T , N , s−a, σinit, ε, γ)

1: i := 1

2:
{

xk
i

}

1≤k≤Ni
= rand()

3: for j = 1 to Ni do

4: y
j
i := ua(x

j
i , s−a)

5: end for

6: for j = 1 to Ni do

7: z
j
i := e

ua(x
j
i
,s−a)

τi

∑
S∈xi

e
ua(S,s−a)

τi

8: end for

9: Z1
i := z1i

10: for j = 2 to Ni do

11: Z
j
i := Z

j−1
i + z

j
i

12: end for

13: value := rand()

14: for j = 1 to Ni do

15: if Z
j
i ≥ value then

16: µi := x
j
i

17: break

18: end if

19: end for

20: σi := σinit

21: repeat

22: i := i+ 1

23:
{

xk
i

}

1≤k≤Ni
= gauss(µi−1, σi−1)

24: for j = 1 to Ni do

25: y
j
i := ua(x

j
i , s−a)

26: end for

27: for j = 1 to Ni do

28: z
j
i := e

ua(x
j
i
,s−a)

τi

∑
S∈xi

e
ua(S,s−a)

τi

29: end for

30: Z1
i := z1i

31: for j = 2 to Ni do

32: Z
j
i := Z

j−1
i + z

j
i

33: end for

34: value := rand()

35: for j = 1 to Ni do

36: if Z
j
i ≥ value then

37: µi := x
j
i

38: break

39: end if

40: end for

41: σi+1 := σi ∗ γ

42: until x̄i − |x̄i| ∗ ε > xMIN
i

43: return µi+1, ua(µ(i+ 1), s−a)
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3.2 Cross entropy

Il cross entropy è un metodo di risoluzione dei problemi di ottimizzazione

non–deterministico ideato per la prima volta da Reuven Rubinstein nel 2004,

all’interno del documento [10]: tale tecnica si avvale di un approccio di tipo

Montecarlo applicato a problemi di ottimizzazione combinatori e continui.

Il cross entropy è ben applicabile sia a problemi di ottimizzazione affetti

da componenti di rumore (il problema del commesso viaggiatore, i problemi di

assegnamento quadratici, l’allineamento di sequenze di DNA), sia a problemi

di ottimizzazione globali continui con un elevato numero di massimi e minimi

locali.

La struttura base del cross entropy si divide in due fasi:

• Generazione di un insieme di campioni casuali attraverso un meccani-

smo specifico per il tipo di problema;

• Modifica dei parametri del meccanismo basandosi sui dati prodotti, al

fine di generare un insieme migliore di campioni nell’iterazione seguente.

Procedendo in tal modo, si cerca di minimizzare la distanza di cross

entropy prescelta (come ad esempio la divergenza Kullback–Lieber [16])

sulla base delle informazioni ottenute dai campioni più promettenti. In

questo modo verranno generati nuovi campioni, situati nella regione

più promettente dello spazio di ricerca.

3.2.1 CE

Nell’algoritmo implementato ed utilizzato in questo contesto, vengono passati

in ingresso il vettore contenente la quantità di campioni da generare ad ogni

iterazioneN , il profilo di strategia avversario s−a, la percentuale dei campioni

considerati promettenti γ ed il parametro di terminazione ε.

All’inizializzazione dell’algoritmo, come per il simulated annealing, ven-

gono generati in modo casuale Ni campioni da valutare: tali punti, generati

sullo spazio di ricerca a partire da una distribuzione uniforme, saranno poi

salvati all’interno del vettore xi (dove i indica il numero dell’iterazione che,

in questo caso, sarà pari a zero). Completato tale vettore, viene calcolata

l’utilità di ogni campione mediante l’oracolo, e i risultati vengono salvati nel

vettore yi; successivamente, questa struttura dati viene riorganizzata in or-

dine decrescente, al fine di mantenere i campioni più promettenti nelle prime

posizioni di Yi.
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In seguito, viene calcolata la percentuale dei punti da considerare come

elitari (sulla base del valore del parametro γ), creando cos̀ı il nuovo vettore

Ki, contenente i campioni più promettenti, e Zi in cui saranno salvate le

corrispondenti utilità.

Dopo aver cos̀ı definito i campioni elitari, occorre specificare i parametri

da passare all’iterazione seguente, cioè la media e la varianza della distribu-

zione gaussiana con cui ricercare i nuovi campioni nello spazio delle strategie

D: come media viene utilizzato il valor medio del vettore Ki, mentre come

varianza si utilizza la deviazione standard di Zi. A questo punto si ripetono

le fasi appena descritte, in cui i campioni verranno generati per mezzo di una

gaussiana anzichè tramite una distribuzione uniforme.

L’algoritmo termina nel momento in cui la differenza tra le utilità di taglio

di due iterazioni successive è minore del parametro di terminazione ε, vale

a dire quando la differenza delle utilità dei peggior campioni elitari è molto

piccola.

La procedura, a questo punto, restituirà il campione migliore tra quelli

selezionati, vale a dire il primo valore presente all’interno del vettore Ki.

Qui di seguito viene riportata, tramite pseudocodice, l’implementazione

dell’algoritmo di cross entropy utilizzato in questa sede.
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Algorithm 3 CE(γ, N , s−a, ε)

1: i := 1

2:
{

xk
i

}

1≤k≤Ni
= rand()

3: for j = 1 to Ni do

4: y
j
i = ua(x

j
i , s−a)

5: end for

6: m := 1

7: Yi = sort(descend, yi)

8: ucut
i := Y

⌈γ∗size(Yi)⌉
i

9: for j = 1 to Ni do

10: if y
j
i ≥ ucut

i then

11: Zm
i = y

j
i

12: Km
i = x

j
i

13: m := m+ 1

14: end if

15: end for

16: σi =
√

var(Zi)

17: µi := mean(Ki)

18: repeat

19: i := i+ 1

20:
{

xk
i

}

1≤k≤N
= gauss(µi−1, σi−1)

21: for j = 1 to Ni do

22: y
j
i = ua(x

j
i , s−a)

23: end for

24: m := 1

25: Yi = sort(descend, yi)

26: ucut
i := Y

⌈γ∗size(Yi)⌉
i

27: for j = 1 to Ni do

28: if y
j
i ≥ ucut

i then

29: Zm
i = y

j
i

30: Km
i = x

j
i

31: m := m+ 1

32: end if

33: end for

34: σi =
√

var(Zi)

35: µi := mean(Ki)

36: until |ucut
i − ucut

i−1| > ε

37: return max(Ki), ua(max(Ki), s−a)
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3.3 Lipschitz optimization

Il Lipschitz optimization è un approccio di natura deterministica mirato

alla risoluzione di problemi di ottimizzazione globale. L’ipotesi fondamentale

su cui si basa la procedura implementata riguarda la funzione di utilità del

giocatore ua(x, s−a): per poter funzionare correttamente, è necessario che per

essa valga la condizione di continuità di Lipschitz sull’intervallo chiuso

[A,B] (nel nostro caso è stato considerato [0, 1]).

In analisi matematica, una funzione Lipschitziana è una funzione a

variabili reali che ha una crescita limitata, nel senso che il rapporto tra la

variazione di ordinata e la variazione di ascissa non può mai superare un

valore prefissato, detto costante di Lipschitz. Il concetto di continuità

di Lipschitz è una condizione più forte rispetto a quello di continuità in

matematica, e prende il suo nome dallo studioso tedesco che l’ha definito per

la prima volta, Rudolph Lipschitz.

Sia f una funzione tale per cui valga che f : Ω ⊆ R
n → R

m: essa si

dice Lipschitziana su Ω se ∃K ≥ 0 tale per cui ||f(x)− f(y)|| ≤ K||x− y||,

∀x, y ∈ Ω.

Questa condizione implica che:

• il rapporto incrementale è limitato;

• se una funzione è Lipschitziana è anche continua in Ω, ma non per

questo è detto che sia anche derivabile.

L’idea che sta alla base dell’algoritmo consiste nel selezionare i campioni

più promettenti sulla base di un limite superiore della funzione di utilità:

la miglior strategia disponibile è quella che massimizza tale limite; questo

valore viene generato durante il processo di ricerca dei campioni nello spazio.

Per comprendere al meglio l’Algoritmo 4, è necessario analizzare a fondo

le formule che verranno impiegate, in particolare quelle per ricavare i nuovi

campioni xNEW e per calcolarne l’utilità massima prevista zNEW . Per trovare

un nuovo punto nello spazio di ricerca, è necessario individuare i due punti più

vicini nella frontiera (xL e xR), e le loro utilità reali (ua(xL, s−a) e ua(xR, s−a))

I dati relativi ai nuovi campioni verranno cos̀ı calcolati:

xNEW =
ua(xR, s−a)− ua(xL, s−a) + α ∗ (xR + xL)

2 ∗ α

zNEW = α ∗ xNEW + ua(xL, s−a)− α ∗ xL



32 Capitolo 3. Algoritmi di ottimizzazione

dove con α si indica il grado di Lipschitzianità della funzione ua(x, s−a),

indicante la massima inclinazione che la sua derivata può assumere. Con α

elevato, la funzione sale (o scende) in modo molto repentino, mentre se α è

piccolo, la funzione ha un gradiente molto meno ripido.

3.3.1 LIP

A differenza delle procedure illustrate nei paragrafi precedenti, questo algo-

ritmo necessita di un numero di input inferiore e, nel nostro caso, questi si

limitano al grado di Lipschitzianità α ed al parametro di terminazione ε.

In questo metodo vengono dichiarati ed usati un gran numero di strutture

dati; di seguito se ne riporta un elenco completo:

• x: vettore contenente tutti i campioni generati durante il problema di

ottimizzazione;

• y: vettore contenente le utilità reali degli elementi di x;

• z: vettore contenente le utilità massime degli elementi di x (è il vettore

che racchiude gli upper–bound delle utilità);

• k: ordinamento crescente del vettore x;

• g: ordinamento decrescente del vettore z;

• X: campione più promettente presente nel vettore x, cioè quello che

genererà i nuovi campioni;

• Y : utilità reale del punto X;

• Z: upper–bound sull’utilità del punto X.

Considerando il fatto che per generare nuovi campioni è necessario essere

in possesso di almeno una coppia di punti, all’inizio l’Algoritmo 4 utilizza i

due estremi del dominio della funzione, vale a dire i campioni 0 e 1. Attraverso

le formule appena presentate, viene inserito all’interno di x, z e y un nuovo

elemento (rispettivamente il nuovo campione, l’upper–bound della sua utilità

e la sua utilità reale). Ogni qualvolta che dei punti in x vengono usati per

generare nuovi punti, i corrispettivi elementi in z vengono posti ad un valore

negativo molto basso (in questo caso −1000): con questo accorgimento si
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impedisce che l’algoritmo tenti di rigenerare un campione già calcolato in

precedenza.

Successivamente, si ordinano i vettori x e z, salvando i risultati rispet-

tivamente in k e g: questa fase serve per poter facilmente individuare il

campione più promettente, e per riuscire a disporre in ordine crescente i

punti dello spazio.

Una volta ordinati i vettori, viene selezionato il primo elemento di g (vale

a dire il campione più promettente) e si individuano i due punti più vicini

ad esso: con xL si indica la strategia più prossima che si trova alla sinistra

dell’elemento selezionato, con xR di indica il campione più prossimo che si

trova alla sua destra.

A partire da questi, si generano due nuovi elementi da salvare in x: da

questo punto in poi si ripete iterativamente la procedura esaminata sopra,

fino alla terminazione dell’algoritmo.

La procedura smette di funzionare quando lo scostamento tra l’upper–

bound del campione selezionato e la sua utilità reale è minore del parametro

ε prefissato.

È opportuno far notare come nello pseudocodice di seguito riportato vi

sia una modifica di notazione: se per gli algoritmi precedenti il termine xi

indicava il vettore x all’iterazione i–esima, nel Lipschitz essa indica l’elemento

i–esimo del vettore x, essendo presente un’unica iterazione.
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Algorithm 4 LIP(α, ε)

1: x1 := 0

2: x2 := 1

3: y1 = ua(x1, s−a)

4: y2 = ua(x2, s−a)

5: z1 = −1000

6: z2 = −1000

7: x3 =
y2−y1+α∗(x2+x1)

2∗α
8: z3 = α ∗ x3 + y1 − α ∗ x1

9: y3 = ua(x3, s−a)

10: k = sort(ascend, x)

11: g = sort(descend, z)

12: repeat

13: for j = 1 to size(z) do

14: if zj = g1 then

15: break

16: end if

17: end for

18: X := xj

19: Y := yj
20: Z := zj
21: for m = 1 to size(k) do

22: if km = X then

23: XL := km−1

24: XR := km+1

25: break

26: end if

27: end for

28: YL := ua(XL, s−a)

29: YR := ua(XR, s−a)

30: xsize(x)+1 =
Y −YL+α∗(X+XL)

2∗α
31: zsize(x) = α ∗ xsize(x) + YL − α ∗XL

32: ysize(x) = ua(xsize(x), s−a)

33: xsize(x)+1 =
YR−Y +α∗(XR+X)

2∗α
34: zsize(x) = α ∗ xsize(x) + Y − α ∗X

35: ysize(x) = ua(xsize(x), s−a)

36: zj = −1000

37: k = sort(ascend, x)

38: g = sort(descend, z)

39: until Y > Z + ε

40: return X, ua(X, s−a)



Capitolo 4

Algoritmi di ricerca di un

equilibrio approssimato

Una volta conclusa l’implementazione degli algoritmi di ottimizzazione,

ci si è concentrati sulla progettazione e realizzazione delle procedure che

costituiscono la parte centrale di questo lavoro di tesi: gli algoritmi di ricerca

di un equilibrio approssimato.

L’approssimazione di un equilibrio in un gioco in forma estesa basato

su simulazione non è un problema riconducibile agli algoritmi normalmente

utilizzati per la risoluzione di giochi in forma strategica; in particolare, uti-

lizzando le procedure presentate in [3], si otterrebbe come effetto la perdita

della sequenzialità del gioco: se infatti volessimo utilizzare ugualmente tali

algoritmi, sarebbe necessario rappresentare le strategie dei singoli giocatori

come un piano di azioni, ottenendo l’effetto di modificare cos̀ı la struttura

del modello.

Per questo motivo, in questo studio, sono stati progettati degli algoritmi

ad–hoc che potessero lavorare direttamente sulla struttura ad albero del gio-

co: in quest’ottica, sono stati utilizzati due diversi approcci per risolvere i

problemi di approssimazione, basati sulla ricerca di SPE e di NE all’interno

del gioco analizzato.

Le procedure qui illustrate sono riconducibili l’una all’altra, in quan-

to si può considerare il NE–Approximation come un’estensione del SPE–

Approximation, in cui intervengono dei meccanismi di potatura e di sem-

plificazione della struttura ad albero del gioco. In questa sede, verrà prima

presentata la procedura di SPE–Approximation, per poi passare ad illustrare

il funzionamento del NE–Approximation.
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In entrambi i casi, verrà utilizzata una notazione leggermente diversa

rispetto a quella fin qui presentata: in questo capitolo infatti, per indicare la

strategia del giocatore ι(v) nel nodo v si userà il simbolismo σ(v).

4.1 SPE–Approximation

La prima procedura realizzata in questa ottica è il SPE–Approximation,

in cui la struttura ad albero del gioco viene visitata in tutti i suoi rami,

valutando ogni possibile profilo di strategia realizzabile.

L’algoritmo viene inizialmente invocato sulla radice della struttura ad

albero: per esplorare anche i livelli sottostanti, la procedura richiama sè

stessa in modo ricorsivo, ottenendo cos̀ı l’analisi e l’ottimizzazione di tutti i

nodi sottostanti.

Da quanto detto, emerge chiaramente come questa tecnica di risoluzione

lavori con una logica bottom–up, in quanto vengono prima calcolate le utilità

nelle foglie e, successivamente, i valori ricavati vengono propagati verso l’alto,

eseguendo un’esplorazione dell’albero in profondità.

Nel SPE–Approximation non intervengono operazioni di potatura, in

quanto è obbligatorio visitare tutti possibili profili di strategia per poter

trovare l’equilibrio desiderato, comportando cos̀ı una complessità computazio-

nale ed un tempo di esecuzione molto elevati.

4.1.1 Algoritmo SPE–Approximation

Quando viene invocato l’algoritmo di SPE–Approximation, di cui se ne ri-

porta una traccia in pseudocodice, è necessario passare come parametro il

nodo corrente v, vale a dire il turno in cui attualmente si trovano gli agenti

coinvolti nel gioco.

È interessante notare come, di fatto, la struttura di questa procedura

sia molto simile agli algoritmi presentati nel Capitolo 3: l’unica modifica

significativa è relativa al calcolo delle utilità degli agenti.

Ogni iterazione inizia con la campionatura dello spazio di ricerca, in modo

analogo agli algoritmi SA, CE e LIP visti in precedenza ma, al momento di

valutare l’utilità dei singoli campioni, si introduce una piccola variazione:

• se il nodo corrente v è una foglia, la valutazione del payoff è uguale a

quella usata negli Algoritmi 2, 3 e 4, viene cioè calcolata dall’oracolo

O(v);



4.1. SPE–Approximation 37

• se il nodo corrente v non è una foglia, l’utilità viene calcolata mediante

la chiamata ricorsiva di SPE Approximation, in cui verrà passato

come parametro χ(v, σk(v)), vale a dire il nodo successivo a v sulla

base della strategia σk(v).

Una volta giunti ai nodi terminali dell’albero di gioco (le foglie), tramite

gli algoritmi di ottimizzazione si individua la best-response e le utilità gene-

rate da tale profilo di strategia; successivamente si propaga al nodo genitore

i dati cos̀ı ricavati: a sua volta il giocatore avvierà un’ottimizzazione nello

spazio di ricerca, propagando i risultati al nodo sovrastante, procedendo in

modo iterativo fino alla radice.

Nel frammento di pseudocodice riportato, compaiono numerosi simboli.

Per favorirne la comprensione, è opportuno ricordare il significato di tali

notazioni:

• v indica il nodo corrente in cui si trova il gioco, ovvero il turno in cui

il giocatore deve fare la sua mossa;

• O(v) indica il valore di utilità generata dall’oracolo O per il nodo v;

• σk(v) indica i campioni in cui è stato suddiviso lo spazio di ricerca al

nodo v durante l’iterazione k–esima;

• ρ(v) indica le azioni a disposizione del giocatore nel nodo v;

• uk indica il vettore di utilità ottenuto seguendo il k–esimo profilo di

strategia;

• χ(v, σk(v)) indica il nodo successivo a v, nel caso in cui si segua il

profilo di strategia σk(v);

• uι(v) indica l’utilità ottenibile dall’agente che gioca nel nodo v.

Inizialmente, l’Algoritmo 5 viene invocato a partire dalla radice v: se tale

nodo corrisponde ad un terminale, viene immediatamente restituito il valore

di utilità calcolato dall’oracolo.

Se tale condizione non è verificata, la strategia ottimale viene calcolata

grazie al seguente procedimento: inizialmente lo spazio di ricerca viene cam-

pionato in modo uniforme o gaussiano grazie alla funzione sample initiali-

zation. In seguito, per ogni campione generato σk(v) viene valutata la
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sua utilità invocando ricorsivamente la procedura SPE Approximation,

passando come parametro il nodo successivo a v.

Una volta terminata la valutazione di tutti i campioni, se la condizione di

terminazione è soddisfatta, l’algoritmo restituisce l’utilità massima ottenu-

ta dai vari campioni; se ciò non è verificato, vengono rigenerati i campioni

sullo spazio di ricerca, e si ripete la procedura descritta. La valutazione

della condizione di terminazione è garantita dall’invocazione della funzione

termination condition.

Le procedure SPE Approximation, sample initialization e ter-

mination condition sono state implementate sulla base degli algoritmi di

ottimizzazione non lineare visti nel Capitolo 3, ma sono del tutto sconosciute

ai giocatori partecipanti: possiamo anzi dire che sono delle vere e proprie

black–box per gli agenti.

Algorithm 5 SPE Approximation(v)

1: if v is terminal then

2: return O(v)

3: else

4: {σk(v)} ← sample initialization(ρ(v))

5: while true do

6: for each σk(v) do

7: uk = SPE Approximation
(

χ(v, σk(v))
)

8: end for

9: if termination condition
(

{σk(v)}, {uk}
)

then

10: return arg max
u∈{uk}

uι(v)

11: else

12: {σk(v)} ← samples generation
(

ρ(v), {σk(v)}, {uk}
)

13: end if

14: end while

15: end if

4.2 NE–Approximation

A differenza di quanto visto per il SPE–Approximation, la ricerca di equi-

libri di Nash approssimati è molto meno dispendiosa e più veloce, in quan-

to intervengono delle potature che permettono di scartare a priori determi-

nate strategie, risparmiando cos̀ı calcoli inutili e complicati: possiamo perciò

sostenere che il concetto di equilibrio di Nash sia caratterizzato da una pre-

senza di vincoli meno rigidi rispetto al concetto di equilibrio per sottogiochi

perfetti. Nonostante ciò, l’algoritmo NE–Approximation si è rivelato di
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fatto molto più macchinoso rispetto al SPE–Approximation: è stato infatti

necessario ideare due differenti procedure che si invocassero a vicenda per

poter implementare correttamente l’algoritmo di NE–Approximation.

A differenza di quanto fatto nel SPE–Approximation, in cui non è stato

necessario definire tecniche diverse per il calcolo degli equilibri SPE, per

individuare gli NE si sono dovuti definire due diversi approcci in base al

nodo in esame:

• se questo si trova sul percorso di equilibrio (cioè il profilo di strategia che

porta ad un NE), l’equilibrio viene calcolato tramite la stessa formula

utilizzata per il SPE–Approximation, ovvero massimizzando le proprie

utilità;

σNE(v) = arg max
σ∈ρ(v)

uNE
ι(v) (χ(v, σ)) , (4.1)

• se è posto invece su percorsi diversi da quello di equilibrio, gli agenti non

cercheranno di massimizzare la propria utilità, ma invece tenderanno a

minimizzare quella che guadagnerebbe il primo agente.

Differentemente da quanto visto all’interno di SPE–Approximation, nei

problemi di NE–Approximation non è garantito che tutti i giocatori agiscano

in maniera razionale: fuori dall’equilibrio, cioè nei nodi che non vengono rag-

giunti, le strategie possono essere libere. Questo comportamento è dovuto

al fatto che, durante la ricerca degli equilibri di Nash, l’obiettivo di ogni

giocatore è quello di trovare un profilo di strategie tale per cui ogni agente

avversario non sia invogliato a modificare le proprie azioni: per far questo, è

sufficiente minimizzare sistematicamente i guadagni dei giocatori avversari.

Se infatti si cercasse di ricavare la minima utilità per i restanti agenti, questi

non sarebbero tentati ad abbandonare la situazione di equilibrio trovata,

garantendo cos̀ı la validità dei NE trovati. Nella ricerca di equilibri perfetti

per sottogiochi, ovvero nel SPE–Approximation, questo atteggiamento non

risulta, in quanto ogni componente cerca solo e soltanto di guadagnare il

massimo possibile, indipendentemente dalle scelte effettuate dagli avversari:

non ha senso quindi cercare di minimizzare le utilità altrui perchè l’impor-

tante è ottenere il maggiore payoff possibile per sè stessi, e quindi la miglior

strategia possibile consiste nel massimizzare il proprio guadagno.
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4.2.1 Algoritmo NE–Approximation

La ricerca di equilibri di Nash approssimati è suddivisibile in due fasi distinte

e, di conseguenza, devono essere implementate due funzioni differenti:

• NE Finding in cui viene individuato un profilo di strategia σ e suc-

cessivamente elevato a candidato NE;

• NE Validation in cui viene verificata la correttezza del candidato

NE trovato in precedenza. Se una strategia al di fuori dell’equilibrio si

rivela migliore, allora quest’ultima verrà eletta a nuovo candidato NE,

e si rilancerà NE Validation per verificarne la bontà della soluzione.

Tali funzioni interagiscono tra di loro e, in particolare, l’algoritmo parte lan-

ciandoNE Finding, che successivamente invocherà la funzioneNE Valida-

tion; una volta invocata quest’ultima, la procedura NE Finding non verrà

più coinvolta, lasciando che NE Validation richiami sè stessa in maniera

ricorsiva fino al termine della ricerca di NE approssimati per il gioco.

NE Finding

La prima fase dell’algoritmo di NE–Approximation consiste nell’individuare

il primo candidato NE, verificandone successivamente la correttezza mediante

l’invocazione della procedura NE Validation.

Nella descrizione che segue, viene introdotto per la prima volta il concetto

di nodo preterminale: con questo termine si vuole indicare tutti quei nodi

v in cui, una volta applicata una qualsiasi azione a v, viene raggiunto un

nodo terminale.

Questa prima fase della procedura si occupa di individuare una strategia

per ogni nodo appartenente al percorso di equilibrio, creando cos̀ı un profilo

di strategia σ completo che possa essere un NE candidato: questo compito

è affidato alla funzione NE Finding, a cui viene passato in ingresso il nodo

corrente v di cui è necessario determinare la strategia.

All’interno dell’Algoritmo 6, ad ogni nodo non–preterminale v viene as-

segnata una strategia casuale σ(v) e l’algoritmo viene ricorsivamente invocato

sul nodo successivo che viene raggiunto applicando la strategia σ(v) al nodo

corrente v.

Nel caso in cui la condizione non sia verificata, cioè se il nodo v è preter-

minale, NE Finding individua la miglior strategia per il giocatore ι(v) che
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gioca in v ricorrendo alle tecniche di ottimizzazione presentate nel Capitolo

3.

È interessante osservare come la parte di ottimizzazione funzioni esat-

tamente come le righe 6–15 dell’algoritmo di SPE–Approximation, a parte

per il fatto che la valutazione dei campioni non è più eseguita tramite chia-

mate ricorsive della procedura, ma vengono calcolate invocando direttamente

l’oracolo O(v).

Una volta conclusa la riga 20, viene definito un profilo di strategia σ

completo che va dalla radice fino ad un nodo terminale della struttura ad

albero del gioco considerato.

Una caratteristica fondamentale di tale procedura consiste nel fatto che

durante l’esecuzione non sono stati visitati vari percorsi, ma il candidato NE

è stato trovato calcolato attraverso un’unica strada.

Algorithm 6 NE Finding (v)

1: if v is non–preterminal then

2: σ(v)← a random value uniformly distributed in ρ(v)

3: u← NE Finding(χ(v, σ(v)))

4: while true do

5: [û, σ̂(v)]← NE Validation(v, v)

6: if ûι(v) ≤ u(v) then

7: return u

8: else

9: σ(v)← σ̂(v)

10: u← NE Finding(χ(v, σ(v)))

11: end if

12: end while

13: else

14: {σk(v)} ← sample initialization(ρ(v))

15: while true do

16: for each σk(v) do

17: uk = O
(

χ(v, σk(v))
)

18: end for

19: if termination condition
(

{σk(v)}, {uk}
)

then

20: return arg max
u∈{uk}

uι(v)

21: else

22: {σk(v)} ← samples generation
(

ρ(v), {σk(v)}, {uk}
)

23: end if

24: end while

25: end if

NE Validation

La seconda fase dell’algoritmo di NE–Approximation ha il compito di con-

fermare la candidatura del profilo di strategia σ trovato al termine della
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procedura di NE Finding e, nel caso tale risultato non venisse validato, di

trovare un nuovo candidato NE da verificare.

A differenza dell’Algoritmo 6, alla funzione NE Validation vengono

passati in ingresso il nodo corrente v ed il nodo dell’albero di cui si sta

facendo la validazione della strategia v0: questo input è fondamentale in

quanto permette di distinguere tra giocatori massimizzatori e minimizzatori

di utilità (se v0 = v, allora l’agente ι(v) massimizzerà la propria utilità,

altrimenti il giocatore cercherà di minimizzare l’utilità di ι(v0)).

Dato un nodo v, l’Algoritmo 7 ricerca una strategia all’interno dei sotto-

giochi in cui l’agente ι(v) non potrà mai guadagnare di più deviando dalla

sua strategia definita da σ.

Visto che gli agenti tendono a minimizzare l’utilità del giocatore ι(v)

che muove al nodo v, l’obiettivo di ogni iterazione è quello di individuare il

valore maxmin per l’agente ι(v) da ogni sottogioco che compone l’albero: se

il valore cos̀ı trovato è strettamente maggiore dell’utilità ottenibile giocando

la strategia σ, allora σ non è effettivamente un NE; se invece questo non

accade, significa che esiste almeno una strategia nel sottogioco per cui σ è

ottima. Se in un nodo v viene trovato che il candidato NE non è confermato,

la procedura assegna la strategia maxmin del sottogioco a σ(v), invocando

poi ricorsivamente NE Validation per verificarne la validità.

Per essere efficace, è necessario che il processo di validazione venga esegui-

to su tutti i nodi che compongono il percorso di equilibrio trovato, verificando

quindi per ogni turno la validità di σ.

Il funzionamento dell’Algoritmo 7 ricorda molto quello di SPE Appro-

ximation, tranne per la particolarità che inNE Validation compare anche

la possibilità di minimizzare le utilità altrui.

Le tecniche di ottimizzazione sono sempre quelle presentate nell’Algoritmo

5 con la differenza che, nel caso di minimizzazione, viene passato come

parametro la funzione di utilità {−uk
ι(v0)

}.

Un metodo per migliorare l’efficienza e la velocità del problema di ap-

prossimazione di equilibri NE consiste nell’introdurre il concetto di potatu-

ra: con questo accorgimento si permette al calcolatore la possibilità di esclu-

dere a priori determinati percorsi, sulla base dei risultati parziali fin l̀ı ottenu-

ti. L’opera di pruning che verrà qui introdotta è molto simile alla potatura

alfa–beta: chiamando v0 il nodo la cui strategia è da validare, per poter

affermare che un profilo di strategia σ non corrisponde ad un NE, non è ne-

cessario calcolare il valore maxmin di v0, ma è sufficiente trovare una strategia
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σ̂ι(v0) tale per cui l’utilità del giocatore ι(v0) sia maggiore di quella prodotta

dalla strategia analizzata. Inoltre, in tutti i sottogiochi di v0, non è stret-

tamente necessario che gli avversari trovino la minima utilità del giocatore

ι(v0), ma è sufficiente che essi individuino un’azione tale per cui l’utilità di

ι(v0) non sia più grande di quella fornita dalla strategia da controllare.

Questa ottimizzazione è stata adottata in fase di implementazione, però

non compare nello pseudocodice dell’Algoritmo 7, in quanto non è una com-

ponente essenziale al fine della sua comprensione.

Grazie a queste considerazioni, le condizioni di terminazione presenti alle

righe 10 e 16 possono essere cos̀ı interpretate:

• Riga 10: non appena un campione genera un guadagno all’agente ι(v0)

maggiore di quello fornito dalla strategia σ, l’algoritmo restituisce tale

valore ed il campione che l’ha generato;

• Riga 16: non appena un campione genera un guadagno all’agente ι(v0)

non superiore a quello fornito dalla strategia σ, l’algoritmo restituisce

tale campione, che entrerà a far parte del nuovo candidato NE.
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Algorithm 7 NE Validation (v, v0)

1: if v is terminal then

2: return O(v)

3: else

4: {σk(v)} ← sample initialization(ρ(v))

5: while true do

6: for each σk(v) do

7: uk = NE Validation
(

χ(v, σk(v)), v0
)

8: end for

9: if ι(v) = ι(v0) then

10: if termination condition
(

{σk(v)}, {uk
ι(v)
}
)

then

11: return [arg max
u∈{uk}

uι(v), best σk(v)]

12: else

13: {σk(v)} ← samples generation
(

ρ(v), {σk(v)}, {uk
ι(v)
}
)

14: end if

15: else

16: if termination condition
(

{σk(v)}, {−uk
ι(v0)
}
)

then

17: return [arg min
u∈{uk}

uι(v0), best σk(v)]

18: else

19: {σk(v)} ← samples generation
(

ρ(v), {σk(v)}, {−uk
ι(v0)
}
)

20: end if

21: end if

22: end while

23: end if
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Testing e analisi dei risultati

Concluse le fasi di progettazione ed implementazione degli algoritmi, lo

step successivo è consistito nell’applicare a dei giochi le procedure create,

permettendo cos̀ı di valutarne l’efficacia, la robustezza e la velocità. Nel

presente capitolo verranno illustrati gli esperimenti eseguiti durante questa

fase di testing, raccogliendo i risultati generati all’interno di tabelle; verrà

poi proposta un’approfondita analisi critica di tali valori.

5.1 Giochi di contrattazione

Poichè questo lavoro di tesi mira a trovare applicazione all’interno della re-

altà, durante la fase di testing le procedure di approssimazione degli equilibri

sono state applicate ad un modello che potesse ricalcare quanto più possibile

la vita reale: in questo senso, tale scelta è ricaduta su una tipologia di mo-

delli non ancora affrontata durante questo documento, i giochi di contrat-

tazione. Tali giochi cercano di modellizzare tutte quelle situazioni in cui due

o più individui contrattano tra di loro per l’acquisizione di una determinata

risorsa: solitamente, esiste un unico soggetto che mette a disposizione una

risorsa (il venditore), ed altri agenti (i compratori) che cercano di acqui-

starla, mediante un processo di negoziazione. Tale categoria di giochi ha da

sempre esercitato una forte attrattiva verso la comunità scientifica, fin dalla

nascita della teoria dei giochi: inizialmente nati per riprodurre un ben pre-

ciso scenario economico, questi modelli furono successivamente analizzati nel

dettaglio da Nash in [1], [17], [18] e [19]. In modelli di questo genere possono

partecipare più giocatori contemporaneamente, ma la cosa fondamentale è
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che ci sia sempre e solo un venditore, mentre il numero di compratori può

variare a seconda della situazioni: per semplicità, in questa sede è stato rea-

lizzato un gioco di contrattazione formato da un solo venditore e da un solo

compratore.

La dinamica del processo di negoziazione utilizzato in questo studio è

riassumibile nei seguenti passi:

1. Il venditore fa un’offerta di vendita, aprendo cos̀ı di fatto le contrat-

tazioni;

2. Il compratore può accettare l’offerta fattagli dal venditore, oppure può

rilanciare effettuando una propria offerta;

3. Il venditore, allo stesso modo, può accettare la proposta del compratore

oppure può a sua volta rilanciare. In questo caso la parola torna al

compratore, e si ricomincia dal Punto 2 ;

4. L’asta termina quando uno dei due giocatori accetta la proposta fatta

dall’avversario.

Per simulare al meglio una possibile situazione reale, visto che la maggior

parte dei processi di contrattazione riguardano risorse ad alto rischio di de-

terioramento, nei giochi di contrattazione le utilità guadagnate dai giocatori

sono strettamente legate ai fattori di sconto; tali grandezze influiscono di-

rettamente sui payoff ottenuti, e simboleggiano la tendenza al deterioramento

della risorsa: queste costanti sono direttamente proporzionali alla perdita di

utilità che ogni turno di gioco comporta.

In Figura 5.1 è riportata la forma della funzione di utilità tipica che il

venditore cerca di massimizzare: come si può notare, il payoff inizialmente

ha un andamento costante pari a 0, per poi subire una brusca impennata.

Il punto di massimo globale (cerchiato in rosso nella figura) è l’obiettivo

del problema di approssimazione dell’equilibrio: esso simboleggia l’istante in

cui al venditore conviene accettare l’ultima offerta pervenutagli; se questo

non avviene, il suo payoff decresce in modo repentino, tendendo nuovamente

a 0.

Un’altra particolarità di questa categoria di giochi consiste nella presenza

di un limite alla durata della contrattazione: esattamente come per le ne-

goziazioni reali, tutti i giocatori hanno un limite di tempo entro cui possono

rilanciare alle offerte degli avversari; dopo tale tempo, gli agenti si trovano
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Figura 5.1: Utilità del venditore nei giochi di contrattazione

costretti ad accettare qualsiasi proposta, guadagnando di conseguenza un

payoff decisamente più basso rispetto ai turni precedenti. Tale limite di tem-

po, indicato come T̄ , viene calcolato come il minimo tra i tempi di ogni

singolo giocatore coinvolto, e porta ad ottenere il peggior esito possibile a cui

si possa giungere.

Nei giochi di contrattazione, ogni giocatore può eseguire al tempo t le

seguenti strategie:

• se t = 0, cioè nel caso in cui sia il primo turno, il venditore può

– abbandonare l’asta (E), generando un guadagno pari a

{

uV,0 = 0

uC,0 = 0

– presentare al compratore l’offerta x0.

• se 0 < t ≤ T̄ ogni giocatore può

– abbandonare l’asta (E), generando un guadagno pari a

{

uV,t = 0

uC,t = 0
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– accettare l’ultima offerta fatta (A), generando cos̀ı un guadagno

pari a

{

uV,t = (1− x(t−1)) ∗ δV
t

uC,t = x(t−1) ∗ δC
t

– presentare al compratore (o al venditore, in base a chi sta giocan-

do) l’offerta xt;

• se t > T̄ ogni giocatore può solamente accettare l’ultima proposta

presentata (A), generando cos̀ı un guadagno pari a

{

uV,t = −1

uC,t = −1

5.1.1 Casi di studio

Durante questo studio, gli algoritmi sono stati testati su differenti parametriz-

zazioni, cos̀ı da poter misurare la robustezza delle procedure realizzate: tutti

i casi d’uso misurati propongono un modello composto da due giocatori (in

cui il giocatore iniziale è il venditore) con ε = 0.01.

Di seguito vengono inseriti tutti i casi sottoposti al calcolatore durante

questa fase di testing:

• Caso A) TV = 2, TC = 4; δV = 0.8 e δC = 0.75;

• Caso B) TV = 6, TC = 2; δV = 0.1 e δC = 0.15;

• Caso C) TV = 1, TC = 2; δV = 0.1 e δC = 0.8;

• Caso D) TV = 2, TC = 8; δV = 0.9 e δC = 0.2;

In Figura 5.2 viene proposto uno schema esemplificativo dello scenario uti-

lizzato durante questa fase, cos̀ı da facilitare la comprensione del meccanismo

di gioco da parte del lettore.

In questa immagine, si è convenuto di indicare ogni turno con la tupla

(i, t), dove con i si intende il giocatore che deve giocare nel turno corrente,

che può corrispondere a V (nel caso del venditore) o a C (nel caso del com-

pratore), mentre con t viene indicato il tempo in cui la mossa deve essere

eseguita.
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Figura 5.2: Esempio di gioco di contrattazione

5.2 Metodo di testing

Al fine di testare in maniera efficace gli algoritmi di ricerca di un equi-

librio presentati in precedenza, le procedure SPE–Approximation e NE–
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Approximation sono state sottoposte al medesimo modello, cos̀ı da poter

confrontare e paragonare tra di loro i diversi risultati. Ogni algoritmo è

stato eseguito utilizzando tutte le procedure di ricerca della best–response

realizzate durante questo lavoro di tesi: tale accorgimento è stato adot-

tato per poter effettuare un doppio confronto, che comparasse tra di loro

sia i metodi di ricerca di un equilibrio approssimato (SPE–Approximation e

NE–Approximation), sia gli algoritmi di ottimizzazione (SA, CE e LIP).

L’operazione di testing si divide essenzialmente in due fasi: prima sono

state effettuate le misurazioni per il problema di ricerca di un equilibrio SPE,

utilizzando tutte le procedure di ricerca della best–response implementate in

precedenza; una volta raccolti tutti i dati in tabelle riassuntive, tale pro-

cedura è stata replicata per la ricerca di equilibri NE, generando cos̀ı altri

risultati.

Una volta definiti i parametri del modello, è stato necessario focalizzarsi

sul testing delle procedure di ottimizzazione, individuando i parametri che

maggiormente influiscono sulle loro prestazioni e sulla loro precisione: è sta-

to necessario differenziare tali parametri sulla base della tecnica di ottimiz-

zazione adottata. Di seguito viene proposta una schematizzazione in cui,

per ogni metodo di ricerca della best–response utlizzato, vengono riportate

le variabili più significative:

• Simulated annealing: per questo metodo le variabili più interessanti

sono state rintracciate nel numero di campioni che vengono generati

ad ogni iterazione N e nel parametro con cui la deviazione standard si

riduce ad ogni passo γ;

• Cross entropy: in questo caso i parametri più significativi sono stati

individuati nel numero di campioni che vengono generati ad ogni ite-

razione della procedura N e nel numero di campioni promettenti γ;

• Lipschitz optimization: per tale tecnica è stato invece individuato solo

un parametro realmente influente sull’esito della ricerca della best–

response e la scelta è ricaduta sul grado di Lipschizianità α.

Per garantire la robustezza e la validità dei risultati conseguiti in questa

fase, per entrambi gli algoritmi di ricerca della best–response di natura non–

deterministica (simulated annealing e cross entropy) le varie misurazioni sono

state ottenute dalla media di 30 esecuzioni.
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Invece, nel caso del metodo Lipschitz optimization, tale accorgimento

non è stato necessario per il carattere deterministico dell’algoritmo stesso: è

infatti inutile lanciare più volte lo stesso problema, in quanto il risultato che

ne deriverebbe sarebbe sempre il medesimo.

Per ogni esecuzione, sono state selezionate tre diverse grandezze per

misurare le prestazioni in maniera efficace:

• e: indica lo scostamento della soluzione trovata rispetto al valore teorico

che la procedura avrebbe dovuto restituire;

• t: indica il tempo, misurato in secondi, necessario affinchè la procedura

restituisca l’equilibrio approssimato;

• s: indica il numero di campioni generati prima di giungere al risultato

finale.

5.3 Risultati

Visto e considerato che in questa fase si è voluto effettuare un doppio con-

fronto, valutando contemporaneamente tra di loro sia le procedure di best–

response (simulated annealing, cross entropy e Lipschitz optimization) che

quelle di approssimazione di un equilibrio (NE e SPE), per maggiore chiarezza

verrà prima eseguita una comparazione tra i metodi di ricerca di un equilibrio

approssimato (a parità di metodo di ottimizzazione) e quindi un confronto

degli algoritmi di ricerca della best–response descritti all’interno del Capitolo

3. In questo modo si sono valutate prima le prestazioni e l’efficacia degli al-

goritmi di approssimazione di un equilibrio, e quindi l’analisi si è focalizzata

sulle procedure di ottimizzazione.

In questo capitolo non verranno riportati i dati raccolti durante la fase di

testing, ma ci si limiterà a riportare le conclusioni riguardanti l’efficacia e la

velocità di esecuzione degli algoritmi implementati in questa sede. I valori

numerici dei test effettuati sono comunque inseriti all’interno dell’Appendice

A, e sono corredati da grafici al fine di evidenziare l’andamento delle tre

grandezze analizzate: e, t e s.

5.3.1 Algoritmi di approssimazione

Dai dati raccolti all’interno delle tabelle contenute nell’Appendice A, risul-

ta evidente come entrambe le procedure implementate siano delle valide
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soluzioni per individuare un equilibrio approssimato all’interno dei giochi

in forma estesa basati su simulazione. Analizzando i valori raccolti, emerge

chiaramente come le strategie individuate durante la fase sperimentale con-

vergano sempre verso l’equilibrio teorico: in tutte le parametrizzazioni mi-

surate, infatti, l’errore medio varia sempre all’interno del range 0.00041 ÷

0.44898, vale a dire con una percentuale di inesattezza pari a 0.041% ÷

44, 898%. A prima vista tale intervallo può apparire troppo elevato ma, an-

dando ad analizzare le tabelle riassuntive, si nota come i valori di errore più

grandi siano tutti registrati per parametrizzazioni molto sfavorevoli, come ad

esempio in casi in cui il numero di campioni da prelevare (N ) è molto basso:

in tali situazioni, infatti, il calcolatore campiona lo spazio di ricerca in mo-

do molto grossolano, aumentando cos̀ı la probabilità di non rilevare l’ottimo

globale.

Tralasciando questo comportamento del tutto prevedibile, la rilevazione

più interessante consiste nel fatto che, generalmente, entrambe le procedure

di ricerca di un equilibrio nei giochi in forma estesa basati su simulazio-

ne (SPE–Approximation e NE–Approximation) convergono sempre verso la

strategia ideale, il più delle volte in tempi accettabili.

Comparando i due metodi realizzati, si nota però come l’algoritmo NE–

Approximation sia molto più veloce rispetto a SPE–Approximation, grazie al

fatto che il numero di campioni valutati è di gran lunga inferiore: tale com-

portamento è dovuto alla presenza di alcuni meccanismi di potatura all’inter-

no del codice di NE–Approximation, che bloccano l’esplorazione di porzioni

inutili dello spazio di ricerca.

Grazie al meccanismo di potatura implementato, il calcolatore non è ob-

bligato, a differenza di quanto accade in SPE–Approximation, a valutare tutti

i possibili profili di strategia, ma è in grado di escludere a priori delle strade,

sulla base dei risultati parziali ottenuti sino a quel momento. A causa di ciò,

risulta evidente come il numero di campioni valutati sia decisamente inferio-

re rispetto al caso SPE–Approximation e, di conseguenza, anche il tempo di

esecuzione evidenzia un sensibile abbassamento.

L’introduzione della potatura non ha comportato però un miglioramen-

to anche a livello di precisione, in quanto gli algoritmi lavorano comunque

sulla base del medesimo meccanismo: di conseguenza, non si è registrato un

sensibile miglioramento dello scostamento misurato.
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5.3.2 Algoritmi di ottimizzazione

In questo paragrafo verranno analizzati i dati non più nell’ottica di valutare

le procedure di ricerca di un equilibrio approssimato, ma per paragonare tra

loro i diversi algoritmi di ottimizzazione implementati in questa sede.

La procedura basata sul Lipschitz optimization, permette di approssimare

con arbitraria precisione il massimo globale delle funzioni di utilità Lipschit-

ziane solamente quando si è a conoscenza del grado di continuità della stes-

sa: conoscendo questo dato, si riesce a determinare un upper–bound per la

derivabilità della funzione analizzata.

Visto e considerato che il Lipschitz optimization è un metodo di natura

deterministica (vedi Capitolo 3) con un numero di variabili piuttosto basso,

non c’è ragione di effettuare più esecuzioni per ogni parametrizzazione e, di

conseguenza, il numero di casi da considerare è decisamente inferiore rispetto

alle altre procedure.

Se invece non fosse noto a priori il grado di continuità della funzione di

utilità sotto esame, la garanzia di accuratezza di questo algoritmo sarebbe

estremamente bassa, rendendo questo metodo inadatto ad ottimizzare la

funzione di payoff data.

Nel caso in cui il grado di continuità fosse molto ampio, invece, la conver-

genza dell’algoritmo sarebbe comunque garantita, ma tale risultato sarebbe

conseguito con tempi molto lunghi, in quanto la funzione di utilità analizzata

tenderebbe a crescere in maniera molto repentina, rendendo difficile l’indi-

viduazione del massimo globale. Per meglio comprendere questo aspetto,

osservando le tabelle presenti nell’Appendice A, è possibile notare come il

tempo di esecuzione delle diverse parametrizzazioni aumenti molto rapida-

mente tanto che, già dopo α = 3, l’esecuzione del problema di ricerca va

in time–out (il calcolatore non riesce a giungere ad una soluzione entro i 10

minuti).

Se non si avessero informazioni a priori riguardo alla funzione di utilità,

sarebbe necessario ricorrere a metodi non–deterministici (come il simulated

annealing e il cross entropy), in cui la ricerca dei campioni è affidata al

caso, o a determinate distribuzioni di probabilità. Entrambi gli algoritmi

non–deterministici presentati nel Capitolo 3 adottano un approccio semplice

ed efficace per risolvere i problemi di ottimizzazione di funzioni continue,

nonostante il simulated annealing sia una tecnica ideata principalmente per

algoritmi di ricerca locale.
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Studiando i dati del testing, è possibile notare come le procedure imple-

mentate in questa sede convergano, in modo più o meno rapido, verso l’ot-

timo della funzione analizzata: i risultati ottenuti sono strettamente legati

alla parametrizzazione usata e, in entrambi i casi, un numero di campioni

più elevato genera una precisione migliore.

Nel caso del simulated annealing, si nota come l’aumento del parametro

della temperatura γ (e quindi la minor tendenza della temperatura ad abbas-

sarsi) provochi un peggioramento della velocità e della precisione di conver-

genza dell’algoritmo. Tale comportamente si spiega facilmente pensando al

significato fisico del parametro temperatura: più questo è elevato, maggiore

sarà la difficoltà ad ottenere campioni prossimi all’ottimo e, di conseguenza,

dovranno essere campionati un numero maggiore di punti all’interno dello

spazio di ricerca.

Per quel che riguarda il cross entropy, invece, si può vedere come il nu-

mero di campioni considerati promettenti γ sia un parametro direttamente

proporzionale alla precisione della soluzione, penalizzando però la velocità di

ricerca dell’ottimo. Prendere in considerazione un numero maggiore di cam-

pioni promettenti ci permette di evitare di cadere in situazioni di massimi

locali, che rappresentano il rischio più grosso nei problemi di ricerca della

best–response: ciò dipende dal fatto che, tenendo in considerazione un nu-

mero sufficientemente grande di punti dello spazio di ricerca, il calcolatore

ha una visione più ampia della funzione obiettivo. D’altro canto però, osser-

vare un numero maggiore di campioni penalizza notevolmente la velocità di

convergenza, in quanto sarà più difficile che la condizione di terminazione sia

verificata. Come nel simulated annealing, anche per questa procedura il nu-

mero di campioni da generare ad ogni iterazione N è legato direttamente alla

crescita della precisione e delle prestazioni: aumentando questo dato, infatti,

la soluzione trovata si avvicina sempre più all’ottimo teorico causando però,

come previsto, una forte penalizzazione in fatto di velocità di esecuzione.

È possibile affermare che, sotto certe condizioni riguardanti la distribu-

zione di riferimento e la funzione obiettivo, i metodi qui studiati convergono

all’ottimo con probabilità prossima a 1 quando i campioni impiegati crescono

all’infinito (per maggiori dettagli, fare riferimento a [13] e [20]).

Se si dovesse effettuare un confronto tra le due procedure non–determini-

stiche qui presentate, risulterebbe immediato notare come l’ottimizzazione

cross entropy sia decisamente superiore al simulated annealing, sia in termi-

ni di precisione che in termini di velocità di esecuzione. Si può osservare,
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infatti, che un’ottimizzazione basata sul simulated annealing sia molto più

inaffidabile rispetto ad una eseguita con il cross entropy: nel caso documen-

tato dal Grafico A.43 e dal Grafico A.44 si nota come l’equilibrio non venga

approssimato in modo sufficientemente accurato, neanche nelle parametriz-

zazioni più favorevoli. Questo comportamento deriva dal fatto che la tecnica

del simulated annealing sia un metodo nato per l’ottimizzazione locale, men-

tre il cross entropy sia stato ideato per problemi di ricerca di massimi e

minimi globali.

Analizzando i grafici relativi al tempo impiegato ed al numero di campio-

ni generati ad ogni esecuzione, è interessante notare come tutti gli algoritmi

implementati in questo lavoro abbiano un comportamento molto simile tra

loro. Studiando i grafici, si osserva come il loro andamento cresca molto

velocemente, assumendo un andamento esponenziale: tale comportamento è

dovuto al fatto che un incremento del valore di N , per quanto piccolo ed in-

significante, provoca un aumento sostanziale del numero di campioni generati,

influenzando cos̀ı anche il tempo impiegato dal calcolatore per giungere alla

soluzione ottimale.

Concentrando l’attenzione sui grafici degli scostamenti, si nota invece

come il comportamento delle procedure realizzate sia molto diverso tra loro:

• nel caso del Lipschitz optimization lo scostamento della soluzione trova-

ta rispetto a quella ideale decresce in maniera lineare o esponenziale.

• nel caso del simulated annealing è impossibile definire l’andamento del-

l’errore, in quanto ogni caso analizzato produce risultati molto diver-

si dagli altri. Tale comportamento deriva dal fatto che nel simula-

ted annealing la componente probabilistica è molto influente, rendendo

difficile effettuare un’analisi qualitativa sull’efficienza del metodo;

• nel caso del cross entropy lo scostamento della soluzione trovata dall’e-

quilibrio ideale decresce in maniera esponenziale raggiungendo, nel caso

delle parametrizzazioni più favorevoli, un valore prossimo allo zero.
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Capitolo 6

Conclusioni e sviluppi futuri

I giochi basati su simulazione, cioè i modelli in cui tutte le funzioni di

utilità sono il risultato di un processo di simulazione, hanno da sempre rice-

vuto una grande attenzione da parte della comunità scientifica. Ad oggi, i

giochi in forma estesa basati su simulazione non sono stati, però, soggetti

di studi approfonditi: l’unico studio significativo è rintracciabile in [21]. In

questo lavoro di tesi, si è tentato di estendere la classe dei modelli basati

su simulazione, applicando tale classe ai giochi in forma estesa e ai giochi

continui, in cui gli agenti possono scegliere la propria azione su un insieme

continuo.

In questa sede sono state implementate due diverse procedure conver-

genti per calcolare ed individuare un’approssimazione di due diversi tipi di

equilibri: gli equilibri perfetti per sottogiochi (SPE) e gli equilibri di Nash

(NE).

Per raggiungere tale scopo, sono state realizzate differenti tecniche di

ottimizzazione – basate su simulated annealing (prendendo spunto da [3]),

cross entropy e Lipschitz optimization – successivamente applicate nel corso

della fase di sperimentazione: durante il testing delle procedure realizzate,

sono state eseguite diverse prove con molte parametrizzazioni, raccogliendo

tutti i risultati in tabelle riassuntive.

Osservando i valori ricavati, è stato notato che l’individuazione di un SPE

è computabile in giochi con un numero ridotto di livelli, mentre l’algoritmo

di NE–Approximation è meno restrittivo, ed è applicabile su modelli con un

numero superiore di livelli. In aggiunta, i dati in nostro possesso hanno ri-

levato che i metodi basati sull’ottimizzazione cross entropy sono molto più

convenienti rispetto alle procedure basate su simulated annealing o su Lip-
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schitz optimization: ciò è dovuto al fatto che il primo metodo è usato nelle

ricerche dei massimi globali, il secondo viene impiegato per i massimi locali,

e l’ultimo è sfruttato solo per modelli continui.

Come possibile ulteriore sviluppo, si potrebbe cercare di incrementare

l’efficienza degli algoritmi qui implementati, in tutte quelle situazioni in cui

sono disponibili tutte le informazioni riguardanti la struttura del gioco (come

ad esempio nel caso dei giochi d’azione grafici); un eventuale altro sviluppo

potrebbe consistere nel sottoporre alle procedure qui illustrate dei model-

li in cui vengano coinvolti un numero sempre maggiore di giocatori, cos̀ı da

testare più approfonditamente il lavoro sviluppato. Infine, un’ulteriore imple-

mentazione potrebbe derivare dall’adattamento della procedura di Lipschitz

optimization, come qui definita, a problemi con funzioni obiettivo discrete.
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