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Sommario

In questo lavoro di tesi consideriamo il problema della segmen-
tazione delle immagini nell’ambito di una risoluzione agli ele-
menti finiti. Incorporiamo il metodo Region-Scalable Fitting Ener-
gy con il noto algoritmo di Split Bregman, in modo da ottenere
una tecnica robusta e efficiente per la segmentazione di immagi-
ni con intensità disomogenea. Successivamente usiamo un ap-
proccio adattativo, basato su uno stimatore anisotropo a poste-
riori dell’errore di discretizzazione. Attraverso diversi esempi
applicativi, confrontiamo i risultati prodotti attraverso la pro-
cedura adattativa con quelli ottenuti senza adattazione o con
una strategia di adattazione euristica. In particolare mostriamo
come le griglie adattate siano più efficienti, sia in termini di co-
sto computazionale (cioè constano di un minor numero di ele-
menti), sia per la maggiore regolarità delle segmentazioni cosı̀
ottenute.
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Abstract

In this work we deal with the image segmentation problem by
resorting to the finite element approach. We merge the Region-
Scalable Fitting Energy method with the well-known Split Breg-
man algorithm, in order to obtain a robust and efficient tech-
nique suited to segment images with intensity inhomogeneity.
Then we use an adaptive approach based on an anisotropic a
posteriori error estimator for the discretization error associated
to the finite element discretization. By means of several prac-
tical examples, we compare the results yielded via the adapti-
ve procedure with those obtained without any grid adaptation
or with a heuristic mesh adaptation strategy. In particular we
show that the adapted triangulations are more efficient, since
they allow to improve the quality of the image contours (essen-
tially in terms of smoothness), while reducing the number of
mesh elements (i.e. the computational cost).
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Introduzione

Il trattamento delle immagini è una disciplina molto vasta che comprende
l’insieme delle tecniche di analisi e modifica delle immagini digitali: tra
queste citiamo, a titolo d’esempio, il deblurring, il denoising, l’inpainting, la
segmentazione e la ricostruzione di superfici. Lo scopo comune a queste
discipline è l’estrazione di informazioni a partire dall’immagine oppure il
miglioramento della qualità della stessa. Le applicazioni possono essere
svariate, in campo medico, artistico o tecnologico (si veda, ad esempio, [20,
38, 41]).

Lo spiccato interesse di questi problemi ha suscitato, a partire dagli anni
’90, una crescente attenzione della comunità scientifica nei confronti della
definizione di modelli e metodi matematici in grado di descrivere e gestire
tali processi. Questi modelli e questi metodi fanno essenzialmente riferi-
mento alla teoria delle equazioni differenziali a derivate parziali o al cal-
colo variazionale. Risulta evidente quindi la necessità di discretizzare le
equazioni di interesse, in modo da poterne calcolare almeno una soluzio-
ne approssimata. Nell’ambito del trattamento delle immagini, tra i meto-
di di discretizzazione più ricorrenti citiamo il metodo alle differenze finite
([19, 22, 74]) e il metodo agli elementi finiti ([17, 58, 32]). Il primo è quel-
lo di gran lunga più inflazionato a causa delle proprietà intrinseche delle
immagini digitali (ogni pixel può infatti essere associato ad un nodo della
griglia strutturata tipica di un metodo alle differenze finite). L’uso di una
discretizzazione agli elementi finiti risulta invece sicuramente più atipico.

Il presente lavoro di tesi può essere collocato in questa seconda classe di
contributi: si tratta di una scelta certamente innovativa, forse un po’ azzar-
data, ma consapevole. Infatti competenze specifiche maturate nell’ambito
dell’adattazione anisotropa di griglia, unite ad una buona dose di curio-
sità intellettuale ci hanno spinto ad applicare ad un nuovo campo, quale
quello della segmentazione delle immagini (cioè riconoscimento dei suoi
contorni), tecniche di adattazione già ampliamente consolidate in svaria-
ti contesti. In particolare, ricorreremo ad una adattazione anisotropa di
griglia guidata da stimatori a posteriori per l’errore di discretizzazione.

L’idea alla base dell’utilizzo di tecniche di adattività di griglia in questo
frangente è la seguente: i contorni degli oggetti contenuti in un’immagi-
ne occupano una regione limitata della stessa, quindi sembra inutilmente
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costoso risolvere il problema differenziale in modo accurato su tutto il do-
minio. Al contrario sembra computazionalmente più proficuo aumentare
l’accuratezza della risoluzione proprio nelle aree dell’immagine corrispon-
denti alla posizione dei suoi contorni. Questo obiettivo può essere facil-
mente raggiunto a patto di avere una griglia adattata in corrispondenza
di tali contorni. In questa tesi si mira proprio a verificare, attraverso am-
pia validazione numerica, come le griglie adattate permettano di ridurre la
complessità del problema in esame. Notiamo che con una discretizzazione
alle differenze finite si sarebbe potuto fare adattazione di griglia solamente
usando griglie non conformi, tipologia di griglia non di nostro interesse.

Nel primo capitolo della tesi, dopo aver descritto brevemente la strut-
tura delle immagini digitali, introduciamo formalmente il problema della
segmentazione di un’immagine. La trattazione segue l’ordine cronologico
di sviluppo dei vari modelli, a partire dal pionieristico lavoro di D. Mum-
ford e J. Shah, fino alle sue evoluzioni più recenti. Concludiamo descriven-
do il modello, detto Region Scalable Fitting Energy, che abbiamo scelto per
analizzare gli eventuali vantaggi apportati da un’adattazione di griglia.

Tutti gli approcci per la segmentazione di un’immagine presentati nel
primo capitolo sono basati sulla minimizzazione di opportuni funzionali
non necessariamente convessi che, come tali, non ammettono necessaria-
mente un unico minimo globale. Per questo motivo nel secondo capitolo
introduciamo un algoritmo di segmentazione delle immagini basato sul-
l’uso di funzionali convessi, derivato da uno dei modelli presentati nel
primo capitolo. In seguito descriviamo un algoritmo di minimizzazione
particolarmente efficace proprio per la risoluzione di problemi convessi.

Il terzo capitolo tratta il problema dell’adattività di griglia. Innanzitut-
to forniamo una panoramica delle diverse tecniche di adattività ricorrenti
in letteratura, sia quelle euristiche, sia quelle guidate da stime dell’errore
di discretizzazione. Ci soffermiamo successivamente sulla teoria dei cosid-
detti stimatori a posteri di tipo recovery-based, che sono poi quelli da noi
utilizzati per la segmentazione delle immagini.

Nel quarto capitolo ci concentriamo dapprima sul contesto anisotropo
per l’adattazione di griglia. Successivamente forniamo alcuni esempi di
stime anisotrope sia a priori sia a posteriori per l’errore di discretizzazione.
Infine spieghiamo come tali stime possano essere utilizzate nella pratica
per guidare un’adattazione anisotropa di griglia.

L’ultimo capitolo è dedicato alla descrizione dell’algoritmo implemen-
tato e all’analisi dei diversi casi test. In un primo momento ci focalizziamo
sui vantaggi apportati da un’adattività di griglia di tipo euristico rispetto
alla soluzione del problema su una griglia non adattata. Confrontiamo poi
tali risultati con quelli ottenuti usando una procedura più rigorosa, guidata
da uno stimatore a posteriori anisotropo dell’errore.
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Capitolo 1

La segmentazione delle
immagini

Le immagini che popolano la vita quotidiana - in fotografie, giornali o film
- non sono altro che proiezioni bidimensionali di oggetti tridimensionali.
Nella realtà tali oggetti sono facilmente riconoscibili come entità distinte,
grazie alle loro caratteristiche geometriche e alla loro posizione nello spa-
zio. Questo processo innato di separazione effettuato dal nostro cervello
può essere riprodotto in maniera automatica sulle immagini digitali tramite
la cosiddetta segmentazione, il cui studio sarà argomento di questo capitolo.
Lo scopo della segmentazione è proprio quello di semplificare la rappre-
sentazione delle immagini suddividendole nelle loro regioni più significa-
tive, che possono essere localizzate sfruttando caratteristiche salienti come
la posizione dei bordi o l’intensità del colore. Più precisamente, la segmen-
tazione è il processo con il quale si classificano i pixel dell’immagine che
hanno caratteristiche (colore, intensità, texture) comuni, separandoli dalle
regioni adiacenti con caratteristiche significativamente differenti.

L’ambito è ovviamente quello del trattamento delle immagini e le appli-
cazioni sono svariate. Ad esempio, l’impiego delle tecniche di segmenta-
zione è molto diffuso in medicina, dove tali tecniche possono essere sfrut-
tate per effettuare diagnosi, misurare l’estensione di un tessuto o eseguire
operazioni chirurgiche assistite dal computer [57]. Inoltre, il riconoscimen-
to di contorni effettuato su una sequenza di immagini, come quella forni-
ta da una risonanza magnetica, permette di ricostruire la forma tridimen-
sionale degli oggetti [76]. Altri campi di applicazione sono l’intelligenza
artificiale o la machine vision, scienza che si occupa di fornire tecnologie
di controllo e applicazioni industriali basate sull’analisi automatica delle
immagini [69].

Grazie alla varietà di applicazioni e a causa della difficoltà del proble-
ma, nel tempo sono stati sviluppati numerosi algoritmi per la segmenta-
zione delle immagini e la ricerca è a tutt’oggi ancora attiva. Nella Sezio-
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1.1 Immagini digitali

ne 1.2 citiamo gli approcci principali, per poi concentrare l’attenzione sui
metodi basati su equazioni a derivate parziali nelle sezioni successive. In
particolare, il modello di Mumford e Shah, ricordato nella Sezione 1.3, ha
rappresentato il primo tentativo di inquadrare il problema della segmen-
tazione come minimizzazione di un funzionale il cui valore dipende dalle
informazioni estrapolate dall’immagine. Esso ha posto le basi dei metodi
di segmentazione sviluppati negli anni successivi, i più noti dei quali sono
presentati in questo capitolo in ordine cronologico.

I metodi ai contorni attivi, dettagliati nella Sezione 1.4, mirano ad ot-
tenere una descrizione precisa della geometria dei contorni sfruttando la
nozione di funzione di level-set. Come si vedrà nel seguito il vantaggio
di tali metodi rispetto a quello di Mumford-Shah risiede nella maggiore
semplicità della loro trattazione teorica.

Un problema quasi insormontabile nell’ambito del trattamento delle
immagini deriva dalle caratteristiche fortemente differenti che possono as-
sumere le figure! Infatti esistono immagini dai contorni molto ben definiti,
altre invece in cui i contorni non esistono e sono difficilmente riconoscibili
anche ad occhio nudo (si pensi, ad esempio, alla rappresentazione di una
galassia). Per questo motivo si vedrà che non esiste un approccio sempre
vincente; nella trattazione si cercherà di evidenziare i limiti di ogni metodo
e di introdurre la tecnica che permette di sormontarli, nel caso essa esista.

Purtroppo gli approcci presentati in Sezione 1.4 sono basati sulla mini-
mizzazione di funzionali non necessariamente convessi, di cui quindi non
è possibile trovare un minimo globale tramite le usuali tecniche del calcolo
delle variazioni. Gli algoritmi che permettono di riformulare questi meto-
di come problemi di minimizzazione convessa e di trovarne la soluzione
unica verranno presentati nel prossimo capitolo.

1.1 Immagini digitali

L’acquisizione di un’immagine è il processo di conversione analogico-digi-
tale della stessa. Tale processo è composto da una prima fase di filtraggio,
a cui segue il campionamento del segnale continuo, e infine la quantizza-
zione dei campioni. Cosı̀ facendo si ottiene una rappresentazione discreta
dell’immagine, che può essere di tipo vettoriale o bitmap.

Alla prima categoria appartengono le immagini formate da un insieme
di primitive geometriche (quali punti, linee, poligoni), assemblate poi per
ottenere le forme più complesse. Le immagini vettoriali sono immagazzi-
nate nei computer attraverso le equazioni matematiche di tali forme geo-
metriche, e non hanno una risoluzione fissa. Possono infatti essere risca-
late arbitrariamente per produrre una figura con la risoluzione desiderata.
Questo tipo di rappresentazione è adatto per descrivere figure semplici, ed
è particolarmente utilizzato per il rendering tridimensionale.
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Capitolo 1 La segmentazione delle immagini

Diversamente, le immagini bitmap sono costituite da una matrice di
punti, detti pixel (dall’inglese picture element), a ognuno dei quali è asse-
gnato un valore ottenuto con il processo di quantizzazione. Tale valore di-
pende dalle caratteristiche di intensità e di colore della sorgente analogica
nel punto corrispondente al pixel. La descrizione dell’immagine è quindi
effettuata punto per punto; il numero dei pixel, corrispondente al livello di
discretizzazione, influenza la risoluzione e di conseguenza la qualità del-
l’immagine. Si possono distinguere diversi tipi di immagini in base alle
informazioni processate per assegnare un valore ai pixel. Le più comuni
sono due:
• immagini in scala di grigi: ogni pixel assume un valore che indica

l’intensità del grigio di quel punto.
• immagini a colori: ogni pixel contiene informazioni sul livello di in-

tensità dei colori fondamentali. Nel modello di colore RGB, uno dei
più utilizzati, i colori fondamentali sono tre: rosso, verde e blu.

Il numero di toni di grigio (o di colori) che possono essere rappresenta-
ti dipende dalla quantità di bit utilizzati per descrivere un pixel. Questo
numero, la cosiddetta profondità p, limita il numero dei valori i che può
assumere l’intensità luminosa in ogni pixel:

i ∈N : i ≤ 2p − 1.

Per p = 1 si ottiene un’immagine in bianco e nero, per p = 8 un’immagine
a 256 toni di grigio (o colori), e infine per p = 24 un’immagine costituita da
16,7 milioni di toni.
Concentreremo la nostra trattazione sulle immagini bitmap a scala di grigi,
in quanto ogni immagine a colori possiede un’analoga rappresentazione in
scala di grigi che non compromette l’esito della segmentazione.

Al fine di inquadrare formalmente il problema della segmentazione, in-
troduciamo una rappresentazione analitica delle immagini digitali. Innan-
zitutto il dominio aperto e limitato Ω ⊂ R2 è il supporto dell’immagine
stessa, spesso costituito da un semplice rettangolo. L’immagine può essere
pensata come una funzione

u(x) : Ω→ [0, 255], ∀x ∈ Ω

il cui valore in x corrisponde all’intensità locale della luce.

1.2 Alcuni algoritmi euristici

I numerosi approcci alla segmentazione presenti in letteratura derivano
dalla richiesta di segmentare immagini intrinsecamente molto diverse tra
loro. Infatti non esiste una soluzione universale al problema della segmen-
tazione, e spesso è necessario combinare tecniche differenti per ottenere i
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1.2 Alcuni algoritmi euristici

risultati desiderati. L’obiettivo di questa sezione è innanzitutto quello di
fornire una panoramica di alcuni metodi di segmentazione che chiamere-
mo euristici, per poi proseguire con l’introduzione di un’ambientazione più
formale.

Thresholding
Si tratta della forma più semplice di segmentazione, largamente diffusa nei
software di grafica. In pratica consiste nel confrontare l’intensità di ogni pi-
xel con un dato valore di soglia: se inferiore, il pixel apparterrà allo sfondo,
altrimenti sarà in primo piano. Come si può immaginare, i risultati ottenu-
ti con questo metodo sono molto approssimativi, e la ricerca del valore di
tolleranza ottimale non è immediata [67].

Clustering
Il clustering consiste nella suddivisione del dominio iniziale in sottodomini
attraverso una tecnica iterativa. L’algoritmo più diffuso è il K-mean: inizial-
mente si partiziona l’immagine in K regioni (o cluster) e si trovano i loro
centri. Poi ogni pixel viene associato al cluster il cui centro è più vicino in
termini di colore, intensità, posizione o una media pesata di questi fattori.
In seguito si ricalcola il valore centrale dei cluster e si ripete lo step pre-
cedente fino a convergenza. La soluzione ottenuta non è necessariamente
quella ottima. Esistono diversi algoritmi di clustering, che si differenziano
sia per il criterio con cui si sceglie il numero di cluster, sia per il tipo di
logica iterativa (fuzzy, probabilistica, split and merge) [48].

Region-growing
Il primo metodo di questo tipo comparso in letteratura è il cosiddetto see-
ded region growing [1]. Questo metodo richiede in input una serie di regioni
(dette semi), ognuna corrispondente ad un oggetto da segmentare. In se-
guito le regioni vengono allargate aggiungendo il pixel tra quelli confinan-
ti con l’intensità più simile al valore medio della regione; si procede cosı̀
finché non si allocano tutti i pixel. Una variante di tale metodo sfrutta le
informazioni statistiche di ogni regione per valutare, tramite test d’ipotesi,
quali pixel inglobare. Altre varianti invece non richiedono l’imposizione
delle condizioni iniziali, cioè l’assegnazione dei seeds [61].

Edge-detection
Il riconoscimento dei contorni è un campo a sé stante e ben sviluppato del
trattamento delle immagini. La sola individuazione dei bordi non permette
tuttavia di riconoscere le regioni significative di un’immagine: infatti molti
bordi possono non essere chiusi o formare complesse intersezioni. Si tratta
comunque di un buon punto di partenza, motivo per cui queste tecniche
vengono spesso usate come basi per altri metodi di segmentazione [80].
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Capitolo 1 La segmentazione delle immagini

(a) Immagine originale

(b) Thresholding multiplo (c) Clustering

(d) Edge detection (e) Split-and-Merge

Figura 1.1: Confronto tra diverse tecniche di segmentazione. I valori in ros-
so indicano la media pesata della distanza tra gli oggetti originali e quelli
trovati con segmentazione.

Grafi
In questo caso l’immagine viene rappresentata come un grafo pesato, in
cui i nodi sono associati ad uno o più pixel e i pesi dei lati indicano la
somiglianza tra i pixel adiacenti. Per partizionare in modo efficace i nodi si
possono sfruttare vari algoritmi (random walker, minimum spanning tree,
tagli...) [68, 44].

Split and Merge
Questo algoritmo iterativo analizza l’immagine iniziale e, nel caso essa non
sia omogenea, la divide in quattro sottodomini; procede poi in modo analo-
go sui sottodomini cosı̀ individuati. Viceversa, se quattro sottodomini sono
omogenei, vengono uniti. Questo procedimento ricorsivo si applica finché
non si ottiene l’immagine segmentata [46].

In Figura 1.1 si riporta uno studio comparativo tra quattro delle tec-
niche di segmentazione citate, tratto da [65], in cui si possono apprezzare
pregi e difetti di ciascun metodo. In 1.1(b) si utilizza un metodo di thre-
sholding multiplo, cioè si fissano più valori di soglia: quando il numero di
classi da separare è troppo alto si perde precisione e, come risultato, anche
i contorni dell’immagine vengono segmentati. Molto più preciso è il clu-
stering mostrato in 1.1(c), nonostante soffra di dipendenza dai dati iniziali
e sia necessario effettuarlo più volte per ottenere un buon risultato. La seg-
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1.3 Modello di Mumford-Shah

mentazione basata sul riconoscimento dei contorni mostrata in figura 1.1(d)
non riesce ad identificare con precisione tutti i contorni: si nota infatti che i
bordi evidenziati sono leggermente disconnessi. Il risultato peggiore è mo-
strato in 1.1(e), in cui l’algoritmo di split-and-merge con un unico valore di
soglia non riesce a catturare la complessità dell’immagine. Si noti infine co-
me nessuno di questi metodi riesca a riconoscere, in particolare, i contorni
interni della lettera P e del numero 9.

La scarsa qualità della segmentazione ottenuta attraverso tali metodi
euristici giustifica l’esigenza di un’analisi più teorica del problema. Seg-
mentare un’immagine significa trovare una curva Γ che partiziona il domi-
nio Ω nell’insieme delle sue componenti connesse Ωj:

Ω =
⋃

j

Ωj

in modo tale che l’immagine iniziale u0 sia discontinua attraverso i bor-
di Γ e viceversa le sue variazioni all’interno di ogni regione Ωj siano di
piccola entità. Ogni Ωj corrisponde ad un oggetto fisico, o ad una forma
geometrica facilmente distinguibile di cui si vuole determinare il contorno
∂Ωj.

L’obiettivo quindi è duplice: si vuole ottenere una partizione dell’im-
magine nelle sue regioni significative {Ωj, j = 1, . . .} e, allo stesso tempo,
descrivere il contorno Γ di tali regioni come entità geometrica. La diffi-
coltà risiede proprio nel formulare un unico problema che risponda ad en-
trambe queste necessità. Una soluzione formalmente rigorosa si basa sulla
minimizzazione di un opportuno funzionale energia ed è descritta nella
prossima sezione.

1.3 Modello di Mumford-Shah

Mumford e Shah proposero nel 1989 un modello di segmentazione inno-
vativo: per la prima volta un’analisi teorica rigorosa unifica la ricerca delle
regioni di un’immagine a quella del loro contorno [53]. Nonostante questo
metodo soffra di una trattazione teorica abbastanza complicata e la buona
positura del problema sia garantita unicamente in uno spazio funzionale
piuttosto ristretto, esso ha posto le basi per le più recenti evoluzioni nel
campo della segmentazione.

Il problema è formulato come minimizzazione di un funzionale ener-
gia rispetto alle incognite u e K, rispettivamente approssimazione continua
a tratti dell’immagine e insieme dei contorni ossia delle discontinuità di
u. Richiedere a priori la regolarità di K sarebbe troppo restrittivo; si cer-
ca quindi la soluzione in una classe più ampia di funzioni non continue,
dove la lunghezza è data dalla misura di Hausdorff (N-1)-dimensionale
HN−1(K), di cui si riporta la definizione [63].
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Capitolo 1 La segmentazione delle immagini

Definizione: Per ogni sottoinsieme F di Rn ed ogni numero reale non negativo s
la misura di Hausdorff s dimensionale di F è data da

Hs(F) = lim
δ→0+

Hs
δ(F) = sup

δ>0
Hs

δ(F)

dove, per 0 < δ < +∞,

Hs
δ(F) =

ωs

2s inf

+∞

∑
j=1

(diam Uj)
s : F ⊂

+∞⋃
j=1

Uj, diam Uj ≤ δ


con diam Uj = sup{|x− y| : x, y ∈ Uj}. La costante

ωs = πs/2
(∫ ∞

0
e−xxs/2dx

)−1

è positiva e finita per ogni s.
Si cerca quindi la coppia (u, K) che minimizza il funzionale

F(u, K) =
∫

Ω\K
(u− u0)

2dx + α
∫

Ω\K
|∇u|2dx + βHN−1(K), (1.1)

dove K è un insieme chiuso, u0 è l’immagine iniziale, α e β sono delle co-
stanti di scala positive che giocano il ruolo di fattori di penalizzazione e
u ∈ H1(Ω \ K). Si noti che, nel seguito, si usa la notazione standard per
indicare gli spazi di funzioni Lebesgue misurabili [64]:

• Cn,α(Ω), con n intero non negativo e 0 ≤ α ≤ 1, è lo spazio delle
funzioni f che soddisfano, insieme con le loro derivate fino all’ordine
n-esimo, la condizione di Hölder:

| f (x)− f (y)| ≤ C|x− y|α

per qualche costante positiva C.

• Lp(Ω), con 1 ≤ p < ∞, è lo spazio di Banach (per p = 2 di Hilbert)
delle funzioni misurabili:

f : Ω→ R t.c. ‖ f ‖p =

(∫
Ω
| f (x)|pdx

)1/p

< ∞.

• L∞(Ω) è lo spazio di Banach delle funzioni limitate quasi ovunque:

f : Ω→ R t.c. ‖ f ‖∞ = inf{C ≥ 0 : | f (x)| ≤ C q.o.
}
< ∞.
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1.3 Modello di Mumford-Shah

• Wk,p(Ω) è lo spazio di Sobolev delle funzioni

f : Ω→ R ∈ Lp(Ω) t.c. Dα f ∈ Lp(Ω)

per ogni multi-indice ∀α ∈N2 con |α| ≤ k. In particolare vale
Hk(Ω) = Wk,2(Ω).

Il significato dei tre termini costituenti il funzionale F in (1.1) rispecchia
gli obiettivi principali di un problema di segmentazione. Il primo termine
è il cosiddetto termine di fedeltà, in quanto assicura che u sia una buona
approssimazione in norma L2(Ω \ K) dell’immagine iniziale. Il secondo
permette di identificare le regioni, i cui contorni sono individuati da un
valore elevato di ∇u; il terzo previene un’eccessiva segmentazione.

Gli autori in [53] fanno la seguente congettura riguardo all’esistenza e
alla regolarità della soluzione del problema di minimo (1.1):

Congettura 1 (di Mumford-Shah)
Esiste una coppia (u, K) che minimizza F tale che l’insieme di discontinuità di K è
l’unione di un numero finito di curve C1,1. Inoltre, ogni curva può terminare solo
in due modi: o con un’estremità libera, o in una giunzione tripla in cui tre curve
si incontrano con un angolo di 2π/3.

La difficoltà nello studio di (1.1) deriva dalla diversa natura delle inco-
gnite: u è una funzione definita in uno spazio N-dimensionale, mentre K
è un insieme (N-1)-dimensionale. Per avere un risultato di esistenza e uni-
cità del minimo servendosi del metodo diretto del calcolo delle variazioni,
il problema deve essere ambientato in una topologia in cui F sia semicon-
tinuo inferiormente e le sequenze minimizzanti siano compatte [70]. Sia E
un insieme di Borel di RN con frontiera topologica ∂E; allora si può facil-
mente provare che la mappa E → HN−1(∂E) non gode di semicontinuità
inferiore rispetto a nessuna topologia compatta. Per ovviare a questo pro-
blema è necessario sostituire in (1.1) l’incognita K con l’insieme dei salti di
u definito come Su = {t ∈ R : u−(t) 6= u+(t)}. Si ottiene il funzionale

G(u) =
∫

Ω
(u− u0)

2dx + α
∫

Ω
|∇u|2dx + βHN−1(Su).

L’incognita u dovrebbe appartenere allo spazio BV(Ω)

BV(Ω) = {u ∈ L1(Ω) : V(u, Ω) < +∞}

delle funzioni a variazione limitata. La variazione totale di u si definisce
come:

V(u, Ω) = sup
{∫

Ω
u(x)div φ(x)dx : ∀φ ∈ C1

c (Ω, Rn), ‖φ‖L∞(Ω) ≤ 1
}
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Capitolo 1 La segmentazione delle immagini

dove C1
c (Ω, Rn) è lo spazio delle funzioni di Rn continue e differenziabili,

con supporto compatto contenuto in Ω. BV è uno spazio di Banach dove,
per ogni u ∈ BV(Ω), sono definite la norma e la seminorma:

‖u‖BV = ‖u‖+ V(u, Ω), |u|BV = V(u, Ω). (1.2)

Allo spazio BV appartengono alcune funzioni (come ad esempio quella di
Vitali-Cantor) cosiddette patologiche a causa della loro particolarità di es-
sere continue e monotone ma con differenziale nullo quasi ovunque. Per
queste funzioni si ha che

inf
u∈BV(Ω)

G(u) = 0,

quindi la ricerca di un minimo globale risulta inutile. Il minimo di G(u)
deve essere cercato in uno spazio più ristretto, che escluda le funzioni pa-
tologiche citate precedentemente. L’esistenza di una soluzione viene pro-
vata da De Giorgi et al. in [28], introducendo il nuovo spazio funzionale
SBV(Ω) delle funzioni speciali a variazione limitata. Per definire questo
spazio bisogna partire dall’espressione della derivata nel senso delle distri-
buzioni di u ∈ BV(Ω), che può essere scomposta in tre termini nel modo
seguente:

Du = ∇udx + Dju + Dcu.

Il primo termine è la parte assolutamente continua del differenziale di u, il
secondo è la parte di salto e Dcu è la parte di Cantor. Lo spazio di funzioni
SBV(Ω) è il sottospazio proprio delle funzioni BV(Ω) tali per cui Dcu = 0.

L’equivalenza tra i due problemi:

inf
u,K

{
F(u, K), u ∈ H1(Ω \ K) ∩ L∞(Ω),

K ⊂ Ω, K chiuso,HN−1(K) < ∞

}

inf
u
{G(u), u ∈ SBV(Ω) ∩ L∞(Ω)}

viene provata da Ambrosio in [3], dimostrando cosı̀ l’esistenza di un mini-
mo per il funzionale F. Esso può essere calcolato appoggiandosi al seguen-
te
Teorema 1.1

Sia (u, K) una soluzione di (1.1) che soddisfi la Congettura 1, per cui K
è composto da un numero finito di curve γi. Allora:

α4u = −u0 su Ω \ K,
∂u
∂N

= 0 su ∂Ω e sui due lati di ogni γi,

e(u+)− e(u−) + βcurv(γi) = 0 su γi,

11



1.4 Metodi ai contorni attivi

dove e(u) = (u − u0)2 + α|∇u|2, u+ e u− sono le tracce di u su ogni
lato di K, curv(γi) è la curvatura di γi, α e β sono le costanti di scala del
funzionale F e u0 l’immagine iniziale.

La dimostrazione si può trovare in [6], nella sezione 4.2.

Lo studio della regolarità di K assume un’importanza particolare; in-
fatti, come mostrato in Figura 1.2, le condizioni di regolarità imposte dal-
la Congettura 1 non sono in grado di garantire l’unicità della soluzione.
La congettura di Mumford-Shah non è dunque ancora stata dimostrata;
tuttavia A. Bonnet ha fatto degli importanti progressi in questo senso [13].

L’approccio di Mumford-Shah ha una evidente limitazione pratica, in-
fatti l’impossibilità di differenziare il funzionale in uno spazio adatto non
permette di applicare le equazioni di Eulero-Lagrange; inoltre la discretiz-
zazione dell’insieme di discontinuità risulta molto complicata. Una solu-
zione numerica del funzionale di Mumford-Shah non può cosı̀ essere tro-
vata direttamente; bisogna considerarne una sua approssimazione, quindi
applicare una discretizzazione agli elementi finiti o alle differenze finite.
Per trovare un funzionale che approssimi F(u, K) (o G(u)) ci si può ap-
poggiare alla nozione di Γ-convergenza e creare una serie convergente di
funzionali regolari definiti su spazi di Sobolev. Le soluzioni presenti in let-
teratura che si basano su questo metodo sono diverse, la prima nonché più
conosciuta è dovuta ad Ambrosio e Tortorelli [4].

Figura 1.2: Due segmentazioni equivalenti per una data immagine (tratta
da [6]).

1.4 Metodi ai contorni attivi

L’obiettivo dei modelli presentati in questa sezione non è la ricerca di una
partizione ottima dell’immagine come nel modello di Mumford-Shah, ben-
sı̀ l’individuazione delle sue frontiere. La geometria del contorno viene
descritta attraverso una curva che evolve nel tempo e nello spazio, e la
segmentazione si ottiene come risultato naturale di questo processo.

I metodi ai contorni attivi possono essere suddivisi in due classi prin-
cipali, in base al tipo di informazioni che processano per guidare i mo-
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Capitolo 1 La segmentazione delle immagini

vimenti della curva. Quelli basati sui contorni (edge-based models) usano
informazioni locali sul gradiente di intensità per attrarre la curva verso i
confini dell’oggetto da segmentare. Al contrario i metodi basati sulle re-
gioni (region-based models) associano ad ogni area dell’immagine una data
funzione, basandosi sulle informazioni di colore e intensità.

I primi studi riguardanti i metodi edge-based sono antecedenti alla for-
mulazione del modello di Mumford-Shah; essi vengono introdotti nel pa-
ragrafo 1.4.1 insieme alle evoluzioni successive. L’approccio al problema
della segmentazione fornito da questi metodi è del tutto innovativo; infatti
l’evoluzione della curva K, l’incognita principale, viene descritta con un’e-
quazione alle derivate parziali risolta con un metodo di level-set. Cionono-
stante l’applicazione di tali metodi è limitata a figure semplici con ridotte
variazioni di intensità.

I modelli region-based godono di maggiore efficienza in quanto sono
meno sensibili al rumore e permettono di processare immagini con con-
torni poco definiti. Inoltre sono molto robusti rispetto all’inizializzazione
della curva. Purtroppo tali modelli si basano sull’assunzione che l’intensità
delle immagini sia statisticamente omogenea in ogni regione (PC : piecewise
constant), ipotesi che limita il loro campo di applicazione. Nonostante la let-
teratura dell’ultimo decennio sia ricca di metodi di segmentazione region-
based, nel paragrafo 1.4.2 si è scelto di dettagliare unicamente l’approccio
proposto in [22] da Chan e Vese (in quanto utile per la trattazione succes-
siva). Questi due autori propongono sia un modello PC, sia un secondo
modello che permette di superare i limiti del primo grazie ad un approc-
cio multifase. Qui si assume che le regioni siano descritte da funzioni lisce
a tratti (PS: piecewise smooth); in questo modo diventa possibile segmenta-
re immagini generiche con forti gradienti di intensità, seppure si paghi il
prezzo di una bassa efficienza computazionale.

1.4.1 Metodi edge based

Snakes

Il primo modello in letteratura che si propone di descrivere il movimento
di una curva verso i contorni delle immagini è dovuto a Kass, Witkin e
Terzopoulos [47]. Nel 1987 questi autori hanno utilizzato un funzionale
energia per controllare l’evoluzione di tale curva, a cui hanno dato il nome
di snake.
Più nel dettaglio, si consideri lo spazio delle curve di R2:

C =
{

c : [a, b]→ Ω, C1 a tratti, t.c. c(a) = c(b)
}

,

dove si vuole minimizzare l’energia data da:

J(c) =
∫ b

a
|c′(q)|2dq + β

∫ b

a
|c′′(q)|2dq + λ

∫ b

a
g2(|∇u0(c(q))|)dq, (1.3)
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con β e λ moltiplicatori di Lagrange, e u0 immagine iniziale. La funzio-
ne g(|∇u0|), detta edge detector function, è di fondamentale importanza in
quanto assume valori vicini allo zero nell’intorno dei contorni. Essa gode
delle seguenti proprietà:

• g : [0,+∞)→ (0,+∞);
• g è regolare e monotona decrescente;
• g(0) = 1, lim

s→+∞
g(s) = 0.

Solitamente si sceglie g(s) = 1/(1 + s2).

I primi due termini in (1.3) rappresentano l’energia interna e rendono
il comportamento della curva assimilabile a quello di una membrana, au-
mentando la sua regolarità. L’ultimo termine è l’energia esterna, che dipen-
de dall’immagine iniziale u0, e indica quanto la curva tenda ad avvicinarsi
ai bordi (feature driven energy).

L’esistenza di un minimo locale nello spazio di Sobolev [W2,2(a, b)]2 si
prova facilmente, visto che il dominio è chiuso e limitato. Tuttavia, non
essendo il funzionale convesso, non si possono ottenere risultati di unicità.
Un altro svantaggio di questo approccio è la dipendenza di J dalla parame-
trizzazione c della curva: è possibile ottenere soluzioni diverse modifican-
do la parametrizzazione della stessa curva iniziale.
Nella pratica questo problema può essere risolto numericamente incorpo-
randolo in uno schema dinamico tempo-dipendente, assimilando cioè il
movimento della curva ad un’evoluzione temporale. Si tratta però di uno
schema instabile e con grande sensibilità alle condizioni iniziali.

Una variante dovuta a Cohen ([26]) introduce una forza esterna che in-
duce lo snake a comportarsi come un palloncino che viene gonfiato fino
ad adattarsi ai contorni dell’immagine. Il cosiddetto balloon model ridu-
ce l’instabilità del metodo originario. Il modello si ottiene sostituendo a

(a) Contorno iniziale (b) Metodo di Kass et al. (c) Balloon method

Figura 1.3: Confronto tra il modello originale degli snake e la modifica di
Cohen (immagine tratta da [26]).
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Capitolo 1 La segmentazione delle immagini

g2(|∇u0|) in (1.3) il termine:

F = k1N − k
∇u0

||∇u0||

dove N è il versore normale alla curva, k1 è un coefficiente che regola l’in-
tensità della forza e k una costante positiva dello stesso ordine di k1. L’effet-
to di tale forza F è di esercitare una pressione verso l’esterno, proprio come
se si stesse introducendo dell’aria in un palloncino, in modo da evitare i
minimi locali. Ad esempio in Figura 1.3, si vede che nel metodo originale
di Kass et al. la curva si blocca appena incontra un punto isolato, cosa che
non succede invece con l’aggiunta della forza esterna.

Geodesic Active Contours

Come evidenziato dallo studio di Caselles et al. del 1997 ([18]), il secondo
termine di (1.3), la cui funzione sarebbe quella di ridurre la curvatura, in
realtà è ridondante. Infatti come si vedrà in seguito (1.7) il modello riduce
implicitamente la curvatura anche per β = 0. È quindi naturale sostituire
J(c) con il seguente funzionale definito sull’insieme C:

J1(c) =
∫ b

a
|c′(q)|2dq + λ

∫ b

a
g2(|∇u0(c(q))|)dq. (1.4)

Si può inoltre eliminare la scomoda dipendenza dalla parametrizzazione
della curva e definire il funzionale intrinseco:

J2(c) = 2
√

λ
∫ b

a
g(|∇u0(c(q))|)|c′(q)|dq. (1.5)

È semplice mostrare che (1.5) è intrinseco. A tale scopo si consideri una
nuova parametrizzazione della curva q = φ(r), φ : [a′, b′] → [a, b], φ′ > 0 e
la si sostituisca in (1.5). Indicando c(φ(r)) = c̄(r) si ottiene

J2(c) = 2
√

λ
∫ b′

a′
g(|∇u0(c ◦ φ(r))|)φ′(r) · |(c ◦ φ)′(r)|(φ′(r))−1dr

=
√

λ
∫ b′

a′
g(|∇u0(c̄(r))|)|c̄′(r)|dr,

ritrovando un’espressione del tutto analoga alla (1.5).
Il funzionale (1.5) non è altro che la definizione di lunghezza pesata

di una curva, ottenuta moltiplicando la lunghezza Euclidea per il termine
g(|∇u0(c(q))|).

L’equivalenza tra i due funzionali definiti in (1.4) e (1.5) non è però
scontata. Si ripropongono nel seguito i passi principali della dimostrazio-
ne data da Aubert e Blanc-Féraud in [5]. Si basa sulla seguente nozione di
equivalenza tra problemi di minimizzazione, introdotta dagli stessi autori:
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1.4 Metodi ai contorni attivi

Definizione: Due problemi di minimizzazione J1(c) e J2(c) sono equivalenti se
esiste un intorno I(c) di c in cui il flusso che riduce maggiormente J1(c) riduce
anche J2(c) e viceversa.

Il primo passo per provare l’equivalenza dei due funzionali consiste
nel calcolo delle loro derivate rispetto al tempo. Il parametro temporale
t viene introdotto per descrivere la famiglia di curve in movimento c(t, q)
tali che c(0, q) = c(q) ∈ C; per comodità si pone Ji(t) = Ji(c(t, q)), con
i = 1, 2. Integrando per parti le espressioni dei funzionali e effettuando
qualche passaggio algebrico si trova:

1
2

J′1(t) =
∫ b

a

〈
∂c
∂t

,

[
−κ

∣∣∣∣ ∂c
∂q

∣∣∣∣2 + 〈g∇g, N〉
]

N

+

[
〈g∇g, T〉 −

〈
T,

∂2c
∂q2

〉]
T
〉

dq.

1
2

J′2(t) =
∫ b

a

∣∣∣∣ ∂c
∂q

∣∣∣∣ 〈∂c
∂t

, 〈∇g, N〉N − κgN
〉

dq

dove N è il versore normale alla curva, T quello tangenziale e κ la curva-
tura. Si ricava facilmente che la direzione lungo la quale J1 si riduce più
rapidamente è data da:

∂c
∂t

=

(
κ

∣∣∣∣ ∂c
∂q

∣∣∣∣2 − 〈g∇g, N〉
)

N +

(〈
T,

∂2c
∂q2

〉
− 〈g∇g, T〉

)
T (1.6)

Analogamente, si trova che la direzione lungo la quale una curva con lun-
ghezza pesata data da J2(c) si contrae più velocemente è:

∂c
∂t

= (κg− 〈∇g, N〉)N. (1.7)

Sostituendo il flusso per J1(t) dato da (1.6) nell’espressione di J′2(t) e
studiando il segno dell’integranda cosı̀ ottenuta, si trova che tale flusso è
una direzione di discesa anche per J2(t). Analogamente, si prova il vice-
versa e si ha cosı̀ l’equivalenza dei due funzionali secondo la definizione
appena data.

Il problema iniziale è quindi sostituito dalla ricerca di un minimo glo-
bale in C per il funzionale J2(c), più pratico in quanto intrinseco (cioè non
dipendente dalla particolare parametrizzazione della curva) e facilmente
discretizzabile.

Il modello di Caselles et al. può essere ulteriormente migliorato aggiun-
gendo in (1.7) un termine con coefficiente α col doppio scopo di controllare
espansione e restringimento del contorno e migliorare l’individuazione di
oggetti concavi:

∂c
∂t

= (κg− 〈∇g, N〉+ αg)N. (1.8)
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Cosı̀ si può scegliere una curvatura κ con segno non costante, che permette
di individuare gli oggetti concavi, a patto che α ≥ 0 sia abbastanza grande
perché il segno di α + κ non cambi.

La formulazione (1.5)-(1.8) del problema di segmentazione, nota in let-
teratura come Geodesic Active Contours (GAC), è conveniente rispetto a quel-
la originariamente introdotta da Kass et al.. Il suo vantaggio risiede nella
possibilità di scrivere le equazioni di Eulero Lagrange associate al funzio-
nale J2(c) in formulazione Euleriana con un approccio di tipo level set, che
non potrebbe invece essere usato per trovare un minimo di J1(c).

La nozione di level set, introdotta da Osher e Sethian in [56], gode di
grande successo anche nel campo della segmentazione grazie alla sua im-
mediatezza, che la rende adatta ad identificare l’insieme dei contorni di
un’immagine. Questa formulazione è basata sull’idea che una curva può
essere vista come il livello zero di una funzione in uno spazio di dimen-
sione maggiore. Cioè l’interfaccia ∂Σ ⊂ Rn può essere vista come la linea
di livello zero di una funzione φ : Rn → R (si veda la Figura 1.4). Per
convenzione si prende Σ = {x : φ(x) > 0}.

In genere tale approccio viene utilizzato per trovare una soluzione ad
equazioni del tipo: 

∂c
∂t

= JN,

c(0, q) = c0(q),
(1.9)

che descrivono l’evoluzione di una curva c(t, q) che si muove lungo la
sua componente normale con una velocità J. Si supponga innanzitutto
l’esistenza di una funzione u : R+ ×R2 → R tale che

u(t, c(t, q)) = 0, ∀q, ∀t ≥ 0.

Ipotizzando che u sia sufficientemente regolare, si può calcolare il suo dif-
ferenziale rispetto a t e sostituirvi l’espressione della velocità data in (1.9),

Figura 1.4: Basi del metodo di level set: una circonferenza può essere vista
come il livello zero di una funzione di dimensione maggiore.
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ottenendo:
∂u
∂t

(t, c(t, q)) + 〈∇u(t, c(t, q)), JN〉 = 0.

Si può considerare u come una funzione definita su tutto lo spazio R+×Ω;
quindi tenendo conto dell’espressione del vettore normale N, si riscrive la
formulazione di level set (1.9) come:

∂u
∂t

(t, x) = J|∇u(t, x)| per (t, x) ∈ (0, ∞)×Ω

u(0, x) = d̄(x, c0),
∂u
∂N

= 0 per (t, x) ∈ (0, ∞)× ∂Ω,

(1.10)

dove c0(q) è il contorno iniziale e d̄(x, c0) è la funzione distanza dotata di
segno:

d̄(x, c0) =

{
+ d(x, c0) se x è esterno a c0,
− d(x, c0) se x è interno a c0.

A condizione che J sia ben definita su tutto lo spazio, la curva c(t, q) che si
cerca è data dall’insieme di livello zero di u.

L’equazione (1.10) è chiamata equazione di Hamilton-Jacobi e gode di
alcune proprietà molto interessanti. Uno dei vantaggi principali di questa
formulazione è la sua versatilità rispetto ai cambi di topologia di u = 0. In-
fatti l’insieme di livello zero può modificarsi, spezzarsi o fondersi, ma tutti
questi cambiamenti sono intrinseci nel modello e non devono essere pre-
si in considerazione nell’approssimazione numerica. Inoltre tale approccio
si estende facilmente a dimensioni maggiori, e gli elementi geometrici in-
trinseci come la curvatura possono essere espressi in funzione di u. Que-
ste proprietà spiegano l’ampio utilizzo che si fa dei metodi di level set in
svariati campi applicativi.

Ritornando alla soluzione del problema di segmentazione, il flusso in
(1.8) è del tipo (1.9). Svolgendo passaggi analoghi a quelli appena visti, si
può ottenere la sua formulazione di level set:

∂u
∂t

= g(|∇u0|)
(

div
(
∇u
|∇u|

)
+ α

)
|∇u|+ 〈∇g,∇u〉, (1.11)

con le stesse condizioni al bordo e iniziali di (1.10). L’azione del primo ter-
mine ferma l’evoluzione della curva quando essa raggiunge i contorni degli
oggetti. Il secondo termine invece aumenta l’attrazione della curva verso
i suddetti contorni. Esistenza ed unicità della soluzione di questa PDE si
dimostrano attraverso la teoria delle sopra- e sotto-soluzioni (si veda [6],
sezione 4.3).

Analizzando l’espressione di (1.11) si nota ciò che è già stato accennato
all’inizio della sezione: la parte dell’equazione derivante dall’energia in-
terna dipende in maniera importante dal gradiente dell’immagine iniziale.
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Capitolo 1 La segmentazione delle immagini

(d) Contorno iniziale (e) Metodo di KWT (f) Metodo GAC

Figura 1.5: Confronto tra il metodo di Kass-Witkin e Terzopoulos e il Geo-
desic Active Contour, modificando la curva iniziale (immagine ottenuta
con MATLAB).

Quindi si tratta di modelli non adatti ad individuare i contorni di ogget-
ti non ben definiti. Inoltre questo modello riesce a riconoscere un ogget-
to unicamente quando la curva iniziale c0 circonda i suoi contorni, e non
può individuare allo stesso tempo le frontiere interne ed esterne. Si può
concludere che questi metodi godono di proprietà di segmentazione uni-
camente locali, con un’alta sensibilità alle condizioni iniziali. Questo limite
è evidenziato nelle immagini di Figura 1.5: in alto il contorno iniziale non
circonda l’immagine, e né il metodo originale di Kass, né quello basato sui
contorni attivi riescono ad individuare le frontiere dell’oggetto. Invece in
basso la scelta della curva iniziale permette al modello GAC di riconoscere
i contorni dell’immagine geometrica, anche se non in maniera precisa.

Un ulteriore svantaggio dei metodi GAC si può dedurre dalla partico-
lare condizione iniziale imposta: u(0, x) è una funzione distanza dotata di
segno. Però l’equazione (1.11) non assicura che u(t, x) rimanga tale al pas-
sare del tempo. Si impone quindi la necessità di reinizializzare regolarmen-
te u risolvendo un’ulteriore PDE, riducendo cosı̀ drasticamente l’efficienza
computazionale.

1.4.2 Metodi region based

Questi modelli presentano alcuni vantaggi rispetto a quelli descritti nella
sezione precedente. Innanzitutto essi non si limitano a considerare le va-
riazioni del gradiente, ma sfruttano le informazioni di tutta la regione cir-
costante il contorno per controllare l’evoluzione della curva. La quantità di
maggior interesse in tale contesto è il valore medio dell’intensità dell’im-
magine nelle regioni considerate: esso è meno sensibile al rumore locale

19



1.4 Metodi ai contorni attivi

e, se sfruttato adeguatamente, permette di segmentare anche immagini con
contorni poco definiti. Inoltre i metodi region-based sono poco sensibili alla
posizione iniziale della curva e permettono l’individuazione delle frontiere
interne.

I modelli di Chan e Vese

Uno dei metodi più popolari di questa classe è stato sviluppato da Tony
Chan e Luminita Vese nel 1999 ([22]). Si tratta di una combinazione tra i
metodi classici ai contorni attivi e il modello di Mumford-Shah. Al con-
trario dei primi però, il termine di arresto non dipende dal gradiente di
intensità dell’immagine, bensı̀ da una sua particolare segmentazione.

Si consideri, per semplicità, un’immagine come quella in Figura 1.6
composta unicamente da due regioni con intensità costanti a tratti, di va-
lori ui

0 e uo
0 rispettivamente, e si immagini che la frontiera tra queste due

aree sia il contorno C che si vuole ricostruire. Siano c1 e c2 due costanti,
che rappresentano la media dell’immagine iniziale u0 all’interno e all’e-
sterno di C, la curva in evoluzione. Nei metodi di level set quest’ultima
è il contorno di livello zero di una funzione continua φ : Ω → R, cioè
C = {(x, y) ∈ Ω : φ(x, y) = 0} ed è positiva all’interno di C e negativa
all’esterno.

Seguendo [22] si introduce un’energia, la fitting energy, il cui minimo si
trova quando la curva coincide con il contorno dell’immagine (C = C), cioè
quando i valori calcolati ci sono vicini a quelli reali:

F(φ, c1, c2) = µ
∫

Ω
δ(φ)|∇φ|+ ν

∫
Ω

H(φ)dxdy

+ λ1

∫
Ω
|u0 − c1|2H(φ)dxdy

+ λ2

∫
Ω
|u0 − c2|2(1− H(φ))dxdy (1.12)

Figura 1.6: Immagine da segmentare: in nero il contorno da ricostruire e in
rosso la curva in evoluzione.
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Capitolo 1 La segmentazione delle immagini

dove H(·) è la funzione di Heaviside e δ(x) = d
dx H(x) la sua derivata nel

senso delle distribuzioni; µ > 0, ν ≥ 0, λ1 > 0 e λ2 > 0 sono costanti
positive. I primi due termini sono di regolarizzazione e rappresentano ri-
spettivamente la lunghezza di C e l’area al suo interno, mentre i restanti
due termini indicano in che misura le regioni individuate dalla curva C
corrispondono con quelle da segmentare.

L’espressione delle costanti c1 e c2 si trova minimizzando la fitting ener-
gy per φ fissato:

c1(φ) =

∫
Ω

u0H(φ)dxdy∫
Ω

H(φ(x, y))dxdy
,

c2(φ) =

∫
Ω

u0(1− H(φ))dxdy∫
Ω
(1− H(φ(x, y)))dxdy

.

Si può riconoscere nella prima espressione la media di u0 all’interno della
regione individuata da {φ ≥ 0} e nella seconda la sua media in {φ < 0}.

Sostituendo in (1.12) queste espressioni, è ora possibile minimizzare l’e-
nergia rispetto a φ inserendo un parametro temporale che identifichi la di-
rezione di massima discesa. Si ottiene la seguente equazione di Eulero-
Lagrange:

∂φ

∂t
= δ(φ)

[
µdiv

(
∇φ

|∇φ|

)
− ν− λ1(u0 − c1)

2 + λ2(u0 − c2)
2
]

in Ω,

δ(φ)

|∇φ|
∂φ

∂n
= 0 su ∂Ω.

(1.13)
Ai fini di aumentare la regolarità, è necessario utilizzare nella pratica delle
approssimazioni C∞ di H e δ, che indichiamo rispettivamente con Hε e δε,
tali che δε(x) = H′ε(x) nel senso delle distribuzioni. Una scelta standard
risulta la seguente:

Hε(x) =
1
2

[
1 +

2
π

arctan
( x

ε

)]
, δε(x) =

1
π

ε

ε2 + x2 . (1.14)

Introducendo questa approssimazione non solo si semplifica il calcolo della
soluzione di (1.13), ma si indirizza anche la ricerca del minimo verso il mi-
nimo globale. Infatti, in questo modo, l’equazione (1.13) ha effetto su tutte
le curve di livello e non unicamente su quelle di livello zero; si trova cosı̀ il
minimo globale indipendentemente dalla scelta del contorno iniziale. Inol-
tre i contorni interni vengono individuati automaticamente. In Figura 1.7
si cerca di segmentare un’immagine priva di contorni definiti e si mette a
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(a) (b) (c)

(d) Contorno iniziale (e) 500 iterazioni (f) 1000 iterazioni

Figura 1.7: Confronto tra il metodo GAC (in alto) e quello di Chan e Vese
(in basso). Immagine ottenuta con MATLAB.

confronto la performance di un metodo edge-based con quella di uno sche-
ma region-based. Si apprezzi la precisione del modello di Chan e Vese che
individua addirittura le stelle sparse nella galassia!

Esistono tuttavia alcuni aspetti critici anche di questo metodo. Sono
essenzialmente due: innanzitutto, è necessario reinizializzare φ perché sia
una distanza rispetto alla sua curva di livello zero. Si tratta di una pro-
cedura standard per un approccio di tipo level set alla quale si è già ac-
cennato alla fine della sezione precedente. Generalmente viene effettuata
risolvendo la seguente equazione di evoluzione (si veda [75]):

∂ψ

∂t
= sign(φ(t))(1− |∇ψ|)

ψ(0, ·) = φ(t, ·),
(1.15)

essendo φ(t, ·) la soluzione di (1.13) al tempo t. La nuova φ(t) è data dal-
la soluzione stazionaria di (1.15). Nella pratica non è necessario effettuare
questa procedura ad ogni passo temporale, contenendo in questo modo
l’aumento del costo computazionale associato a questa fase di restarting.
Il secondo aspetto critico di questo metodo è intrinseco nella sua formula-
zione: il dominio può essere suddiviso unicamente in due regioni. Non è
quindi possibile segmentare immagini presentanti topologie complesse o
giunzioni triple.

Nonostante questi limiti, i risultati di segmentazione ottenuti con que-
sto schema sono in generale più che soddisfacenti. Nel complesso infatti
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Capitolo 1 La segmentazione delle immagini

tale modello è tra i più diffusi, visto che rappresenta un ottimo compromes-
so tra qualità dei risultati, semplicità di implementazione e ridotto tempo
computazionale.

Come accennato nell’introduzione a questa sezione, Chan e Vese pro-
pongono in [23] anche un’estensione multifase del metodo originale. Que-
sto nuovo modello permette di rappresentare sia immagini PC sia PS con
un numero ridotto di funzioni di level set. Nel seguito forniamo un’idea ge-
nerale di questo approccio, rimandando all’articolo originale per maggiori
dettagli.

Si considerino m = log n funzioni di level set φi (con i = 1, · · · , m), l’u-
nione dei cui insiemi di livello zero rappresenterà i contorni dell’immagine
segmentata. Sia inoltre Φ = (φ1, . . . , φm) e H(Φ) = (H(φ1), . . . , H(φm)) il
vettore delle funzioni di Heaviside in cui ogni componente può assumere
unicamente i valori 0 o 1. Tale vettore può assumere n valori differenti,
quindi si può suddividere il dominio Ω in 2m fasi (o classi) definite nel se-
guente modo: due pixels (x1, y1) e (x2, y2) appartengono alla stessa fase
se e solo se H(Φ(x1, y1)) = H(Φ(x2, y2)). Cosı̀ ognuna delle n classi si
definisce come l’insieme dei punti

{(x, y) t.c. H(Φ(x, y)) = v ∈ H(Φ(Ω)), con v vettore costante}.

L’insieme delle fasi altro non è che una copertura di Ω, ed ogni pixel ap-
partiene ad una ed una sola fase.
Analogamente a quanto si ha nel modello bifase, si indica con cI la media
dell’immagine iniziale u0 per i punti appartenenti alla classe I. L’energia
da minimizzare è quindi data da:

Fn(Φ, c) = ∑
1≤I≤n=2m

∫
Ω
|u0 − cI |2χIdxdy + ∑

1≤i≤m
µ
∫

Ω
|∇H(φi)|. (1.16)

essendo χI la funzione caratteristica della classe I e c il vettore costante del-
le intensità medie: c = (c1, . . . , cn). Si noti che con n = 2 e m = 1 si ritrova
l’energia (1.12) con ν = 0. Le equazioni di Eulero-Lagrange dipendono ov-
viamente dal numero di fasi considerate, e sono quindi da calcolare caso
per caso.

Gli autori propongono anche un’ulteriore estensione del modello al ca-
so di funzioni lisce a tratti, mostrando come in questo caso il numero neces-
sario di funzioni di level set sia ridotto, cosı̀ come il costo computazionale.
La scelta dell’inizializzazione delle classi e la necessità di ricavare le equa-
zioni di Eulero-Lagrange rendono tuttavia questo metodo di scarso uti-
lizzo pratico, contrariamente alla segmentazione binaria proposta in [22].
Quest’ultima gode invece di grande successo ed è alla base di molti de-
gli approcci per la segmentazione comparsi negli ultimi anni, come quello
descritto nel prossimo paragrafo.
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(a) Originale (b) Thresholding (c) Chan-Vese

Figura 1.8: Errore di segmentazione per due immagini mediche (in alto una
vena ai raggi X e in basso la RMN di un cervello). Tratta da [49].

Region Scalable Fitting (RSF)

In [49] viene presentato un nuovo modello region based a contorni attivi
che processa informazioni a livello locale attraverso un parametro di scala
controllabile tramite un nucleo gaussiano. Per enfatizzare l’innovativa ca-
ratteristica di essere scalabile in spazio, il funzionale da minimizzare viene
chiamato region-scalable fitting energy. Esso viene incorporato in una for-
mulazione variazionale di level set con termine regolarizzante, che ha la
funzione di preservare la regolarità della funzione di level set ed evitare
costose procedure di reinizializzazione.
Questo metodo è stato scelto come fulcro del presente lavoro, grazie al-
le sue buone proprietà e alla qualità della segmentazione risultante. Nel
prossimo capitolo si studierà nel dettaglio un algoritmo per la sua soluzio-
ne numerica e, nel seguito, si analizzeranno i risultati ottenuti applicando
tale algoritmo.

Come visto nel paragrafo precedente, il modello originale di Chan e Ve-
se è limitato dall’uso dei valori mediati c1 e c2 che non contengono alcuna
informazione locale; quindi nel caso di immagini disomogenee il loro va-
lore può essere molto lontano da quello reale. La difficoltà di segmentare
immagini di questo tipo è evidenziata dalla Figura 1.8 che mette a confron-
to un metodo di thresholding e il modello PC di Chan e Vese: in nessuno
dei due casi si riescono a catturare correttamente i contorni delle immagini.
Il modello multifase di Chan e Vese, nonostante non presenti più queste
limitazioni, è troppo complesso e costoso.

L’approccio RSF supera questi problemi, permettendo la segmentazio-
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ne di immagini disomogenee e il riconoscimento dei contorni poco defini-
ti. La novità consiste in una serie di convoluzioni locali con una funzione
nucleo K : Rn → [0,+∞) che gode delle seguenti proprietà:

1. K(−u) = K(u), ∀u ∈ Rn;
2.
∫

K(x)dx = 1;
3. K(u) ≥ K(v) ∀u, v ∈ Rn t.c. |u| < |v|;
4. lim
|u|→∞

K(u) = 0.

Si noti che tali proprietà sono soddisfatte da un nucleo gaussiano con un
parametro di scala σ > 0:

Kσ(u) =
1

(2π)n/2σn e−|u|
2/2σ2

.

Data un’immagine u0 : Ω→ Rd, sia C un contorno chiuso che separa Ω
in due regioni Ω1 = fuori(C) e Ω2 = dentro(C). Per un dato punto x ∈ Ω si
definisce l’energia region-scalable fitting:

EFit
x (C, f1(x), f2(x)) =

2

∑
i=1

λi

∫
Ωi

Kσ(x− y)|u0(y)− fi(x)|2dy, (1.17)

dove fi(x) sono dei valori che approssimano l’intensità dell’immagine in
Ωi, mentre λ1 e λ2 sono costanti positive che agiscono da pesi per gli in-
tegrali, rispettivamente all’esterno e all’interno delle regioni definite da C.
Nella pratica, se si vuole prevenire la nascita di nuovi contorni all’esterno
di quello già esistente, conviene fissare λ2 > λ1, penalizzando cosı̀ l’au-
mento dell’area della regione interna. Data la natura del nucleo Kσ, i valori
di u0(y) che influenzano maggiormente l’integrale EFit

x sono quelli interni
ad una regione R centrata nel punto x: R = {y : |x− y| ≤ 3σ}. La grandez-
za di tale regione può essere controllata modificando il parametro di scala
σ del nucleo gaussiano.
L’energia in (1.17) può anche essere vista come l’errore quadratico medio
dell’approssimazione dei valori di intensità all’interno e all’esterno di C, in
cui ad ogni u0(y) è assegnato il peso Kσ(x− y). Questa scalabilità rispetto
alla regione considerata è una caratteristica unica e importante di questo
metodo.

Per ottenere il contorno intero dell’oggetto bisogna trovare la curva che
minimizza l’energia di fitting per tutti i punti nel dominio. Inoltre è neces-
sario aggiungere un termine di penalizzazione proporzionale alla lunghez-
za del contorno, come accadeva già nel modello di Chan e Vese. Si ottiene
quindi il seguente funzionale dell’energia:

E(C, f1(x), f2(x)) =
∫

Ω
EFit

x (C, f1(x), f2(x)))dx + ν|C|. (1.18)
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Per trovare una soluzione al problema di minimizzazione (1.18) e per
gestire facilmente i cambi di topologia si introduce, in analogia a quanto
già fatto prima, una formulazione di tipo level set. Sia φ la funzione di level
set, positiva all’esterno del contorno e negativa all’interno. Il funzionale in
(1.17) può essere riscritto come:

EFit
x (φ, f1(x), f2(x)) =

2

∑
i=1

λi

∫
Ωi

Kσ(x− y)|u0(y)− fi(x)|2Mi(φ(y)))dy

(1.19)
dove M1(φ) = H(φ) è la funzione di Heaviside e M2(φ) = 1− H(φ). Si
può allora riformulare l’espressione dell’energia in (1.18):

E(φ, f1(x), f2(x)) =
∫

Ωi

EFit
x (φ, f1(x), f2(x)))dx

+ν
∫

Ω
|∇H(φ(x))|dx,

(1.20)

dove l’ultimo termine valuta la lunghezza del contorno di livello zero di φ.
Anche in questo contesto la funzione di Heaviside si approssima con la

funzione regolare definita in (1.14), e le corrispondenti Mε
i (φ) vengono so-

stituite alle funzioni Mi(φ) in (1.19), ottenendo cosı̀ una forma regolarizzata
dell’energia (1.20) che denotiamo con Eε(φ, f1(x), f2(x)).

Per preservare la regolarità della funzione di level set è necessario in-
trodurre un termine di regolarizzazione identificato con:

P(φ) =
∫

Ω

1
2
(|∇φ(x)| − 1)2dx. (1.21)

In questo modo si assicura la stabilità nell’evoluzione del contorno e si evita
la reinizializzazione di φ, riducendo cosı̀ il costo computazionale.

Riassumendo, il funzionale che si vuole minimizzare è:

F (φ, f1, f2) = Eε(φ, f1(x), f2(x)) + µP(φ).

Innanzitutto bisogna trovare le funzioni fi(x) che minimizzanoF (φ, f1, f2),
fissata φ. Si trova cosı̀:

fi(x) =
Kσ(x) ∗ [Mε

i (φ(x))u0(x)]
Kσ(x) ∗Mε

i (φ(x))
, i = 1, 2. (1.22)

Tali funzioni sono assimilabili a delle medie pesate dell’intensità in un in-
torno del punto considerato; la loro regolarità è assicurata dalle buone pro-
prietà della convoluzione e dei nuclei gaussiani.
Ora, fissate f1 e f2, si minimizza il funzionale F(φ, f1, f2) rispetto a φ, risol-
vendo l’equazione di flusso:

∂φ

∂t
= −δε(λ1e1 − λ2e2) + νδεdiv

(
∇φ

|∇φ|

)
+ µ

(
4φ− div

(
∇φ

|∇φ|

))
(1.23)
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dove δε è la delta di Dirac regolarizzata definita in (1.14), e le ei sono le
funzioni:

ei(x) =
∫

Ωi

Kσ(y− x)|u0(x)− fi(y)|2dy, i = 1, 2. (1.24)

Il primo termine in (1.23) assume un’importanza fondamentale in quanto
attira il contorno verso i confini degli oggetti. Inoltre, visto che δε non è mai
nulla, esso influenza l’evoluzione della curva in tutto il dominio, rendendo
possibile la formazione di nuovi contorni e velocizzando quindi il raggiun-
gimento del risultato finale. Più ε è grande, più questo effetto viene amplifi-
cato. Il secondo termine invece serve a mantenere limitata la lunghezza del
contorno di livello zero, ed allo stesso tempo a lisciarlo. L’ultimo termine
è quello di regolarizzazione, senza il quale la funzione φ potrebbe crescere
in maniera incontrollata attorno al contorno di livello zero. Come conse-
guenza δε(φ) assumerebbe valori molto piccoli e l’evoluzione del contorno
verrebbe rallentata in maniera inesorabile .

La scelta del parametro di scala σ del nucleo Gaussiano è fondamentale
in quanto influenza la scalabilità in spazio, aspetto caratteristico di questo
modello. Inoltre incide sulla robustezza del metodo rispetto all’inizializza-
zione del contorno. Per σ abbastanza grande l’algoritmo diventa insensi-
bile alla scelta di φ0, come lo sono i modelli PC; infatti il metodo di Chan
e Vese può essere considerato come un caso limite di questo approccio per
σ → ∞. Per molte immagini reali, relativamente omogenee, σ ' 10 è una
buona scelta: lascia una discreta libertà nell’inizializzazione del contorno e
riduce il numero di iterazioni necessarie alla convergenza (seppur aumenti
il costo di ogni convoluzione).

I risultati sperimentali confermano le buone proprietà di segmentazione
di questo metodo. In Figura 1.9 è mostrato il processo di segmentazione per

Figura 1.9: Evoluzione della curva nel processo di segmentazione di alcune
immagini. Tratta da [49].
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Figura 1.10: Confronto tra il metodo multifase di Chan e Vese (in basso) e
il modello RSF (in alto).

due immagine reali con forti disomogeneità. In particolare la prima imma-
gine di una vena ai raggi X è stata usata anche in Figura 1.8 per evidenziare i
limiti del modello di Chan-Vese. Limiti superati brillantemente dal metodo
RSF, che permette di estrarre dei contorni molto precisi. La segmentazione
della seconda immagine è resa complicata dall’illuminazione non unifor-
me caratterizzante l’immagine iniziale; nonostante ciò il contorno finale è
preciso e meglio definito di quello mostrato in Figura 1.5 ottenuto invece
con uno schema di tipo active contours.

Un altro confronto significativo effettuato dagli autori in [49] è ripor-
tato in Figura 1.10: si paragonano i risultati ottenuti con lo schema RSF e
con il modello multifase di Chan-Vese. Il contorno iniziale è disegnato in
verde e quello finale in rosso. La segmentazione effettuata dai due meto-
di è molto simile: infatti anche il modello multifase è capace di gestire le
disomogeneità, pur mancando di accuratezza come si può notare nell’ulti-
ma immagine. Il vantaggio però più significativo del metodo RSF è il suo
ridotto costo computazionale, inferiore di più di un ordine di grandezza ri-
spetto a quello caratterizzante il metodo di Chan-Vese, come si può vedere
nella Tabella 1.1.

Fig.1 Fig.2 Fig.3 Fig.4 Fig.5
Modello RSF 0.84 1.23 8.58 5.78 5.92
Modello CV 30.76 75.51 266.25 142.24 86.07

Tabella 1.1: Confronto dei costi computazionali del modello RSF e del
modello di Chan e Vese (CV). Tratta da [49].
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Capitolo 2

Ricerca del minimo

Questo capitolo è strutturato in tre blocchi: la Sezione 2.1 contiene una bre-
ve introduzione teorica al calcolo delle variazioni, al fine di inquadrare for-
malmente i problemi di minimizzazione che si stanno analizzando. In se-
guito, nella Sezione 2.2, si presenta un algoritmo di minimizzazione molto
efficace per la soluzione di problemi convessi. Nella Sezione 2.3 tale algo-
ritmo viene applicato ad alcuni dei modelli di segmentazione analizzati nel
Capitolo 1, dopo avere sfruttato un’efficiente procedura per trasformare i
funzionali concavi in funzionali convessi.

2.1 Introduzione al calcolo delle variazioni

Nel capitolo precedente abbiamo citato risultati del calcolo delle variazioni,
senza darne alcuna definizione formale. Per completezza, in questa sezio-
ne si colmerà tale mancanza, introducendo i concetti principali necessari a
comprendere le scelte successive. Per una trattazione più ampia e completa
si può consultare [50].

Sia X uno spazio di Banach e F : X → R un funzionale. Per un’introdu-
zione sugli spazi di Banach, sul concetto di funzionale e sulle convergenze
ivi definite si può consultare [64]. Si vuole risolvere un generico problema
di minimizzazione nello spazio X:

trovare x∗ ∈ X t.c. F(x∗) = inf
x∈X

F(x). (2.1)

Prima di descrivere il risultato principale del calcolo delle variazioni
inerente a tale problema, è necessario introdurre alcune definizioni.
Definizione: Si dice che F è inferiormente semicontinuo in x0 se

F(x0) ≤ lim inf
n→∞

F(xn)

per ogni successione {xn} convergente a x in X. In particolare, F è detto inferior-
mente semicontinuo nello spazio X se tale relazione vale ∀x ∈ X.
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2.1 Introduzione al calcolo delle variazioni

La nozione di semicontinuità inferiore varia in relazione al tipo di con-
vergenza a cui si fa riferimento: se si usa la convergenza forte (rispet-
tivamente debole) in X, si parla di semicontinuità inferiore forte (debo-
le). La semicontinuità inferiore debole implica quella forte, ma non vale
il viceversa.
Definizione: Un funzionale F : X → R è coercivo in X se, ∀x ∈ R, la chiusura
dell’insieme {F ≤ x} è sequenzialmente compatta in X, ossia se ogni successione
contenuta in tale insieme ammette punto di accumulazione.
Definizione: Una successione {xn} ∈ X si dice minimizzante per F in X se

inf
y∈X

F(y) = lim
n→∞

F(xn).

Ogni funzionale F ammette almeno una successione minimizzante.

Siamo ora in grado di enunciare il metodo diretto nel calcolo delle
variazioni, introdotto da Tonelli all’inizio del secolo scorso ([70]).

Teorema 2.1

Sia F : X → R un funzionale coercivo e semincontinuo inferiormente.
Allora valgono le seguenti affermazioni:

(i) F ha un punto di minimo in X:

∃x ∈ X t.c. F(x) = inf
y∈X

F(y).

(ii) Se {xn} è una successione minimizzante per F in X per cui vale
lim

n→+∞
xn = x, allora x è un punto di minimo per F in X.

(iii) Se F non è identicamente +∞, allora ogni sua successione mini-
mizzante ammette una sottosuccessione convergente.

Questo teorema assicura l’esistenza di una soluzione per il problema
(2.1), ma non la sua unicità. Per avere unicità del punto di minimo è neces-
sario introdurre il concetto di convessità di un funzionale.
Definizione: Il funzionale F si dice convesso se, ∀x, y ∈ X, vale

F(αx + (1− α)y) ≤ αF(x) + (1− α)F(y), ∀α ∈ [0, 1].

Inoltre F si dice strettamente convesso se, ∀x, y ∈ X t.c. x 6= y, vale

F(αx + (1− α)y) < αF(x) + (1− α)F(y), ∀α ∈ (0, 1).

Si può ora enunciare il risultato di unicità per il problema di minimizzazio-
ne (2.1).
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Capitolo 2 Ricerca del minimo

Teorema 2.2

Sia F : X → R un funzionale strettamente convesso. Allora F ammette
al più un punto di minimo in X.

Una volta definito il contesto in cui la ricerca di un minimo globale
di (2.1) è giustificata, rimane da affrontare proprio il problema della mi-
nimizzazione. La letteratura matematica è ricca di algoritmi sviluppati allo
scopo di individuare il minimo globale di un problema di minimizzazio-
ne, solitamente sfruttando una procedura iterativa. Nella prossima sezione
si introduce una tecnica di recente applicazione all’ambito del trattamen-
to delle immaini, particolarmente adatta ad essere applicata a problemi di
segmentazione come quelli a cui si è fatto riferimento nel primo capitolo.

2.2 Algoritmo iterativo di minimizzazione

La procedura iterativa descritta nel seguito fu introdotta da Bregman nel
1967 al fine di identificare i minimi di funzionali convessi ([15]), ed è stata
utilizzata in problemi di elaborazione dei segnali.

Tale algoritmo è stato recentemente applicato all’ambito del denoising
delle immagini da Osher e altri in [55] per risolvere il modello di Rudin,
Osher e Fatemi (ROF nel seguito), che consiste nella minimizzazione di

J(u) = min
u∈BV
{|u|BV + λ‖u− u0‖2

L2}, (2.2)

dove λ è un moltiplicatore di Lagrange e u0 è l’immagine iniziale. La
seminorma BV è stata definita in (1.2).

Il funzionale (2.2) si è rivelato particolarmente difficile da minimizzare
con i metodi convenzionali a causa dell’accoppiamento tra termini in nor-
ma BV e L2. Perciò la letteratura è ricca di metodi alternativi per la sua
minimizzazione, tra cui l’algoritmo che ci apprestiamo a descrivere.

In particolare siamo interessati ad una variante del metodo di Bregman
introdotta nel 2009 da Goldstein e Osher, adatta a risolvere in modo effi-
ciente i problemi di ottimizzazione presentanti un termine di regolarizza-
zione L1 ([43]).

2.2.1 Metodo di Bregman

L’algoritmo di Bregman è una procedura di regolarizzazione iterativa ba-
sata sulla definizione di distanza di Bregman tra due punti u, v ∈ X associata
ad un funzionale convesso E(·) : X → R:

Dp
E(u, v) = E(u)− E(v)− < p, u− v >

dove p è il sottogradiente di E in v ∈ X:

p ∈ ∂E(v) se E(v∗) ≥ E(v) + 〈p, v∗ − v〉, ∀v∗ ∈ X.
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2.2 Algoritmo iterativo di minimizzazione

Non si tratta di una vera e propria distanza (non è simmetrica e non soddi-
sfa la disuguaglianza triangolare!), ma vale la relazione Dp

E(u, v) ≥ 0 e, in
particolare, Dp

E(u, v) = 0 se u = v.
Ora, si considerino due funzionali convessi E e K, con min

u∈Rn
K(u) = 0, e

il seguente problema libero di minimizzazione

J(u) = min
u
{E(u) + λK(u)} (2.3)

dove λ > 0 è un fattore di penalizzazione. Questo problema può essere
risolto in maniera iterativa costruendo le due successioni seguenti:

Dato u0 = 0 e b0 = 0, per k = 0, 1, . . .

uk+1 = min
u
{Dp

E(u, uk) + λK(u)}

= min
u
{E(u)− < pk, u− uk > +λK(u)}

pk+1 = pk −∇K(uk+1).

La convergenza di questa procedura è studiata in [55]; si può dimostra-
re il seguente

Teorema 2.3

Siano E e K dei funzionali convessi, e sia K differenziabile. Se esiste
una soluzione u∗ del problema (2.3), allora la successione K(uk):
• è monotona decrescente: K(uk+1) ≤ K(uk);
• converge se E(u∗) < ∞:

K(uk) ≤ K(u∗) + E(u∗)/k.

La rapida convergenza delle iterazioni di Bregman rappresenta uno dei
maggiori vantaggi di questo approccio alla minimizzazione; in particolare
gode di una convergenza molto rapida quando è applicato a problemi con-
tenenti un termine di regolarizzazione L1. La spiegazione di questo fatto si
può trovare in [43].

È interessante notare, seguendo ([73]), che se si considera il problema
di minimizzazione vincolata

min
u
{E(u) : Au = b} con A operatore lineare, (2.4)

riscritto sotto forma di minimizzazione non vincolata con termine di pena-
lizzazione

min
u

{
E(u) +

λ

2
||Au− b||22

}
.

32



Capitolo 2 Ricerca del minimo

l’algoritmo di Bregman si può reinterpretare nella forma

Dato u0 = 0 e b0 = 0, per k = 0, 1, . . .

uk+1 = min
u

{
E(u) +

λ

2
||Au− bk||22

}
(2.5)

bk+1 = bk + b− Auk+1. (2.6)

Grazie ai risultati di convergenza del Teorema 2.3 si ha che lim
k→∞

Auk = b e

la soluzione u∗ è anche soluzione del problema vincolato originale (2.4).
Un ulteriore vantaggio di questo approccio deriva dal fatto che il valore

di λ rimane costante, contrariamente a quanto avviene nei metodi di con-
tinuazione. Essi infatti consistono nel risolvere il problema (2.4) con una
serie di fattori di penalizzazione dal valore crescente λ1 < λ2 < · · · < λn.
Usando un approccio di Bregman è possibile scegliere il valore del parame-
tro di scala che sia ottimale ai fini di una rapida convergenza; inoltre per
λ→ ∞ non si provoca instabilità come accade nei metodi di continuazione.

2.2.2 Metodo di Split Bregman

Come anticipato, questa variante del metodo di Bregman è adatta a risolve-
re i problemi di ottimizzazione aventi un termine L1, la cui forma generale
è dunque:

min
u
{‖E(u)‖1 + K(u)} (2.7)

dove con ‖ · ‖1 si indica la norma L1. Si assume inoltre che K(·) e E(·) siano
funzionali convessi, e che inoltre E(·) sia differenziabile.

Se K(·) è un termine L2, la difficoltà risiede nella presenza di coupling
tra la porzione L1 e L2. Il punto di partenza di questo metodo è quindi il
disaccoppiamento dei due termini mediante l’introduzione di una quantità
ausiliaria. Si risolve:

min
u,d
{‖d‖1 + K(u)} t.c. d = E(u), (2.8)

il che equivale alla seguente minimizzazione

min
u,d

{
‖d‖1 + K(u) +

λ

2
‖d− E(u)‖2

2

}
.

Per imporre il vincolo si può usare un’iterazione di Bregman

(uk+1, dk+1) = min
u,d

{
Dp

E(u, uk, d, dk) +
λ

2
‖d− E(u)‖2

2

}
= min

u,d

{
Φ(u, d)− 〈pk

u, u− uk〉 − 〈pk
d, d− dk〉+ λ

2
‖d− E(u)‖2

2

}
pk+1

u = pk
u − λ(∇E)T(E(uk+1)− dk+1)

pk+1
d = pk

d − λ(dk+1 − E(uk+1)),
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2.2 Algoritmo iterativo di minimizzazione

dove si è posto Φ(u, d) = ‖d‖1 + K(d).
Seguendo la versione semplificata dell’algoritmo, analogamente a (2.5)

-(2.6), si ottiene un’iterazione dello schema di Split Bregman:

(uk+1, dk+1) = min
u,d

{
‖d‖1 + K(u) +

λ

2
‖d− E(u)− bk‖2

2

}
(2.9)

bk+1 = bk + (E(uk+1)− dk+1). (2.10)

In questo modo si è ridotto il problema (2.7) ad una sequenza di proble-
mi di ottimizzazione non vincolata con l’aggiunta di bk, che chiameremo
aggiornamento di Bregman. Si tratta di un algoritmo molto efficiente: infatti
le componenti L1 e L2 del funzionale sono ora separate, e si può risolvere il
problema (2.9) minimizzando separatamente rispetto a u e d nel seguente
modo:

Step 1: uk+1 = min
u

{
K(u) +

λ

2
‖dk − E(u)− bk‖2

2

}
(2.11)

Step 2: dk+1 = min
d

{
‖d‖1 +

λ

2
‖d− E(uk+1)− bk‖2

2

}
. (2.12)

Il primo step può essere risolto con un’ampia gamma di tecniche, tra cui
le più usate sono Gauss-Seidel o alcuni passi del gradiente coniugato. La
soluzione del secondo step invece può essere trovata esplicitamente usando
i cosiddetti operatori di shrinkage:

dk+1
j = shrink(E(u)j + bk

j , 1/λ)

dove
shrink(x, γ) =

x
|x| ·max(|x| − γ, 0).

Lo shrinkage (detto anche thresholding) è una semplice tecnica spesso
usata per il denoising di segnali e immagini. È stata introdotta da Donoho
nel 1994 ([30]) in una duplice forma: operatori di soft e hard thresholding. I
primi hanno attirato maggiormente l’attenzione della comunità scientifica,
grazie alla loro efficienza.

L’idea alla base degli algoritmi di shrinkage è piuttosto semplice. Si
consideri per semplicità il problema di minimizzazione della funzione sca-
lare g(x) al variare di x0:

g(x, x0) =
1
2
(x− x0)

2 + λ|x|p.

Il sottogradiente della funzione g calcolato nel punto di minimo x∗ deve
essere tale che 0 ∈ ∂g(x∗, x0). Quindi bisogna risolvere l’equazione:

0 ∈ x− x0 + λp ·


(x)p−1 x > 0
0 x = 0

− (−x)p−1 x < 0
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Capitolo 2 Ricerca del minimo

La soluzione di tale problema porta all’espressione della funzione x∗ =
shrink(x0, λ) che trova il minimo globale di g(x). Si noti che tale funzio-
ne definisce un unico x∗ per ogni valore di x0, ma non viceversa; diversi
valori di x0 possono essere associati alla stessa soluzione. L’operatore di
shrinkage mappa i valori vicini all’origine allo 0, e quelli esterni vengono
avvicinati (compressi, shrinked!) all’origine di un fattore λ. Si possono
consultare [21, 34] per un ulteriore approfondimento.
Inserendo lo schema iterativo (2.11)-(2.12) all’interno dell’iterazione di Split
Bregman definita da (2.9)-(2.10) si ottiene il seguente:

1 ALGORITMO DI SPLIT BREGMAN GENERALIZZATO

while ‖uk − uk−1‖2 > tol do
for n = 1→ N do

uk+1 = min
u

{
K(u) +

λ

2
‖dk − E(u)− bk‖2

2

}
dk+1

j = shrink
(

E(u)j + bk
j , 1

λ

)
end for
bk+1 = bk + (E(uk+1)− dk+1)

end while

In realtà non è conveniente risolvere il sottoproblema inserito nel ci-
clo for fino a convergenza. Infatti l’eccesso di precisione rischia di andare
sprecato quando si calcola il valore del parametro di Bregman bk al passo
successivo.

Empiricamente si trova che nella maggior parte dei casi conviene effet-
tuare un unico aggiornamento delle incognite (u, d). Infatti l’algoritmo con-
verge anche se viene risolto in maniera approssimata rispetto alla variabile
uk+1. La robustezza del metodo di Split Bregman è dovuta al fatto che tutti
i suoi punti fissi sono minimi del problema originale. Sia (u∗, b∗) punto fis-
so di (2.9)-(2.10), allora vale b∗ = b∗ + E(u∗)− d∗ e quindi d∗ = E(u∗). Per
i risultati di convergenza già citati, la coppia (u∗, b∗) soddisfa il problema
vincolato (2.8).

2.3 Applicazione ai problemi di segmentazione

2.3.1 Globally Convex Segmentation

I risultati introdotti nella Sezione 2.1 permettono di analizzare con mag-
giore consapevolezza i modelli di segmentazione presentati nel Capitolo
1. Si è intenzionalmente lasciato molto spazio alla descrizione dei limiti di
ognuno di essi, in modo da sottolineare la complessità del problema della
segmentazione. Tali limiti derivano proprio dalla mancata convessità dei
funzionali considerati. In particolare, nel modello di Kass et al. l’energia
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2.3 Applicazione ai problemi di segmentazione

(1.3) raggiunge il suo minimo globale quando la curva c si contrae fino a
diventare un singolo punto. Quindi tutte le soluzioni non degeneri di que-
sto problema sono solamente minimi locali. Anche il modello di Chan e
Vese (1.12) effettua una minimizzazione su un insieme non convesso. In-
fatti tale problema di ottimizzazione può essere interpretato come la ricerca
della migliore approssimazione dell’immagine data tra tutte le funzioni che
possono assumere solamente due valori; questo insieme di funzioni non è
convesso.

I risultati di entrambi questi modelli sono molto sensibili all’inizializza-
zione della curva, e spesso il processo di minimizzazione si ferma quando
trova un minimo locale. Per risolvere i problemi derivanti dalla non con-
vessità dei funzionali energia, sono stati proposti diversi modelli convessi
di segmentazione. Ne introduciamo uno nel seguito.

Chan et al. propongono in [54] una nuova formulazione del modello
di Chan e Vese basato sull’uso di funzionali convessi. Tale approccio viene
chiamato globally convex segmentation (nel seguito GCS) ed è molto affidabi-
le oltre a poter essere integrato con metodi iterativi per trovare rapidamente
la soluzione dei problemi di minimizzazione.

Nell’algoritmo originale di Chan e Vese si approssima la funzione di
Heaviside con una funzione regolare Hε(x) il cui supporto non è compatto.
Di conseguenza, la soluzione stazionaria di (1.13) coincide con quella di

∂φ

∂t
= µdiv

(
∇φ

|∇φ|

)
− ν− λ1(u0 − c1)

2 + λ2(u0 − c2)
2 (2.13)

dove si è semplicemente omessa la funzione di Heaviside. Tale flusso cor-
risponde all’equazione di Eulero-Lagrange associata alla seguente energia
(per semplicità di scrittura si considera ν = 0):

E(φ) =
∫

Ω
|∇φ|+

∫
Ω

φ
(
λ1(u0 − c1)

2 + λ2(u0 − c2)
2) dx. (2.14)

Indicando con r = λ1(u0 − c1)
2 + λ2(u0 − c2)2, l’energia in (2.14) si riscrive

come segue:
E(φ) = ‖∇φ‖1 + 〈φ, r〉.

Il passaggio dalla formulazione originale dell’energia (1.12) a quella in
(2.14) è proprio ciò che permette di ottenere un problema convesso, come
auspicato. Infatti la funzione H(φ) è una parametrizzazione delle funzioni
binarie, il cui insieme non è convesso. Eliminare la funzione di Heaviside
corrisponde a rimuovere il vincolo di non convessità: la minimizzazione
viene effettuata su un insieme di funzioni che possono assumere qualsiasi
valore intermedio!

Tuttavia il funzionale E(φ) in (2.14) è omogeneo di primo grado in φ,
quindi non ammette un minimo unico. Analogamente il flusso (2.13) non
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ha uno stato stazionario: con l’avanzare del tempo la funzione di level set
φ tende a +∞ laddove è positiva, e a −∞ dove è negativa. Tale effetto
è intrinseco nella rappresentazione di level set, alla cui non unicità si è
già accennato in precedenza. Per risolvere questo problema è sufficien-
te limitare la funzione φ in un intervallo ristretto, chiedendo, ad esempio
0 ≤ φ(x) ≤ 1, ∀x ∈ Ω. In [54] si dimostra il seguente risultato:

Teorema 2.4

Siano c1, c2 ∈ R fissati, e sia φ∗ una qualsiasi soluzione del problema
convesso

min
0≤φ≤1

{‖∇φ‖1 + 〈φ, r〉} . (2.15)

Allora per q.o. µ ∈ [0, 1] la funzione caratteristica

χΩC(µ) = {x : φ∗(x) ≥ µ}

è un minimo globale di (1.12).

La regione ΩC è l’area della curva in evoluzione C, indipendente dal valore
di µ. Questo teorema afferma che i minimizzanti cosı̀ ottenuti soddisfano
anche il vincolo più stretto rappresentato dalla presenza della funzione di
Heaviside, e che il risultato della segmentazione sarà una funzione binaria.

L’indipendenza del metodo GCS dall’inizializzazione dei contorni si
può apprezzare in Figura 2.1 dove si cerca ancora una volta di segmentare
la risonanza magnetica di un cervello. In basso a sinistra si ha il risultato del
processo di segmentazione usando l’algoritmo GCS, che in sole 6 iterazioni
raggiunge la convergenza con entrambi i dati iniziali mostrati in alto. La
qualità della segmentazione risultante è inoltre elevata. Viceversa, quando
si sceglie una curva iniziale esterna all’immagine, il metodo di Chan e Vese
rimane bloccato su un minimo locale e la segmentazione, pur svolgendo
quasi 500 iterazioni, non riesce ad individuare i dettagli. Ciò non avvie-
ne quando il contorno iniziale è interno all’immagine, come si può vedere
nella figura a destra.

Tale algoritmo convesso di segmentazione viene ulteriormente perfe-
zionato da Bresson et al. in [16]. Gli autori incorporano nell’espressione
dell’energia (2.15) un termine che agisce da edge-detector. Innanzitutto de-
finiamo la norma Total Variation (TV) di una funzione u : Ω → R come
segue:

TV(u) =
∫

Ω
|∇u(x)|dx.

Si può inoltre definire una norma TV pesata con una funzione g(x):

TVg(u) =
∫

Ω
g(x)|∇u(x)|dx = |∇u|g.
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Figura 2.1: In alto l’immagine iniziale e due diverse inizializzazioni del
contorno. In basso il risultato della segmentazione con GCS (sinistra)
e con Chan-Vese (mezzo e destra) usando i contorni iniziali sovrastanti.
Immagine ottenuta con MATLAB.

Sostituendo in (2.15) questa norma al posto di quella L1(Ω), si ottiene un’e-
spressione dell’energia molto simile a quella originariamente definita da
Kass et al. nel loro modello GAC, data da:

min
0≤φ≤1

{
|∇φ|g + 〈φ, r〉

}
. (2.16)

Se g è una funzione edge-detector questa modifica favorisce la segmenta-
zione ad un livello più dettagliato.

Il risultato più importante ottenuto con la convessificazione del fun-
zionale energia consiste nella possibilità di applicare algoritmi rapidi per
trovare una soluzione al problema di minimizzazione; a questo proposito
citiamo tre diversi approcci.

• In [54] Chan et al. propongono di imporre il vincolo di disugua-
glianza usando una funzione di penalizzazione esatta, e di risolvere
il problema:

min
φ
{‖∇φ‖1 + 〈φ, r〉+ 〈α, ν(φ)〉}

dove ν(ξ) = max{0, 2|ξ − 0.5| − 1}. Gli autori dimostrano che la
soluzione di tale problema è equivalente a quella di (2.15) per valori
sufficientemente grandi di α.
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• Invece Bresson et al. in [16] usano uno splitting della norma TV e,
per valori molto piccoli di θ, risolvono, prima per u e poi per v, il
problema:

min
φ,v

{
TVg(φ) + 〈φ, r〉+ 〈α, ν(φ)〉+ 1

2θ
‖u− v‖2

2

}
.

• Infine in [42] Goldstein, Bresson e Osher propongono l’utilizzo del
metodo di Split-Bregman, come vedremo nel prossimo paragrafo.

2.3.2 Applicazione a Chan-Vese

Si vuole minimizzare il funzionale in (2.16). Quindi, seguendo le notazioni
introdotte nel paragrafo 2.2.2: ‖E(φ)‖ = |∇φ|g e K(φ) = µ〈φ, r〉. Per risol-
vere il problema si introduce la variabile ausiliaria ~d = ∇φ, e il vincolo di
uguaglianza viene imposto tramite un moltiplicatore di Lagrange λ:

(φ∗, ~d∗) = min
0≤φ≤1,~d

{
|~d|g + µ〈φ, r〉+ λ

2
‖~d−∇φ‖2

2

}
.

Analogamente a (2.10)-(2.9) si separano i due termini da ottimizzare
ottendo la seguente sequenza di ottimizzazione:

(φk+1, ~dk+1) = min
0≤φ≤1,~d

{
|~d|g + µ〈φ, r〉+ λ

2
‖~d−∇φ−~bk‖2

2

}
(2.17)

~bk+1 = ~bk +∇φk+1 − ~dk+1. (2.18)

Come spiegato (2.17)-(2.18) si risolve prima ottimizzando rispetto a φ e
poi rispetto a ~d, in entrambi i casi mantenendo fissa l’altra variabile.

L’equazione di Eulero-Lagrange legata a (2.17), per ~d fisso è:

4φ =
µ

λ
r + div (~d−~b), con 0 ≤ φ ≤ 1. (2.19)

Si consideri il problema della minimizzazione di (2.17) per φi,j, mantenendo
tutti gli altri elementi di φ costanti. L’energia in considerazione è quadra-
tica in φi,j, quindi il suo minimo si trova risolvendo l’equazione (2.19) per
φi,j. Se la soluzione di tale equazione si trova nell’intervallo [0, 1], allora
questo minimo globale corrisponde col minimo del problema vincolato. In
caso contrario si deduce che l’energia, essendo quadratica, è strettamente
monotona nell’intervallo [0, 1] e che il minimo del problema vincolato si
trova nell’estremo più vicino alla soluzione trovata.

Goldstein et al. propongono di discretizzare questa equazione con il
metodo delle differenze finite, usando lo stencil a 5 punti per il laplaciano
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e le differenze finite all’indietro per l’operatore di divergenza:

αi,j = dx
i−1,j − dx

i,j + dy
i,j−1 − dy

i,j − (bx
i−1,j − bx

i,j + by
i,j−1 − by

i,j)

βi,j =
1
4
(φi−1,j + φi+1,j + φi,j−1 + φi,j+1 −

µ

λ
r + αi,j)

φi,j = max{min{βi,j, 1}, 0}.

(2.20)

Si noti che tale discretizzazione può essere assimilata ad un’iterazione del
metodo di Gauss-Seidel, ragion per cui nel seguito verrà indicata con la
notazione GS(rk, ~dk,~bk).

Poi, per φ fisso, la minimizzazione di (2.17)-(2.18) rispetto a ~d è data da:

~dk+1 = shrink
(
~bk +∇φk+1, gλ

)
.

Abbiamo cosı̀ ottenuto uno schema per risolvere facilmente il problema
della segmentazione utilizzando l’algoritmo di Chan e Vese.

2 CHAN-VESE: GCS E SPLIT BREGMAN

while ‖φk+1 − φk‖2 > tol do
Aggiorna rk = (ck

1 − u0)2 − (ck
2 − u0)2

φk+1 = GS(rk, ~dk,~bk)
~dk+1 = shrink(∇φk+1 +~bk, gλ)
~bk+1 =~bk +∇φk+1 − ~dk+1

Trova Ωk+1 = {x : φk+1(x) > µ}
Aggiorna i valori di ck+1

1 =
∫

Ωk+1 u0dx e ck+1
2 =

∫
(Ωk+1)c u0dx

end while

2.3.3 Applicazione a RSF

In [72] Osher et al. usano una procedura del tutto analoga a quella vista nei
paragrafi precedenti per risolvere le equazioni del modello region-based
basato sul region-scalable fitting, presentato nella Sezione 1.4.2.

Analogamente al funzionale studiato nel metodo di Chan e Vese, anche
l’energia del modello RSF è concava, e potrebbe avere minimi solo locali.
Per eludere questo limite si utilizza ancora l’approccio del metodo GCS.

Considerando l’equazione di flusso (1.23), si prende ν = 1 e si trascura
l’ultimo termine:

∂φ

∂t
= δε

[
(−λ1e1 + λ2e2) + div

(
∇φ

|∇φ|

)]
. (2.21)

Si può dimostrare ([54]) che la soluzione stazionaria di (2.21) coincide con
la soluzione stazionaria di:

∂φ

∂t
=

[
(−λ1e1 + λ2e2) + div

(
∇φ

|∇φ|

)]
.
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Risolvere tale equazione di flusso corrisponde a minimizzare il seguente
funzionale:

E(φ) = ‖∇φ‖1 + 〈φ, λ1e1 − λ2e2〉. (2.22)

Per garantire l’esistenza di un unico minimo globale è necessario restringe-
re il dominio della soluzione in un intervallo finito a0 ≤ φ ≤ b0 cosicché:

φ∗ = min
a0≤φ≤b0

E(φ)

Al fine di aumentare la precisione del metodo si incorpora un termine
dipendente dalla posizione dei contorni, sfruttando la edge detector function
g(s) = 1/(1 + βs2) già definita in precedenza. Nell’equazione (2.22) si
sostituisce a ‖∇φ‖ la norma TV pesata ottenendo cosı̀ come espressione
finale del problema di minimizzazione:

φ∗ = min
a0≤φ≤b0

E(φ) = min
a0≤φ≤b0

{
|∇φ|g + 〈φ, r〉

}
con r = λ1e1 − λ2e2.

Per applicare la procedura di Split-Bregman si introduce la variabile
ausiliaria ~d = ∇φ e si aggiunge un termine di secondo grado per imporre
il vincolo di uguaglianza:

(φ∗, ~d∗) = min
a0≤φ≤b0

{
|~d|g + 〈φ, r〉+ λ

2
‖~d−∇φ‖2

2

}
.

Si può ora applicare la procedura di Split-Bregman, analogamente a quanto
fatto in (2.17)-(2.18), ottenendo:

(φk+1, ~dk+1) = min
a0≤φ≤b0

{
|~d|g + 〈φ, r〉+ λ

2
‖~d−∇φ−~bk‖2

2

}
(2.23)

~bk+1 =~bk +∇φk+1 − ~dk+1. (2.24)

Come spiegato precedentemente, questo problema di minimizzazione si
risolve fissando alternativamente ~d e φ. L’equazione di Eulero-Lagrange
legata a (2.23), per ~d fisso è:

4φ =
r
λ
+ div (~d−~b), con a0 ≤ φ ≤ b0.

Tale equazione viene discretizzata come in (2.20) con un metodo di Gauss-
Seidel associato alle differenze finite. Si procede poi con la minimizzazione
di (2.24) rispetto a ~d per φ fisso, data da:

~dk+1 = shrink(~bk +∇φk+1,
g
λ
).

In conclusione, il metodo basato sulla region scalable energy viene ri-
solto con il seguente algoritmo iterativo:
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3 RSF: GCS E SPLIT BREGMAN

while ‖φk+1 − φk‖2 > tol do
Aggiorna rk = λ1ek

1 − λ2ek
2

φk+1 = GS(rk, ~dk,~bk, λ)
~dk+1 = shrink(∇φk+1 +~bk, g/λ)
~bk+1 =~bk +∇φk+1 − ~dk+1

Trova Ωk+1 = {x : φk+1(x) > α}
Aggiorna i valori di ek+1

1 e ek+1
2

end while

Al momento dell’inizializzazione la funzione di level set φ assume un
valore costante b0 all’interno di una regione e a0 all’esterno della stessa. La
media α = (a0 + b0)/2 è il valore di soglia, che permette di identificare la
posizione del contorno attivo.

In Figura 2.2 si può apprezzare come la risoluzione del problema ori-
ginale con questo algoritmo conservi le buone proprietà del metodo. Es-
so riesce infatti a segmentare correttamente un’immagine fortemente diso-
mogenea, obiettivo non raggiunto invece dal metodo di Chan e Vese (Fig.
2.2(b)).

(a) Contorno iniziale (b) Metodo in [42] (c) Metodo in [72]

Figura 2.2: Confronto tra due tecniche di segmentazione entrambe risolte
con l’algoritmo di Split-Bregman; tratto da [72].

42



Capitolo 3

Adattività di griglia

La struttura del presente capitolo è essenzialmente divisa in tre parti. Nella
Sezione 3.1 si introduce un problema modello e si fornisce una panorami-
ca di alcune tra le tecniche di adattività più diffuse. Poi nella Sezione 3.2
si presentano le tecniche di stima dell’errore più utilizzate nella comunità
scientifica. Successivamente, nella Sezione 3.3, viene introdotto uno tra gli
stimatori più usati in ambito ingegneristico, grazie alla sua semplicità teo-
rica e alla sua grande efficienza computazionale: si tratta dello stimatore
proposto da Zienkiewicz e Zhu nel 1987 [77].

Tale stimatore è di particolare importanza per questo lavoro in quanto,
nei capitoli che seguono, verrà utilizzato per adattare la griglia in alcuni
problemi di segmentazione.

3.1 Introduzione

La modellazione numerica della realtà è raramente priva di errore. Tale
errore può avere fonti differenti: può, ad esempio, derivare da un errore
nella formulazione del modello matematico, oppure dalla discretizzazio-
ne del modello continuo, o ancora essere dovuto ad un errore di roundoff
intrinseco nell’aritmetica di un computer.

In questa sede concentriamo la nostra attenzione sull’errore di discretiz-
zazione, che si definisce come la differenza tra la soluzione esatta del pro-
blema differenziale e quella approssimata fornita dallo schema di discre-
tizzazione scelto. In particolare, ci interessiamo al metodo degli elementi
finiti ([59]), in cui il problema in esame viene discretizzato su una griglia di
calcolo (mesh), composta solitamente da triangoli o tetraedri, e ridotto cosı̀
ad un sistema di equazioni algebriche. La soluzione è infatti approssima-
ta su ciascun elemento della mesh mediante un’opportuna combinazione
lineare di funzioni di base (ad esempio di polinomi). Il grado di tali funzio-
ni e le caratteristiche della griglia influenzano l’errore di discretizzazione.
La necessità di confrontarsi con questo limite delle simulazioni ha stimo-
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lato il proliferare di analisi sull’errore: come si può misurare, controllare e
minimizzare l’errore di discretizzazione?

Una tecnica spesso usata per ridurre l’errore nelle simulazioni ad ele-
menti finiti consiste nella costruzione di una griglia di calcolo che ten-
ga conto del comportamento locale della soluzione, cioè sia più raffinata
laddove l’errore è maggiore e viceversa. Le caratteristiche della griglia di
calcolo sono infatti fondamentali: una buona griglia non solo permette di
catturare le peculiarità della soluzione del problema, ma soprattutto di ri-
durre il costo computazionale. Per questo motivo sono state sviluppate
diverse tecniche di adattività di griglia che, attraverso algoritmi ricorsivi,
costruiscono una mesh efficiente. Al fine di misurare e controllare l’erro-
re di discretizzazione si ricorre inoltre alle cosiddette stime dell’errore, che
possono essere a priori o a posteriori.

3.1.1 Errore di discretizzazione

Introduciamo un problema modello definito su un dominio limitato Ω ⊂
R2 con frontiera Lipschitziana ∂Ω = ΓN ∪ ΓD, con

◦
ΓN ∩

◦
ΓD =∅:

−4u = f in Ω,
∂u
∂n

= g su ΓN ,

u = 0 su ΓD.

(3.1)

Si assume la seguente regolarità sui dati: f ∈ L2(Ω) e g ∈ L2(ΓN).
La forma variazionale di questo problema è:

trovare u ∈ V ={v ∈ H1(Ω) : v = 0 su ΓD} tale che:
B(u, v) = L(v) ∀v ∈ V

(3.2)

dove

B(u, v) =
∫

Ω
∇u · ∇vdx e L(v) =

∫
Ω

f vdx +
∫

ΓN

gvds.

Sia ora Vh una famiglia di spazi dipendente da un parametro positivo
h, tali che

Vh ⊂ V, dim(Vh) = Nh < +∞ ∀h > 0.

Allora il problema discreto assume la forma

trovare uh ∈ X : B(uh, vh) = L(vh) ∀vh ∈ Vh

e viene detto problema di Galerkin. La funzione uh è l’approssimazione alla
Galerkin della soluzione u di (3.2). Indicando con {ϕj, j = 1, . . . , Nh} una
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base di Vh, basta che il problema di Galerkin sia verificato per ogni funzione
della base, cioè che valga:

B(uh, ϕi) = L(ϕi), ∀i = 1, . . . , Nh.

Una scelta classica per Vh è lo spazio ad elementi finiti di grado r sui singoli
triangoli della mesh Th :

Xr
h = {vh ∈ C0(Ω̄) : vh|K ∈ Pr, ∀K ∈ Th} r = 1, 2, . . .

dove Pr è lo spazio dei polinomi di grado (globale) minore o uguale a r.
Quando si parla di soluzione approssimata di grado r si sceglie dunque

Vh = Xr
h ∩ V, dove l’intersezione con lo spazio V serve per garantire le

condizioni al bordo essenziali.
Per migliorare l’approssimazione agli elementi finiti uh della soluzio-

ne u si desidera controllare l’errore di discretizzazione eh = u − uh. Tale
quantità, appartenente allo spazio V, soddisfa le seguenti relazioni:

B(eh, v) = B(u, v)− B(uh, v) = L(v)− B(uh, v) ∀v ∈ V; (3.3)
B(eh, vh) = 0 ∀vh ∈ Vh (ortogonalità di Galerkin).

L’errore eh dipende dalla regolarità della soluzione u, dal grado r di uh
e dal passo h di griglia. Infatti, per u ∈ Hp+1(Ω), vale la relazione

‖eh‖H1(Ω) ≤ Chs|u|Hs+1(Ω), s = min{r, p} (3.4)

dove C è una costante indipendente da h.

3.1.2 Tecniche di adattività

Alla luce della stima (3.4), si possono seguire due strade per migliorare la
qualità dell’approssimazione uh:
• ridurre il passo h della griglia Th;
• aumentare il grado polinomiale r (a patto di avere una soluzione u

sufficientemente regolare).
Nel primo caso si parla di h-adattività, nel secondo di p-adattività. Ovvia-
mente è anche possibile scegliere una tecnica mista, che modifichi contem-
poraneamente la griglia e il grado della soluzione.

L’adattività di tipo h, detta anche adattività di griglia, fu introdotta per
prima ed è ancora adesso la tecnica più adottata nella pratica; per questo
motivo la trattazione che segue è incentrata sulla h-adattività.

L’adattazione di griglia è una procedura iterativa in cui si alternano la
soluzione del problema discreto e la costruzione della nuova griglia. Più
nello specifico, a partire da una triangolazione iniziale del dominio T 0

h ,
si vuole generare una sequenza di griglie (adattate) T k

h , con k > 0, che
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Figura 3.1: Le diverse procedure di adattività; evidenziata in verde quella
di maggiore interesse per questo lavoro.

permettano di migliorare la qualità dell’approssimazione uh mantenendo
ridotto il costo computazionale. Come mostrato in Figura 3.1, che esempli-
fica i principali tipi di adattazione, possiamo essenzialmente distinguere le
tecniche di adattazione di griglia in euristiche e teoriche.

Le tecniche euristiche si basano su informazioni generalmente geome-
triche (gradiente, curvatura) della soluzione approssimata. Ne deriva un
approccio abbastanza intuitivo: laddove uh presenta brusche variazioni la
griglia viene raffinata e viceversa. Le variazioni della soluzione sono rap-
presentate dal valore delle sue derivate, quindi due valide alternative per
guidare la procedura adattativa sono il gradiente oppure la matrice Hes-
siana. Proprio sul valore di quest’ultima si basa, ad esempio, il comando
adaptmesh di FreeFem++ [45], le cui caratteristiche verranno descritte ac-
curatamente nel Capitolo 5. Esempi di adattazione euristica della griglia
nell’ambito del trattamento delle immagini saranno presentati in Sezione
3.4.

Al contrario le tecniche teoriche si basano sui cosiddetti stimatori del-
l’errore di cui ci occuperemo nel resto del capitolo. Si vuole controllare
l’errore di discretizzazione eh misurato rispetto ad una certa norma. Ad
esempio, se ci riferiamo alla norma dell’energia

|||eh|||2 =
∫

Ω
|∇u−∇uh|2dx, (3.5)

vogliamo controllare |||eh||| con una stima della forma

|||eh||| ≤ η =

(
∑

K∈Th

η2
K

)1/2

,
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dove η è lo stimatore globale, mentre ηK rappresenta il corrispondente
stimatore locale, ovvero associato all’elemento K della triangolazione Th.

Basandosi su uno stimatore dell’errore di questo tipo si può procede-
re con la generazione della griglia adattata. Anche in questo frangente,
esistono diverse strategie:
- economicità della griglia : fissato il numero massimo di elementi K, co-

struisco la griglia che minimizza l’errore di discretizzazione;
- controllo dell’errore : fissata la tolleranza τ su eh, genero la griglia con il

numero minimo di elementi e tale per cui η ' τ.
Tali strategie non sono equivalenti, e possono dare luogo a risultati sensi-
bilmente diversi. La strategia da seguire viene scelta in base all’obiettivo
della simulazione: la prima permette di controllare il costo computazio-
nale, mentre la seconda produce un’approssimazione con un’accuratezza
desiderata.

Solitamente queste due tecniche vengono poi combinate con un criterio
ben noto nell’ambito dell’adattazione di griglia, ovvero la cosiddetta equi-
distribuzione dell’errore: fissato il numero di elementi N della griglia o, in
alternativa, la tolleranza desiderata τ, si crea una griglia tale per cui ηK = τ

N
è costante in ogni K.

Ovviamente la procedura alla base dell’adattazione di griglia guidata
da uno stimatore è ricorsiva: a partire dalla griglia iniziale T 0

h , ad ogni
passo j > 0 si calcola la soluzione approssimata uj

h, usata per valutare lo
stimatore η. Si procede con la costruzione della griglia T j+1

h attraverso una
delle tecniche citate. Risolvendo il problema differenziale sulla nuova gri-
glia si ottiene cosı̀ la soluzione approssimata uj+1

h ; il procedimento iterativo
continua finché non si ottiene la tolleranza desiderata, solitamente valutata
semplicemente come:

‖uj+1
h − uj

h‖ ≤ toll.

La costruzione e l’utilizzo degli stimatori ai fini di un’adattazione di gri-
glia sarà argomento delle prossime sezioni: nella Sez. 3.2 si descrivono al-
cune tra le più diffuse tipologie di stimatori per poi focalizzare l’attenzione,
nella Sez. 3.3, sullo stimatore usato nei prossimi capitoli.

3.2 Stima dell’errore

Si è già fatto riferimento al ruolo fondamentale degli stimatori dell’errore
nella creazione di una griglia computazionale adattata. È però necessa-
rio che uno stimatore dell’errore soddisfi alcune proprietà specifiche per
assicurare l’efficacia della strategia adattativa.

Innanzitutto uno stimatore deve essere locale, cioè calcolabile a partire
da quantità dipendenti solamente dall’elemento K o, al massimo, da un in-
sieme K̃ di elementi ad esso adiacenti. L’insieme K̃ è detto patch di elementi
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Figura 3.2: Esempio di patch K̃ associato all’elemento K.

associato a K e contiene K insieme a tutti gli elementi che hanno in comune
con K almeno un vertice, come mostrato in Figura 3.2.
Un buono stimatore (globale) dell’errore deve inoltre essere affidabile, ossia
deve

∃C1 ' 1 tale che C1 |||eh||| ≤ η,

ed efficiente, cioè:

∃C2 ' 1 tale che η ≤ C2 |||eh||| .

Queste due relazioni garantiscono che η tenda a zero con la stessa velo-
cità dell’errore eh. Data la natura locale dello stimatore, quando tali pro-
prietà valgono a livello globale valgono in maniera analoga anche per lo
stimatore locale ηK. Non sempre efficienza e affidabilità sono verificabili
contemporaneamente; in caso lo siano, si dice che lo stimatore è robusto.

La “bontà” di uno stimatore si misura con il cosiddetto effectivity index,
definito come:

θ =
η

|||eh|||
. (3.6)

Uno stimatore ottimale dovrebbe avere θ ' 1 ma, nelle applicazioni inge-
gneristiche, spesso si considerano accettabili valori fino a 3.

Si può distinguere tra stimatori a priori e a posteriori. I primi sono funzio-
ni della soluzione esatta u e della dimensione dell’elemento K; cioè forni-
scono essenzialmente informazioni sull’ordine di convergenza del metodo
numerico utilizzato. Gli stimatori a priori si differenziano dagli stimatori a
posteriori che si basano invece sulla soluzione approssimata uh, calcolabile
esplicitamente, e dunque forniscono informazioni quantitative.

I prossimi paragrafi contengono un’analisi approfondita degli stimatori
sia a priori (Sez. 3.2.1), sia a posteriori (Sez. 3.2.2).
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3.2.1 Stimatori a priori

La tecnica di stima a priori più diffusa si basa su una stima dell’errore di in-
terpolazione, cioè la differenza tra una data funzione e una sua opportuna
interpolante.

Sia Πr
K l’operatore di interpolazione locale che, per ogni r ≥ 1, associa a

tutte le funzioni v ∈ C0(Ω̄) il polinomio Πr
Kv ∈ Pr(K), interpolante v nei

gradi di libertà dell’elemento K ∈ Th. L’operatore di interpolazione globale
Πr

h : C0(Ω̄)→ Vh, ∀r ≥ 1 si definisce nel seguente modo:

Πr
hv ∈ X : Πr

hv|K = Πr
K(v|K) ∀K ∈ Th. (3.7)

In [59] si ricava una stima locale dell’errore di interpolazione caratterizzata
dalla seguente forma:

|v−Πr
Kv|H1(K) ≤ C

hr+1
K
ρK
|v|Hr+1(K) ∀v ∈ Hr+1(K)

dove ρK e hK denotano rispettivamente la sfericità e il diametro dell’ele-
mento K. La corrispondente stima globale dell’errore di interpolazione
è:

|v−Πr
hv|H1(Ω) ≤ Chr|v|Hr+1(Ω) ∀v ∈ Hr+1(Ω)

essendo C = C(r, K) una costante indipendente da v e da h. Da qui si
deduce la seguente stima a priori per l’errore di discretizzazione, valida
per u ∈ Hr+1(Ω) e per uh ottenuta con il metodo agli elementi finiti di
grado r:

‖u− uh‖H1(Ω) ≤ C

(
∑

K∈Th

h2r
K |u|2Hr+1(K)

)1/2

. (3.8)

Per procedere con la costruzione della griglia adattata, si approssimano
le derivate di ordine r + 1 di u che intervengono nella definizione della
seminorma |u|Hr+1(K) con le derivate di una soluzione approssimata suffi-
cientemente ricca uh∗ , calcolata su una griglia di passo h∗. Solitamente di
costruisce uh∗ o utilizzando elementi finiti di grado maggiore di r oppure
usando una griglia più fitta e provvedendo poi a ricostruire opportuna-
mente le derivate richieste. Infatti, una possibile difficoltà intrinseca della
stima (3.8) risiede nella mancata regolarità delle derivate di ordine r + 1 di
uh∗ in Ω. Si consideri ad esempio il caso di elementi finiti lineari (r = 1): oc-
corre in questo caso procedere con un’adeguata ricostruzione della matrice
Hessiana, indicata con D2

h

∣∣
K∗ , ∀K∗ ∈ Th∗ . Tale matrice fornisce un’appros-

simazione costante a tratti delle derivate seconde e gode della regolarità
richiesta. Il termine di destra della (3.8) può cosı̀ essere usato come sti-
matore, ricorrendo ad una delle tecniche di adattazione precedentemente
citate.
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3.2 Stima dell’errore

3.2.2 Stimatori a posteriori

I pionieri delle tecniche di stima a posteriori dell’errore di discretizzazione
sono stati I. Babuška e W.C. Rheinboldt, che nel 1978 hanno compreso l’u-
tilità di questa analisi come base per la costruzione di risolutori adattativi
ad elementi finiti [10]. Negli anni successivi sono state introdotte nume-
rose tecniche innovative nell’analisi a posteriori, alcune delle quali sono
ricordate nel seguito del paragrafo.

Essendo il panorama degli stimatori a posteriori dell’errore piuttosto
ampio, si è scelto di descrivere unicamente le metodologie più note e di
spiegare brevemente il loro utilizzo applicandole al problema modello (3.1).

Stimatori espliciti/residuali

Come suggerisce il loro stesso nome, questi stimatori possono essere calco-
lati direttamente a partire dall’approssimazione ad elementi finiti e dai dati
del problema. Sono stati proposti nel 1984 da L. Demkowicz et al. in [29],
quasi in contemporanea agli analoghi stimatori proposti da R.E. Bank e A.
Weiser [12].

Prima di ricavare l’espressione dello stimatore, introduciamo alcune
utili notazioni. Indichiamo con

rh = f +4uh in K,

il residuo interno associato al problema (3.1) e con

R =


g− ∂uh

∂nK
su e ∩ ΓN ,

−
[

∂uh

∂nK

]
e

su e \ ΓN .

il corrispondente residuo di bordo. In queste espressioni nK è il versore
normale al lato e di K, mentre

[
∂uh
∂nK

]
e

è il salto della derivata conormale sul

lato e che separa gli elementi K e K′, definito come:[
∂uh

∂nK

]
= nK · ∇uh|K + nK′ · ∇uh|K′ . (3.9)

Tenendo presente queste notazioni, integrando per parti l’equazione
(3.3) su ogni elemento K si ricava:

B(eh, v) = ∑
K∈Th

∫
K

rhvdx + ∑
γ∈∂Th

∫
γ

Rvds ∀v ∈ V.

Sfruttando poi l’ortogonalità di Galerkin per ottenere dei termini dipen-
denti dall’approssimazione Πr

hv di v nel sottospazio Vh e procedendo con
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Capitolo 3 Adattività di griglia

alcune maggiorazioni standard, si ottiene la stima a posteriori dell’errore
di discretizzazione cercata, della forma:

|||eh|||2 ≤ C ∑
K∈Th

(h2
K‖rh‖2

L2(K) +
1
2

hK‖R‖2
L2(e)). (3.10)

Il vantaggio di questi stimatori consiste nella semplicità di calcolo della
stima dell’errore rappresentata dal termine di destra della (3.10). Talvolta
però si obietta che si tratta di stime poco precise e pessimiste in quanto le
numerose maggiorazioni effettuate provocano una perdita di informazioni;
infatti termini con origini molto diverse sono sommati nell’unica costante
C di (3.10) [2]. In realtà si vedrà che quasi tutti gli stimatori dell’errore che
incontreremo nelle sezioni successive sono definiti a meno di una costante.

Stimatori impliciti

Una strada alternativa, che pone in parte rimedio all’imprecisione degli
stimatori espliciti, consiste nel risolvere un problema ausiliario avente i re-
sidui come dati. In questo modo si conserva la struttura dell’equazione
originale e si riduce allo stesso tempo il numero di costanti generiche pre-
senti nella stima. Anche questi stimatori sono stati introdotti da Babuška e
Rheinboldt [8, 9].

Partendo dall’equazione dei residui (3.3), la si vuole discretizzare al fi-
ne di ottenere un’approssimazione ē della funzione errore. Cercando una
soluzione nello spazio ad elementi finiti originale si trova unicamente la
soluzione triviale ē = 0. È quindi necessario porsi in uno spazio più am-
pio. In alternativa si può sostituire il problema globale con una sequenza
di problemi locali disaccoppiati, definiti o su un singolo elemento (element
residual method), o su un patch di elementi (subdomain residual method). Sia
Ω̃n il patch di elementi associati al nodo xn:

Ω̃n = {K ∈ Th t.c. xn ∈ K}. (3.11)

Allora la formulazione del subdomain residual method consiste nel trovare
en ∈ H1

0(Ω̃n) tale che:

Bn(en, v) = Ln(v)− Bn(uh, v) ∀v ∈ H1
0(Ω̃n) (3.12)

dove la forma bilineare Bn e il funzionale Ln sono dati da:

Bn(u, v) =
∫

Ω̃n

∇u · ∇vdx e Ln(v) =
∫

Ω̃n

f vdx +
∫

∂Ω̃n∩ΓN

gvds.

La soluzione en di (3.12) può essere usata per fornire una stima dell’errore
di approssimazione sul patch considerato, ovvero

ηn = |||en|||Ω̃n
,
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3.2 Stima dell’errore

dove |||·|||Ω̃n
è la norma dell’energia calcolata sul patch di elementi Ω̃n

|||en|||2Ω̃n
=
∫

Ω̃n

|∇u−∇uh|2dx.

Lo stimatore globale si ottiene anche in questo caso sommando i contributi
locali di tutti i sottodomini:

η =

(
∑

n∈N
η2

n

)1/2

essendo N l’insieme dei nodi della griglia.
Nella pratica questo metodo è raramente usato vista la difficoltà di ap-

prossimare l’equazione (3.12) su patch irregolari.

Stimatori goal-oriented

Spesso nelle simulazioni ingegneristiche si è interessati al valore di una
grandezza fisica Q(u) che dipende dalla soluzione u come, ad esempio, il
flusso di u attraverso una porzione di frontiera oppure il suo valore in un
punto o in una regione limitata del dominio.

Indichiamo con Q : V → R il funzionale lineare e limitato che rappre-
senta la grandezza di interesse; in questo caso l’errore d’approssimazione
che vogliamo valutare e controllare è dato da:

Q(eh) = Q(u)−Q(uh).

Esiste una famiglia di stimatori dell’errore che sfrutta le informazioni for-
nite da un problema ausiliario, noto come problema aggiunto (o duale),
per ottenere una stima dell’errore sul funzionale Q(eh) [60]. Questo tipo di
adattività si dice goal-oriented, e la stima dell’errore di approssimazione si
ottiene partendo dalla formulazione debole del problema duale di (3.1):

trovare φ ∈ V :
∫

Ω
∇φ∇vdx = Q(v) ∀v ∈ V. (3.13)

Osserviamo che il funzionale d’interesse è legato al termine forzante del
problema duale.

Utilizzando l’ortogonalità di Galerkin si ha:

Q(eh) =
∫

Ω
∇φ∇ehdx

= ∑
K∈Th

[∫
K

rh(φ− φh)dx +
1
2

∫
e

R(φ− φh)ds
]

(3.14)

dove φh ∈ Vh è un opportuno interpolante di φ, mentre rh ed R sono i resi-
dui interni e di bordo definiti in precedenza.
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Capitolo 3 Adattività di griglia

Applicando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz ad ogni termine dell’in-
tegrale (3.14) si ottiene la stima cercata

|Q(eh)| ≤ ∑
K∈Th

[ρK(uh)wK(φ)]

dove ρK è il residuo locale (cioè associato all’elemento K)

ρK(uh) = hK‖rh‖L2(K) +
1
2

h1/2
K ‖R‖L2(e),

e wK è il peso locale

wK(φ) = max

(
1

hK
‖φ− φh‖L2(K),

1
h1/2

K

‖φ− φh‖L2(e)

)
.

Mentre il residuo misura come la soluzione discreta approssima il proble-
ma differenziale in esame, il peso tiene conto di come tale informazione si
propaga nel dominio per effetto del funzionale Q.

Le stime di Q sono spesso utilizzate per effettuare un’adattazione di
griglia goal-oriented, con degli schemi ad elementi finiti che mirano a ridurre
l’errore direttamente per il controllo della grandezza di interesse. Ciò vuol
dire che le griglie adattate ottenute in tale modo non saranno ottimali per
controllare la soluzione u bensı̀ la quantità Q(u). Questo tipo di adattività
si traduce solitamente in una drastica riduzione del costo computazionale,
visto che ci si limita a catturare le caratteristiche della soluzione con una
forte influenza su Q.

Stimatori gerarchici

Una tecnica efficace per ottenere delle stime dell’errore consiste nel risolve-
re il problema di interesse usando schemi caratterizzati da un’accuratezza
diversa, e poi confrontare i risultati cosı̀ ottenuti. Questa metodologia è
stata introdotta da R.E Bank e R.K. Smith in [11] ed è largamente diffusa
grazie alla sua facilità di applicazione ed implementazione.

A tale fine si considerino due spazi ad elementi finiti X, Y ⊂ V, con Y
più ricco di X. Si cerca quindi una soluzione approssimata u∗h del problema
modello (3.1) nello spazio X∗ = X⊕Y:

B(u∗h, v∗h) = L(v∗h) ∀v∗h ∈ X∗.

Le tecniche più utilizzate per costruire X∗ sono due: si può arricchire lo spa-
zio X con funzioni di base di grado superiore, oppure raffinare la griglia di
calcolo. Da qui si deduce quello che può essere lo svantaggio principale
di questa classe di metodi, che consiste nel costo computazionale neces-
sario per risolvere un problema di complessità maggiore rispetto a quello
iniziale.
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3.3 Stimatori recovery-based

Un’ipotesi fondamentale per procedere con la stima a posteriori del-
l’errore è la cosiddetta saturation assumption ([12]) con la quale si richiede
che:

∃ una costante β ∈ [0, 1) t.c. |||u− u∗h||| ≤ β |||u− uh||| . (3.15)

Nel caso in cui l’ipotesi sia soddisfatta, l’approssimazione appena cal-
colata è migliore di quella originale uh, e la differenza e∗h tra le due soluzioni
può essere utilizzata come stima dell’errore:

|||eh||| = |||u− uh||| ≈ |||u∗h − uh||| = |||e∗h||| .

Questa approssimazione dell’errore può essere trovata direttamente risol-
vendo il problema:

B(e∗h, v∗h) = L(v∗h)− B(uh, v∗h) ∀v∗h ∈ X∗. (3.16)

Si prova facilmente che, se vale l’ipotesi (3.15), e∗ soddisfa le seguenti rela-
zioni:

|||e∗h||| ≤ |||eh||| ≤
1√

1− β2
|||e∗h||| .

La difficoltà di questo approccio risiede nel calcolo di e∗h nello spazio
X∗. Il problema può essere riformulato come la ricerca di e∗X ∈ X e e∗Y ∈ Y
tali che e∗X + e∗Y = e∗h. Una possibile semplificazione del problema consiste
nel trascurare i termini di accoppiamento tra i due spazi. Nella pratica si
cerca un’approssimazione ēh = ēX + ēY di e∗h risolvendo l’equazione (3.16)
separatamente in X e Y:

B(ēX, vX) = 0 ∀vX ∈ X
B(ēY, vY) = L(vY)− B(uh, vY) ∀vY ∈ Y. (3.17)

La soluzione della prima equazione è identicamente nulla; si può dunque
usare come stimatore |||eh||| ≈ |||ēY||| ottenuto risolvendo (3.17) nel sotto-
spazio Y. L’accuratezza dello stimatore cosı̀ ottenuto dipende dalla perdita
di informazioni causata dall’eliminazione dei termini di accoppiamento.

Esistono anche altre tecniche per trovare la soluzione del problema (3.1)
nello spazio X∗ (si veda, ad esempio, [33]).

3.3 Stimatori recovery-based

Un’altra importante famiglia di stimatori a posteriori per l’errore di discre-
tizzazione è formata dagli stimatori basati sugli operatori di ricostruzione
del gradiente. In vista della loro rilevanza nel seguito di questo lavoro, si è
scelto di dedicare alla loro trattazione un’intera sezione.
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Il primo stimatore a posteriori di questo tipo fu proposto da O.C. Zien-
kiewicz e J.Z. Zhu nel 1987, nell’ambito della discretizzazione ad elementi
finiti di problemi di elasticità lineare [77]. Dal nome dei due autori, spesso
ci si riferisce a questi stimatori come stimatori ZZ.

Il gradiente della soluzione dei problemi differenziali è di spiccato in-
teresse in svariate applicazioni ingegneristiche, come ad esempio il calcolo
degli sforzi in elasticità o il riconoscimento dei contorni di un’immagine.
Da questo presupposto è nata l’idea degli stimatori basati sugli operato-
ri di ricostruzione del gradiente. Infatti, anche se l’approssimazione agli
elementi finiti può essere ottimale in termini di regolarità per il problema
considerato, il corrispondente gradiente può essere discontinuo attraverso
i lati della mesh. Questo aspetto diventa problematico se si è interessati
ad un’approssimazione regolare delle quantità rappresentate dal gradiente
stesso.

Per porre rimedio a tale irregolarità si possono usare delle tecniche det-
te di post-processing, che permettono di ricostruire un’approssimazione più
regolare del gradiente, GR(uh), a partire dal gradiente stesso ∇uh. I gra-
dienti cosı̀ ricostruiti sono poi usati per ricavare uno stimatore a posteriori
dell’errore di discretizzazione nella norma dell’energia, dato dalla differen-
za tra il valore esatto del gradiente∇uh e il valore del gradiente ricostruito
GR(uh) [77, 78, 79].

3.3.1 Operatori di recovery

Per assicurarsi che GR(uh) sia una buona approssimazione del gradiente
esatto ∇u è necessario che l’operatore di recovery GR(·) : Vh → Vh × Vh
soddisfi alcune proprietà specifiche, il cui studio è argomento di questa
sezione.

Innanzitutto si richiede che valga una proprietà di consistenza, cioè
che, in alcune condizioni particolari, il gradiente ricostruito coincida con il
gradiente esatto. Si verifica facilmente che questa proprietà è soddisfatta se
u è un polinomio di secondo grado e se uh ≡ Π1

hu, dove Π1
hu è l’interpolante

lineare a tratti di u definito in (3.7). Sotto tali condizioni si ha infatti che

GR(Π1
hu) = ∇u, ∀u ∈ P2(K̃),

con K elemento generico della mesh e K̃ patch associato all’elemento K. In
generale invece si ha che

GR(Π
p
hu) = Πp

h(∇u), ∀u ∈ Pp+1(K̃). (3.18)

Inoltre si richiede che il gradiente ricostruito sia facilmente gestibile da
un punto di vista sia numerico sia analitico. L’operatore deve quindi essere
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lineare e limitato, ovvero:

GR(uh + vh) = GR(uh) + GR(vh) ∀uh, vh ∈ Vh

‖GR(uh)‖L∞(K) ≤ C|uh|W1,∞(K̃) ∀uh ∈ Vh. (3.19)

Un’ulteriore richiesta di tipo pratico deriva dal desiderio che il gradien-
te ricostruito sia poco costoso da un punto di vista computazionale. Se fos-
se necessario ricorrere a calcoli sull’intero dominio, l’elevato costo compu-
tazionale richiesto per calcolare GR(uh) non giustificherebbe l’utilizzo del
gradiente ricostruito nell’analisi a posteriori. Di conseguenza, si chiede che
l’operatore sia locale: dato un punto x0 ∈ K, il valore di GR(uh)(x0) deve
dipendere unicamente dai valori di uh nel patch K̃.

Le condizioni fin qui enunciate assicurano che il gradiente approssima-
to GR(uh) sia una buona approssimazione di quello reale, come conferma
il seguente

Teorema 3.1

Sia Th una partizione regolare del dominio Ω e sia Vh uno spazio ad
elementi finiti basato su polinomi di grado p. Se l’operatore GR sod-
disfa le condizioni di consistenza, linearità, limitatezza e località e u ∈
Hp+2(K̃), allora si ha

‖∇u− GR(Π
p
hu)‖L2(K̃) ≤ Chp+1

K |u|Hp+2(K̃)

dove la costante C > 0 è indipendente da hK ed u.

La dimostrazione si basa essenzialmente sulle proprietà dell’interpolante
Πp

h e si può trovare in [2]. Analogamente si ricava un risultato globale dato
dal
Corollario 3.2

Sotto le ipotesi del Teorema 3.1 si ha che:

‖∇u− GR(Π
p
hu)‖L2(Ω) ≤ Chp+1|u|Hp+2(Ω)

dove C > 0 è indipendente da h = max{hK}.

Nella pratica gli interpolanti Πp
hu e Πp

h(∇u) sono incogniti, dato che di-
pendono dalla soluzione esatta. L’operatore di recovery viene quindi appli-
cato all’approssimazione agli elementi finiti uh, per cui vale la stima classica
a priori (3.8).

La cosiddetta proprietà di superconvergenza (per un approfondimento
sull’argomento si veda [71]) vale per u ∈ Hp+2(Ω) se

‖uh −Πp
hu‖H1(Ω) ≤ C(u)hp+τ, (3.20)
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con τ ∈ (0, 1] e C(u) > 0 indipendente da h. Allora l’operatore di recovery
applicato alla soluzione ad elementi finiti è un’ottima approssimazione del
gradiente esatto della soluzione. Vale infatti il seguente

Teorema 3.3

Supponiamo che u ∈ Hp+2(Ω), che GR sia un operatore locale che
soddisfa le proprietà (3.18)-(3.19) e che valga la proprietà di supercon-
vergenza (3.20). Allora si ha che

‖∇u− GR(uh)‖L2(Ω) ≤ C(u)hp+τ

con C(u) > 0 indipendente da h.

Bisogna evidenziare come le ipotesi che garantiscono la superconver-
genza siano valide unicamente in circostanze molto rare; infatti questa pro-
prietà dipende da ipotesi restrittive sulla regolarità della soluzione e della
mesh. Nella pratica tali ipotesi non sono quasi mai soddisfatte e, in par-
ticolare, non lo sono nel caso di procedure di adattività di griglia. Tut-
tavia l’accuratezza e la robustezza degli stimatori basati sull’operatore di
recovery sono conservate anche quando la proprietà (3.20) non è verifi-
cata. La spiegazione di questo fenomeno non è ancora stata dimostrata
rigorosamente.

In ogni caso, se valgono le proprietà elencate in questa sezione, il Teore-
ma 3.3 assicura che GR(uh) è un’approssimazione di∇u migliore di quanto
lo sia∇uh. L’applicazione dell’operatore di recovery alla soluzione agli ele-
menti finiti è quindi più che giustificata, cosı̀ come l’utilizzo di GR(uh) per
la costruzione di uno stimatore a posteriori come vedremo in Sezione 3.3.

Tutte le proprietà appena elencate definiscono la struttura degli opera-
tori di recovery:

Lemma 3.4

Se l’operatore GR soddisfa le condizioni (3.18)-(3.19) e (3.20) allora è
della forma:

GR[v] = ∑
k∈N

gk[v]ϕk,

dove {ϕk : k ∈ N} è la base di Lagrange associata ai nodi {xk : k ∈
N} e i funzionali lineari gk, da definirsi opportunamente, soddisfano le
seguenti proprietà:

∃C t.c., ∀v ∈W1,∞(Ω̃k), |gk[v]| ≤ C|v|W1,∞(Ω̃k)

∀ polinomio v ∈ Pp+1, gk[Π
p+1
h v] = ∇v(xk)

(3.21)

dove Ω̃k è il patch associato al nodo xk definito in (3.11).

Il processo di costruzione di un operatore di recovery si riduce quindi
a scegliere una procedura di post-processing per i valori dei gradienti che
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soddisfi le condizioni (3.21).

3.3.2 Tecniche di ricostruzione del gradiente

Gli stimatori a posteriori basati su un operatore di recovery differiscono
per accuratezza ed efficienza, proprietà che dipendono dalla procedura di
ricostruzione utilizzata. Rispettando le proprietà elencate nel paragrafo
precedente è infatti possibile definire diversi operatori GR.

Secondo quanto proposto nei lavori originali di Zienkiewicz e Zhu ([77,
78, 79]), la procedura generale per ottenere il gradiente ricostruito è piutto-
sto semplice. Nel caso di elementi finiti di grado uno, il valore del gradiente
ricostruito nel nodo xp ∈ Th è dato dalla media pesata dei valori che il gra-
diente assume sul patch Ω̃p. Tale procedura è schematizzata in Figura 3.3
per il caso monodimensionale. Essa consta dei seguenti passi:

• si parte dalla soluzione approssimata uh, lineare a tratti, data dal
metodo agli elementi finiti (Fig. 3.3(a));
• si calcola il gradiente approssimato (costante a tratti); poi si assegna

ad ogni nodo della griglia la media dei valori che ∇uh assume nei
due intervalli a cui appartiene il nodo (Fig. 3.3(b));

(a) Soluzione approssimata uh

(b) Gradiente di uh (c) Gradiente ricostruito GR(uh)

Figura 3.3: Procedura di ricostruzione del gradiente nel caso monodimen-
sionale
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• i nuovi valori nodali vengono reinterpolati utilizzando le stesse fun-
zioni di base di uh producendo cosı̀ il ricostruito GR(uh); di conse-
guenza anch’esso sarà lineare a tratti (Fig. 3.3(c)).

Il primo tentativo di ricostruzione del gradiente effettuato da Zienkiewicz
e Zhu in [77] è in realtà costituito da due approcci: uno globale, computa-
zionalmente molto costoso, e uno locale, meno dispendioso.

La procedura di ricostruzione globale si basa sulla proiezione L2 del
gradiente della soluzione approssimata sullo spazio ad elementi finiti li-
neari Vh. Ovvero GR(uh) è soluzione del seguente problema:∫

Ω
GR(uh) · vdx =

∫
Ω
∇uh · vdx, ∀v ∈ Vh.

Indicando ancora con N l’insieme dei nodi della griglia Th e con ϕp la fun-
zione di base dello spazio ad elementi finiti associata al nodo xp, si può
scrivere

GR(uh)(x) = ∑
xp∈N

GR(uh)(xp)ϕp(x).

Allora i valori nodali GR(uh)(xp) sono soluzione di:

∑
xp∈N

(∫
Ω

ϕp ϕldx
)

GR(uh)(xp) =
∫

Ω
∇uh · ϕldx, ∀l = 1, . . . , Nh.

Calcolare GR(uh) in questo modo risulta molto costoso: tale procedura in-
fatti costa circa il doppio di quanto costi calcolare l’approssimazione uh. Di
conseguenza gli stessi autori propongono una procedura alternativa com-
putazionalmente più conveniente. Si ricorre alla tecnica del mass-lumping
al fine di ottenere esplicitamente l’espressione del gradiente ricostruito nei
nodi. Si tratta di una procedura locale che approssima la matrice di massa
mpq =

∫
Ω ϕp ϕqdx con una matrice diagonale applicando,su ogni triangolo,

la formula di quadratura dei trapezi. In questo modo si possono ricavare i
valori nodali del gradiente ricostruito dati da:

GR(uh)(xp) = ∑
T3xp

|T|
|Ω̃p|
∇uh|T, (3.22)

dove | · | indica l’area di un elemento. In pratica si calcola la media pe-
sata (rispetto all’area) dei gradienti della soluzione discreta sul patch Ω̃p
associato al nodo p.

La procedura di ricostruzione locale del gradiente è nota invece come
superconvergent patch recovery (SPR) [78, 79]. Se ne fa largo uso, soprattutto
in ambito ingegneristico, grazie alla sua semplicità ed efficienza compu-
tazionale. Il valore di GR(uh) nel nodo xp viene ricostruito a partire dal
valore dei gradienti di uh nei baricentri cK dei triangoli costituenti il patch
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3.3 Stimatori recovery-based

(a) r = 1 (b) r = 2

Figura 3.4: Punti di campionamento per il calcolo di GR(uh)(xp) usati nella
ricostruzione SPR.

Ω̃p. Questo metodo può essere applicato a griglie composte da elementi sia
triangolari sia quadrangolari, e anche utilizzando elementi finiti di grado
superiore al primo (si veda la Figura 3.4).

Per semplicità nel seguito si considera il caso di elementi finiti linea-
ri. Seguendo questo approccio GR(uh)(xp) si ottiene come soluzione di
un problema locale ai minimi quadrati sul patch Ω̃p. Le componenti del
gradiente ricostruito GR(uh)(x) = (G1

R(uh)(x), G2
R(uh)(x)) vengono scritte

nella forma:
Gj

R(uh)(x) = p(x)Tαj, con j = 1, 2,

dove

p(x) =

 1
x
y


è il vettore della base dei polinomi P1, mentre αj è il vettore dei coefficien-
ti incogniti del polinomio Gj

R(uh). Si calcola αj ricorrendo al metodo dei
minimi quadrati, minimizzando la distanza tra il gradiente ricostruito e i
valori discreti ∇uh(cK):

αj = min I(αj) per j = 1, 2,

dove

I(αj) = ∑
K⊂Ω̃p

(
∂uh

∂xj
(cK)− p(cK)

Tαj
)2

.

Quindi αj è soluzione del sistema Mα = b dove M è la matrice

M = ∑
K⊂Ω̃p

p(cK)p(cK)
T

e b il vettore le cui componenti sono definite da:

bj = ∑
K⊂Ω̃p

p(cK)
T ∂uh

∂xj
(cK).
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Capitolo 3 Adattività di griglia

A partire dai primi lavori di Zienkiewicz e Zhu sono state poi proposte in
letteratura diverse tecniche alternative per la ricostruzione del gradiente,
tutte guidate da esigenze specifiche intrinseche del problema in esame. Le
varie soluzioni proposte possono spesso essere scritte nella seguente forma
generica:

GR(uh)(xp) =

(
∑

T3xp

ωT

)−1

∑
T3xp

ωT∇uh|T,

dove gli ωT sono dei pesi opportuni. Si possono effettuare diverse scelte
per tali pesi, tra cui ricordiamo le seguenti:

• ωT = |T| area del triangolo T: si ottiene la formulazione (3.22);

• ωT =
1

#Ω̃p
, dove #Ω̃p denota la cardinalità del patch ([62]);

• ωT = ‖xp − cT‖−1 distanza dal baricentro dell’elemento T ([14]).

3.3.3 Proprietà

Si consideri l’espressione della norma dell’energia dell’errore di discretiz-
zazione (3.5); si osserva che tale norma potrebbe essere calcolata esattamen-
te se si conoscesse il valore del gradiente della soluzione esatta ∇u. Visto
che solitamente ciò non accade, l’idea è quella di sostituire a ∇u una sua
opportuna ricostruzione GR(uh). Lo stimatore a posteriori della quantità in
(3.5) è dato dunque da:

η2 =
∫

Ω
|GR(uh)−∇uh|2dx = ∑

K∈Th

‖GR(uh)−∇uh‖2
L2(K). (3.23)

Si nota che è possibile stimare unicamente la norma in energia dell’erro-
re di discretizzazione, e non altre quantità di interesse, come garantito ad
esempio dagli stimatori goal-oriented.

Se vale la proprietà di superconvergenza, si dice che lo stimatore a
posteriori (3.23) è asintoticamente esatto. Si dimostra infatti il seguente

Teorema 3.5

Sotto le ipotesi (3.18)-(3.19) e (3.20) si ha:

lim
h→0

η

|||eh|||
= 1,

dove il rapporto η
|||eh||| è l’effectivity index θ associato allo stimatore η

definito in (3.6).

L’effectivity index dunque tende a 1, valore ovviamente ottimale per un
qualsiasi stimatore.
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3.4 Adattività di griglia nel trattamento delle immagini

Altri vantaggi di questi stimatori sono la facilità di implementazione e il
ridotto costo computazionale; inoltre, a differenza degli stimatori visti nella
Sezione 3.2.2, gli stimatori recovery-based sono indipendenti dal problema
in esame. Per queste ragioni saranno usati nei capitoli che seguono per
adattare la griglia durante la risoluzione dell’equazione differenziale (2.19)
dell’Algoritmo 3 di Split-Bregman.

Esiste anche un’interessante e pratica versione anisotropa di tale stima-
tore, che sarà trattata nel prossimo capitolo.

3.4 Adattività di griglia nel trattamento delle
immagini

Il metodo agli elementi finiti è raramente utilizzato nell’ambito del trat-
tamento delle immagini. Infatti la versione discreta delle immagini sem-
bra ideale per ricorrere ad una discretizzazione alle differenze finite, uti-
lizzando come griglia quella individuata dai pixel stessi dell’immagine,
introdotta nella Sezione 1.1.

Una tecnica in controtendenza, e quindi di particolare interesse in que-
sto campo, è la strategia di deraffinamento proposta da E. Bänsch e K. Mi-
kula in [17], applicata ad un problema di denoising (si veda la Fig. 3.5).
Si tratta infatti di uno dei rari casi, nell’ambito del trattamento delle im-
magini, in cui una procedura di adattazione di griglia viene effettivamente
affiancata alla risoluzione di un problema differenziale. La tecnica di adat-
tazione qui usata è del tutto analoga a quelle euristiche definite nella Se-
zione 3.1.2. Il problema consiste nel risolvere l’equazione differenziale di
Catté et al. per il denoising di immagini ([19]), con l’obiettivo di ricostruire
l’immagine originale a partire dalla sua versione sporcata con un rumore
gaussiano.

(a) Immagine noisy (b) Griglia iniziale T 0
h (c) Griglia finale

Figura 3.5: Risultato della procedura di adattazione di griglia in [17].
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Capitolo 3 Adattività di griglia

Non entriamo nei dettagli della procedura di coarsening della griglia,
non essendo tra gli obiettivi di questo lavoro; ci soffermiamo però sul crite-
rio di arresto utilizzato. Data la triangolazione T i

h ottenuta al passo i-esimo
della procedura adattativa, viene fissato un valore di tolleranza ε e si sceglie
di deraffinare unicamente i triangoli T ∈ T i

h per cui valga

hT|∇ui
h|T| ≤ ε,

dove ui
h indica la soluzione approssimata del problema differenziale asso-

ciata al passo i della procedura adattativa (ovvero calcolata sulla griglia
T i

h ). Tale condizione è tipica proprio di una tecnica di adattazione euristica:
l’intensità del gradiente della soluzione guida le modifiche della griglia.

Il ruolo del gradiente è fondamentale in questo frangente; infatti, agen-
do da edge-detector, raffina la griglia proprio in corrispondenza dei con-
torni dell’immagine. I considerevoli vantaggi pratici di tale impostazio-
ne potrebbero rappresentare una svolta per la riduzione dell’elevato costo
computazionale necessario per trattare grandi quantità di immagini.

Esistono inoltre alcuni filoni nello studio delle immagini il cui inte-
resse è indirizzato proprio verso la creazione di griglie strutturate atte a
ricostruire le immagini, sia in due sia in tre dimensioni.

In questo ambito, gli approcci seguiti per costruire una griglia adatta-
ta sono essenzialmente due. Una prima alternativa consiste nel partire da
una griglia molto fine dove i nodi della mesh corrispondono ai pixel del-
l’immagine, per poi renderla grossolana nelle aree di minore variazione
della soluzione. Come seconda alternativa si utilizza una griglia iniziale
lasca che si raffina via via fino a raggiungere la precisione voluta. Questo
secondo approccio è ovviamente quello più consistente con le tecniche di
adattazione di griglia guidate dagli stimatori dell’errore trattate nelle se-
zioni precedenti.
Nelle procedure di generazione di griglia per la ricostruzione delle imma-
gini si deve tener conto anche di un altro interessante aspetto: l’immagi-
ne di partenza è conosciuta, non è un’incognita del problema! Per questo
motivo sono molto inflazionati i metodi che minimizzano la differenza tra
l’immagine originale e quella ricostruita attraverso un’interpolazione nei
nodi della mesh [40, 41, 27]. In Figura 3.6 si può apprezzare il risultato
della costruzione della griglia relativa ad un’immagine, tratta da [27]. Tra
i numerosi metodi che seguono l’approccio inverso, procedendo con il de-
raffinamento di una griglia fine, citiamo a titolo di esempio il lavoro di
Ciampalini [24].
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3.4 Adattività di griglia nel trattamento delle immagini

(a) Immagine da ricostruire (b) Griglia finale

Figura 3.6: Risultato della procedura di costruzione della griglia in [27].

Probabilmente la scarsa notorietà di cui godono i metodi di adattività
di griglia nell’ambito del trattamento delle immagini è dovuta alla loro
complessità dal punto di vista sia teorico che implementativo. Vediamo
nei prossimi capitoli come tale difficoltà sia però ricompensata da buoni
risultati pratici.
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Capitolo 4

Adattazione anisotropa di
griglia

Questo capitolo si focalizza sull’analisi delle griglie anisotrope, ed in par-
ticolare sulla costruzione di tali griglie attraverso procedure di adattazione
analoghe a quelle viste nel Capitolo 3. La Sezione 4.2 è dedicata all’intro-
duzione di alcune proprietà fondamentali delle griglie anisotrope, che ser-
vono da cornice per le stime a priori e a posteriori presentate nelle Sezioni
4.3 e 4.4. Si presta poi particolare attenzione, nella Sezione 4.5, alla descri-
zione di un particolare stimatore che generalizza ad un contesto anisotropo
uno stimatore recovery-based come quello proposto da Zienkiewicz e Zhu.
Infine nella Sezione 4.6 si descrive una procedura pratica di adattazione di
griglia basata su tale stimatore.

4.1 Anisotropia

L’anisotropia, per definizione, è la proprietà per la quale un determinato
oggetto, materiale o proprietà fisica ha caratteristiche che dipendono dalla
direzione lungo la quale vengono considerate. Si può dire che l’anisotropia
rappresenta per la direzione quello che la disomogeneità rappresenta per
lo spazio. Un materiale è infatti anisotropo se le sue caratteristiche fisiche
(conducibilità elettrica o termica, proprietà ottiche) o il suo comportamento
meccanico (rigidezza, resistenza, tenacità) sono differenti in direzione lon-
gitudinale e trasversale. In particolare, i cristalli mostrano anisotropia per
almeno una proprietà fisica, come conseguenza della disposizione ordinata
e periodica degli atomi.

In matematica applicata tale concetto può essere associato a diverse en-
tità: può essere anisotropo un modello, cosı̀ come una funzione o una gri-
glia di calcolo. L’interesse per questo tipo di problemi deriva dalla com-
plessità della realtà fisica. Risulta evidente che l’ipotesi di isotropia per la
modellazione dei fenomeni naturali è spesso troppo riduttiva; infatti molti
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4.2 Il contesto anisotropo

problemi fisici sono caratterizzati da soluzioni con forti variazioni locali. È
questo ad esempio il caso della maggior parte dei problemi di diffusione-
trasporto dove si possono sviluppare forti strati limite, ovvero regioni in cui
la soluzione è caratterizzata da brusche variazioni del gradiente. In questi
casi può essere vantaggioso ricorrere ad un’approssimazione ad elementi
finiti sulle cosiddette griglie anisotrope, dove gli elementi sono allineati in
modo da seguire la direzionalità della soluzione. A differenza delle griglie
isotrope infatti, le griglie anisotrope consentono non solo di modulare la
dimensione degli elementi della griglia, ma anche di modificarne forma e
orientamento al fine di poter seguire meglio l’andamento della soluzione
approssimata.

L’utilizzo di griglie anisotrope può essere interessante anche per la ri-
soluzione dei problemi di segmentazione delle immagini descritti nei Ca-
pitoli 1 e 2. Infatti abbiamo visto che le soluzioni di questi problemi, cioè
le funzioni di level set che descrivono il contorno delle immagini, variano
bruscamente proprio nell’intorno di tali contorni. La griglia anisotropa può
aiutare dunque ad identificare meglio la loro posizione e possibilmente ad
avere una riproduzione più regolare del contorno stesso.

4.2 Il contesto anisotropo

Innanzitutto introduciamo il contesto anisotropo a cui facciamo riferimen-
to, ovvero quello proposto in [36]. A questo scopo si consideri una trian-
golazione conforme Th del dominio Ω, composta da triangoli K di dia-
metro hK ≤ h. Sia inoltre TK : K̂ → K la mappa standard affine e in-
vertibile che trasforma il triangolo di riferimento K̂ nell’elemento generico
K della mesh, come mostrato in Figura 4.1. I risultati che seguono sono
indipendenti dalla scelta del triangolo di riferimento; quindi, per como-

Figura 4.1: Trasformazione affine
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Capitolo 4 Adattazione anisotropa di griglia

dità, scegliamo K̂ come il triangolo equilatero di lato unitario e vertici in:
(−1/2, 0), (1/2, 0), (0,

√
3/2).

La mappa affine TK è definita dalla matrice MK ∈ R2x2 e dal vettore tK ∈ R2

nel modo seguente:

∀x̂ ∈ K̂ x = TK(x̂) = MK x̂ + tK, con x ∈ K.

Per dedurre le informazioni su dimensioni, forma e orientamento del
triangolo K si sfruttano le proprietà spettrali della mappa TK. Sia infatti
MK = BKZK la decomposizione polare della matrice MK, dove BK, ZK ∈
R2x2 sono due matrici, rispettivamente, simmetrica definita positiva e or-
tonormale. La matrice BK si può diagonalizzare in funzione dei suoi au-
tovettori ri,K e autovalori λi,K (con i = 1, 2): BK = RT

KΛKRK, dove RK =
[r1,K, r2,K]

T e ΛK = diag(λ1,K, λ2,K). Si assume nel seguito λ1,K ≥ λ2,K senza
alcuna perdita di generalità.

Come mostrato nella Figura 4.1, il cerchio circoscritto a K̂ viene defor-
mato dalla mappa TK in un’ellisse circoscritta a K. Ora l’orientamento del
triangolo K è univocamente identificato dagli autovettori della matrice BK,
cosı̀ come le sue dimensioni e la sua deformazione dipendono dal valore
degli autovalori λi,K, che forniscono la misura dei semiassi dell’ellisse. La
deformazione di un generico triangolo K è solitamente misurata in termini
del cosiddetto stretching factor:

sK =
λ1,K

λ2,K
(≥ 1).

Una griglia isotropa Th è caratterizzata da avere λ1,K = λ2,K, ovvero da
sK = 1, ∀K ∈ Th.

Indichiamo con hK e hK̂ i diametri dei triangoli K e K̂, mentre con ρK e
ρK̂ i diametri dei cerchi inscritti a tali triangoli. Il rapporto tra le dimensioni
dei due triangoli può essere stimato grazie alle seguenti relazioni:

λ2,KhK̂ ≤ hK ≤ λ1,KhK̂, λ2,KρK̂ ≤ ρK ≤ λ1,KρK̂,

da cui si deduce che
hK̂
ρK̂

λ2,K

λ1,K
≤ hK

ρK
≤ hK̂

ρK̂

λ1,K

λ2,K
.

Partendo da questa caratterizzazione di una griglia anisotropa e in vista
della procedura di adattazione di griglia, procediamo con la formulazione
di opportuni stimatori anisotropi a priori e a posteriori.

4.3 Stime d’interpolazione anisotrope

In [36] L. Formaggia e S. Perotto derivano delle stime anisotrope per l’er-
rore di interpolazione basandosi sul setting presentato nella sezione prece-
dente. Le informazioni spettrali della mappa affine permettono infatti di
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4.3 Stime d’interpolazione anisotrope

scomporre i contributi dell’errore associati a direzioni differenti. A partire
da tali stime di interpolazione è possibile derivare uno stimatore anisotro-
po a posteriori goal-oriented, come vedremo nella prossima Sezione. Si
noti che nel seguito del capitolo ci si limita a considerare problemi in due
dimensioni discretizzati con elementi finiti lineari.

In [36] gli autori derivano stime d’interpolazione anisotrope sia per l’o-
peratore d’interpolazione di Lagrange, sia per il meno noto operatore di
quasi interpolazione di Clément ([25]); ai nostri fini questo ultimo ope-
ratore giocherà un ruolo dominante. Tuttavia, per completezza, fornia-
mo un esempio di stima d’interpolazione anisotropa anche per l’operatore
Lagrangiano nella seguente

Proposizione 4.1

Sia v ∈ H2(K) e v̂ ∈ H2(K̂) la funzione corrispondente associata al
triangolo K̂ di referenza. Sia inoltre Π1

K(v) l’interpolante lineare di La-
grange di v definito su K e sia e uno dei tre lati di K. Allora esistono due
costanti C1 = C1(K̂, Π1

K̂) e C2(K̂, Π1
K̂) tali che

‖v−Π1
K(v)‖L2(K) ≤ C1

[
λ4

1,K LK(r1,K, r1,K; v)

+λ4
2,K LK(r2,K, r2,K; v) + 2λ2

1,Kλ2
2,K LK(r1,K, r2,K; v)

]1/2
,

(4.1)

‖v−Π1
K(v)‖L2(e) ≤ C1

(
λ2

1,K + λ2
2,K

λ2,K

)1/2 [
λ4

1,K

λ2
2,K

LK(r1,K, r1,K; v)

+λ2
2,K LK(r2,K, r2,K; v) + 2λ2

1,K LK(r1,K, r2,K; v)
]1/2

,

dove

LK(ri,K, rj,K; v) =
∫

K
(rT

i,K HK(v)rj,K)
2dx con i, j = 1, 2.

In questa espressione HK(v) denota la matrice Hessiana associata alla
funzione v.

La natura anisotropa di tali stime di interpolazione è rappresentata dal-
la possibilità di controllare separatamente λ1,K e λ2,K e le corrispondenti
direzioni r1,K e r2,K. Infatti la quantità definita da LK(ri,K, rj,K; v) altro non
è che la proiezione della seminorma |v|H2(K) lungo le direzioni anisotrope
ri,K e rj,K. Il risultato della Proposizione 4.1 può essere ridotto alla classica
stima di interpolazione isotropa semplicemente ponendo λ1,K = λ2,K.

La stima (4.1) gode di una proprietà molto interessante in vista del suo
utilizzo per la generazione di mesh adattate. Infatti non deve rispettare
la cosiddetta maximal angle condition: in [7] Babuska e Aziz mostrano che
una griglia di elementi finiti deve rispettare questa condizione, che richiede
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che gli angoli di ciascun elemento non tendano a π. Questo limite sulla
costruzione della mesh non è ovviamente compatibile con l’utilizzo di una
procedura automatica di adattazione di griglia: è necessario che le stime
dell’errore mostrino un comportamento corretto quando l’angolo massimo
tende a π. In particolare, il reciproco dell’effectivity index definito in (3.6)
deve essere limitato. In [36] si dimostra che la stima anisotropa (4.1) gode
di questa proprietà, almeno in alcuni casi altrimenti considerati critici.

Per generalizzare questi risultati a funzioni solamente in H1(Ω) biso-
gna sostituire all’interpolante di Lagrange un operatore più generale; infat-
ti nel caso bidimensionale non è più vero che H1(Ω) ↪→ C0(Ω). Un ope-
ratore adatto a tale scopo è l’operatore di quasi interpolazione proposto da
Clément in [25] che può essere definito per funzioni non necessariamente
continue.

Sia quindi I1
h : L2(Ω) → Vh l’interpolante lineare di Clément tale che,

per ogni K ∈ Th e ogni lato e di K, valgono le seguenti relazioni:

‖v− I1
h(v)‖L2(K) ≤ hK|v|H1(K̃) e ‖v− I1

h(v)‖L2(e) ≤ h1/2
e |v|H1(ẽ)

dove K̃ e ẽ sono i patch di elementi rispettivamente associati al triangolo
K e al lato e. Sia inoltre I1

K la restrizione dell’operatore I1
h sull’elemento K,

per ogni K ∈ Th. Prima di fornire un esempio di stima d’interpolazione
anisotropa per tale operatore, supponiamo che la cardinalità del patch K̃ e

Figura 4.2: Esempio di un patch accettabile (in alto) e non accettabile (in
basso) per le stime anisotrope della Proposizione 4.2.
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il diametro del patch di riferimento ˆ̃K = T−1
K (K̃) siano limitati, ovvero che

card(K̃) < N e diam( ˆ̃K) ≤ C∆ ' O(1) (4.2)

con C∆ ≥ hK̂. Si veda la Figura 4.2 per esempi di patch accettabili e non
accettabili, ovvero che rispecchiano o non rispecchiano le ipotesi (4.2).

Sotto queste ipotesi vale la seguente

Proposizione 4.2

Sia v ∈ H1(Ω). Allora, per ogni K ∈ Th, esistono due costanti C1 =
C1(N, C∆) e C2 = C2(N, C∆) tali che:

‖v− I1
K(v)‖L2(K) ≤ C1

[
λ2

1,K(r
T
1,KGK(v)r1,K) + λ2

2,K(r
T
2,KGK(v)r2,K)

]1/2

(4.3)

‖v− I1
K(v)‖L2(∂K) ≤ C2h1/2

K

[
sK(rT

1,KGK(v)r1,K) + s−1
K (rT

2,KGK(v)r2,K)
]1/2

dove GK(v) è la matrice simmetrica semi-definita positiva data da:

GK(v) = ∑
T∈K̃


∫

T

(
∂v
∂x1

)2

dx
∫

T

∂v
∂x1

∂v
∂x2

dx

∫
T

∂v
∂x1

∂v
∂x2

dx
∫

T

(
∂v
∂x2

)2

dx

 . (4.4)

Per la dimostrazione di questi risultati rimandiamo a [36, 37].

4.4 Stime anisotrope a posteriori

Le stime a priori appena mostrate permettono di ricavare delle stime aniso-
trope a posteriori. In [37] Formaggia e Perotto studiano un generico proble-
ma ellittico analogo a (3.1), dove però la frontiera è ridotta alla sola frontiera
di Dirichlet, ossia ΓN =∅.

In questo contesto gli autori ricavano sia una stima a priori per la norma
dell’energia dell’errore di discretizzazione, sia una stima a posteriori per il
problema duale (3.13). Nonostante non si tratti di un risultato rilevante ai
fini di questo lavoro, in analogia a quanto fatto nel Capitolo 3, riportiamo
tale stima a posteriori.

Innanzitutto ridefiniamo il residuo interno e di bordo scrivendoli in una
formulazione locale. Per ogni K in Th (ricordando che e ∈ ∂K indica ognuno
dei suoi tre lati), siano

rK(uh) = ( f +4uh)|K
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e

RK(uh) =



0, ∀e ∈ ∂K ∩ ΓD

2
(

g− ∂uh

∂nK

)∣∣∣∣
e

∀e ∈ ∂K ∩ ΓN

−
[

∂uh

∂nK

]
e

∀e ∈ (∂K \ ∂Ω).

La definizione del salto della derivata conormale
[

∂uh

∂nK

]
e

è analoga a quella

data in (3.9).

Proposizione 4.3

Sia u la soluzione del problema (3.1) e sia uh la corrispondente appros-
simazione agli elementi finiti. Sia inoltre eh il corrispondente errore
di discretizzazione. Allora, se la soluzione φ del problema duale 3.13
appartiene allo spazio H2(Ω), vale la seguente stima:

|Q(eh)| . ∑
K∈Th

ρK(uh)ωK(φ),

dove
ρK(uh) = ‖rK(uh)‖L2(K) +

1
2λ1/2

2,K

‖RK(uh)‖L2(e),

e

ωK(φ) =(λ2
1,K + λ2

2,K)
1/2

[
λ4

1,K

λ2
2,K

LK(r1,K, r1,K; v)

+λ2
2,K LK(r2,K, r2,K; v) + 2λ2

1,K LK(r1,K, r2,K; v)
]1/2

.

4.5 Stimatore ZZ anisotropo

S. Micheletti e S. Perotto in [52] ricavano una versione anisotropa dello sti-
matore recovery-based di Zienkiewicz e Zhu a partire dalle stime di inter-
polazione (4.3). Analogamente a quanto fatto nella Sezione 3.3, procedia-
mo per passi: innanzitutto descriviamo una procedura per ottenere il gra-
diente ricostruito, poi usiamo questa quantità per ricavare uno stimatore a
posteriori.

Considerando ancora il problema modello (3.1), sia uh l’approssima-
zione di Galerkin della soluzione esatta u. Il gradiente ricostruito Gr

K̃(uh)

proposto dagli autori in [52] è di grado r sul patch K̃. Si noti che, nonostan-
te la notazione, tale quantità è strettamente associata al triangolo K, e non

71



4.6 Procedura di adattazione anisotropa

agli elementi del patch K̃. Si cerca allora Gr
K̃(uh) ∈ [Pr]2 tale che∫

K̃
(∇uh − Gr

K̃(uh))wdx = 0 ∀w ∈ [Pr]
2, (4.5)

dove Pr è lo spazio dei polinomi di grado totale inferiore o uguale a r. Nel
caso particolare in cui r = 0, si può ricavare esplicitamente l’espressione
del gradiente ricostruito da (4.5), ottenendo:

G0
K̃(uh) =

1
|K̃| ∑

T∈K̃

|T|∇uh|T.

Per semplicità di notazioni nel seguito consideriamo il caso r = 0 e omet-
tiamo il corrispondente apice. Si noti che abbiamo ritrovato l’espressione
del gradiente ricostruito definito in (3.22).

Sia ora e∗K̃ = GK̃(uh)−∇uh|K̃, approssimazione dell’errore sul gradiente
della soluzione calcolata nel patch K̃. Lo stimatore anisotropo locale per la
seminorma H1 dell’errore di discretizzazione è definito in [52] come segue:

η2
K =

1
λ1,Kλ2,K

2

∑
i=1

λ2
i,K(r

T
i,KGK(e∗K̃)ri,K), (4.6)

dove la matrice GK è quella in (4.4). Il corrispondente stimatore globale
dell’errore è dato da

η =

(
∑

K∈Th

η2
K

)1/2

. (4.7)

Lo stimatore a posteriori (4.6)-(4.7) è essenzialmente euristico. Infatti i ter-
mini della sommatoria in (4.6) sono suggeriti dalla stima (4.3), prendendo
v = u− uh e sostituendo alle derivate parziali di u le componenti di GK̃(uh)
corrispondenti.

Il ruolo del fattore di scala λ1,Kλ2,K in (4.6) è quello di garantire la con-
sistenza rispetto al caso isotropo. Infatti, ponendo λ1,K = λ2,K si ritrova
esattamente lo stimatore isotropo di Zienkiewicz-Zhu.

Questo stimatore condivide gli stessi vantaggi di ridotto costo compu-
tazionale dello stimatore ZZ originale; le sue proprietà di efficienza e affi-
dabilità sono studiate in [51]. Inoltre questo risultato è stato esteso al caso
di problemi tridimensionali in [35].

4.6 Procedura di adattazione anisotropa

In questa sezione si fornisce una procedura pratica per adattare in mo-
do anisotropo la griglia di calcolo basandosi sugli stimatori (4.6)-(4.7). In
questo frangente, vogliamo costruire la mesh con il minor numero di ele-
menti che garantisca una tolleranza data sull’accuratezza della soluzione
approssimata.
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Si usa un approccio basato sul concetto di metrica [39]. Ricordiamo che
una metrica è un campo tensoriale M̃ : Ω → R2×2 simmetrico definito po-
sitivo. In particolare, per ogni mesh Th si può definire una metrica costante
a tratti M̃Th tale che M̃Th |K = M̃K = B−2

K = RT
KΛ−2

K RK per ogni K ∈ Th,
dove le matrici BK e ΛK sono esattamente quelle definite in Sezione 4.2. Os-
serviamo che, rispetto a questa metrica, ogni triangolo K è equilatero e la
lunghezza dei suoi lati è unitaria.

Viceversa, mostriamo come ad ogni metrica M̃ è associabile una mesh
ottimale attraverso una cosiddetta matching condition. A tal fine diagona-
lizziamo il campo tensoriale: M̃ = R̃TΛ̃−2R̃ con Λ̃ =diag(λ̃1, λ̃2) matrice
diagonale positiva e R̃T = [r̃1, r̃2] matrice ortogonale. Per ragioni pratiche
approssimiamo le quantità λ̃1, λ̃2, r̃1 e r̃2 definendo M̃ con delle funzioni
costanti a tratti sulla triangolazione Th, tali che r̃i|K = r̃i,K e λ̃i|K = λ̃i,K per
ogni K ∈ Th e con i = 1, 2. Introduciamo la matching condition:
Definizione: Si dice che una mesh Th corrisponde ad una data metrica M̃ se, per
ogni K ∈ Th vale:

M̃|K = M̃Th |K cioè r̃i,K = ri,K, λ̃i,K = λi,K per i = 1, 2.

L’incognita del problema è proprio M̃ e ad ogni iterazione j bisogna
considerare tre quantità: la mesh attuale T (j)

h , la nuova metrica M̃(j+1) cal-

colata su T (j)
h e la mesh aggiornata T (j+1)

h che corrisponde a M̃(j+1) nel
senso della matching condition.

La nuova metrica si ottiene prima risolvendo un problema di minimiz-
zazione rispetto agli autovettori ri,K rappresentanti l’orientazione spaziale
di K, poi calcolando i valori dei λi,K tramite un criterio di equidistribuzione
dell’errore.

Il problema di ottimizzazione si risolve osservando che minimizzare il
numero di elementi corrisponde a massimizzare la loro area, mantenendo
cosı̀ fisso il valore dello stimatore locale ηK definito in (4.6). Quest’ultimo
può essere più praticamente riscritto nel seguente modo:

η2
K = λ1,Kλ2,K| ˆ̃K|

[
sK(rT

1,KĜK(e∗h)r1,K) + s−1
K (rT

2,KĜK(e∗h)r2,K)
]

, (4.8)

dove G̃K(e∗h) =
GK(e∗h)
|K̃|

e |K̃| = λ1,Kλ2,K| ˆ̃K| è l’area del patch associato al

triangolo K. Tale scalatura è stata effettuata con lo scopo di rendere i termini
in (4.8) approssimativamente indipendenti dalle dimensioni del triangolo
K.

Si cerca quindi un minimo del funzionale

J(sK, r1,K, r2,K) = sK(rT
1,KG̃K(e∗h)r1,K) +

1
sK

(rT
2,KG̃K(e∗h)r2,K). (4.9)

La soluzione di questo problema di minimizzazione è espressa nella se-
guente proposizione.
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Proposizione 4.4

Il minimo di (4.9) si ottiene con:

sK =
√

g1/g2, r1,K = g2, r2,K = g1

dove {gi, gi}i=1,2 sono le coppie di autovalori e autovettori associate alla
matrice G̃K(e∗h), con g1 ≥ g2 ≥ 0.

Si noti che i valori ottimali forniti dalla Proposizione 4.4 sono tali da
rendere uguali i due addendi in (4.9). Infatti sKg2 = s−1

K g1 =
√

g1g2. Ciò
significa che il minimo di j(·) non dipende da sK. Per definire completa-
mente la metrica, restano da calcolare i valori di λ1,K e λ2,K. A tale fine,
imponiamo ηK = τ, ∀K ∈ Th dove τ è una tolleranza data. Si trova che
λ1,K e λ2,K sono date dalle espressioni

λ1,K = g−1/2
2

(
τ2

2card(Th)| ˆ̃K|

)1/2

, λ2,K = g−1/2
1

(
τ2

2card(Th)| ˆ̃K|

)1/2

.

(4.10)
La nuova metrica M̃(j+1) si ottiene, elemento per elemento, dalla relazione

M̃(j+1)
K = M̃(j+1)|K = RT

KΛ−2
K RK

con RT
K = [r1,K, r2,K] e ΛK = diag(λ1,K, λ2,K).

Abbiamo cosı̀ definito una pratica procedura per calcolare la nuova
metrica, e quindi trovare la mesh adattata, che verrà implementata nel
prossimo capitolo.
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Capitolo 5

Risultati sperimentali

Abbiamo introdotto nei capitoli precedenti le principali tecniche di seg-
mentazione delle immagini, dagli albori rappresentati dal funzionale di
Mumford-Shah, fino al recentissimo modello RSFE. Le difficoltà nella ri-
soluzione delle diverse equazioni, nonché i loro limiti pratici, sono stati
evidenziati con la massima cura, al fine di rendere il lettore partecipe della
complessità del problema.

In questo capitolo discutiamo il problema della discretizzazione di tali
equazioni. Innanzitutto si descrive in maniera generale l’implementazione
del codice nella Sezione 5.2, poi si studia la sensibilità dei risultati rispet-
to ad alcuni parametri del modello (Sez. 5.3) e infine si dedica un’ampia
sezione ai confronti tra le soluzioni ottenute con griglie differenti (Sez. 5.4).

5.1 Alcune considerazioni introduttive

Come noto un qualsiasi problema differenziale può essere gestito e risolto
da un calcolatore solamente dopo essere stato discretizzato attraverso un
processo opportuno. Due tra i metodi più utilizzati in questo campo sono
il metodo alle differenze finite [64] e il metodo agli elementi finiti [59].

Nel campo dell’analisi delle immagini l’approccio più inflazionato è
senza dubbio quello basato sulle differenze finite. Tale scelta segue diretta-
mente dalla particolare struttura delle immagini digitali, descritta nel Ca-
pitolo 1. Infatti l’insieme ordinato dei pixel si presta in modo naturale ad
essere utilizzato come griglia di calcolo per le differenze finite.

Tuttavia la letteratura scientifica sull’argomento non è priva di lavo-
ri in cui si esplora l’utilizzo di schemi ad elementi finiti. Ad esempio in
[17, 66, 58] si risolvono diversi problemi legati al trattamento delle imma-
gini con gli elementi finiti, introducendo anche delle tecniche euristiche di
adattività di griglia. La possibilità di adattare la griglia al problema diffe-
renziale studiato permette, come abbiamo già spiegato in precedenza, di
ottenere una soluzione più precisa in un tempo computazionale spesso in-
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feriore.
La soluzione di un problema di segmentazione è data da una curva che
descrive i contorni interni dell’immagine; una griglia adattata a tale solu-
zione sarà quindi molto fitta in corrispondenza dei contorni, e permetterà
di identificare in modo unifico l’immagine. Risolvere il problema con una
procedura di adattazione di griglia permette di ottenere un duplice risulta-
to: innanzitutto la soluzione del problema e poi la ricerca della griglia com-
putazionale. Questa infatti può essere sfruttata per risolvere altri tipi di
problemi sulla stessa immagine iniziale (denoising, infitting, ...), riducendo
cosı̀ drasticamente il costo computazionale rispetto ai metodi che si usano
la segmentazione come step di pre-processing al fine di trovare la griglia. In
effetti l’approccio di generazione di griglia più usato, soprattutto nelle ap-
plicazioni alle immagini mediche, consiste nel dare i contorni segmentati
come input ad un generatore di mesh [20].

Le caratteristiche particolari della griglia adattata per un problema di
segmentazione sono chiaramente congeniali all’utilizzo di elementi finiti
anisotropi. La possibilità di sfruttare le competenze sulle stime anisotro-
pe a posteriori presentate nel Capitolo 4 è proprio uno dei motivi per cui
abbiamo scelto di cimentarci con la risoluzione dei problemi di segmen-
tazione attraverso elementi finiti. Infatti il metodo delle differenze finite
permette poca flessibilità per quanto riguarda la struttura della griglia.
In particolare si è scelto di guidare l’adattazione di griglia con uno stima-
tore di Zienkiewicz-Zhu (si veda la Sez. 3.3). La ragione principale di que-
sta decisione è da cercarsi proprio nella definizione di stimatore recovery-
based. Si è visto come esso sia basato sull’approssimazione del gradiente
della soluzione approssimata, a differenza di molti altri stimatori che consi-
derano la soluzione stessa. Questo fatto assume una particolare importanza
nel nostro caso, visto che la soluzione φ del problema di segmentazione è
una funzione di level set e come mostrato in Figura 5.1 cambia drasticamen-

Figura 5.1: Risultato della segmentazione di un’immagine artificiale affetta
da rumore (sinistra) e corrispondente funzione di level set (destra).
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te valore in corrispondenza dei contorni dell’immagine. Il suo gradiente è
quindi una grandezza di particolare importanza nella simulazione.

Un altro motivo che ci ha spinto verso l’utilizzo di questo particolare
stimatore sono gli ottimi risultati ottenuti in altre sedi, già citati precedente-
mente, nonché la semplicità di calcolo che lo caratterizza. Sembra doveroso
evidenziare che nel campo della segmentazione delle immagini si tratta di
una metodologia completamente innovativa, in quanto a nostra conoscen-
za gli unici lavori sull’adattazione di griglia in questo ambito sono basati
su criteri euristici e non su stimatori a posteriori.

Come sempre, purtroppo, le novità portano con sé anche alcune diffi-
coltà. Infatti si vedrà nel seguito che lo stimatore ZZ permette di generare
delle mesh con molti meno gradi di libertà rispetto ad altri tipi di adatta-
zione e la precisione della soluzione è comparabile se non superiore, ma si
paga il prezzo di un costo computazionale molto elevato.

Nel seguito si analizzano i risultati ottenuti mettendo un’enfasi partico-
lare sul confronto tra i diversi approcci presentati e sulla sensibilità del test
a differenti parametri. Infatti in questo particolare frangente non è possibi-
le effettuare analisi ritenute fondamentali nel campo dell’analisi numerica,
come le stime di convergenza o di stabilità. Fortunatamente l’argomen-
to dello studio, cioè le immagini, ci permettono di effettuare dei semplici
confronti ad occhio nudo sulla bontà delle segmentazioni!

5.2 Implementazione

Il modello per la segmentazione delle immagini implementato in questo
lavoro è quello basato sulla region scalable fitting energy descritto nel Capi-
tolo 1. È stato scelto non soltanto perché quello di più recente sviluppo, ma
soprattutto perché si tratta di un metodo polivalente che riesce a concilia-
re una relativa rapidità di calcolo con una segmentazione di buon livello
capace di riconoscere i contorni anche di immagini con forti gradienti di
intensità. Si implementa quindi l’Algoritmo 3.

Ricordiamo che l’equazione differenziale di Eulero-Lagrange che risol-
ve il problema di minimizzazione in considerazione è

4φ =
r
λ
+ div (~d−~b).

Nell’articolo originale tale equazione viene risolta come mostrato in (2.20)
con il metodo delle differenze finite, usando strategicamente uno schema
di Gauss-Seidel per tenere in conto l’avanzamento temporale. Nella pratica
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ciò equivale a risolvere il seguente problema parabolico:
∂φ

∂t
−4φ = − r

λ
− div (~d−~b) in Ω, t > 0

∂φ

∂n
= 0 su ∂Ω

φ(0, ·) = φ0(·) in Ω.

(5.1)

La risoluzione numerica di tale equazione si effettua con l’ausilio di
FreeFem++, un software freeware sviluppato da F. Hecht e O. Pironneau
dell’Université Paris VI [45]. Si tratta di un ambiente di sviluppo integra-
to (IDE in inglese) per la risoluzione numerica delle equazioni a derivate
parziali con il metodo agli elementi finiti. Le sue caratteristiche salien-
ti comprendono un ottimo generatore di mesh e un solutore integrato di
equazioni ellittiche. Tale solutore richiede in input la formulazione debole
dell’equazione, che è quindi necessario ricavare.

5.2.1 Discretizzazione del problema parabolico

La formulazione debole di (5.1) si ottiene moltiplicando l’equazione diffe-
renziale a t fissato per una funzione test v = v(x) ed integrando su Ω. Per
ogni t > 0 si cerca φ(t) ∈ V, con V = H1(Ω) tale che:

∫
Ω

∂φ(t)
∂t

vdx +
∫

Ω
∇φ · ∇vdx = −

∫
Ω

f vdx ∀v ∈ V. (5.2)

e φ(0) = φ0. Si è inoltre posto
( r

λ
+ div (~d−~b)

)
= f .

Si verifica immediatamente che la forma bilineare è continua e debolmen-
te coerciva, quindi si deduce un risultato di unicità della soluzione de-
bole [59]: il problema (5.2) ammette un’unica soluzione φ ∈ L2(R, V) ∩
C0(R, L2(Ω)), tale che ∂φ/∂t ∈ L2(R, V ′) essendo V ′ il duale di V.

La semidiscretizzazione di (5.2) nelle sole variabili spaziali si ottiene
considerando l’approssimazione di Galerkin della soluzione φh ∈ Vh, dove
vh ⊂ V è un opportuno spazio a dimensione finita: per ogni t > 0 trovare
φh(t) ∈ Vh tale che

∫
Ω

∂φh(t)
∂t

vhdx +
∫

Ω
∇φh · ∇vhdx = −

∫
Ω

fhvhdx ∀vh ∈ Vh (5.3)

e φh(0) = φ0h essendo φ0h una conveniente approssimazione di φ0 nello
spazio Vh.

Applicando il θ-metodo, che approssima la derivata temporale in (5.3)
con un semplice rapporto incrementale, si ottiene finalmente la discretizza-
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zione completa:

∫
Ω

φk+1
h − φk

h
dt

vhdx +
∫

Ω

(
θ∇φk+1

h + (1− θ)∇φk
h

)
· ∇vhdx =

−
∫

Ω
fhvhdx ∀vh ∈ Vh.

5.2.2 Algoritmo di Split-Bregman

Ottenuta la formulazione debole, vediamo ora gli step fondamentali di
implementazione dell’Algoritmo 3.

1. Importazione dell’immagine : si leggono le dimensioni dell’immagi-
ne in pixel nx e ny e i valori di intensità in ogni punto del dominio da
un file di testo creato con MATLAB.

2. Creazione della mesh : ogni pixel corrisponde ad un vertice della
griglia, che viene generata con il comando

mesh Th=square(nx,ny,[nx*x,ny*y]).

3. Definizione dello spazio ad elementi finiti : Vh è uno spazio ad ele-
menti finiti formato da polinomi di primo grado definito sulla mesh
Th

fespace Vh(Th,P1).

4. Dichiarazione delle funzioni ad elementi finiti e degli altri parametri
del problema, tra cui il contorno iniziale φ0 e l’immagine iniziale Im0

mostrata in Fig. 5.2 insieme alla mesh Th.

Figura 5.2: L’immagine iniziale viene approssimata con dei polinomi di
grado 1 su tutto il dominio; le dimensioni della mesh corrispondono a
quelle dei pixel.
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5. Definizione del problema differenziale : la formulazione debole (5.3)
si traduce in linguaggio FreeFem++ cosı̀

problem RSF(phi,v) = int2d(Th)(phi*v) - int2d(Th)(phi1*v)

+ dt*(int2d(Th)(v*(dx(ddx)-dx(bbx)+dy(ddy)-dy(bby)+r/l))

+ int2d(Th)(th*(dx(phi)*dx(v)+dy(phi)*dy(v)))

+ int2d(Th)((1-th)*(dx(phi1)*dx(v)+dy(phi1)*dy(v))))

avendo indicato phi=φk+1, phi1=φk e th=θ.
6. Ciclo temporale : si risolve l’equazione e si effettuano i passi di ag-

giornamento del metodo di Split-Bregman finché non si verifica una
delle due condizioni del ciclo while:

while( iter<maxIter && errnorm[iter]>toll )

dove si è posto

errnorm[k] =
‖φk − φk−1‖2

‖φk−1‖2
.

Gli aggiornamenti delle variabili ausiliarie dell’algoritmo di Split-Breg-
man allo step 6 sono passaggi algebrici semplici, e non sembra necessario
dettagliarli ulteriormente. È però interessante notare come sono state calco-
late le numerose convoluzioni necessarie ad ogni passo per calcolare il va-
lore della funzione r secondo le equazioni (1.22)-(1.24). In effetti, FreeFem
non possiede un comando per calcolare esplicitamente il risultato di una
convoluzione, e non è altresı̀ possibile farlo definendo l’integrale. Un’a-
stuzia per aggirare tale problema consiste nell’appoggiarsi al noto risultato
secondo il quale la soluzione fondamentale dell’equazione del calore

∂u
∂t

(t, x)−4u(t, x) = 0 x ∈ R2, t > 0

u(0, x) = u0(x) x ∈ R2

con u0 ∈ L1(R2), è data da:

u(t, x) =
∫

R2
Gσ(x− y)u0(y)dy = (Gσ ∗ u0)(x).

Quindi per risolvere ognuna delle convoluzioni è sufficiente definire un
problema differenziale con il comando problem.

5.2.3 Adattazione di griglia

L’adattazione di griglia in FreeFem++ si effettua attraverso il comando

Th = adaptmesh(Th, f, [parametri] )
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Capitolo 5 Risultati sperimentali

in cui Th è la mesh da modificare, e f è la funzione alla quale si vuole
adattare la griglia. Adaptmesh ammette in ingresso diversi parametri, tra
cui:
• hmin: dimensione minima dei lati degli elementi finiti;
• hmax: dimensione massima dei lati degli elementi finiti;
• nbvx: numero massimo di vertici della griglia;
• err: errore di interpolazione (di default = 0.01);
• iso: valore booleano, se vero impone la generazione di una griglia

isotropa (è falso di default);
• metric: vettore di dimensione 3 che identifica la metrica.
Questo comando, nella sua versione più semplice, usa un algoritmo au-

tomatico di adattazione di griglia basato sulla matrice Hessiana della fun-
zione f. Altrimenti l’utente può scegliere di definire una metrica manual-
mente con il parametro

metric = [m11(),m12(),m22()],

dove m11, m12 e m22 sono delle funzioni ad elementi finiti che identificano
gli elementi della matrice della metrica M introdotta nella Sezione 4.6:

M =

[
m11 m12

m12 m22

]
. (5.4)

Vediamo ora come procedere per calcolare la metrica a partire da uno
stimatore ZZ a posteriori. Dal punto di vista teorico la costruzione di tale
stimatore anisotropo è stata trattata nel Capitolo 4.

Innanzitutto, rispetto al caso base presentato nel paragrafo preceden-
te, è necessario definire un secondo spazio ad elementi finiti, formato da
funzioni costanti in ogni triangolo:

fespace Nh(Th,P0).

Il calcolo effettivo dello stimatore avviene ad ogni passo temporale all’in-
terno del ciclo while inserito nello Step 6 dell’algoritmo base. Entriamo ora
nei dettagli del procedimento:

a. Calcolo del gradiente ricostruito : ogni sua componente - Rgx lungo
x e Rgy lungo y - è una funzione ad elementi finiti con un numero di
gradi di libertà pari al numero dei vertici. Quindi, contrariamente al-
l’operatore GR(uh) definito in (3.22), qui la media pesata si effettua sui
triangoli che condividono lo stesso vertice. Sia cioè Rgx[i] il valore
corrispondente all’i-esimo vertice della mesh:

Rgx[i] =

∑
T3i
|T| · (dx(phi))|T

∑
T3i
|T|

81



5.2 Implementazione

dove dx(phi)=
∂φ

∂x
e appartiene allo spazio Nh. Analogamente si

trova la componente lungo y del gradiente ricostruito.
b. Costruzione della matrice di adiacenza : A è una matrice di dimensio-

ne [numero vertici x numero triangoli]. Ogni riga di A corrisponde ad
un vertice della griglia, e vi si segna il numero di ogni triangolo che
condivide quel vertice. Cosı̀ si riduce il costo computazionale dell’al-
goritmo, dato che l’associazione tra vertici e i rispettivi triangoli deve
essere ripetuta più volte ad ogni iterazione.

c. Costruzione della matrice G : (4.4) ognuna delle 3 componenti della
matrice simmetrica è stata definita con una forma variazionale del
tipo

varf g11K(a,b)=int2d(Th)((Rgx-dx(phi))*(Rgx-dx(phi))*b);

cosicché il valore di G in corrispondenza dei vertici si ottiene con il
comando

G11K[]=g11K(0,Nh).

Ora è sufficiente sfruttare la matrice di adiacenza appena calcolata
per associare ad ogni triangolo della mesh il corrispondente valore di
G. Dividendo poi per l’area di ogni patch si ottiene la matrice G̃K(e∗h)
definita in (4.8). Queste funzioni ad elementi finiti appartengono tutte
allo spazio Nh.

d. Calcolo di autovettori e autovalori di G̃K(e∗h) : secondo la Proposi-
zione 4.4 gli autovalori di tale matrice indicano le direzioni degli assi
principali dei triangoli della nuova mesh. Questo calcolo viene svolto
tramite una chiamata a MATLAB, linguaggio molto efficiente nella riso-
luzione di problemi di algebra lineare. Il passaggio dei parametri tra
i due programmi si effettua con una semplice scrittura e lettura su dei
file di testo.

e. Costruzione della nuova metrica : la dimensione degli elementi fi-
niti è data dalle espressioni (4.10). Tali valori sono calcolati ancora
in MATLAB, cosı̀ come la matrice MK della metrica, con le semplici
moltiplicazioni matriciali ricordate nella Sezione 4.6.
Il comando adaptmesh vuole in input delle matrici con un numero
di gradi di libertà pari al numero dei vertici della griglia. È quindi
necessario effettuare il passaggio opposto rispetto a quello del punto
c., dalla metrica element-wise MK alla metrica node-wise M:

M[i] =
∑
T3i

MK[T] · |T|

3 ∑
T3i
|T|

.

Il coefficiente 3 a denominatore serve per ridimensionare il triangolo
di riferimento ad un triangolo unitario.
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La matrice M cosı̀ trovata è quella definita in (5.4). Ora è sufficiente
chiamare adaptmesh con i parametri appena calcolati per ottenere la griglia
adattata.

5.3 Parametri del modello

Come si può dedurre dalla trattazione teorica nel Paragrafo 1.4.2, i risultati
di segmentazione ottenuti applicando il modello RSF dipendono da sva-
riati parametri. Nella pratica si verifica facilmente che la loro regolazione è
tutt’altro che facile, dipendendo sia dal tipo di immagine che si segmenta,
sia dal risultato cercato.

In questo paragrafo si vuole spiegare il significato e il ruolo di ogni pa-
rametro, attraverso esempi pratici e richiami alla teoria, cercando di fornire
uno strumento euristico per la scelta degli stessi. A nostro parere la man-
canza di una tale esplicazione è una grave lacuna dei lavori citati sull’argo-
mento, che solitamente scelgono i parametri ad hoc per ogni simulazione,
senza fornire una visione globale della loro utilità pratica.
Analizziamo quindi il ruolo di un parametro alla volta, mantenendo fissi
gli altri in modo da semplificare la comprensione.

Moltiplicatore di Lagrange λ

Questo parametro deriva dall’imposizione del vincolo di uguaglianza ~d =
∇φ nell’algoritmo di Split-Bregman, e agisce da moltiplicatore di Lagrange
per la forma quadratica associata.

Il ruolo di λ nell’evoluzione della funzione φ si può dedurre dall’analisi

dell’equazione (5.1). Il termine − r
λ

è di fondamentale importanza per l’e-
voluzione del contorno attivo. Infatti si ha che r = λ1e1 − λ2e2, espressione
che deriva direttamente dall’energia di fitting, in cui e1 (rispettivamente e2)
è un integrale che agisce da media quadratica pesata della differenza tra il
valore di fitting f1 ( f2) e l’intensità dell’immagine all’esterno (interno) della
curva in evoluzione.

Un valore alto di λ riduce l’importanza attribuita a r e rallenta cosı̀ l’e-
voluzione del contorno, come confermano le immagini in Fig. 5.3. Si può
anche notare che per valori molto bassi di λ non si hanno più variazioni si-
gnificative del contorno, infatti φ evolve in maniera identica per λ = 10−3

e per λ = 10−5.
Questo fenomeno è probabilmente dovuto all’intervallo di esistenza di

φ: infatti a valori diversi del moltiplicatore di Lagrange corrispondono so-
luzioni diverse dell’equazione differenziale, ma trovandosi tali soluzioni al
di fuori dell’intervallo a0 ≤ φ ≤ b0 vengono subito uniformate.
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5.3 Parametri del modello

(a) λ = 10−1 (b) λ = 10−2 (c) λ = 10−3 (d) λ = 10−5

Figura 5.3: Regione segmentata per diversi valori del parametro λ: dopo 1,
3 e 7 iterazioni.

(a) λ = 10−3 (b) λ = 10−3

(c) λ = 10−5 (d) λ = 10−5

Figura 5.4: Estensione di φ dopo 3 (sin.) e 8 (dx.) iterazioni, al variare di λ.
In alto per λ = 10−3 si può notare un’inversione di valore, che non avviene
per λ = 10−5 in basso.
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Un altro fenomeno interessante si può notare in Fig.5.4, in cui si seg-
menta un’immagine di maggiore complessità. Si può vedere che, per va-
lori grandi di λ, l’algoritmo di segmentazione riconosce la parte esterna
dell’immagine, invece di quella interna. Questo effetto è dovuto ad un
cambiamento nel segno della soluzione.

Confrontando i risultati con quelli della Figura 5.3, si può effettuare
anche un’ulteriore deduzione: la segmentazione di immagini con contorni
poco definiti risulta più semplice usando valori di λ più piccoli. In generale
si può concludere che i valori accettabili del parametro λ sono da cercare
nell’intervallo:

10−3 ≤ λ ≤ 10−5.

Pesi: esterno/interno λ1 e λ2

Le costanti λ1 e λ2 rappresentano, nella definizione dell’energia di fit-
ting (1.18), i pesi degli integrali rispettivamente sulla regione esterna e
interna rispetto alla curva in evoluzione.

Innanzitutto cerchiamo di stabilire l’ordine di grandezza di tali costanti,
studiando il loro ruolo nel problema differenziale (5.1). L’intensità dell’im-
magine originale in ogni punto del dominio assume valori appartenenti
all’intervallo [0, 255]; affinché l’influenza del fattore r/λ nell’equazione

(a) λ1 > λ2 (b) λ1 = λ2 (c) λ1 < λ2

Figura 5.5: Regione segmentata dopo 1, 3 e 6 iterazioni al variare delle
costanti λ1 e λ2.
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differenziale sia significativa è necessario che esso assuma dei valori del-
lo stesso ordine di grandezza. Quindi per bilanciare il parametro λ, il cui
campo di variazione è stato definito nel paragrafo precedente, si scelgono
valori dell’ordine di 10−5.

Nella maggior parte dei casi si imposta λ1 = λ2 = 10−5, situazione
corrispondente ad un equilibrio tra le regioni interne ed esterne rispetto al
contorno di livello zero. Al contrario, quando λ1 6= λ2, la penalità che si
impone sui due integrali in (1.18) è differente. Ad esempio, se λ2 > λ1
la penalità imposta sull’integrale sulla regione interna è maggiore; cosı̀ si
penalizza l’aumento dell’area della regione interna e si previene la forma-
zione di nuovi contorni, che aumenterebbero tale area. In particolare nelle
regioni dell’immagine lontane dal contorno, dove e1 ≈ e2, il segno di r è
negativo e φ non cambia segno, non formando nuovi contorni.

Questo effetto risulta evidente dall’analisi della Figura 5.5, in cui un’im-
magine raffigurante una RMN del cervello umano viene segmentata con
diversi valori di λ1 e λ2. In particolare nella prima colonna λ1 = 1.1e− 5 e
λ2 = 1e− 5, e si nota che l’evoluzione della regione segmentata è lenta, ma
precisa. Qui infatti la segmentazione si limita a riconoscere le aree princi-
pali del cervello, al contrario di quanto avviene nella seconda e nella terza
colonna (rispettivamente λ1 = λ2 = 1e− 5 e λ1 = 1e− 5, λ2 = 1.1e− 5), in
cui si nota la presenza di piccole macchie esterne.

Nel caso appena presentato può sembrare che il valore di questi para-
metri influenzi poco il risultato finale del processo di segmentazione. Sfor-
tunatamente, questo è vero solamente se l’immagine sotto esame è sempli-
ce e soprattutto se il contorno iniziale è ben centrato rispetto alle aree da
segmentare. Consideriamo ad esempio quanto avviene in Fig. 5.6. Nel-
le prime tre colonne si usa un contorno iniziale φ0 posizionato in alto a
sinistra, differentemente dal caso standard in cui esso è centrato rispetto
all’immagine. Mentre nei casi (a) e (b) tale impostazione non crea nessun
problema in vista del risultato finale, quando λ1 > λ2 si privilegia talmente
tanto la formazione di nuovi contorni, che se ne crea uno esterno all’im-
magine! Ciò non avviene scegliendo un contorno iniziale centrato, come
mostrato in Fig. 5.6(d).

La creazione di nuovi contorni è in realtà considerata un vantaggio di
questo metodo, infatti ne aumenta la velocità oltre a permettere il ricono-
scimento dei contorni interni. Bisogna però fare attenzione a limitare que-
sto effetto allo stretto necessario: capita spesso di imbattersi in situazioni
come quella appena descritta, in cui il nuovo contorno disegna l’esterno
dell’oggetto invece dell’interno.
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(a) λ1 < λ2 (b) λ1 = λ2 (c) λ1 > λ2 (d) λ1 > λ2
contorno centrato

Figura 5.6: Regione segmentata dopo 1, 3 e 6 iterazioni al variare delle
costanti λ1 e λ2. Nelle prime tre colonne φ0 è scelta in alto a sinistra, mentre
nell’ultima è centrata.

Parametro di scala del nucleo gaussiano σ

La scalabilità in spazio rappresenta il vantaggio e l’innovazione princi-
pale del modello RSF: la scelta del parametro σ permette di decidere quante
informazioni sull’intensità dell’immagine sfruttare, da piccoli intorni all’in-
tero dominio. Infatti le funzioni f1(x) ed f2(x), la cui espressione è data da
(1.22), approssimano l’intensità dell’immagine in una regione centrata nel
punto x la cui dimensione dipende dal valore di σ. In particolare, per valo-
ri bassi di σ, l’energia di fitting (1.17) è calcolata basandosi unicamente su
informazioni di intensità presenti in un piccolo intorno di x.

La scelta del valore del parametro di scala non è banale. Infatti σ pic-
colo permette di ottenere una migliore precisione nella localizzazione dei
contorni dell’immagine. Ma per la maggior parte delle immagini reali, la
cui intensità è solitamente omogenea, è possibile usare valori abbastanza
grandi di σ ottenendo dei risultati soddisfacenti; cosı̀ aumenta anche l’in-
dipendenza della soluzione dalla posizione iniziale del contorno.
Questo secondo effetto è dovuto all’analogia con il metodo di Chan e Vese
(Sec. 1.3), che può essere considerato il limite del modello RSF per σ → ∞.
A tale limite infatti le funzioni di fitting f1 ed f2 coincidono con la media
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(a) Immagine originale (b) σ = 3

(c) σ = 10 (d) σ = 70

Figura 5.7: Risultati della segmentazione al variare di σ, a convergenza
dell’algoritmo.

dell’intensità nelle regioni {φ > 0} e {φ < 0}, e corrispondono alle inten-
sità medie che compaiono nell’espressione dell’energia (1.16) nel modello
di Chan e Vese.

Dal punto di vista del costo computazionale, un parametro di scala più
grande aumenta il costo computazionale di ogni convoluzione, ma ridu-
ce il numero di iterazioni necessarie per ottenere l’immagine segmentata.
Quindi il costo può essere considerato comparabile.

La possibilità di variare σ permette di segmentare con successo imma-
gini molto diverse. Il criterio di scelta di questo parametro è, ancora una
volta, di tipo euristico: dato che esso influenza l’ampiezza delle regioni in
cui si calcola la media delle intensità, bisogna cercare di considerare una
regione abbastanza significativa dell’immagine. Ciò risulta particolarmen-
te complicato con immagini in cui l’intensità varia rapidamente all’interno
dell’oggetto da segmentare senza la presenza di contorni ben definiti, co-
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(a) Immagine origi-
nale

(b) σ = 3 (c) σ = 10 (d) σ = 20

Figura 5.8: Risultati della segmentazione al variare di σ, a convergenza
dell’algoritmo.

me ad esempio nella Figura 5.7(a) rappresentante la RMN di un ginocchio.
In questo caso il calcolo di f1 e f2 in punti distanti dell’immagine può dar
luogo a dei risultati contraddittori, in quanto la tonalità predominante può
passare rapidamente dal chiaro allo scuro. Cosı̀ φ assumerà valori opposti
in corrispondenza dello stesso colore, ottenendo come risultato della seg-
mentazione incoerente come quella delle Fig. 5.7(b)-5.7(c). Si può notare co-
me in questo caso l’algoritmo non riesca ad individuare il femore e la tibia
nonostante i loro contorni siano definiti. Al contrario nella Figura 5.7(d), in
cui σ = 70, l’immagine risultante dalla segmentazione corrisponde a quella
originale, nonostante si siano persi alcuni dettagli.

La modifica del parametro σ non influenza invece il processo di seg-
mentazione di quelle immagini in cui gli oggetti sono ben definiti e non so-
no soggetti a variazioni di intensità al loro interno, come ad esempio quella
mostrata in Figura 5.8(a). Qui si può notare come il risultato della segmen-
tazione sia più preciso per valori bassi del parametro di scala (Fig. 5.8(b)),
infatti in tale modo si riesce a limitare l’ampiezza della regione presa in
considerazione. Al contrario nelle Figure 5.8(c) e 5.8(d) il contorno tende a
spingersi verso l’ombra dell’oggetto geometrico.

Contorno iniziale φ0

Abbiamo spesso evidenziato l’importanza della scelta del contorno ini-
ziale nel processo di segmentazione, e spiegato come due condizioni inizia-
li differenti possano portare a diversi risultati. Il modello RSF qui conside-
rato è poco sensibile al contorno iniziale, tanto che tutte le simulazioni pre-
sentate in questo capitolo sono state ottenute con la stessa inizializzazione
del contorno:

φ0(x, y) =

 1, (x, y) ∈
[
nx

3
,

2nx
3

]
×
[
ny

3
,

2ny
3

]
,

0, altrimenti

dove nx e ny sono le dimensioni dell’immagine in pixel.
È però possibile sfruttare in modo furbo alcune differenze derivanti da

diverse scelte del contorno iniziale, come mostrato in Figura 5.9. L’imma-
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(a) Contorno iniziale (b) Risultato della segmentazio-
ne

Figura 5.9: Risultati della segmentazione al variare di φ0, a convergenza
dell’algoritmo.

gine mostra una sezione del cuore, in cui si possono riconoscere l’aorta, la
vena cava e una valvola aperta all’interno. Si è interessati sia a segmentare
l’immagine nel suo complesso, sia ad estrarre unicamente il contorno della
valvola aperta: ciò è possibile scegliendo in maniera opportuna il contorno
iniziale.
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5.4 Validazione del modello

La validazione del modello di adattazione di griglia esposto in questa sede
sarà effettuata in due step. Innanzitutto si mostrano i vantaggi dell’utilizzo
dell’adattazione di griglia euristica (cioè con il comando adaptmesh) rispet-
to alla risoluzione con elementi finiti sulla griglia fissa iniziale. In segui-
to si confrontano i risultati della segmentazione ottenuti con l’adattazione
euristica e con l’adattazione basata sullo stimatore a posteriori.

Queste analisi verranno effettuate in maniera qualitativa, in quanto ri-
sulta difficile stimare in maniera rigorosa l’efficacia di un processo di seg-
mentazione. Nella pratica ci si baserà sui seguenti elementi per definire la
bontà di una segmentazione rispetto ad un’altra: la precisione, il numero
di elementi della griglia, le iterazioni necessarie per raggiungere la conver-
genza, oltre al tempo computazionale. In questa Sezione validiamo quindi
l’utilizzo dell’adattazione di griglia attraverso alcuni esempi pratici.

5.4.1 Adattazione euristica

Basiamo la nostra analisi sulle immagini in Fig. 5.10, Fig. 5.11 e Fig. 5.12.
Si noti innanzitutto che si tratta di immagini di natura completamente di-
versa, scelte appositamente per mostrare pregi e difetti dell’algoritmo uti-
lizzato e la sua complessiva affidabilità.

Prima di addentrarci nello specifico dell’analisi comparativa tra la seg-
mentazione con e senza adattazione di griglia, sembra necessario fare qual-
che considerazione sulla bontà delle segmentazioni presentate nelle figure
delle prossime pagine. In Figura 5.10 si vuole segmentare la fotografia di
un vortice di Kármán formato da un flusso di acqua circolante attorno ad
un cilindro circolare. Le linee di flusso sono molto sottili e in alcuni pun-
ti si sovrappongono in maniera particolarmente confusa, ad esempio nella
parte sinistra dell’immagine, al momento della creazione del vortice. Per
questo motivo l’algoritmo di segmentazione non riesce a riconoscere i det-
tagli delle linee di flusso e tende piuttosto a confonderle in un tutt’uno.
Bisogna comunque apprezzare la precisione con cui vengono segmenta-
ti alcuni particolari dell’immagine, come ad esempio la forma particolare
dell’ultimo vortice sulla destra.
La Figura 5.11, raffigurante la sezione di un cervello, rappresenta un’altra
sfida abbastanza impegnativa nell’ambito della segmentazione. Infatti in
tale immagine si alternano delle zone chiare e scure, i cui contorni non so-
no definiti in modo preciso. Si è arbitrariamente deciso di ottenere una seg-
mentazione che comprendesse anche la meninge: perché ciò sia possibile il
parametro σ deve essere scelto abbastanza grande. Con una scelta diversa,
sarebbe possibile ottenere una segmentazione che comprenda unicamente
la materia grigia interna. Purtroppo questa scelta crea alcune macchie visi-
bili in tutte e tre le immagini.
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La difficoltà nella segmentazione della Figura 5.12, quadro dell’artista Joan
Miró, deriva principalmente dalla presenza di macchie di colore diverso.
Questa immagine è stata scelta perché Potendo suddividere l’immagine in
solo due regioni, non è possibile distinguere alcuni particolari: ad esempio
i cerchi concentrici di colore rosso e nero nella parte destra dell’immagine
vengono ridotti ad unico cerchio di tonalità scura. Ancora più difficoltosa
è la segmentazione dell’elemento in basso a destra, originariamente colo-
rato di blu, rosso e nero: in nessuna delle segmentazioni mostrate si riesce
a distinguere i colori, azione resa ancora più complicata dall’utilizzo di un
algoritmo specificatamente definito solo per le immagini in bianco e nero.
In ogni caso si nota come la soluzione calcolata con gli elementi finiti ripro-
duca in maniera fedele il quadro originale.
In Figura 5.13 si considera un’immagine estremamente impegnativa da
segmentare, rappresentante le famose linee di Nazca, ossia degli estesi geo-
glifi (linee tracciate sul terreno) situati nel deserto di Nazca, nel Perù me-
ridionale. In questo caso le regioni da segmentare si riducono alle sotti-
lissime linee che compongono il disegno, di difficile individuazione. La
precisione della segmentazione con adattazione di griglia euristica è addi-
rittura superiore di quella senza tale adattazione (si osservi per esempio i
dettagli della coda a spirale nelle figure 5.13(b) e 5.13(f)).

In ognuno dei casi test si confrontano tre procedimenti:
a. Segmentazione senza adattazione di griglia (prima riga);
b. Segmentazione con adattazione di griglia, fissando il valore del para-

metro hmin=0.5 (seconda riga);
c. Segmentazione libera con adattazione di griglia (terza riga).

Come primo parametro del confronto tra i tre procedimenti appena ci-
tati consideriamo la precisione dei risultati ottenuti: in tutte e tre le figure si
nota ad occhio nudo come il risultato della segmentazione effettuata senza
adattazione di griglia sia molto sgranato. In effetti la griglia di calcolo ri-
mane quella pixelizzata originale, e l’algoritmo altro non può fare che adat-
tarsi a tale griglia e fornire un risultato costante a tratti e particolarmente
poco realistico. Al contrario, le immagini segmentate attraverso il comando
adaptmesh sono più smooth e molto più simili a quelle originali, senza per-
dere in alcun modo in accuratezza. Questa considerazione di fondamentale
importanza sarebbe sufficiente per preferire un approccio basato sull’adat-
tazione di griglia; per completezza analizziamo anche gli altri aspetti citati
nella parte introduttiva di questa sezione.
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(a) Immagine originale (200 x 151 pixels) (b) Senza adattazione

(c) adaptmesh: hmin=0.5 - griglia (d) adaptmesh: hmin=0.5

(e) adaptmesh: hmin=0.01 - griglia (f) adaptmesh: hmin=0.01

Figura 5.10: Risultati della segmentazione con e senza adattazione [β =
100, σ = 70, λ = 0.001, λ1 = 10−5, λ2 = 1.1 · 10−5]. Immagine originale
tratta da [31].

Figura # triangoli # iter. tempo (s)
5.10(b) 60400 6 54.6
5.10(c) 28935 8 69
5.10(e) 192738 8 221.3

Tabella 5.1: Caso test in Figura 5.10
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(a) Immagine originale (119 x 78 pixels) (b) Senza adattazione

(c) adaptmesh: hmin=0.5 - griglia (d) adaptmesh: hmin=0.5

(e) adaptmesh: no hmin - griglia (f) adaptmesh: no hmin

Figura 5.11: Risultati della segmentazione con e senza adattazione [β =
100, σ = 70, λ = 0.001, λ1 = 1.1 · 10−5, λ2 = 10−5]. RMN del cervello:
sezione frontale.

Figura # triangoli # iter. tempo (s)
5.11(b) 18172 7 20.7
5.11(c) 19779 7 32.1
5.11(e) 1321000 8 62.4

Tabella 5.2: Caso test in Figura 5.11
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(a) Immagine originale (200 x 128 pixels) (b) Senza adattazione

(c) adaptmesh: hmin=0.5 - griglia (d) adaptmesh: hmin=0.5

(e) adaptmesh: no hmin - griglia (f) adaptmesh: no hmin

Figura 5.12: Risultati della segmentazione con e senza adattazione [β =
100, σ = 70, λ = 10−4, λ1 = 1.1 · 10−5, λ2 = 10−5]. Joan Miró,
Composizione astratta, 1975.

Figura # triangoli # iter. tempo (s)
5.12(b) 50546 6 57.5
5.12(c) 47324 11 121.5
5.12(e) 273681 11 691

Tabella 5.3: Caso test in Figura 5.12
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5.4 Validazione del modello

(a) Immagine originale (200 x 150 pixels) (b) Senza adattazione

(c) adaptmesh: hmin=0.5 - griglia (d) adaptmesh: hmin=0.5

(e) adaptmesh: hmin=0.1 - griglia (f) adaptmesh: hmin=0.1

Figura 5.13: Risultati della segmentazione con e senza adattazione [β =
100, σ = 10, λ = 5 · 10−3, λ1 = 10−5, λ2 = 1.05 · 10−5]. Linee Nazca, Perù.
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Una considerazione generale riguarda un limite intrinseco del coman-
do adaptmesh di FreeFem++, che tende a sovrastimare il numero di trian-
goli necessari per ottenere un buon risultato. Nelle Figure 5.10, 5.12 e 5.13
non risulta possibile procedere con un’adattazione di griglia senza fissare
la dimensione minima dei lati della mesh. Infatti, nonostante si tratti di
immagini di piccole dimensioni, se non si assegna un valore al parametro
hmin, FreeFem++ esaurisce la memoria a sua disposizione e dà un segnale
di errore. Si è allora scelto un valore abbastanza piccolo di hmin, con l’obiet-
tivo di ottenere un risultato il più aderente possibile a quello che si avrebbe
avuto lasciando il valore di default di tale parametro.

È di fondamentale importanza anche un’altra osservazione relativa al
valore del parametro hmax. In effetti se non si impone ad adaptmesh un
limite superiore alla dimensione degli elementi finiti, la griglia sarà molto
lasca nelle zone lontane dalla posizione del contorno attivo. In questo mo-
do l’evoluzione della curva viene stravolta in quanto tutte le funzioni che
necessarie per calcolare φ sono approssimate con dei polinomi di primo
grado su ogni triangolo: più le dimensioni dei triangoli sono grandi, più
esse saranno imprecise. Per avere un’idea di tale fenomeno si confrontino
le immagini in Figura 5.14. Tenendo presente che la griglia iniziale ha i lati
di dimensione unitaria, nella pratica si è trovato che un valore appropriato
per la maggior parte delle applicazioni è:

hmax ' 5.

Si vedano ora le Tabelle 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4 per un confronto tra tempo
computazionale, numero triangoli e numero iterazioni nei vari casi.
Si nota innanzitutto che le immagini nella seconda riga di ogni caso test, in
cui il valore di hmin è fissato a 0.5 cioè dimezzato rispetto alle dimensioni
degli elementi nella mesh originale, è possibile ridurre il numero di ele-
menti della griglia base. Ciò avviene sia nei casi presentati in Fig. 5.10(c)-
5.10(d), sia in quelli di Fig. 5.12(c)-5.12(d). Il primo caso è particolarmente
degno di nota, in quanto il numero di triangoli della griglia risulta addi-
rittura dimezzato rispetto al caso base. Al contrario, le immagini ottenute
con una segmentazione libera (o scegliendo hmin più piccolo possibile) so-
no calcolate su una griglia con molti più elementi di quella di partenza.
Confrontando le immagini segmentate nella seconda e terza riga dei casi
test non si nota alcuna differenza sostanziale di accuratezza. Si può in-

Figura # triangoli # iter. tempo (s)
5.13(b) 60000 11 104.01
5.13(c) 60671 13 340.52
5.13(e) 988889 13 2721

Tabella 5.4: Caso test in Figura 5.13
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(a) mesh (b) funzione r (c) funzione φ

Figura 5.14: Seconda iterazione del processo di segmentazione: in alto il
valore di hmax è quello di default, in basso hmax=4 [β = 100, σ = 10, λ =
10−4, λ1 = 1.1 · 10−5, λ2 = 10−5].

travedere solamente una differenza di spessore nei contorni dell’immagine
segmentata (si ricorda che tale contorno coincide proprio con il contorno
attivo): più le dimensioni della griglia sono piccole, più tale contorno è leg-
gero e meglio definito. Le relative griglie riflettono queste caratteristiche:
sono complessivamente analoghe, ma quelle della riga inferiore sono più
fitte e allo stesso tempo hanno i contorni leggermente più sottili.

In tutti e tre i casi test presentati usando la procedura adattativa si sof-
fre di un aumento del costo computazionale. Ciò è dovuto a due fattori:
innanzitutto la procedura adattativa (ossia il comando adaptmesh) è piut-
tosto costosa, inoltre, come si è appena visto, l’adattazione può implicare
un aumento del numero di elementi della griglia. Può verificarsi anche un
aumento del numero di iterazioni necessarie per la convergenza; questo
fenomeno ha una spiegazione intuitiva, infatti la griglia stessa può rallen-
tare l’evoluzione del contorno. La griglia viene aggiornata alla fine di ogni
passo computazionale, quindi la soluzione allo step successivo verrà cal-
colata con una griglia adattata rispetto alla soluzione al tempo precedente.
È interessante analizzare l’evoluzione della mesh, che segue precisamente
l’evoluzione del contorno come mostrato in Figura 5.15.
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Figura 5.15: L’evoluzione della griglia di calcolo segue l’immagine [β =
100, σ = 50, λ = 0.001, λ1 = 10−5, λ2 = 1.1 · 10−5].

Iso vs Aniso

Come detto in precedenza, attraverso il parametro aniso di adaptmesh è
possibile scegliere di utilizzare elementi finiti isotropi o anisotropi. Il valo-
re di default corrisponde alla costruzione di griglie anisotrope, e gli esempi
mostrati fino ad ora sono stati ottenuti in questo modo. In Tabella 5.5 sono
dettagliati il numero di elementi necessari per generare delle griglie isotro-
pe nel caso b per la segmentazione delle tre casi test appena visti. Si trova
che i due casi sono comparabili in termini di numero di elementi. Però, co-
me si può vedere nella Figura 5.16 la precisione nel caso di elementi finiti
anisotropi è decisamente superiore.

I risultati presentati in questo paragrafo permettono di concludere che
una procedura di adattazione di griglia euristica può ridurre la complessità
di un problema di segmentazione risolto con il metodo agli elementi finiti.

Figura # triangoli (aniso) # triangoli (iso)
5.10(c) 28935 40058
5.11(c) 19779 21349
5.12(c) 47324 51234

Tabella 5.5: Confronto tra griglie isotrope e anisotrope.
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(a) Griglia anisotropa (b) Griglia isotropa

Figura 5.16: Dettaglio della segmentazione dell’immagine in Figura 5.10(a).

Tale adattazione deve essere però indirizzata scegliendo i giusti valori
dei parametri per il comando adaptmesh. Inoltre si è trovato che le gri-
glie anisotrope sono più performanti rispetto a quelle isotrope, in quanto
a numero di elementi. D’altronde uno dei motivi per cui si è seguita l’i-
nusuale strada degli elementi finiti per la risoluzione del problema di seg-
mentazione è proprio l’esistenza delle stime anisotrope ricordate nel Cap.
4. Vedremo nel prossimo paragrafo come il loro utilizzo possa migliorare
la procedura di segmentazione, superando i limiti di adaptmesh.

5.4.2 Confronto tra due tecniche di adattazione

L’obiettivo dell’utilizzo di uno stimatore nel processo di adattazione del-
la griglia dovrebbe essere duplice: aumentare la precisione del risultato
calcolato e diminuire il numero di elementi. Vediamo come questo obietti-
vo viene raggiunto grazie all’implementazione dello stimatore a posteriori
anisotropo presentato nella Sezione 3.3. Anche in questo caso, come nel
paragrafo precedente, si baserà l’analisi su alcuni casi test.

Purtroppo in questa analisi ci si scontra con un limite di adaptmesh: se si
definisce una metrica attraverso il parametro metric, i valori di hmax e hmin
vengono considerati in maniera molto marginale. In particolare si trova
che il limite inferiore per la grandezza della griglia viene talvolta ridotto
di un fattore 100; non è quindi possibile effettuare un’analisi come quella
del paragrafo precedente, basata sulla dimensione minima degli elementi
finiti.

Si consideri ora la Figura 5.17, dove si mostra il risultato della segmen-
tazione guidata dallo stimatore a posteriori, con una scelta della tolleranza
τ = 50. Si nota innanzitutto che in Figura 5.17(b) non ci sono più le mac-
chie che invece si notavano nelle segmentazioni della Figura 5.11. Tuttavia
questo aumento macroscopico di precisione è bilanciato da una maggio-
re difficoltà nel cogliere i dettagli, come si può vedere dal confronto delle
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immagini 5.17(e) e 5.17(f). Si nota anche che gli elementi della griglia ripro-
ducono l’andamento della soluzione meglio di quelli ottenuti con il coman-
do adaptmesh senza l’imposizione della metrica, come tipico delle griglie
adattate con uno stimatore a posteriori.

La Tabella 5.6 evidenzia chiaramente il miglioramento fondamentale
che si ottiene usando uno stimatore ZZ, cioè la riduzione di più di un ordi-
ne di grandezza nel numero di triangoli. I parametri riguardanti la dimen-
sione minima e massima dei lati h degli elementi della griglia mostrano la
grande discrepanza di dimensioni rispetto all’utilizzo di adaptmesh senza
metrica.

Questo importante guadagno si riflette però in un aumento del costo
computazionale. Ciò avviene principalmente per una ragione: il comando
adaptmesh è ottimizzato per avere delle buone performance sula piatta-
forma di FreeFem ++, mentre per calcolare lo stimatore a posteriori con la
tecnica implementata in questa sede è necessario effettuare vari cicli su tutti
gli elementi della griglia, procedura notoriamente lunga.

Risultati analoghi si trovano analizzando la Figura 5.18 e la corrispon-
dente Tabella 5.7. Si tratta dei risultati della segmentazione della valvola
cardiaca della Figura 5.9. Qui si modifica il valore della tolleranza τ del-
l’adattazione di griglia anisotropa per mostrare che questo parametro non
influenza in maniera sostanziale il risultato.
I contorni della valvola vengono individuati in maniera corretta da tutti i
casi analizzati anche se, come ci si poteva aspettare, il grado di precisione
del contorno aumenta al diminuire della tolleranza τ. Come nella riso-
nanza magnetica del cervello appena considerata, anche qui l’utilizzo dello
stimatore a posteriori per l’adattazione della griglia permette di ridurre le
imprecisioni della segmentazione: come si vede anche nelle rispettive gri-
glie, l’algoritmo di limita a riconoscere i contorni della valvola, senza indi-
viduare la presenza delle pareti del cuore. Ovviamente una diversa scelta
dei parametri permetterebbe l’individuazione dell’immagine completa, ma
non è l’obiettivo desiderato.

In termini di numero di elementi il guadagno derivante dall’utilizzo
dello stimatore ZZ è anche in questo caso rilevante, in quanto si riducono
gli elementi finiti della griglia di più di un ordine di grandezza (per tutti i
valori di τ considerati). Si noti che l’immagine di partenza ha una dimen-
sione di 197× 165 pixels, cioè una mesh iniziale di 65010 triangoli: mentre
adaptmesh raddoppia il numero di elementi finiti per segmentare un pic-

Figura # triangoli tempo (s) hmin hmax
5.17(b) 50546 350 0.027 4.75
5.11(e) 1321000 62.4 0.0012 4.12

Tabella 5.6: Caso test in Figura 5.17
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(a) Griglia adattata con ZZ (b) Risultato della segmentazione

(c) Dettaglio della griglia - ZZ (d) Dettaglio della griglia - adaptmesh

(e) Dettaglio della griglia - ZZ (f) Dettaglio della griglia - adaptmesh

Figura 5.17: Segmentazione della Figura 5.11(a): confronto tra l’adattazione
euristica e ZZ.
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(a) Adattazione euristica (b) Adattazione euristica

(c) τ = 25 - mesh (d) τ = 25

(e) τ = 50 - mesh (f) τ = 50

(g) τ = 60 - mesh (h) τ = 60

Figura 5.18: Segmentazione dell’immagine mostrata in 5.9: si confronta la
resa della valvola con un’adattazione euristica e al variare della tolleranza
dello stimatore a posteriori. 103
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Figura # triangoli tempo (s) hmin hmax iterazioni
5.18(a) 116150 350 0.0046 4.33 7
5.18(c) 7202 3100 0.159 4.78 7
5.18(e) 7688 2721 0.46 4.53 7
5.18(g) 8702 2650 0.427 4.41 6

Tabella 5.7: Caso test in Figura 5.18

colo particolare dell’immagine, il nostro stimatore lo riduce di un ordine di
grandezza.
Anche in questo caso il tempo computazionale richiesto per effettuare la
segmentazione con lo stimatore a posteriori è molto più alto rispetto all’a-
dattazione euristica; le ragioni sono quelle spiegate precedentemente.

I risultati sperimentali analizzati in questa sede permettono di conclu-
dere che l’adattazione di griglia guidata da uno stimatore a posteriori del
tipo ZZ è estremamente efficiente in termini di riduzione del numero di
elementi finiti. Per quanto riguarda la precisione, è sicuramente compara-
bile a quella ottenuta con l’adattazione euristica, se non superiore. Il tempo
computazionale rappresenta un limite di questo approccio, anche se si è
già spiegato che può sicuramente essere ridotto ottimizzando il codice (e
magari usando una piattaforma diversa da FreeFem++).
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Conclusione e sviluppi futuri

Nello sviluppo di questa tesi ci siamo prefissi come obiettivo quello di ana-
lizzare gli eventuali vantaggi apportati da tecniche di adattività di griglia
ad un problema di segmentazione di immagini risolto con il metodo agli
elementi finiti. Ricordiamo che si tratta di un approccio piuttosto innovati-
vo in tale ambito; infatti non solo in letteratura sono pochi i lavori in cui si
ricorre ad una adattività di griglia, ma addirittura scarseggiano gli approcci
basati su una discretizzazione agli elementi finiti in generale.

Attraverso diversi casi test abbiamo verificato, in maniera qualitativa,
l’effettivo interesse di un approccio adattativo per la segmentazione di un’im-
magine, sia dal punto di vista della precisione dei risultati cosı̀ ottenuti (i
contorni a tratti che seguono la geometria dei pixel tipici di un approccio
senza adattività vengono completamente lisciati), sia per quanto riguar-
da la riduzione del costo computazionale (l’adattività di griglia, a maggior
ragione se anisotropa, tende a ridurre il numero di gradi di libertà).

Nel corso dell’elaborazione di questo lavoro di tesi abbiamo trovato
inoltre diversi spunti che potrebbe essere interessante sviluppare in futuro.

Un miglioramento necessario e di fondamentale importanza è rappre-
sentato da un’ottimizzazione del nostro al fine di ridurne il costo com-
putazionale. Abbiamo infatti riscontrato che i tempi di calcolo da questo
richiesti possono essere a volte considerevoli.

Inoltre abbiamo mostrato come il modello RSFE sia estremamente sen-
sibile ai numerosi parametri che lo descrivono. Un’indagine più appro-
fondita sull’influenza di tali parametri potrebbe risultare utile ai fini della
semplificazione o dell’automatizzazione del processo di segmentazione.

Non ultimo, potrebbe essere interessante applicare analoghe tecniche
di adattività di griglia ad altri settori legati all’analisi delle immagini, cosı̀
come estendere la procedura di segmentazione ad immagini 3D.
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