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��� #� ���$	�	��� ��� %��	 
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{Z(s), s ∈ D} �����

���� D ����	� �� ������������ �� R
d, d = 2, 3, ...� �� 	�� 
 ���� ��� ������������� (Zs1 , ..., Zsn)�

	������������� �� 	������������ ��� ���	���� �� n ��	����� s1, ..., sn�

� ������� ��� ���� ����������� ���������� ����� ������� 
 �� �������� ���������������� ��

��������� ������� ��� �� ���	������� ����� ���������� �������� ��� ��������� �� ����� ���

�������� ��������� � ������ �� ���������� ��� ���� ������� ��� ��� ���������� ���������������

 � ������ 	������� ������� ���������� ��	��� ����� ����	����� ��!������� � ��� ��������� ��"

�����!	����� ���������� ������������ �����������	� �� ���	���� � ������ ������ �� ��������� 	��
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 ������ ����� �����

Z(s) = m(s) + δ(s), s ∈ D. ���*�

 � ����� m 
 �������� ������ �� ������� ������������	�� ������������� ���������� �� ���.

���� ������� �������	
 ������� ������ δ 
 �� ������� ���	����	� 	�� �������� ��!���	� ��

	�����������	�� ����������	�� ��� 	���� ����������

)�� ���� ������� �� ��	����������� �������� s1, ..., sn� �� ������� ��������� Z(s) = (Z(s1), ...,
Z(sn))t 
 ��!����� ��� ����� �� ����� ��������������� ����� �������� �� ������������ 	���������
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F (z1, ..., zn) = P(Z(s1) ≤ z1, ..., Z(sn) ≤ zn), z1, ..., zn ∈ R.
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Z(s) = (Z(s1), ..., Z(sn))t � Z(s + h) = (Z(s1 + h), ..., Z(sn + h))t �
��� 
 �������
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d� ��� ���� ����������� {sk}n
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	 {Z(s), s ∈ D} �� ���� �������� �	��
�	��� �� ���	�� ����
�	��
� ��

E[Z(s)] = m, ∀ s ∈ D ⊆ R
d

Cov(Z(si), Z(sj)) = E[(Z(si)−m)(Z(sj)−m)] = C(h), ∀ si, sj ∈ D ⊆ R
d, h = si − sj .

C $ ����� �������� �� ���
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�� !��
�
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������ ���� �&�� ∑
i

∑
j

λiλjC(si − sj) ≥ 0, ∀ λi, λj ∈ R; si, sj ∈ D.
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C(h) = C(−h)

|C(h)| ≤ C(0)
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E[Z(s)] = m, ∀s ∈ D

Var(Z(si)− Z(sj)) = E[(Z(si)− Z(sj))2] = 2γ(h), ∀si, sj ∈ D, h = si − sj .

� ������ �	�� γ(h) � ����� �
����������� �� � ��	 �������� ���������	�	
����

������	 ���	���	� ���� �	�� ���∑
i

∑
j

λiλjγ(si − sj) ≤ 0, ∀ si, sj ,∈ D, ∀ λi, λj ����
∑

i

λi = 0. �����
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 ��	����� ����	��
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	 � ��	 �������� �	��" ������� ���� �

��� ���	���� � ����� ����#�������$

γ(h) = γ(−h);

γ(h) ≥ 0;

γ(0) = 0.
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lim
||h||→+∞

C(h) = 0.

� �	�� ������� �� �	 	����	 ���

lim
||si−sj ||→+∞

γ(si − sj) = C(0),

�

γ(si − sj) = C(0)− C(si − sj). ���(�
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�� {Z(s), s ∈ D} ���
����
� 
� ����� 	����� � 
���
���*

��� ��������
��� 	� ��� -��
��� 	
 ��	
� m �������� ��� 	��
�
� ���
��� D � 	� ��

���
���
������� γ(h)�
)�� ������� ��� � ����
�
�� �������� �����
 	
 �������
 
���
���������� ���
����
� ��

��� 	��������� ���
����
� ��� 
 ����
 
� �����
������� ��� � 	���
��� � ���-��
�
�� ����
���



�������� �	 
����������� ��� ������� ����� �

�� ��������� �	 
����	��� ��� ���
���� ����	�� 	� ���	�������� ������ �� ��	�� �	�

��������

� ������ ���	��� ����� ��	�	 	��������� ���� ������� �	 
����������� �� 
�������	�

��	
�� ����	
�� � 	 �����	 �	 ��	�� ����� ���	�� ���	�������� �� 
�	 ������	����	�	 �� 
���

���	���� ����� ������� �	 ����	� �	 ���	���	 � � ��

����� ������	
� �	 �����������

�� ���	������� ���
�	�� �� �����	��� ������	�	��	
�� ��� ��
�� ���	� �	 � ���
���� ����	��

��	�� 	 ���� ������ � 	��	��
�� �� ! ��� ������ �	 ����� 	������� ��� ���	�	 ����� ����

�	����	�� �	 � 
���� �������	�� "�	���� ��
�� 
�������	��	
�� ����� ���	�� ���	�������


�� ��� ����	
�������� �	�	#
��	�� ���� ������	��	�� ����� �����	��� #�	
�� ��� 
����

������$ ���� ����� ��������� ���
�	��� 	 ������ ���	��� ��� �����	��	 ��������	���	 
	

�	 �	���	�
� �� �����	� � %��	�!� � &��#��� '((() � %�����	�� '((�)�

*� ���	�� 2γ(h) ! �	�����	
� � ���� ��� ��	�	�� ������	� ! ����	�	�� 
�� 	� 
��������

���� �	 ���� ���	�� 	 �����	�	�� ���� ��	�	� �	� �	�
��	��� ��������� � �	�	�� �

���� ��� ‖h‖ ������ � +,

lim
‖h‖→0

γ(h) = τ2 
= 0 = γ(0);

	 ������ 
��� τ2 ! ����� �-���� ������� .���� ���	�� ������	��� � ����	#
� �� �	�
��	�	��

��� ���
���� 	�������� ����� ���	��	�� �	 /�	
���
��� , ������ ��� ���� �	 �	��� �������	�


� � �	� ����	�	�� 
�� � ���
���� L2�
��	�� �	� 
�������	����� �� �� ���� �	�
��	�	���

	 ������ 	�����	 � �-���� ������ ! ���������� 	�	
��	�� ����� ������� �	 � ������ �	

�	���� �� �����

���� ����	����� �� �����	� %'((�)� ! �	 ����� 	�����	�	�� ������	��� 	� ������ ������ ���

���	������� ��� �	����� ����� �	

���, ����� � �	����	�	�� �� ����	����	�� zs1 , ..., zsn

� ��� 	����	 �	���	�	�	 	������	�	 ��� �	����� 	���	��	 � min{‖si−sj‖, 1 ≤ i, j ≤ n}�
0�����	�� � �-���� ������ ��1 ������ ������	��� ��� ����������	�� �� 	 �������	��� #�����

� + �� ��� �	���	�	�	 	������	�	 ��� ���
���� �	 �	���� � ����� ���	��	�� �	 �	
���
���

��� 
���� �������	��

2� ��
��� 
�������	��	
� 	�������� ��� ���	������� ! 	� ����� .������ ������� ��	����

! ��#	�� 
���,

τ2 + σ2 := lim
‖h‖→∞

γ(h),

���� τ2 ! � �-���� ������ � σ2 ! ����� 	
���
� ����� * ��	����� �	 � ���� #	�� 	�	
� 
�� 	�

���
���� 	 ����� ! ��������� ����	���	�� 
�������	����� �� �� ���	��� C(0) = τ2 + σ2�

3	 ��#	�
� 	#� R 
��� ���� ������ �	 h ���� 
��,

γ(R) = τ2 + σ2,

������ 	� ������ ��� ������� 	
������ h ���� 
�� 	� ���	������� ����	��� 	� ����� *� �������

�� ‖R‖ �	 ���� �������� ����� �
���� ����	#
� 	� ����	� �	 	4���� ��� ���
����� �� ����



�������� �	 
����������� ��� ������� ����� �

���� � ��	�
���� ����� h/‖h‖� �� ��� �������	�	� ����� �� ��		���
���� �	� ��� ����	��
����

�� ��� �����	� ������������ h ����� ������

� ����	��	� � ‖R‖� �� ����� ��� ��� ������	�

� ��� ����	� ����� ��� ������� ������	� ��� �� ���� ��� ������ ������� �� ��� ���
����	���� �

���
����	���� ���	������� � ��� 	�������� ����������������

�� ����	��	� �	��	���� ��� ��	���	���� ! � ����	���� ���� �� ��	������ �������� �� 	���		�

������������ �� ��������
���� ���� �������� "��� ! ������� ������ ���� ������

���������� �	
	 	� 
������� �������� ���������� �� ���� ����	��� �� �� ����������� ���

�� ���������� � �����
�� ������ � ��� ����

Var(Z(si)− Z(sj)) = 2γ(h), h = ‖h‖ = ‖si − sj‖,∀si, sj ∈ D.

�� ���� ��������� �� 
������� � ��� ������	����

# ������� ����	���� ! ���$�� ��	����� $����	� �� ��� �����	���� ����� ��	����	� �� ����%

	���
� �� ����� �� ��	�
���� �� R
d� �� ���� ����	�	��� �������� ��� ���� �	�������� �� ������	�����

� �������
�� ��������� � � �������
�� ������� #� �	��� �� ��	��� $����	� �� ��	���	����

�	������ � �� ����� � �� ������
� ���� �	����� ��	������ �� ��	��	� ����� ��	�
���� �� ����	��
��%

��� �� $����� ���� �� ���	� �� ����������� �� ���	������ ��	 ��		����	� � ������	���� �������

# ������	���� �� ���� 
����� �� ��	��� ������ $����� �� ���� ��� ��	���	���� ��� ! �� ������

�� ����� �� ��	�
����� �� ��� ���� �� ��	���	���� ���� ����	� ������ �� ��	���� �� �����	� ��

����	�
���� h�

&�� ������� ��� �� ������������� ��	 ���� ���
������ ! �� ������ �� 	���	�� ����	� �����

���	�� � ��� ���� ���	���� �����	� �� ��� �� ��������������� �� $����� ����	� ! ����� ������

�� ������

�	� �� ������� ��� ���� �� �	������ ����	���� '�	 $����� ������ ��� �������� �����

����	�	�� ������� ��	� ����� 	���	������ � ������� �� ��	���	���� �� ����	���	����� ����	����

����� ������	 
��	�	 �	 
��	������

(� �������	� �	� �� �	������ ���������� ���������� ���
����	�� � ����	��� �)�)� � ��� γ(h) ��

��� ������	���	����� *	� �� �	��	���� ��� ���� ��������	� �� ���
���� γ(h)� �� ! ������ ��

������

� �������� �����
������� ���	���� ����� �)�+�� ��� ���
���� γ(h) ��� ������ ����

������� ! ����� ������� �� ������	���	���� �������

"������� ������ �������� ��	 ����	��	� ������� �� ��������	���	���� ������ ��� �������

�,	������ )--+� � �.	���	��� � &������� )-/0��� �������� ���� ����	������� ����� �������

��	����	���� ��	 � $���� ���� ���� ��� �� �	��	���� ���������� ��� �� ��������� ���� ��� 	�������

��	����	��

1�� ������ ��2 ���� �� ������� �� ��	���	���� ������ ���� � ���������

− ���� ����� �

γ(h) =

{
τ2, h > 0
0, h = 0

, �)�3�

��� τ ∈ R� �� �	������ ! �� 	���	� ������ �� ��	���
� τ2�



�������� �	 
����������� ��� ������� ����� �

− ������� ����	
� �

γ(h) =

{
a2h, h > 0
0, h = 0

, �����

�	
 a ∈ R� �
 ����	 ���	 �� ��	����	 � �
���
������
�� �����	
���	 �� 
	
 ���	���
��

�����	
���	 �
	
 � ���
��� �� �
��	
� �� �	�����
����

− ������� ��������	�� �

γ(h) =

{
σ2(1− e−h/a), h > 0
0, h = 0

, �����

�	�� a, σ ∈ R� �
 ����	 ���	 �� ���� � σ2� �� 
	��� 
	
 � ���
��	� � �	������� ���
��� ��


	����	� 
	���� 	����	 �� ���	�� �� h ���� ��� � ��  �
�	 �� !"# ��� ����� ��� � ���� � 3a�

− ������� ���
��� �

γ(h) =

⎧⎪⎨⎪⎩
σ2{ 3

2
h
a + 1

2 (h
a )3}, h > a

σ2, h ≤ a

0, h = 0
, ���$�

�	
 a, σ ∈ R� � ��������� ��� �	����	 ��

	 	�� 
 �� 
�����	 ����	 ���	���
��� a � ��


	���� σ2 �� �����

% ������� �� �	����� �� ����	 ����� ������� � �	������� 	���
��
� ����� �
 �	�	 ��������

 ����� ���� �� �
�� &�	�	����	
� �%�����	
 � �!!$��

�����������	 
��� �� ��	 γ(·) �� �	
���
	��	 �	���� � c ∈ R ��	 ����	��� ��� ���	���	�

	���
	 cγ(·) � �� �	
���
	��	 �	�����

��� ��	�� γ1(·) � γ2(·) �	
���
	��� �	����� 	���
	 �	 ��
� ����	 � 	���
	 �� �	
���
	��	

�	�����

'
� �������������� ��� ����	 ����� ��� �
(�
�� �� 
����������
�� �� ���������) ���

��	����	 �
 �����
� �� �� 	�����) � �� �	��	�����
�	 
���*	�� �
�� +� �����
 	
	 �
����� ���

������	
��

, -���	
��
��) 
���*	�� �
�� �� ��	����	 ��	������	 �����
�� 
 �	��	�����
�	 ������
��

���� 	���� � 
	
 ������ �	
��
	 �
 ����� ���������� .��� ����	
��
��) � �����
�� �
 ���	

�� �/���	 ������� 	����	 ���	�� ���
	 �����
�� ���	�� �� ����� � ����������) �� ����	������

, 0�
���� 
���*	�� �
�� .��� �	��	�����
�	 � �����	 ��� ��	����� �	
��
� �� 
	
 ��/���
���,

����� � �	����� ��
����� ������	 �� ���	
�
����� �	
	 ������ �� ����	 ���	�

, &����	���	 
���*	�� �
�� �� ����	 �����	��	 ���	����	 ������ ��������
�� �	��	 �� 	���� �

�����
�� �����	 
 �����
� �� �
����



�������� �	 
����������� ��� ������� ����� �

����� ����	 
�� 	�����	��	� �� ����	���� �������� � ���
	��	�

����� 	 �� ��
���� 	��
�

��� ����� 	
����
 ������
��
 �� ������
 ����������� γ(h) 
 �
 �
�����
 ������
��� 	��

����� 	� ����� ����������� � �
�
������ ���
� ������
 �� ��	� �	
����� ���
 ������
� �

������
 	�� 	��� 	�����������

�� ����
��� 	� ����� 	
� ����������� ����
�
 �
�
����
��
 �� 	�
 ���� 	������� �� �����

�� ���������	����� ��
������ ���
�� ��� ��������
 ��
���
����
 	
� �
������������� ��


�� �
�
���
 ��� ��	
 	
��
 ������
�� 	
��� ������
 γ(h)� �� �� �
���	� ���
���� ���� ��

����� 
�������� �� ����
	
 � 	
�
������
 � �����
��� 	� �� ��	
��� �����
����� ����������

�
��
 ��
���� ��
 ����� ������ �
���	� �� ����
��� ���������  ������� �
�������������� ������

!��	����� 
���"�

�� ��������	 
�������

��� ����� 
������� 	
� �
������������� ��# 
��
�
 ���
���� ������
��� �� �
��	� 	
�

���
��� 
 ��������

γ̂(h) =
1

2|N(h)|
∑

(i,j)∈N(h)

[z(si)− z(sj)]2,  $�%"

	��
 N(h) = {(i, j) : ||si − sj || = h} 
 |N(h)| �
 ��	��� �� ���	��������

&�� ���
��� ��
 �������
��
 ��� ���� 	���������� �����
 	� ���
�������� �
� ���� 	�������

h� �� ����
	
 ������
��
 �
��'������� 
 ��������������
 	
��� ��������� ���������	��� ���� 


������ ���������	����

(� ����� � �� ������ 	� ����� ���������	
��
 �� ������ ���
����� 	� 1
2 [Z(si) − Z(sj)]2

��� ���� �����	 
� �	��	��� Z(si), Z(sj), i, j = 1, ..., n� �	� ����	 �������� �� �	�����	�� �

������	����� ��	���� 	 ������ 
� ������ 
��������� ��� 	 ����	 � 		 
����������� �� ��	��


��� ���������� 	 ��	
�	�� ������	�� �	
 �������� ��	 
������������ 
� ����	 ���	���	��

��� 
���	 ��	 �	��� �	��	 
� ��	�� � �����	 
� �� �	�����	��	 ��	����	�����

�� ����	���� ������ �����	
���
	� γ̂(h) � ������ ������ ��	�� ��� 	����	����� ������

�����	 � �	�	����������� 
� �	�����	��	 �� ��
� ������� � ����
�	��� ���� � �� �������

	�	����� (γ̂(h1), ..., γ̂(hK)) 
� ���� ��� �� ������ ����	�� 
� �	��� 
� 
���	��� �
 � �	��	��

���� ��
�	 
�� �	��� ������	�� �� ��	����	 �	����

γ̂(hk) =
1

2|N(hk)|
∑

(i,j)∈N(hk)

[Z(si)− Z(sj)]2, k = 1, ...,K, �!�!"�


��� N(hk) ��
��	 #������� 
�� ������ 	��	�������� 		 k$����	 �	��� 
� 
���	��� � |N(hk)|
�� ��
��	 	 �	�
��	��%�

&� ������ �	��� � ���
	����	� 	 
� ������� 
�#	������	 
�� �	��� �� 
� ����������	�


� ������ 
� 	� K� ������ ���	��� �� 
	����� ��	 #���
���� � #���
�������� � �� 
	

�� 	�� ������� ��� 	 �	�
��	��% 
�� �	��� ��	 ��'������ ��� ����	�� ��� � ����	���� ��	

��������	����� �������	�� 
		 ���������� 
� ������� 
	#	��� 	�� � ������ 
� 	� K



�������� �	 
����������� ��� ������� ����� �

���� ������ ���	
�������� ������� ��� 	���
��� �� ��	��
��
�� ��� ���
����� �����������

��� ����
� 
� 	���������� �������
�
��� 
� ���� � 
� �������

����������� � 	� 
������ �����

��� ����� �
����
�
�� ��� ��
� ��� 	����
 ������������ ��� K ��� ������������� �	���
�

�		���� �����
���� 
 �������
 �
 �� ������ ���
��� �� ��� �
 ������
�� 	�� �� ��
� ��������

�
����
 	���
�
��������� ����
�� �����
���

���
 �������
 ������� ������ �������
 ���������� �� ���

����
��� �
 �� 	�
���
� �


���
� ������������� �	����� ��� 	��� �
� ���� �� �����

��
���� ��� ������ � � �� !

����
�
�� �����
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 ��	
������ ��� 
� �� ��	�����	 �	 ��� �������	 ���	��	 
	� 
��� � 
����������	�

Z∗(s0) = m(s0) +
n∑

i=1

λ∗i [Z(si)−m(si)],

������	��� 
	� �	�� ������ λ∗ ������� ����������
� ��	����	 ���
����� �	
�� ����� �� ������


� ��� 
���������	�

λ∗ = argmin
{λ∈Rn | E[Z∗(s0)]=[Z(s0)]}

Var

[
n∑

i=1

λiZ(si)− Z(s0)

]
.

�� 
���������� ��	 ���� 
�  ������ �� �	������	 ���� ����������	�! � �	�� 
	� ���	���

����
	����� ������ ���	�
	 "�#�� ����
�� ���	�
	 "$#� 	 �
������ ���	�
	 "�#�%

&�  ������ 
� ���� �	����	 	 ��	��� 
� ���� ��
������ ���� ����� �� ������ ������������ �	�

��� �� �� �� �	
�� m(s) = m� s ∈ D ��� ����	������	��	 ���� � ��������% '�����	���� #��(

���� � ���		 �������� ������� �� ���	��� ��� ��� ����������� �	��� ����� "�%)�� �����	�������


� �� ����� �

m(s) =
L∑

l=0

alfl(s),

�� al �	*�	��� ������� 	 fl(s) �������� ���	 ��������� ��������	��	 "� �	��	����� 
	���

�������� Z(s)�%
& �	*�	��� ������ 
�  ������ ������� 	��	�	 ���	���� �� ����� � ��� ������	��� �� ��������	


� �� ����	�� ���	��	 �	 �������� ����������	��	 �	 ��
������ 
� ��� 
���������	% +��

���	��� �	 �� �����	 #������ ��� �		����� 
� ������ 
� ��	��� ����� 	��	�
� ���� �� �	
���

� �	�� ������ 
	������� 
���� �������������	 
	���	����	 ���
����� �	
�� 
� ��	������	 ����

���	������ ������	�
� �� ����	���⎛⎜⎜⎜⎝
γ(0) γ(s1 − s2) · · · γ(s1 − sn)

γ(s2 − s1) γ(0) · · · γ(s2 − sn)
%%%

%%%
% % %

%%%
γ(sn − s1) γ(sn − s2) · · · γ(0)

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

λ1

λ2

%%%
λn

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
γ(s0 − s1)
γ(s0 − s2)

%%%
γ(s0 − sn)

⎞⎟⎟⎟⎠ "�%���

& �	�� �	������ ����$�
����, #������ ���� ���		 
	�	��������� ������	�
� �� ����	�� ���	��	

�	��	��	�⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
γ(0) γ(s1 − s2) · · · γ(s1 − sn) 1

γ(s2 − s1) γ(0) · · · γ(s2 − sn) 1
%%%

%%%
% % %

%%%
%%%

γ(sn − s1) γ(sn − s2) · · · γ(0) 1
1 1 · · · 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
λ1

λ2

%%%
λn

μ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
γ(s0 − s1)
γ(s0 − s2)

%%%
γ(s0 − sn)

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ "�%�)�

���	���� ������	��� �� �	��
� 
	� ������������� 
� '������	� �������� 	�������	 ��������
	

������� ���� ��
�����	 
� ��� 
���������	�

n∑
i=1

λi = 1



�������� �	 
����������� ��� ������� ����� ��

� μ �� � �� ����	�
� ���	�����	���� �� ����		��� � ������� ��� �������	� ���	��� �����	��(
γij 1
1 0

)(
λi

μ

)
=
(

γ0,i

1

)
�����
����� ������� ��
��� ����� �� ��������� ��� ���	��� ��������⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

γ(0) · · · γ(s1 − sn) 1 f1(s1) · · · fL(s1)
���

� � �
���

���
���

���
���

γ(sn − s1) · · · γ(0) 1 f1(sn) · · · fL(sn)
1 · · · 1 0 0 · · · 0

f1(s1) · · · f1(sn) 0 0 · · · 0
��� · · ·

���
���

���
���

���
fL(s1) · · · fL(sn) 0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1

���
λn

μ0

μ1

���
μL

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

γ(s0 − s1)
���

γ(s0 − sn)
1

f1(s0)
���

fL(s0)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

������

�		���	� ����� ��  ���	� ���� 	����	� �� ��	��� ��� ���	�����	��� �� �������� �� ������

�� ���������� �� ��� ���	��������

n∑
i=1

λifl(si) = fl(s0), ∀ l = 1, ..., L.

�� ����		��� � ������� ��� ���	��� �������	� �����	��⎛⎝ γij 1 f l
i

1 0 0
f l

i 0 0

⎞⎠⎛⎝ λi

μ0

μl

⎞⎠ =

⎛⎝ γ0,i

1
f l
0

⎞⎠
�� ���		� !�������	��� ��� "������ � �� ��������	# �� ��	�������� �� !���� ������ ����$

��������� ����� 
��������	# �������	� ���� �	��� ��	���� !����	� ��� ��	���� %���	� 
�������&

��	� ��� �� ���� �� �������� �� ���	��	& � �		������� ��� 	�� ���� �������	� ����		�
����	�

����

σ2
SK =

n∑
i=1

λiγ(s0 − si), s0 ∈ D ����'�

σ2
OK =

n∑
i=1

λiγ(s0 − si) + μ, s0 ∈ D ����(�

σ2
UK =

n∑
i=1

λiγ(s0 − si) +
L∑

l=0

μlfl(s0), s0 ∈ D; f0(s) = 1, ∀s ∈ D. ����)�
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������	��� ���� ��������� ��������� ������ �� ����� ������������� �������� �� ����������� 	�

	��� ��� ���������	���� ��� ������� ���� ����������� ���������������� 	� � �������� ����

�� ��������� �������� �	 ������� �� ������ �� ����	����� �������� � �� ��������� 	� �����

������  ���� ������� �� ������� 	� �����	��� � �������� ���������� 	���� �
�� ����������	���

�� ����������� ���� ������� ��� �������� ���� � ������ �� !���� �������

" 	��� ��������� �������� ������ ����������� �������� 	� � ������������� ���� ��

������� #��� � ������� 	� �� �������� ��� �$ ������ �	 ������� �� ���� � �����������

%������ �� �������� 	� ������������ ������� ���� �� ������� 	�������� 	�� ���� 	� �����

������� ��������� 	� 	��� ��������� �� ���� ���� �����	�������� 	���������� ������� ���� ����

������ � ��� ���� ���������� 	� ���� ���� �� �������& �� 	��� ��������� � 	�!� �������

���� ���� �� � �������� ������ ��#����'	������������

(�������� ������� �� �
� ����� ������ ������� ���� ������� ������� 	����������� 	� 	���

����������� �)
��� ���������� ������������ 	���� 	������������� 	�� 	���� ���� ����� ��

����� ���� 	�������������� 	����������� ������������ ����� �����	�������� 	� ���� �� �� ������

���������� ������* 	� ���� ������������ 	�� ������

��������� 	� 	��� ��������� ��� ���������� �������� � ������� 	� ����	� ���� ����������� 	�

	��� ���������� �� ����������� � ����������� 	�� ���� 	� ����� 	�����������& �� �����	�'

������� 	� � ��������� 	� ���� �������� ����� ����������� 	� ������� 	� ����� ����� �������

������� �������� �� ��������� ���� ����������� 	� �������������� �� 	��� �� ���� � ����	����

��� ���� 	� ���� ����������� �� ����� 	� ���� 	�+���������� �������	� ���� �� ����������'

�� 	���������� 	�������� 	�� �������� 	� ������ 
������ ������ �� ������������ 	� ��������

��������� � �� 	�,����� �������� �	 ���� �������� ���� 	� ����� 	���� ������ ��	������


�� ���� 	� ����� ������������ �������� �������������� ��� ���� 	� ����������� ��� ��������

�	 �	������ !���� ���� 	� ����	���� �-����. � 
������� /00/�&
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(� ������
 �� ����� �����	
�� �
 	
��
���� �� �������� X(·) � � ����	
��� T = [tmin, tmax]
�� ���
�� ��������	� tj � )�
��� 
��� �������� �� �����
 ������$ � ����� �
�� * ��������� ��&

����� �����
���� ��� ������ ���� �
 ������
 ������ ��� ���
$ ������� �
�� ���
��	�
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 {X(tj)}j=1,...,J $ * ������ 
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 �����
 χ = {X(t); t ∈ T }� +�� ������� ��� �
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 {X(tj)}j=1,...,J ���� 
� �
����
���� �� �
 ������ χ �����
 �


T $ ����������� ����
��� �� R$ 
 R ,���� X(·) ∈ R-� .���
	�
$ �
 /0� ��� ������ ��
�
 �
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� 	������ �� ���	� � � ������� �����&�������
�� ��� ���������� " !����#�����
$ ��

������
� �� ������� ��������$ ������� � /���
�1 � 2��� ,�334-�

���������� �	
	 �� ���� �������	� χ 
 ����� 	
��
���� �����
�� �� ����� �����	 	� ��

����	� 	���	�� �	����	����� �� ����	� ���	������� �����������	��� χ �	 χ 
 ����� �
��

�����
���

���������� �	�	 �� �
�
��� �� �
������ �����
�� χ1, ..., χn 
 ����������	��� �	 n

���	��	�	 ���	����	 χ1, ...,χn� 	����	������� �	���	�	�� �	������ � χ�

�
 0������� ��� * 	
���
 � ������� ����� ����
��� %�� �!�
��
�� ����
����� ��

������� �
������
�� � � �
�� �������
�� � !����� �
	���$ �� ����� �� (Ω,F, P) �� ��
���

�� ����
������ � �� H �� ��
��� 	������
��$ ���
�� �� �
 σ&
�����
 H� +�� �������$ ��



�������� �	 
���������� ����������� � ���� ���������� ��

�������� 	
� H �� ��� ����� �� �������� ����� ��� �������� ������� 〈·, ·〉H � ���� ����

� ���� ������ ‖ · ‖H �����	��� ����� ��� �� 	����� ��������� 	�� 〈·, ·〉 � ‖ · ‖�� ������ 	��
������������� ��������� �����	��� 
���	����� �� ��� �����������  �� �������� ��������� χ�

χ : Ω → H,

������ 	�� ���	 
���	���� ��� ����	� � ���������

χ := χ(ω) : T → R,

��� ω ∈ Ω  ����� �!!��� �� ����������� �� χ�

"�� 	������� �������� ���� ���	������ ���������� �� !������ ������ ��������� ��#

������ �� ��� 	��� � ����������� �� �� �������� ������� ������ 	��� �� ��� ���������

	�� �� ��������� ��� ���	���� ������ �$���% � &�������� '(()�� *����������� ����������

�� ��� ��������� ��� 	������� ���� ����� ��� ���	���� ���	���	� + ����� ����� �� �����

�� !��� �����	�� �������� � ����������� �� ����� � ������ � � ��������� ����!� + �����	��

����������� 	
� � ��� ��������� ��������� �� ���� ������	 ��,������� 	���������

� ��������� �� ���������� "�� + ���# �	��� �� ������ �!��� ��������� ����� ���������

 ���� 	
� �����  ������ 	������������� ��� �� 	�� �������������� �� ����� � �������

 �-����% � .���� '((/�� �$���% � &�������� '(()�� �0��% � 1������ �22���

*!����� �� ��� ����� �� ����3����������� + ������� ��	������ ��������� �� ����

��������� �� �� ������� ���������� �����!���� 	��� � ������� �� �� ������� �� �����

!���� � 	�!����� ������ ��# ������ ���� �� �� ���� ������� �� ������� � ���3

�������� � �� �� ������� �� 	������� ��� ���	���� ���	���	� ��������� � ������ ��������

	�� ��� ������ 4��� ��� ����� �������� ���	����������� ����������� ��� 	���� ��� �!���

����� ������ �� �������� �� ��������

���������� �	
	 ��� (Ω,F, P) ��	 ����	 �� ��	�������� � ��� H ��	 ����	 ����	������ �	���	

�� ��� σ�������� H� �� ������ ��	���� ��� χ ��� ����������� �������	 ���� ������ P� ���	�� ��

���� �� χ � ������� �	���

m := E[χ] =
ˆ

Ω

χ(ω)P(dω).

�� ������	����� m ∈ H � ��� 
���	�� ���� ����

m(t) = E[χ(t)], t ∈ T .

5� �����  ����� ���� ��� �� !���� ������ + ��������� �� ���� � ����� � � ���

���������� 	��� ������� � ������� �� �-����% � .���� '((/�� 6�� ����� ������ �

����� �� !�������� ��� ��� �������� ��� �� ������� ����� � 	����� 5������ �� ������� 	��

� ����� ��� ���	���� ���	���	� 	����	� �� ����������� ���� �������� �� ��������

���������� �	�	 �	� �� �	���	�� �����  �����	�� !�"� �� ������ ��� E[χ2(t)] < ∞ ���

	��� t ∈ T � ���	��� �� �������� �� �������� !���� �	���

σ(t) = E[(χ(t)−m(t))2], t ∈ T .
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���������� ����������� � ���� ���������� ��

������� �	 
���	��� � �������	 
�����
��
��
 Σ �����

Σ(t, z) = Cov(χ(t),χ(z)) =

= E[(χ(t)−m(t)) · (χ(z)−m(z))], t, z ∈ T .
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 �	� �� 	��	


�	
����� �� �� ��
�����	 ��
��� �� ����	���

���������� �	
	 �	 (Ω,F, P ) ��� ���	� 
	 �����	�	�� � �	 χ �� ��	�	�� �����	

����	����  ����	 	� ��� ���	� 
	 �	����� H� 
���� 
	 ���
���� ����� 〈·, ·〉 � ����

	�
��� || · ||� ��� ��� E[||χ||4] <∞� �	 
���	��� �������� 
	 ����	�� C 
	 χ� ����������

��� 
 ���	 x ∈ H ����	 C(x) ∈ H�

C(x) = E[〈χ− E[χ], x〉(χ− E[χ])].

�
 �	�������	 ��� � ���	��
�	��	 ����	��
 
��
 �	�������	 �� � ���
���!

C(x; t) = 〈Σ(t, ·), x〉, t ∈ T .
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���������� �	�	 ��� �� ���	��� ����� χ1, ..., χn �	 
���	����� 	 �������	 ��	����	

���	���	�

� (������	 )	��
 *
�����
��
� χ(t) = 1
n

∑n
i=1 χi(t), t ∈ T  

� (������	 +
��
��
 *
�����
��
� s2(t) = 1
n−1

∑n
i=1(χi(t)− χ(t))2, t ∈ T  

� (������	 ,�����
��
��
 *
�����
��
� S(s, t) = 1
n−1

∑n
i=1(χi(s)−χ(s))(χi(t)−χ(t)), t ∈

T  

� -�	�
���	 *�
��
��
 *
�����
���� C(x) = 1
n−1

∑n
i=1〈χi, x〉χi, t ∈ T �

�
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�� �� ���� ����
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�	 �
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�������	�
�� H�

Nd =
n∑

i=1

I{ d(χi,0)
maxi d(χi,0) <0.01}(χi),

�	� I � �
 �����	�� �����
������ �	� �� �����	 N(p)�

N(p) =
n∑

i=1

I{ δp(xi,p,0)
maxi δp(xi,p,0) <0.01}(xi,p),

	������	 �	������
��	�� �
 ����	�� ����������
�
 {xi,p = (χi(t1), χi(t2), ..., χi(tp))}i=1,...,n�

p = 1, 2, ..., P � 	��	 �
 �
����� ����� 	����
��	���

Xp =

⎛⎜⎜⎜⎝
χ1(t1) χ1(t2) · · · χ1(tp)
χ2(t1) χ2(t2) · · · χ2(tp)

���
���

���
���

χn(t1) χn(t2) · · · χn(tp)
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��� $��� �� ��5 ������� �� ������ � �������� ���������� '�� ���� � �����,� ������������

������������ �� ������ ������ Z  ��������� ��6����� β �����������

xi =
L∑

l=1

〈zil, βl〉+ εi(t), t ∈ T , i = 1, ..., n,

� �� ������ � �������� ��������� '�� ����� � ��������,� ����������� ��6����� β ����������

 �������� �������������

xi(t) =
L∑

l=1

zilβl(t) + εi(t), t ∈ T , i = 1, ..., n. '	
�,
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����	 ������������ x = Zβ + ε x = Zβ + ε

xi =
∑L

l=1 zilβl + εi xi =
∑L

l=1〈zil, βl〉+ εi(t)

x, ε ∈ R
n x, ε ∈ R

n

β ∈ R
L β ∈ G ⊆ HL

Z ∈ R
n,L

Z ∈ L(G, Rn)

����	 ���������� x(t) = Zβ(t) + ε(t) x(t) = (Zβ)(t) + ε(t)

xi(t) =
∑L

l=1 zilβl(t) + εi(t) xi(t) =
∑L

l=1〈zil(t)βl(t)〉+ εi(t)
xi(t) =

∑L
l=1〈zil, βl(t, ·)〉+ εi(t)

x, ε ∈ Hn x, ε ∈ Hn

β ∈ G ⊆ HL β ∈ G ⊆ HL

Z ∈ R
n,L

Z ∈ L(G, Hn)
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����� � �������� )� �����������! $������ �� �����#� �� �� ���������� ����� �������� ����������

��� ��#������� ��� �������� �������� ���  ����� ����������� ����'������� t! �� ��+ �������� ��
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xi(t) =
L∑

l=1

zil(t)βl(t) + εi(t), t ∈ T , i = 1, ..., N ;

���������� ���������� ��	�
 ������� � ��� �����! ���"��

,� ������ �� �� ������� -������' �����
 ��	�
! ������� � ��� �����! ���"��


xi(t) =
L∑

l=1

〈zil, βl(t, ·)〉+ εi(t), t ∈ T , i = 1, ..., N �����

�� �� H = L2 �������


xi(t) =
L∑

l=1

ˆ
T

zl(τ)βl(τ, t)dτ + εi(t), t ∈ T , i = 1, ..., N

� �� ��� ����������� $������ �� �����#� �� �'��.����� ��� ��#������� �  ��#� ���� ����������

�������� ���'������� ��� ����! ����������� �� $����� ���� ��� ������������ ��* �������� ���

���������
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�������� �	 
����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

��� �� ����	
	��� 	 ����� ���� 
���	� L2� ����� ���
	����	��� �	 ��	 ����	����	 ���� ����	

	� ��� 
���	� 	���	���	���
	����� ����� ���	���� �� �����
��	��� �������

� �!	���	�� �� ���
���� ���	���� " ����	�� ��� ��������	��� 	 
	���
	 �� ����� 	 #��

	���$ %�	&	�& � ���'�	���	 ��
����	 ���
���� 	� �(	���� � ����	� �))*��� ��� 	������ 	 ��

+���� �������� 	 ���	�	��	 � 	����
	� +���	 �� 
���	����	��, � � 	
�����	�� �
������ ��

��������	��� �
	
����� � �����

	 
����
�	�	 
���	������� ��� 
���	����	 
� 
���	 	 -	�!����

.��
�� 
���� 
��, ���
�&�	�� ��������
� �� �������	� �
������ 	� �	��� ��� +����� ���
����

	� �-/����� � %�0�
�0�� �)����

1�� +��
�� ���	��� ��� ���� 	�������� �� ���	�	��� 	 ��	� � ��� ����� ���	�	���

	 �����	���� 
���	��� 	 �	�� 2&��!��� ��� �����

	 
����
�	�	 ����	����	� 
������ 	�	�	����

��������� ���	�	��	 	 
���	����	��, � 	
�����	�� &���	� ���� +���	 
��, ��

	!	�� �������� ����

�	��������	��� �	 ����	 	 #�	���$ %�	&	�& �(	���� � ����	� �))*�� � ���� ��������	��� ��

����� 	 3�	���
�� %�	&	�&� ������� ��� ���
���� 	� ������������ 4������� 
������ �����
�	

��������	 
�	�����	 ��� 	� ���	�&����� 	 �� �����

� �������	� ����	����� 
���	����	� �� ���

	� ��
� ��� 
���	����	�� 
��, 	�	�	���� �� �����	����� 	 
�	�� ��� 	� ����	�� 	 
�	���


���� !�
� 	 �� ������ �	����� � ��
	�� 
���	������� ����������

��� �����	�� 
� ��
� � �	����� ��� ��	����� ��	��

����� �����	���

�	 ���
	��	 �� �����

� 
����
�	�� ����	�����5

{χs : s ∈ D ⊆ R
d}, �����

��� χsi : T → R� 
	� ��� ���	�!	�� ����	����� ��� �&�	 si ∈ D� ��� T 
����	�
	��� ��������

	 R� �	��� s1, ..., sn n �����	����	��	 ��� ��	�	� 
���	��� D� 	� ����	
������� ���� +���	 "

�

������ ��� ����	����	��� �� �����

� 
����
�	�� ������ ������� ��� χs1 , ..., χsn
�

6� ��� 	 �	��������� 	� ��� �
������ � #�	���$ %�	&	�&� " ����

��	� 	�������� ����

����� ���	��	 	 ��	� � �����	���� �� �����

�� ��������
� �� +���	 �	���	�� �� �

���	��	

	 
���	����	��, � 	
�����	��

���������� �	
	 �	� {χs : s ∈ D ⊆ R
d} � �������� �������	�� ���	����� ���� ��� χs � �

������� �������	� 
	 �� ����	� 
	 �	����� �� 
����� 
�� ���
���� 	���� 〈·, ·〉 � 
���� ����


� ������ 	
���� ‖ · ‖� �	 
��	��� ��	� 
���	��� 
�� ���������

ms = E[χs], �����


��� �� ��
	� ��� s ∈ D ������ � 
� 	��
���	 ���� 	 ���	�	�� ���� ����� ������ 	�����	�

�	 
��	����� ������� ��	����� �� ����	��� 	 ���	���� 
���	��� 
�� ���������

σ2(s) = Var(χs) = E[‖χs‖2]− ‖E[χs]‖2 �����

� �� ����	��� 	 �����	���� 
���	��� � �����	�&����� 
�� ���������

C(si, sj) = Cov(χsi
,χsj

) = E[〈χsi
,χsj

〉]− 〈E[χsi
], E[χsj

]〉. �����



�������� �	 
����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

������ �		�
����� 	
 ����
 ���������� �� ������
� � 	��� �� �	���� �� 
��
�����

	
 �� 	
������ ���
�� 〈·, ·〉� ���
� �� ��
� �� �������� 〈·, ·〉H �� 	���� ���� 	�� ��	���

〈·, ·〉� �� ����� ������ 	
 �� ��
�� ‖ · ‖ ������� �� 〈·, ·〉H �

�� ������� �� ����
����� �	������ �����
� ��� �� ������� ��� ��� 	
�	
��� ������

���� ����
������ �� 	�
������
� ��� ������ �� 	
������ �����
 ���� �	���� ���� �����

�����
� ������ �� H(λ⊗P) = (T ×Ω,B(T )⊗F, λ⊗P)� ���������� ���� ������ �� ���������
�� �������� ����
��� ����
����� 
��	��� ���� ����
� 	
������ λ⊗ P� ���
� ��� �������� X
���� ���

E[‖X‖2H ] <∞.

 � ������
� ������� �� ����� �	���� �� 	
������ �����
 ������ ����

〈X ,Y〉H(λ⊗P) := Cov(X ,Y) = E[〈X ,Y〉H ]− 〈E[X ], E[Y ]〉H .

!���
� �� �
���� �������� �� 〈·, ·〉H(λ⊗P) " ��� ��
�� �� ��� ��� ������ 	
�	
����

〈X ,Y〉H(λ⊗P) = 〈Y ,X 〉H(λ⊗P) #$�%&

〈X ,X 〉H(λ⊗P) = E[‖X‖2H ]− ‖E[X ]‖2H ≥ 0 #$�'&

〈X ,X 〉H(λ⊗P) = 0 ⇒ X = 0, [λ⊗ P]− q.o. #$�(&

〈aX + bY ,Z〉H(λ⊗P) = a〈X ,Z〉H(λ⊗P) + b〈Y ,Z〉H(λ⊗P) #$�)&

� 	
�	
��� �� �����
�� #$�%&� ����������� #$�(&  ����
��� #$�)& # �� �������� ��*

����
���& ��������� ��
������ ���� ����� 	
�	
��� �� 	
������ �����
 〈·, ·〉H + ��

#$�'& ��� ���� ����� �������������� �� ,��� #������ �� ��������� �	���� ��	�������&�

-���� -������� $�.� ������ �� ������

���������� �	
	 ����� ������� 	���
 �������� ���� �� 	������ �����
���
���� 	�� ����

����� #$�.& �
 �������

γ(si, sj) =
1
2

Var(χsi
− χsj

). #$�/&

-���� �������� �		�� ��
����� �� 
����� ��� �����
� �� ����
���
����  �� ��
���
����

����� ������� �� 
������ �
� ��� " ���� ����� ����� ������� ���� #.��&�

γ(si, sj) = C(0)− C(si, sj). #$�.0&

� �������� �� ��
�����  ����
����� �	����� ����� ����� #$�$&  #$��&� ���1 ��� ��

�����
���
���� ������ ����� #$�/&� ���� ����
 �� ��
�������� ������� �� ���	� �����
���

	����" ��	����� �������� ����� ������������� �	����� ��� ��
������� 2 	������� ������
�


���
 ��������� �� ������� �� ��
�����  ����
������ ��
����� ��� �������� 	������

#3�
����� �00/&� �������� �� �������� 	
�	���� �� ����� ����
� ������ �� 
���
����
 ��

���� ����
�� � ����� � ����� �� 4
����� �
����
��  ����
���� �� �	���� �� ��������
���

 ����
�	�� �� 	�� 	������� ������



�������� �	 
����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

������� �	� ��������� 	� 
�������� �������� � ��������� �� L2�� �� �������	� ��
�

����� H� �� ����� L2 = L2(T ) ����� ������ �� ���������� �� ������� � ����	��� �����	�����

�� T = [0, T ]�

L2(T ) = {f : T → R, ����

ˆ
T
|f(t)|2dt < ∞}.

�� ���� L2 ��� �	������ �����	� � ����� ��	
� �� ���� ��������

< f, g > =
ˆ
T

f(t) · g(t)dt

‖f‖ =

√ˆ
T
|f(t)|2dt,

���� f, g ∈ L2�

�� ���� ���� ������ � 	���	��������� �� ��� ������ ������ �� ���������� ���� �� �����

���������������� ��� ����� �� ���������� �� ��	��	� ��� ������� �� ������� �� L2� ��������� ��

	���	��������� ����� ������ �� ���������� �� ��������

�� ����
� �����	� ��� ����� ������� ��	 �� �	������ �� ������� �� 
���� ms, s ∈ D� �� ����

���� �� ����	���� C(si, sj)� si, sj ∈ D � �� ������� �� ����	���� ��������� C(si, sj ; t) =
Cov(χsi

(t),χsj
(t)) ���	���� � �����  !!"�#�

$���	�� ��� ��
����� �������� �� ��������� �� �������� 	��������

Cov(χsi
,χsj

) = E

[ˆ
T

χsi
· χsj

dt

]
−
ˆ
T

E[χsi
](t) · E[χsj

](t)dt = ������

=
ˆ
T

E[χsi
(t) · χsj

(t)]dt−
ˆ
T

msi(t) ·msj (t)dt = ������

=
ˆ
T
{E[χsi

(t) · χsj
(t)]−msi

(t) ·msj
(t)}dt =

=
ˆ
T
{E[χsi

(t) · χsj
(t)]− E[χsi

(t)] · E[χsj
(t)]}dt =

=
ˆ
T

Cov(χsi
(t),χsj

(t))dt

=
ˆ
T

C(si, sj ; t)dt,

���� ����� ������ �� 
���� % ������ ��
� ����� &�������� ������ 
���	� ����� ������ 
���� �

����	���� ���� ������� �������
���� ��� �� ��������� ������ �� R� '� ��������� �� ������

� ������ % ����������� ��� ���	�
� �� (������)�������

'� 
��� �������� ��	 �� ��	���� �� 	����� ���
�	� ������ (�����#�

Var(χsi
) = E

[ˆ
T
|χsi

|2dt

]
−
ˆ
T
|E[χsi

](t)|2dt =

=
ˆ
T

{
E[|χsi

(t)|2]− |msi(t)|2
}

dt =

=
ˆ
T

Var(χsi
(t))dt.



�������� �	 
����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

����� ��� �� 	
�����

�

Var(χsi
− χsj

) = E[‖χsi
− χsj

‖2]− ‖E[χsi
− χsj

]‖2 =

= E[‖χsi
‖2] + E[‖χsj

‖2]− 2E[< χsi
,χsj

>]− 2‖msi −msj‖2 =

= Var(χsi
) + Var(χsj

)− 2 Cov(χsi
,χsj

),

������ �� 	
�����

 ������
�

γsi,sj
= C0 − C(si, sj) =

=
1
2

{
E

[ˆ
T

χsi
(t)2dt

]
+ E

[ˆ
T

χsj
(t)2dt

]
− 2E

[ˆ
T

χsi
(t) · χsj

(t)dt

]}
+

− 1
2

{ˆ
T

E[χsi
− χsj

](t)2dt

}
=

=
1
2

{
E

[ˆ
T

(χsi
(t)− χsj

(t))2dt

]
−
ˆ
T

E[χsi
(t)− χsj

(t)]2dt

}
=

=
1
2

{ˆ
T
{E[(χsi

(t)− χsj
(t))2]− E[χsi

(t)− χsj
(t)]2}dt

}
=

=
1
2

{ˆ
T

Var(χsi
(t)− χsj

(t))dt

}
=

=
ˆ
T

γ(si, sj ; t)dt.

����
���� �� L2� �� 	
�����

 ��
��
�� � �
 	������� ������
�
 ��� 	
�����

 �������

�����
����� ������������ �� ��
����
����� ��� �������� ��
�� {χs(t) : s ∈ D ⊆ R
d}� ��� ����

t ∈ T �

������� �	
 ������	�
 �� �	������� �������
 
 ���	������ �� Hk�	 �� ��������� �� ����

����� ����
����� �������
�� 
 	
���� ����� ��
��� �� ������	 Hk, k ≥ 1� ����
 �� ����������� ��

L2 ���������� �
��� ��
��� �� ����	
����
 �� �������� ��� ����	
�� �� ����� ������ 
��
��������


 L2 ��� 
 �� ����� ������  �

Hk(T ) = {f : T → R, ���� Dαf ∈ L2,∀α ≤ k, α ∈ N}.

�� ���� Hk ��� �������� ��
�
�� � ����
 ���
 ������� ����

< f, g >Hk =
k∑

α=1

〈Dαf, Dαg〉L2

‖f‖Hk =

√√√√ k∑
α=1

‖Dαf‖2L2 =

√√√√ k∑
α=1

ˆ
T
|Dαf(t)|2dt,

��	� f, g ∈ Hk� �� 
���
 �!� ��
�� ������� ��� �� �������� �� �������� ���
 ms, s ∈ D�

��	
��
��
 ��
��
�� C(si, sj), si, sj ∈ D � �� �������� ��	
��
��
 �����
��� Cα(si, sj ; t) =
Cov(Dαχsi

(t), Dαχsj
(t))� α = 0, ..., k�



�������� �	 
����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

����������	� � 
���	� �����	� ����������� ���� ����		���� � 	������ � ������������

� �		��� ������ � ������	� ����	�	��

Cov(χsi
,χsj

)Hk = E[〈χsi
,χsj

〉Hk ]− 〈msi , msj 〉Hk =

= E

[
k∑

α=1

〈Dαχsi
, Dαχsj

〉L2

]
−

k∑
α=1

〈Dαmsi
, Dαmsj

〉L2 =

=
k∑

α=1

{
E[〈Dαχsi

, Dαχsj
〉L2 ]− 〈Dαmsi

, Dαmsj
〉L2

}
=

=
k∑

α=1

Cov(Dαχsi
, Dαχsj

)L2 =

=
k∑

α=1

ˆ
T

Cα(si, sj ; t)dt.

� ��	 ���  ������� ��������	 ���� ��� �� �	 � 
���	� �� ���!��� � ���� ms, s ∈ D

" ����� �	���� ��	��� ���!����� � χs� 
���� � ���	������� ������� ������� ����� � L2

 �� ��������� k�

��������� �� �	��� ���������	 ���� �����!�� � �		����

Var(χsi
)Hk =

k∑
α=1

Var(Dαχsi
)L2 =

=
k∑

α=1

ˆ
T

Var(Dαχsi
(t))dt.

#� �� ��� � �����������

γ(si, sj) =
1
2

Var(χsi
− χsj

)Hk =

=
1
2

k∑
α=1

Var(Dαχsi
−Dαχsi

)L2 =

=
k∑

α=1

ˆ
T

γα(si, sj ; t)dt,

��� �� ������!���� γα(si, sj ; t) = Var(Dαχsi
(t) − Dαχsj

(t))� γα(si, sj) ����	��� ���

�� �	� ��� ��� α = 0, 1, ..., k ���!� ������	�� � ���	��!� ����� ���!�� Cα(si, sj ; ·)�

��� ���	
 �� ��	� 	�
���
� � ��	�������	� �
		
������� �� ������
�� ����	��	� 	�� �� �������
�

�� �� �
������� �������� ����� ����� � ��
����	
�� �
������� �����	
 �
�� ����� �� �����

� !
"
��"�� �#$$��

���������� �	
	 �� {χs : s ∈ D ⊆ R
d} �� �������� �	����	�� � ����� � ��� ���!� �

$����	 H� ��	�	� � �����		� ������� 〈·, ·〉 � ����� ���		� ‖ · ‖� 	��� ��� E[‖χs‖2] < ∞% ��



�������� �	 
����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

ms �� ��� �����	 
� ������� ��������� 	
 ����������
���� Cs1,s2 ��� �������� �����������

�� �� ���� x ∈ H ������ Cs1,s2(x) ∈ H�

Cs1,s2(x) = E[〈χs1
−ms1 , x〉(χs2

−ms2)], s1, s2 ∈ D. ������


� ������� ������� ��������� 	
 �����
�����

Cs,s(x) = E[〈χs −ms, x〉(χs −ms)], s ∈ D. ������

�
� ��� {ej , j ∈ N} ��� ���� ����������� 	���� ����
� H� ��� ��
��� 
� ������ H � �������

������ 	
  
������ ������� !���
� ���"
	���
�# 	
 $��������

‖χs −ms‖2 =
∞∑

j=1

|〈χs, ej〉|2

〈χs1
−ms1 ,χs2

−ms2〉 =
∞∑

j=1

〈χs1
−ms1 , ej〉〈χs2

−ms2 , ej〉.

�
 ���
 
������ ���� ��� �� �
����
�# 	���� ������ ������ � 	�� ���	���� ������� 
� H� ���!���

�� ��!����
 �!��!�
����%

〈Cs1,s2(ej), ej〉 = 〈E[〈χs1
−ms1 , ej〉χs2

−ms2 ], ej〉 =

= E[〈χs1
−ms1 , ej〉〈χs2

−ms2 , ej〉].

&� �����
��� ��� �"��������� 	
 ����������
���� � �� �����
���� ����
��� 	�'�
�� 
� �����

	���� �
 ���
��� ��
�	
 ��� 
 ��!����
 ������
%

C(s1, s2) = E[〈χs1
−ms1 ,χs2

−ms1〉] = E

⎡⎣ ∞∑
j=1

〈χs1
−ms1 , ej〉〈χs2

−ms2 , ej〉

⎤⎦ =

=
∞∑

j=1

E[〈χs1
−ms1 , ej〉〈χs2

−ms2 , ej〉] = ����(�

=
∞∑

j=1

〈Cs1,s2(ej), ej〉.

)� ��
�� �����!!
� � !
���
'���� 	���� �
���� 
	���
�# 	
 $�������� ������ �� ����� �!��!�
���� �

���
	� !���
� �� ������� 	���� ������!���� 	��
���� ��� ���
� 
� ������ 〈χs1
−ms1 , ej〉〈χs2

−
ms2 , ej〉 �� ������ ������ '�
�� �� �"��������� 	
 �����
���� � ��� 	�'�
�� �%
∞∑

j=1

E[|〈χs1
−ms1 , ej〉〈χs2

−ms2 , ej〉|] ≤
∞∑

j=1

E[max{|〈χs1
−ms1 , ej〉|2, |〈χs2

−ms2 , ej〉|2}] ≤

≤
∞∑

j=1

E[|〈χs1
−ms1 , ej〉|2 + |〈χs2

−ms2 , ej〉|2] =

= E[‖χs1
−ms1‖]2 + E[‖χs2

−ms2‖]2 <∞.
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����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

�� ����	
 ����� ��� �� ���������� �������� C(s1, s2) ������ ���� ����
� � �� ������ ��

������� ������������� ���������������� Cs1,s2 � �� � � ���!� � � "������ ��� ����!����� ��

���������� ������� ����!� ��� �� !���� � #��$��$� ��!� ���� !������� ����� %������ ����

&�� ' ���� !������ ��� ��$ ��� �� ������ ������� ������� ��� � ��!� � �����������	�
��� �

���������	�
��� ����������!���� �� ( ������ C(si, sj) � 2γ(si, sj) ������ ���� ����
 � ����
�
)� ���!��� ���������	�
��� � ������ �� ������ � *����� � ����	 ��++,�
� ��� ' ��� ��� ����

����������� � ������� �� ' ������-
ˆ
T

γ(si, sj ; t)dt, ����.


����� �� ����� (��! ������� ����/�����0 1��$��$� � ��� 2��� � ��������� � �� ��� � ���

������ � ���������� �� ��������� 3 ������� ��!� �������� �� ��������� �����4��!��� ���� ��

��!������$��!!� �������� � ���� � ����.
 ���� ��� ���� ����������� � L2� ��������� �� ' ����

������� ��� ���� ���!�����$�� �� (��� ��(���!���� �� �������� ��5 $������� � ��!������$��!!�

�������� ���� 6��������� ���� ����� �� ' ������� ������ � 7��2��� 7�

��� �����	
����� � ��	��	���

8�� ����� ������ �� ( ������ !��� �  �������� �� !�� �� � �����2����� ��������� � (����

!������ ���2����� ���� ������� ����� �� ' ��� ' ���� ' ������ ����� 2�� ������� &�� ' ����

!����� ������� ��� (������ �� ��������� � ������������� � ���������� �������� �� !��

��� ���� �� ������� ��������� ��� 9������� � ��������!���� �� �������� �������� � ������ ��

����� �������!����������

:�� ����� �� ������ ���� ��!��� �������� ����� �� �!2��� ���������!���������� ���

�� �����2��� ��������� χs ����� ������ ������������ ��  �� ��!������� ����!��������� ��

!��� ������ ����!��� �	��� �  �� ��!������� ���������� ������������ ��� ����� ��� ���� ���

���������� 3��� �����!�� ���� ������� ��� �� ��$ ���� ���������-

χs = ms + δs. ����;


:���� (��! ������� ���� ������� �����2 ������� �� �������� χs� ������ �� ���� � δs�

�����$�!���� �� ���� �������!��������� ������� ������ ���2����� ��� ������ ������� � ����

����������- (����� �2��� �� �� �����������
 � �����������

���������� �	
	 {χs, s ∈ D} �	 	�� �������� �������	�� ����	����� ����������� �� �����

������� �� (χs1
, ...,χsn

)t � (χs1+h, ...,χsn+h)t ����� �� ����	�� 	���	���	��� ���
	�����

��� �
�	 h� ��� �
�	 �������	��� {sk}n
k=1 	� D ⊆ R

d� ��� �
�	 n�

���������� �	�	 {χs, s ∈ D} �	 	�� �������� �������	�� ����	����� �2��!���� �����������

���

E[χs] = m, ∀ s ∈ D ⊆ R
d

Cov(χsi
,χsj

) = E[〈χsi
−m,χsi

−m〉] = C(h), ∀ si, sj ∈ D ⊆ R
d, h = si − sj .
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�� ������ ��

���������� �	
	 {χs, s ∈ D} � �� ����� �	
����� ��������	
����� ��
���
�� �
 � ������

�
������ ��		
 �
��
�� ���
��

E[χs] = m, ∀s ∈ D

Var(χsi
− χsj

) = E[‖χsi
− χsj

‖2] = 2γ(h), ∀si, sj ∈ D, h = si − sj .

��	�� �� ����� 	������ �� 	�
����
��
 � �� �
����
��
 �� 	
�
�������
�� �
 
�	���

���������

�������� �	� ��������� ��� 	�
����
��
�	 �� C(h) 	� ������
 � ��������� �����	


�
	 ����
��� ������ �		����

�� C(h) � ��� ������
 �
���� �������∑
i

∑
j

λiλjC(si − sj) ≥ 0, ∀ λi, λj , si, sj ∈ D.

�� C(h) = C(−h)

�� |C(h)| ≤ C(0)

�������� �	�� ��������� ��� �
����
��
�	 �� γ(h) 	 �
����������� �
	 ����
���

������ �		����

�� γ(h) � ��� ������
 �����������
��
 �
���� �
������∑
i

∑
j

λiλjγ(si − sj) ≤ 0, ∀ si, sj ,∈ D, ∀ λi, λj ����
∑

i

λi = 0

�� γ(h) = γ(−h)�

�� γ(h) ≥ 0�

��� γ(0) = 0�

�� �������� ��� ��� � ���� ��� �
�
����� 	�� �� 	� ��
���� ����
�� �
������ ���� ��

�
��
 ��� χs 
  �
� �
��
��
 ������
� �� 
���� �������� �� ����	� �������� ��������
��

����� !������ 	�
����
��
 � �
����
��
� 	�� ����� ������
�
����� �
��
 ���
���


��"������� ��	�� ��� �� 	
� !�����
�� �
�� ������ ��	���
��
 �#
����� �� �������

������ �
�
�����	� �
����� ��� �
 	�� ����
 �� ���
��
 
� $
���� %�

�
 ��"������ �� ������
 �� ������� �� �� �
���
�� 
 �
����� �
 ��
�� �������
� ���

$
���� ��

���������� �	��	 �� ����
��� ��������� �������	
 ��������� � ��
 ����� �
 	 �����

������ ��
 	� ������
���� � �������� ���
�� � ��	
 ��
�

Var(χsi
− χsj

) = 2γ(h), h = ‖si − sj‖, ∀si, sj ∈ D.

�� ���� ��������� 	 ����
��� � �
��� 
�������
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�� ������
 ���
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�
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 ����� �
����� ����� ������

H ������� ��� �������� ������
 �
���� ����� ������ ��
���� �� ������
���� ��� ��
��� ��� 


���� �����
��� �
 ������� �� L2 ������
�� �� ����������
�� � �������� ���� ���� �������
� �
���
 ��

Hk �����������
 �� ����������
�� ����
���� ���	
 �
 ����
 k �
�����
 �
 ���� !
������� ���	


�� "�
��� ����� �� ��
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 �
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� "���
 �������
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�
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 �
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�
 ���
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 ��  ��
 ���
 ������
������	
 �� �
��������

�
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 ���
 ������ �
�����������

�� ������
�� ��� �� ����
��� ���������� ���������
 � ������ �
��� ������ �� #�� 
�� H ��

�
��� ms$ ��� {ej , j ≥ 1} ���  ��
 ����������
 ����� �� H� %� "�
��
 ����
��� "��������

����� ��
������ &���' ������� �� ����� &���(' ���
��
 �� �
��
��
 ���������

χs = ms +
∞∑

j=1

ξj(s)ej , &���)'

���
 ξj(s) ���� ����� ��� ��
�����
 � �
��� ������

*� ��������� &���)' � ����������� ����	+ �������� ��
����
��� �� ����
��� �������� ����������

���������� �
� �
��� ��
������� 
��
��� ����� ��
 �������
 ��� ����������
 ���
��� ������
���

���
 �
������
 &#,����� 
 -�.���.�� /0��'� 1� 
�
����� "������ �� �
��� �
� ����
��� ���

�������
 ����
��� ���� ����� ��
 �������
 s� ms = m� ��� ���
��� �	
 � ��
2��
��� ��
�����

ξj(s) ���� �
 ����
����� �����  ��
 ����������
 �
��� ����� ��
 ��
������ ���������
 χs�

ξj(s) = 〈χs −m, ej〉,

�� ����
��� ���������
 &���' � ����������� �� �
��� ���
��� �
 
 ���� �
 ������� ����
��� ������


ξj �� �� %�����
� �������
����� �� !���
����

‖χs −m‖2 =
∞∑

j=1

ξ2
j (s),

�
��
 �� �
��
��
 
"�����
����

E[‖χs‖2] <∞ ⇔
∞∑

j=1

E[ξ2
j (s)] <∞.
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 �
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������� ��4� ��( 
 ��) ������������� � ����
�� �� ����������
�� ��

���� 5��� ��
6� �� "����� ����
����� �� �
������� �� ����� ����� ��� ���� %� ����������
� ��
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� ��
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 �
��
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{χs : s ∈ D ⊆ R
d}

� ������ �� H� 	� ��� �� ����
 ���� ��� �
����������
 χs1 , ..., χsn
� ���
����� �� s1, ...,sn ∈ D�

�� ������ ������
 ��
 �� ���
��� ��� 	
����
��
 ����������� 
 �������� ������
������� 	� ���

�
	�� m� �� ������������� C(h) 
 �� ����������� � ��
��� ��������� 2γ(h)�
�� ��������� 	� ���������� �� �
��� ���
����
��
 �� ��������
��� 	
� ���
��� �����

����� �
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� �����	
���	� �
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 ��� ��������� ��������� ���
 �
��
�

���������� �	
�	 
	� {χs : s ∈ D ⊆ R
d} �� ������� �������	�� ����	����	� � 	�������

�	 ���	� m� �����	������� C(h) � ���	���� σ2 = C(0)� 
	 ����	��� �������� ������


�����������

Ĉ(0) =
1
n

n∑
k=1

‖χsk
− χn‖2 ����1�

�����

χn =
1
n

n∑
k=1

χsk
, ����+�

� �� ���	� ���	����	�� 
	 ����	��� 	������ ������������� �
������� ����������

Ĉ(h) =
1

|N(h)|
∑

(i,j)∈N(h)

〈χsi
− χn,χsj

− χn〉, ������

���� N(h) 	��	�� ��	��	��� ����� ��	� χsi
,χsj

������� �� ��� �	������ ��	 � h�

N(h) = {(i, j) : ||si − sj || = h}

� |N(h)| �� 	��	�� �� ����	���	���



�������� �	 
����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

��� �� ��	�
��� ��
�������� �� 
������ �������� 	�� ����������� ��
��� ���������

�������	����
������ 	�����
���

���� ������ 	����� ���� 
�����

���������� �	
�	 ��� {χs : s ∈ D ⊆ R
d} �� ���	
��� ���	����	� ���������� 
 ��������� ��

�
��� m 
 ����������� 2γ(h)� �� �
����	
 ����������� ���������� �����������

γ̂(h) =
1

|2N(h)|
∑

(i,j)∈N(h)

‖χsi
− χsj

‖2 ������

���
 N(h) = {(i, j) : ||si − sj || = h} 
 |N(h)| �
 ����	� �� 	�����������

��� ���� 	� ��
� ������� ��� 
��� ���
��� �� �������� 
�	� ������� ���� ��������

�
����� � 	���� 
������ ������ 	������ !������ �
�
��� ������ ��������� �� "��
� ����

�� � ��� 
������ ���������� 	���� �������� ���������� � ���

����������� ����������� ��#�

	�� "���� 
��� 
�� ���������� ��	���� �� �������� 	� ���
�
���� �$%����� � &�'�
�'��

�(���� !��� ��������� ��

��� �

��� ������� 
�����	� �� 
�

� ������������� 	���� )������

����

*� ����������� 
� 	����
�� ���������� ���������� ����������� ���� �$%����� � &�'�
�'��

�(���+

Ĉ0
N =

1
N

N∑
k=1

(χsk
− χN )⊗ (χsk

− χN ) ������

	��� ��� ���� X ,Y �����,��� �������� � ������ �� H � x ∈ H ��� ��������+

(X ⊗ Y)(x) = 〈X , x〉 Y.

)� 	����
�� ������ ���������� ���

����������� ����������� ����+

Ĉh
N =

1
|N(h)|

∑
(i,j)∈N(h)

(χsi
− χN )⊗ (χsj

− χN ). ����-�

)�����	� �� �����	����� ����	�� ��� ������� �����	���� 
� ����� � � ��� 
������

	����� 	���� ������ � ������ �����
���	��� ��
��������� ���� ������ 	���� �������� 	�����

	���� ������ � ����-�� *�.��� 
�� {ej , j ∈ N} ��� ,�
� ���������� 	� H� ������ ��� �� �����+

Ĉ(0) =
∞∑

j=1

〈Ĉ0
N (ej), ej〉,

����� ��� �� ������������� �����������+

Ĉ(h) =
∞∑

j=1

〈Ĉh
N (ej), ej〉.

/�� ������ 	� $%����� � &�'�
�'� ��(��� 0 	���
��� �� ���
�
���� 	���� 
������

����(� � ������ 
�� ������ ����
� 
�� 	�
���� 
����������� � � ��

��� �

��� 
��������

����� ��� ��
� � � �� ������������ 
�� 	� ��� ��	�
����� ������ � �
���� ������ � 
����
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����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

��������	 ���
�
�������� ��� ������������ ��� ������� �� ����� �������� ������� ������

�� ��������� ����� �������� �������� ������� ����������� ������� ����� ������� ���  

������ ���� ������� �� ��������� ����� �������� ���!��" �������� �������� �� ���������

��� �� �������� ���!�� �" ����#����������" ��� ���!!� ��� ��� ������� ������
����

$�� ����� �� ���� ����������� ���  ���
��� ����������� ��� ���� ��� �����#�����

����� ������������ ���������� ���!!�" �� ������ �� ����� ��� ��� ������
��� ������ ��

�������� ��� �#�� ������� h� ��� ����� ������" �� �����#�� �� ��� ����� �����������"

�� ���� ��� �����#����� ��% ���� �������� ��������� �� ���������	�
�	�� � �� ��	�
�	��

�
��" �����
��� �� ��
��� &��������� ���� �#���

���������� �	
�	 ���
 �� �	
���
 ��
����
 �����
��	�
 � ��
�	
�
 ������ 
� ��	�
�	����

γ(h)� � ������ 0 = h1 < ... < hK−1� �� ������� ������
	� 
����� ����'������#��� �� ����
	�

�����
	�
 γ̂(h) = (γ̂(h1), ..., γ̂(hK))� �
��

γ̂(hk) =
1

2|N(hk)|
∑

(i,j)∈N(hk)

‖χsi
− χsj

‖2,

��	 N(hk) = {(i, j) : ||si − sj || ∈ [hk − τ, hk + τ ], si, sj ∈ D, i, j = 1, ..., n, i 
= j}� τ =
1
2 (hk−hk−1)� k = 2, ...,K� N(h1) = {(i, j) : ||si−sj || ∈ [0, τ ], si, sj ∈ D, i, j = 1, ..., n, i 
= j}�
�� �������� hk − hk−1� k = 2, ...,K� � ����
��� 
������ �� � ���
������ ��#�

����� ������ ��
����� �� ������� �����#��� ����� �� ���
�� �� ����� 
		���
������ ��

���
	� 
���	���� �� 1
2‖χsi

− χsj
‖2 ��	 
��� 
���� �� ��	������ χsi

,χsj
� i, j = 1, ..., n� i 
= j�

(�� �������� �������� ��� �����#����� ���������� ����� $��������� ���� ��������� ��

����#��� �� ��������	 �� �����������	 ��� ������ ���������� ��������� �� ����������� ���

������������� �� �������	 ��������#��� � ��� ���� �� ��������� ���������� )�� �����

��������� ���������� �� ��
����	"  �������� �������� ������ � ��������� �� �� �������

������ �� �����#����� �������������� ����� �&�����" �����������" �����" �� ��� �� ��������

�� �����#����� ��� #��� ����� *�������	 ���+�

, ����� ����"  �������� ����������� �� �������� �� ������ ��� �� ��������� �� ������'

����� ��� ���#� �� ������������� �� �������������� �����
�������� ����� �������� ��������

� ��� �� �� �������� �-����������� #������� �� ���� �������� �� ������ �� ������ ���

������ �����������

.� ����� �� ������ �����
��������" �� ���� /0 � 12/0 �3����" ����� ��� ���

�������
���� �� ������ ��� � ������� �� ���� ������� � ����� �������  ������ �� ������

��� ������ �������� ��������" ��� ��������� �� ������� �� ��������� ϑ ������������ �� ��&��

�� �������
K∑

k=1

(γ̂(hk)− γ(hk; ϑ))2.

4�������" �� ������ ��� ������ �������� �������� �����
���� ��� ���&���� � ����� ��

����������" ���������� �� �������� �� ���������� ����� ���� 5����� �� ��������� ��
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�� ������ ��

�������������	 
� ��� ��
���� �
��
����� 
� ���	�	 � �� ����� �� ���������	 ����	��	�	

�� �	���������	 �	��� �	��	��� �	��� 
����� ��	��� ����� 
����� �� ���������� 	
�
	�	�

��� �	���� ��	 	��� ���������	�	 �� ���
��	������	 �� 
����� �� ���	��	���

�	������	� ���
��	��� � �� ��
���� �� ����������
  ����������
� !"�#$� �	���� ���	


	��	�

���������� �	
�  %�
���� �� ����������
 �� R
K$	 �� �������	� 
� �����	� ����	�� X =

(X1, ...,XK)� � �� Ψ � �
 ��	��� �� ���	���� ��� Det Ψ > 0� � ��
���� �� ������&

����
 dΨ−1 � � ������ ������ ��� ��	� �
�	��� ���������� ������� Ψ−1� ����	�

d2
Ψ−1(x,y) = (x− y)T Ψ−1(x− y), x,y ∈ R

K .

%�� ���	�� ��	 �� �����	 �� ���������� Ψ � �	�	����	�	 ��������� 
� �	���
�	 ��

�	�
���	 ����������� �� ��	 ��
����� dΨ̂−1 � ������� �� �	���� ����� ����� 
�����	

����������� Ψ̂ �� Ψ�

����������� ��
��� �� �����	�� �	����������������	 �	� ���	��� �� ���� �	� ��

�����	�� �� 	
��	 � �����	 �� ��
���� �� ����������
 �� R
K � �� �� 
��� 	������� γ̂(h)

	 �� ���	��� �����	���� �� 
	������������� γ(h; ϑ)� �

�� �� ���������	'

dΨ̂−1(γ̂(h), γ(h; ϑ)) = (γ̂(h)− γ(h; ϑ))T Ψ̂−1(γ̂(h)− γ(h; ϑ)),  ��(�$

���	 Ψ � �� �����	 �� ���������� �	��� 
�����	 γ̂(h)� Ψij = Cov(γ(hi), γ(hj))� i, j =
1, ...,K� 	 Ψ̂ �	 � ��� 
�� 
����

)� ��

�����* �� ��������	 �� �	��� �	� ������ ������� �	�	�������� � ����� 
�&

�������� ���� �		���������	 �� ��� 
��� �	� Ψ� +�	
������ 
��* �	��� �	� 
	����

����	�
� ���
� �� �	��� �� �����������	��� �	��� 
�	����� �� 	�����	 ���
���� ��	 ���&


	������� �� ������	 �����	�	��� �	��� ���� 
�����	 	������� �� ���	
� ��
�����������

��
��	� , ��	
	 �	�������	 
��* �	����� �� -������ .�

��� � ����	
 	
 ��

�

����� ����	
�� ����	

/� ���
��	�� �� ����	

� 
���
��� ���������	 {χs : s ∈ D ⊆ R
d}� ��	 ��	 χsi : T → R


�� ��� 	�	�	�� ��	����� �	� ���� si ∈ D� ��� χs ∈ H �� 0���	�� /���� s1, ..., sn ����

����������	�	 
�	�� �� D� ��	

� � ����� 
�� �

	���� ��� �	����������	 χs1 , ..., χsn
�	�

����	

� ���������	�

/� �

��� �����	 ��	 �� ����	

� 
���
��� 
�� 
��������� �� 
	����������	 	 �
������

����	������ ����	 
	��	�� �������� �� �	��� 	 ��������'

E[χs] = m, m ∈ H, s ∈ D

Var(χs) = σ2, σ2 ∈ R, s ∈ D,



�������� �	 
����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

� ��� ����	
��	���� � ��
��	
��	�����

Cov(χsi
,χsj

) = C(h), h = ‖si − sj‖, ∀ si, sj ∈ D

1
2

Var(χsi
− χsj

) = γ(h), h = ‖si − sj‖, ∀ si, sj ∈ D.

�
 ����� �	� 	
��	����	� 
� �	��
�	� �
 �	
�
�� ��	 ���
 ����
����
� ����	� 
 ����� ���

��	�
��	� 
� �	��
�	� �
���	� ��
 ���
� ��� �
��	�� � ���
�� ��� ��� ����� �
�
�
����
���

����� ��	
���� ������		�	� �
 �	��

��� ��
����	� ���� !

"� �	��
�	� ���� χ∗s0
# $�
��
 ����� ��	���

χ∗s0
=

n∑
i=1

λiχsi
,

���� 
 ��
 λ1, ..., λn ��� ����
����
 
� ���� �� �
�
�
���	� �� ��	
���� ������		�	� �


�	��

��� εs0 = χ∗s0
− χs0

� ��%�
�� 
� ����	�� ��� �� ��!� �

Var(εs0) = Var(χ∗s0
− χs0

), ��!&� 

���� 
� �
����� �
 ��� �
��	
����

E[χ∗s0
] = E[χs0

] = m. ��!&' 

�
 ���
 
� ��	�
����	� �(�� ��� ������� �(� ��� ���
� �
 )
�*�	� # 
� ��	�
����	� ���

���
� �����	
���� H ��
��� �� �	��	
��+ �
 �(
��	� 	
����� ���� ���*
���
��
 �
���	
 �


��
 ����
� ��	 ���
 
�
��� x1, ..., xn ���� �(� xi ∈ H� i = 1, ..., n� �� ����
��� ��%�
�� ����

x∗ =
∑n

i=1 λiχsi
� # ����	� �� �������� �
 H� ��	 ���
 λ1, ..., λn ∈ R! �� �	��
�	� �
���	� #

$�
��
 ��� ��	
�*
�� ������	
� ����
����� ����� ��� ����	� ����� ��	
�*
�
 ������	
� ����
����


��	����� ����	������� ���� ���
� ����	��� ��
 ���
�

χ∗s0
∈ span{χs1

, ...,χsn
},

����

span{χs1
, ...,χsn

} =

{
χ =

n∑
i=1

λiχsi
, λi ∈ R

}
.

��	 $���� ���
��� �� $����
�+ ��!&� 	
���� *�� ��%�
��� ��, ���� ��������
���� ��!&' �

����� m � E[χ∗s0
] ��� ����
�� ���
�!

�� ����
�
��� �
 ��� �
��	
��� 
 �	����� ����� ������� ����
�� �
�
���
��� �
 ��


λ1, ..., λn
n∑

i=1

λi = 1, ��!&- 
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����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

���������	 
 ������
 �������
�

0 = E[εs0 ] = E

[
n∑

i=1

λiχsi
− χs0

]
=

=
n∑

i=1

λiE[χsi
]− E[χs0

] =

=
n∑

i=1

λim−m =

=

(
n∑

i=1

λi − 1

)
m.

� ���
 	��
�
 �
 ��
�
� �	��		 ��
�
 ������ 	�����
 �
�	����	 
� ��	����� �
 �

�
��

���
	� �
�	���	�

min
λ1,...,λn

Var(χ∗s0
− χs0

), ���

n∑
i=1

λi = 1,

�
�	���
�
�� �� � ��	����� �
 	��
�
����
	� 	 �
�	���	 ���������	 
� ���	�	 ��
 �	��

�
��
���	�
 �
 ��������

�
 	�
 �����
�� ���� ����
� ����
�	���
 �
 ����
	��
�� � ���� �	�
�
	� !��"#$

Var(εs0) = E[‖ε‖2]− ‖E[ε]‖2 =

= E

⎡⎣∥∥∥∥∥
n∑

i=1

λiχsi
− χs0

∥∥∥∥∥
2
⎤⎦− ∥∥∥∥∥E

[
n∑

i=1

λiχsi
− χs0

]∥∥∥∥∥
2

=

= E

[
〈

n∑
i=1

λiχsi
− χs0

,
n∑

i=1

λiχsi
− χs0

〉
]

=

=
n∑

i=1

n∑
j=1

λiλjE[〈χsi
,χsj

〉] + E[〈χs0
,χs0

〉]− 2
n∑

i=1

λiE[〈χsi
,χs0

〉] =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

λiλj Cov(χsi
,χsj

) + m2 + Var(χs0
) + m2 − 2

n∑
i=1

λi Cov(χsi
,χs0

)− 2m2 =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

λiλjC(si, sj) + C(0)− 2
n∑

i=1

λiC(si, s0).

���	�����	 	�� 
� �	��
��
���	�� �
 ������� μ �	��
��	���� ���� �	�
�
	� �
 	

�
��	��
	�� 
� ��	����� �
 	��
�
����
	� �
 �
�	���� ���� ������
��
	� ��
 ���
 	��
�




�������� �	 
����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

λ∗1, ..., λ
∗
n ��� ����	�
 �����
 � �����
�	�

Φ = Var(εs0) + 2μ

(
n∑

i=1

λi − 1

)
=

=
n∑

i=1

n∑
j=1

λiλjC(si, sj) + C(0)− 2
n∑

i=1

λiC(si, s0) + 2μ

(
n∑

i=1

λi − 1

)
.

� �����
 �� �����
�	� Φ ��� ������ ��������	�
 ������������ ���
����
 �	���	�

����
 ��� �����	�� ����� �	���	�� 
�������
 � ���� 
����� �	 �������� ������	�⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
C(0) C(s1, s2) · · · C(s1, sn) 1

C(s2, s1) C(0) · · · C(s2, sn) 1
���

���
� � �

���
���

C(sn, s1) C(sn, s2) · · · C(0) 1
1 1 · · · 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
λ1

λ2

���
λn

μ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
C(s0, s1)
C(s0, s2)

���
C(s0, sn)

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , ����� 


����
� ��	 ��������	 	 !
�����(
C(si, sj) 1

1 0

)(
λj

μ

)
=
(

C(si, s0)
1

)
.

"	� ������	 # �������
 	 ������	 �$�$� �� 	������ 	 ��������	 �%���	���� �� �������

�� �	��
��	��	�⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
γ(0) γ(s1, s2) · · · γ(s1, sn) 1

γ(s2, s1) γ(0) · · · γ(s2, sn) 1
���

���
� � �

���
���

γ(sn, s1) γ(sn, s2) · · · γ(0) 1
1 1 · · · 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
λ1

λ2

���
λn

μ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
γ(s0, s1)
γ(s0, s2)

���
γ(s0, sn)

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , ����& 


����
� ��	 ��������	 	 !
�����(
γ(si, sj) 1

1 0

)(
λj

μ

)
=
(

γ(si, s0)
1

)
.

� ������� ����� � ����& �
�����
�
 �������	 �
���
�� �� � �

 �� 	 �	�����(
C(si, sj) 1

1 0

)
# �
� ����
	��� '����
 # ����(�	�
 �� 	 �
��
�	����� Σ = (C(si, sj)) # ������	����� ��(���	

�
�����	� �
�����
�� ��� # 	������	�	 �	���
 �� ��	 �����
�� �� �
�	��	��	 ������	�����

��(���	 �
�����	 � �	������	��
�� ��� �	�� �����	���

�� �	 �	�
� 	 ����	 
������	 # �	�	�������	�	 �		 �������� �	��	��	�

σ2
s0,OK = C(0)−

n∑
i=1

λiC(si, s0)− μ =
n∑

i=1

λiγ(si, s0)− μ. ����$ 

)��	 ��� ������ �
������	�	 �
�� ��	 �����	 �� ���������	 �
!	� ��	�	 		 ����	 �� *������

�� s0 � �	�+ �����	�	 �� ������
 �
� � �
�� �� ���������	 
������ �������� ��� ���������

	�	
��	 �
� � �	�
 (���
��������
�	��



�������� �	 
����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

����� ����	
�� �
�����

�� �����	
�� ��� � ����
��� ���������� ��������
 ��� ����������� {χs : s ∈ D ⊆ R
d} � ������

�� �� ������ 	� ����
�� H� �� ����� ������
 ��
 �� ����
��� ���
��� �� �������� 	
���

����� �������

χs = ms + δs.

���
 	� ����
��� �� ��	���� ��� ms �� ����� �	
�
����������� 	
� ����
���� 
 ��� δs �� �
��	�

	
����
��
 ����������� 
 ��������� ������� 
��
�
 � �
	�� ����� ��� ������� ����� C(h)

 �
������� ����� γ(h)�

E[χs] = ms, ∀s ∈ D,

E[δs] = 0, ∀s ∈ D,

Cov(χsi
,χsj

) = Cov(δsi , δsj ) = C(‖si − sj‖), ∀ si, sj ∈ D,

Var(χsi
− χsj

) = Var(δsi − δsj ) = 2γ(‖si − sj‖), ∀ si, sj ∈ D.

!� ����� ����� �
�
������ �
� �"
��
�����
 �� ���� ��������
 	
��"#���
���� $�� �� % �"�&

	
���'������
 	� �� ����� ��������
 �	
 ��� �
� �� �
����
 	� ����� ms� !� ����� �� ����

�
���� 	
� ��	
��� ���
��� ���������� ��������� �
� �������� (� �� ������� ������� �����	
���


���
�� )����� ���� 	�*
�
��� 	� ����� �+����, 
 ����
����� (--.��

��� ����		� ���
�����
�� �����
�� �
 t� ������	�
�� �������	� ���������� ��
���
� f ���
�

�����
�� �����
�� �
 t�

ms(t) =
L∑

l=0

alfl(s), s ∈ D, t ∈ T , ����(�

	��
 al ∈ R� f0(s) = 1 �
� � �� s ∈ D�

���� ����		� ��
���
�	� �
 t� ������	�
�� �������	� ���������� ��
���
� f ���
�����
��

�����
�� �
 t�

ms(t) =
L∑

l=0

al(t)fl(s), s ∈ D, t ∈ T , ������

	��
 al % �� ������
 �
��� ������ 	� ����
�� H� f0(s) = 1 �
� � �� s ∈ D�

����� ����		� ��
���
�	� �
 t� ������	�
�� �������	� ���������� ��
���
� f 
�
 �����
�� �
 t�

�� ���� ���
�����
�� �

ms(t) =
L∑

l=0

al(t)fl(t, s), s ∈ D, t ∈ T , ����/�

	��
 al % �� ������
 �
��� ������ 	� ����
�� H� f0(t, s) = 1 �
� � �� s ∈ D� t ∈ T �



�������� �	 
����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

���� ������� ���	
����� 
� t� ��	
������� ���
��
�� ��������� ���	
��
 f ��� ������
 
� t�

�
 �
�� �������� �

ms(t) =
L∑

l=0

〈al(t, ·), fl(·, s)〉H , s ∈ D, t ∈ T , ��	�
�

��� f(·, s) ∈ H �� ���� s ∈ D� f0(t, s) = 1 �� ���� s ∈ D� t ∈ T  al(·, ·) � ���

������� ��� �� al(t, ·) ∈ H �� ���� t ∈ T � {〈al(t, ·), fl(·, s)〉H , t ∈ T } ∈ H �� ����

s ∈ D	

�� ����� ������ �� ��
�� ���� �� �� ���� ms �� ������� ������� ����� ���������

�� ���� ���������� ������ �� ��� ������������ �� ����� ����� ����� ������ ����������	 �

������ ���� ����� ���� ��������� ���� �� �� ���� �� ������� ������ ����� �����!�� t

��������� �� ��"����� ���������� al� ��� ���������# ��� ��� ������	

������� �� ��$���� ���������� ��� � ������ ��� ����  � ������ ����� ���� � �� ����� �� ��

����  %����� ���� �� ������ �� �� �������� ���� ������� ms ����� �����!�� �������

t ������ ���� ��������� � �������� fl� ������� ��� � ������� %���� �������� ���

������� &���!����# ���� ���������� �� ��
��� ������������ ����� ������� ���� ��"����#

������ ��������� ���� �����	 '� ���� �� �� ����� � ���� �� ��������� ������� ���� ���� ��

����� �� ��� ������� �������� ���� �������� fl ��� � ��$���� �� ��"����� al� ����

� ����� � ������� �� ������ �� (������� )������	

*� ������ �� ������ �� ��� �� ���������# ���������� ��� ������ � fl ����������

�������� �� t � �� ����������� ��� ������ ����� %���������� ������ ������� �� �����

�� ���� ����� �� ������ �� +������ �,	,��� ��������� �� ���� ������� ������!���

�-���� ��� '����� �	,  �	.	 '� ��������� ������ ��� �!!� � ������ ����� ���� �����

����������� ����� ���������� �� ������ �� �� �������� ��
�� ���������� �� ������ ����

������ ��� ����� �������� �� ��
�� �� ����� � ���� �� �������� ��
�� ������ � �� ������ ��

��
�� �����!��	

'� ������ ���%� �� �� ��
�� ms ��� ���� ����� ��	��� �� ���� ����� ��	�.��  �� ��������

�� �������� �� �������� ������ ���� �����!�� χs0
�

χ∗s0
=

n∑
i=1

λiχsi
.

/� ����� �� ������� ������ �� +������ �� ������# �������� �������� �� ��������� ��

��� ����������� %����� �� ���������# ������� ���� �������� �������� �� �������� ���������

�� ���!��� �� ������������� ���������	

0� ����� ��������� � �������� �� %���� ���� ���� ������

n∑
i=1

λifl(si) = fl(s0), ∀ l = 0, ..., L; ��	�1�

�������� ��������� ��� εs0 ������ ������� ���� �������� �� χs0
��� �� ������� χ∗s0

�

εs0 = χ∗s0
− χs0

,



�������� �	 
����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

�� ������	

0 = E[εs0 ] = E

[
n∑

i=1

λiχsi
− χs0

]
=

=
n∑

i=1

λiE[χsi
]− E[χs0

] =

=
n∑

i=1

λiE[msi + δsi ]− E[ms0 + δs0 ] =

=
n∑

i=1

λi

L∑
l=0

alfl(si)−
L∑

l=0

alfl(s0) =

=
L∑

l=0

al

(
n∑

i=1

λifl(si)− fl(s0)

)
.


� ������� ��� ��	

Var(εs0) = Var(χ∗s0
− χs0

) =

= Var

(
n∑

i=1

λiχsi
− χs0

)
=

= Var

(
n∑

i=1

λi(msi
+ δsi

)− (ms0 + δs0)

)
=

= Var

(
n∑

i=1

λiδsi
− δs0

)
=

=
n∑

i=1

n∑
j=1

λiλjC(si, sj) + C(0)− 2
n∑

i=1

λiC(si, s0).

������� ������������ L+1 �������������� �� ��������� �������������� ���� L+1 ����������

������� �� �������� �� �������������� ��������� �� ��������� ���� �������������� ���  ���������	

Φ = Var(εs0) + 2
L∑

l=0

μl

(
n∑

i=1

λifl(si)− fl(s0)

)
=

=
n∑

i=1

n∑
j=1

λiλjC(si, sj) + C(0)− 2
n∑

i=1

λiC(si, s0) + 2
L∑

l=0

μl

(
n∑

i=1

λifl(si)− fl(s0)

)
.

�!������ ������� ��" ������ ��#�� ����������� ���������� �� �������� ����� �������� �� λi�

i = 1, ..., n � μl� l = 0, ..., L� ������ ���������� �� �������� ������� �������	



�������� �	 
����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

C(0) · · · C(s1, sn) 1 f1(s1) · · · fL(s1)
���

� � �
���

���
���

���
���

C(sn, s1) · · · C(0) 1 f1(sn) · · · fL(sn)
1 · · · 1 0 0 · · · 0

f1(s1) · · · f1(sn) 0 0 · · · 0
���

���
���

���
���

���
���

fL(s1) · · · fL(sn) 0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1

���
λn

μ0

μ1

���
μL

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

C(s0, s1)
���

C(s0, sn)
1

f1(s0)
���

fL(s0)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

������

�	
 �
�� ��������  �����	� �������⎛⎝ C(si, sj) 1 fl(si)
1 0 0

fl(sj) 0 0

⎞⎠⎛⎝ λj

μ0

μl

⎞⎠ =

⎛⎝ C(si, s0)
1

fl(s0)

⎞⎠ .

��������� � �
�����
 ������ � ��������
 
�����
�
 �� ����
� ������ �� �
����� �� ���� 

!��� ���
 �
!�
�⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

γ(0) · · · γ(s1, sn) 1 f1(s1) · · · fl(s1)
���

� � �
���

���
���

���
���

γ(sn, s1) · · · γ(0) 1 f1(sn) · · · fl(sn)
1 · · · 1 0 0 · · · 0

f1(s1) · · · f1(sn) 0 0 · · · 0
���

���
���

���
���

���
���

fL(s1) · · · fL(sn) 0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1

���
λn

μ0

μ1

���
μL

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

γ(s0, s1)
���

γ(s0, sn)
1

f1(s0)
���

fL(s0)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

����"�

���
��� �
�� ��������  �����	��⎛⎝ γ(si, sj) 1 fl(si)
1 0 0

fl(sj) 0 0

⎞⎠⎛⎝ λj

μ0

μl

⎞⎠ =

⎛⎝ γ(si, s0)
1

fl(s0)

⎞⎠ .

# ��������
 �
� ����
�� ������ 
 ����"� 
����
 
� � ���� �
 
 ���� �
 � �����
⎛⎝ C(si, sj) 1 fl(si)
1 0 0

fl(sj) 0 0

⎞⎠
� ��� ���!���
� $�
��� � �
��%��� �
 � ����������
 Σ = (C(si, sj)) � ���
���
��
 �
%���

������� 
 � ����������
 Fs� �
%��� ���


Fs =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 f1(s1) · · · fL(s1)
1 f1(s2) · · · fL(s2)
���

��� · · ·
���

1 f1(sn) · · · fL(sn)

⎞⎟⎟⎟⎠



�������� �	 
����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

� �� ���	
 ���� � L+1� � ����� �
�����
�� � ���������� �������
 �� ��� �����
�� �� �
��������

������������ ������� �
������ � ��������������
�� ��� ���� ���������� �� ���
��� � ������ ���

�
�����
�� �������� ��� ����	�
 ������������� ��� � ���
������ �� ������
 ����� ��
��� �����

����� �� ������ �������� ����� ��������� ��� F
T
s Fs ��� �
� ���	
�����

�� ���� ��
����� ����������	
� ����� �	��	��� ��������

σ2
s0,UK = C(0)−

n∑
i=1

λiC(si, s0)− μ =
n∑

i=1

λiγ(si, s0)− μ, ���� !

��� �
�����
��� �������������� ��	��� ���� �������
�� �� "��	��	 �� s0�

��� �� ���	
���� �� �����

#� � ����
 ����� ����
�� ���������� ���� ����
�� �� ��
����
 ��
������
 ���$! ��� �������������


�� �� ����� �������������
 ����� �
��� �����!� ��������� �� ���� λ1, ..., λn � � �
���������
�� ��

�	���	� μ0, ..., μL �������� ���� �
�����
�� �� �
� ����
���
�� ����%! �
�
 
�����&��� ���
�����


�� ������� �� L + n + 1 ������
�� �� L + n + 1 ���
	���� ���� �
� �������
�� �
� ��
��


������������ �
������ �������� �
����
���

�� ���� ������� �
� �
����
�
 � �
�'������ �����
���� al� �� �
�
 �� �����
�� �
�� fl(s)�
�������� �����
 �
� ���� ������� � ������� ��� �� ����� �� ���� ������� �
� ��� �������(

���� �������� �
 ������
�� ������������ ���))! �
������ ��� ����� ����
��� ��� ����
	�����

γ(h) ����
�� ��� ����
���
 � ������� ����� 
��������
�� �� �� ��
����
 �� ����� �
� �
�������

*�� �
����
 ��� �� �����&����+ �������� �������������� ��� ������� �� ����� ������� �����


����
�������� ����� �����&����+ ��
������� ��� ������
 �����
����
� ��� ������ ��������� �� ��(

������������� ��
&�&��������� ��� ���
���
����� ��� ��
����
 �� �� ������
����� �� ����
	������

���� ����
���
�� � ����� ������� �
��
 ��,������ �
�������
 � ��� ����� �������� �
� �� �����

�
� �� ��������������� ������ �� �� ����
	����� �����
����
� ���������
 ������ �
� ����&���

����� ���������
�� ��� ������
 ��� �� �����������
�� �� �� ��������
 ��������������
 
 ���

��������� ����������
�
 
����
������ 
����
 ��� ��

!� �� ����
�
 ��� ������
� ��� � ������ �����(

����� ��� �� ����� ��� ����
	������ ��������� �������� ����� ����� ����������� ��� ������� ��

������ 
����
 ��� �
�'������ al�

�������� � ������� ��� ������� �����
���� χs1 , ..., χsn
� �
���������
 �� ��������
�� ���$-! �

�����!�

χs = ms + δs, s ∈ D,

ms =
L∑

l=0

alfl(s), s ∈ D,

�� �
����
 ��� �� ���
���
 � ����� �
����

χs =
L∑

l=0

alfl(s) + δs, s ∈ D. ����.!
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����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

�� ������	�� �
 ��
� ��� ����� �
 
����
��� �	��	� ����� ����
� ��
 �����
 �
����
� �� �	��
��


fl(s) ������� ������ ������� ��� ���������
 �������
 ��� ���� 
� ����� �	��
����
 ��
 �����


�
 ����� ������� ������� �����
 ��� �
������ �	��
����� χs�

� �
������� ��
 �����
 �
����
 �������
 ������ 
�� ���������
�
 �
 ���
 �	��
����
 �����

!��
���� "� #��
��� "���� 
� �	���� ���� 
 ���
�	
 δs1 , ..., δsn
��� ���� 
��
�������
 � 
���$

�
������ �
���
 	
�
� �� �������
�� ���
 ���� ��������
����
 �� 	�� ���	��	�� �
 �����
��$

�� ����
���� ���� �
������� �
 %�
 ���������
�
 �������
��
��� �������� ���������� �� ���
��

Σ = (C(‖si − sj‖))�
&������� ������ 
�� �������
��
��� 
� ���
�	� ��� ������ �
����� �'� �����
�� 
� ������ δs�

�
����� 	� �	��� ����
��������� 
��������� ��� ����� �'� �����
�� �� ��������
��
�'�

�
���
 	�
����
 ��� �������� χs� 
� ���
�	� δs ����������� �	
��
 	�� ��������� �
 ���
� 
�
�(

���� 
������������ �� �	
 ��
� ) ������
��� �
 %�
 �����
��
�
 � ����
�
�
�

&� ������� �
 
�����
 �
���
 	�
����
� 
� ����� �
 ��
� ������
�� ��� 	� ������ �
�����

�
 ���� ���* ) ����������� 
� ����� ��
 
�

 �	�����
� �'�� 
� � 
�� �	��
������ �


 ��� �	��� 
�

����
��� ����� ���
���� ����������� �
 ��
�� ��� ����� �'� ���( ��� 
��
�����

+��������� 
� ������� �	��
����� χs1 , ..., χsn
) �� ����
����
��� ��� ������� �������
�

(χs1
, ...,χsn

)� �� ��� ����� ���	� �����
 
� Hn� �� �� �����
�� ���
� 
�� χsi
� i = 1, ..., n )

� �����
 
� H ��
 ,
� ����� -�� 
��	������ 
� ��� ��� �
 ��
�� �
 ���
 �� ����
� Hn ���

�������� ��������

〈X ,Y〉Hn =
n∑

i=1

〈Xi,Yi〉H , ����.�

� ����� ���� 
�������

‖X‖2Hn =
n∑

i=1

‖Xi‖2H , ����"�

��� X = (X1, ...,Xn)� Y = (Y1, ...,Yn)� Xi,Yi ∈ H� ��� ���
 i = 1, ..., n�

&� ����� ��
 
�

 �	�����
 ���
���
 �/�#� ������� �'� �� ��
� m̂s ��� ����� ms �
�

�����
���� ���������� �� 
�

����
��� ��� �	��
������

E[‖χs − m̂s‖2H ].

0	����
�� ������ � �
����
�
��� 	� ������� �	��
����� �
 �
���
��� n� �� �	���
�( ����������

) 
�����
�� �� ) �	��	� ����
�	
�� ����� �	� ����
��� ���
����
�� 
�

������ 
�%���

n∑
i=1

‖χsi
− m̂si‖2H = ‖χs − m̂s‖2Hn ,

���� χs = (χs1
, ...,χsn

)� m̂s = (m̂s1 , ..., m̂sn) �� ) �������
��� �� �������� �
 �������
����
�(

1/n�

1�� ��
�  ����� �	
 
�

 �	�����
 ���
���
 �/�#�� �
 �
���� �	����
� 
�����	��� ���

���� 
� �	
 
 ���
�	
 ��� ������ ��� �
��� 
��
�������
� &�����
� �2��') ����� ������	��

�
 
�

����
��� �
� ������	������ ����
������ �� ������
� ����� ����
� ���
����
�� ��

�
������ �������� �� ����
������ ��� ��
���
� �
 ���
��
�( ) �� �
������ �
 3�'����� 
� dΣ−1



�������� �	 
����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

��������	�� 
���� �� ��� �������	�� ��� ������ ������ �� �����	 ������	��������	���� �	��

������

���������� �	
� ��������� �� �������	��� �� H	 ��� X = (X 1, ...,X n) �� ����	
� �����

�	
�	 � Hn �	���� �� ����	
� � �������� �����	
� � H�� 	���	 � �
		��	 ����
�	 �
���

� �	
�� �
�� � ��� Σ �� ���
��� � �	��
����� � X � Σij = Cov(X i,X j) ����� ����� �

�� ����	��� ��� ������ �� ��� ����
�� Σ−1� �� �������� �� �������	��� dΣ−1 � �� �������

��	��� ���� �	
�� ���
����� � ���� �	������ Σ−1� ��� ����	!

dΣ−1(X ,Y) = ‖X − Y‖Σ−1−Hn = ‖Σ−1/2(X − Y)‖Hn , ∀X ,Y ∈ Hn,

	�� Σ = Σ1/2ΣT/2�

!� ��������� �� �����	 ����	��������	����� �� ������� ���	��� ����� �������� �� �������

�	��� �� R
n " �� ���#����� ���� ������� �������� ��� �� ��	������ �� �����������	��� �	���$

dΣ−1 ����������� �� �������� ���������� ��� � ����� �� R
n� �	�����	������ ���� ��#	�����	��

����� ������� �������� ���	����� ����� ��������� �� �	%������� ��� �����	��� &����������

�����%���	 �� ������� Σ�

'�� �� �������	 �	��%	� ��� �	������ ��	������ �� ����� ��� ��������� �� �� �	����	

������� #����	���� �� ���	 �
��(� 	%%��	 �������������	 �� ������� ������������ �	�������� �	�

��%� ���	���� ���� ��������� �� �	%�������� ) &����� ���	������ ��� ����	 �� %���� ���	�	�	�

���	 ��	����� �� ����	���	 �� ������ &������� ������������� �*+,� �����������	 �� ��������

�� �������	��� ��� �� %���	�� �� %��	�� 	����%��� χs � �� %���	�� �� %��	�� �������� ��� �	����	

m̂s� �	�����	������ �� #����	����-

‖χs − m̂s‖2Σ−1−Hn . �
��


.� ��� �� 	���������� �� #����	���� �
��
 " ������������ �	���� ���� ��	�����	 �� �	����	��

%���	�����-

(Ag)i =
n∑

j=1

Aijgj , A = (Aij) ∈ R
n,n, g ∈ Hn,

�������-

‖χs − m̂s‖Σ−1−Hn = ‖Σ−1/2(χs − m̂s)‖Hn =

= ‖Σ−1/2χs − Σ−1/2
Fsal‖Hn =

= ‖χ̃s − F̃sal‖Hn ,

�	%�-

Fs =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 f1(s1) · · · fL(s1)
1 f1(s2) · · · fL(s2)
���

��� · · ·
���

1 f1(sn) · · · fL(sn)

⎞⎟⎟⎟⎠
al =

(
1 a1 · · · aL

)T

χ̃s = Σ−1/2χs

F̃s = Σ−1/2
Fs.



�������� �	 
����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

�� ���� �� ��	��
���	� 
� �� �����	� χ̃s 	������ �
�		������ ��������

Σ := Cov(χs) = Cov(Σ1/2χ̃s) = Σ1/2 Cov(χ̃s)Σ
T/2


� � ��	� � Σ1/2ΣT/2 �� � ���� �� Cov(χ̃s) � �� ���	�
� �������� �� R
n� ��	������ �� ������

�� �������������� ��� ������ ����	��� ����	�������� ��� � ���	� 
� �� ������ ��� ������

����	��� �	����	� �����
��� � �� ������� �
�		������ �������� ��� ���� �	������� ���	���	��

�������	���� �	����	������� �����	��

�� ������ ���� �� ���	�
� �� 
���	����� Σ ��� 
������� � �� ������ ������ 
�� Ṽ ��

����������� �
����� �� Hn� ����	��� ����� 
����������� �����	� � 
�� 
����� �� H ����� 
������

�� F̃s� � 
�� Ṽ ⊥ �� ��� 
���������� �	���������

Ṽ = {ṽ ∈ Hn : ṽ = F̃sãl, ãl ∈ HL}, �!�""�

Ṽ ⊥ = {w̃ ∈ Hn : 〈w̃, ṽ〉Hn = 0, ∀ṽ ∈ Ṽ }, �!�"#�

����	� �� �������	� ������ ̂̃ms ��� ����� m̃s ��� 
������� �
�		����� ����� �� ��� ������� 
�

��������� �� ������ ��� ���������� �!�"!�� ������� � ���
� � 
�		������� ���� �	�������� ���


������� �
�		����� χ̃s �� Ṽ � ����	� �� �����	� �� 	������ δ̃s = χ̃s − ̂̃ms �� � �� �	��������

��� 
���������� �	�������� Ṽ ⊥ �$����% � &������� '(('��

)����	�� �	���� ���� ���	�
� H̃ �� �	�������� �	�������� �� Ṽ �

H̃ = F̃s(F̃T
s F̃s)−1

F̃
T
s ,

��� �������	� ������ �� ������ ����	��� ����	�������� âGLS
l � ̂̃ms� 	�������������� ��� �����	� ��


�� 
����� al � ��� ����� m̃s� 	�������� �����	� � ��	 ���� � �����*��� ����	����	� ������	�������

�����
���� )������� ���� �������	� ������� ����	� �������� 
����

âGLS
l = (F̃T

s F̃s)−1
F̃

T
s χ̃s; �!�"��̂̃ms = H̃χ̃s = F̃s(F̃T

s F̃s)−1
F̃

T
s χ̃s.

+����
���� �� �	����	������� ����	��� �� �������	� ������ ��� ����� 	������� �� �	�
����

χs ��, ����	� �������� 
����

m̂s = Hχs = Fs(FT
s Σ−1

Fs)−1
FsΣ−1χs, �!�"-�

�����

H := Fs(FT
s Σ−1

Fs)−1
FsΣ−1,

����	� �� �������	� âGLS
l ��, ����	� 	��
	���� 
����

âGLS
l = (FT

s Σ−1
Fs)−1

FsΣ−1χs. �!�".�

/�� �	������� �� �����	���� ��	 ��� �������	� �	�
������ ������� ����	� 
��
����� �� ��������

�� ����� � �� 
���	����� ��������� ��
���� �� &�0������� !�'�
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����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

�� �����	
���� ��� �����
 	
�	���� �� ���
� ����
 � �� �����	� �� 	
�������� Λ ����


������
�� âGLS
l  Λ = (Cov(âGLS

i , âGLS
j )) �� ��	����

E[âGLS
l ] = al ������

Λ = (FT
s Σ−1

Fs)−1. ������

��������

E[âGLS
l ] = E[(FT

s Σ−1
Fs)−1

F
T
s Σ−1χs] =

= (FT
s Σ−1

Fs)−1
F

T
s Σ−1

E[χs] =

= (FT
s Σ−1

Fs)−1
F

T
s Σ−1

Fsal = al;

�

Λ := Cov(âGLS
l ) = Cov((FT

s Σ−1
Fs)−1

F
T
s Σ−1χs) =

= (FT
s Σ−1

Fs)−1
F

T
s Σ−1 Cov(χs)Σ

−1
Fs(FT

s Σ−1
Fs)−1 =

= (FT
s Σ−1

Fs)−1
F

T
s Σ−1ΣΣ−1

Fs(FT
s Σ−1

Fs)−1 =

= (FT
s Σ−1

Fs)−1.

������������� �� ���
� ����
 � ��� ��	������� !�
"��� ��!��� ���� ����� ��� ����� �� ��	���

����	��

E[χ̂s] = E[Fsâ
GLS
l ] = Fsal = ms ����#�

Cov(m̂s) = Cov(Fsâ
GLS
l ) = ����$�

= F
T
s ΛFs = F

T
s (FT

s Σ−1
Fs)−1

Fs. ������

��
���� !�� ������
�� âGLS
l � χ̂s �
�
 %&'( ����� 	�
��� �
����� ���������� �� �� �
� ��)

��
���
�� * ����+	��� ��� �� �!��!������ ������ � ����#� ������ � 
��������, ��!�� ��� ��������

��
	�������� ������"��� ���� ��"��
 ����� ��
��� ����� ����� +���
)�������
���� �-��!�
����

$�#���

������� ��� âl �� !�����	
 ������
�� ������� ��� ���� ��� 	
�.	����� al ��� ����� �

âl = Aχs + b, ������

	
� A ∈ R
l,n b ∈ HL ���
�� �� 	
�����
�� �� �
� ����
���
�� �� �����	� ��� ���	
���

AFs = In ������

b = 0, q.o. ����/�

����	���
 	
� In �� �����	� �������, �� R
n 	
� 0 ∈ HL �� ����
�� �� L �����
�� ������	������

������ & 
��������, ����
 ������
�� âBLUE
l �� �����	� ����� ��	0����� 	0� ��� 
!�� ������
��

������� âl �� �����	��

Cov(âl)− Cov(âBLUE
l ),



�������� �	 
����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

������� ��	�
����� �������� ��� � ���������� �� ���
�������

xT (Cov(âl)− Cov(âBLUE
l ))x ≥ 0, ∀x ∈ R

n.

� 	����� 
� ������� 
�� �������� ���	���� ������ ������� ����� �� ������� 
� ���


���������� ���� �� �������

Cov(âl) = AΣA
T ;

�� ����� �� 
���������� �!��	"# � $��� %& ���

αC
−1αT ≥ αD(DT

CD)−1
D

T αT ,

���
 ��� C ∈ R
n,n ��	�
����� �������� D ∈ R

n,L � α ∈ R
n� �� ��' �������� �� ��	���

��(������ ��� xT Cov(âl)x� �����
� C = Σ−1� α = xT
A � D = Fs�

xT
AΣA

T x ≥ xT
AFs(FT

s Σ−1
Fs)−1

F
T
s A

T x, ∀x ∈ R
n

��� � �������� ����

A
BLUE = (FT

s Σ−1
Fs)−1

F
T
s Σ−1.

�� ���	���� ������ ����	� ������ ����
��

âBLUE
l = (FT

s Σ−1
Fs)−1

F
T
s Σ−1χs = âGLS

l ,

��� �� ��������� 	���	��� ��� ����� ��
����� 	�
� MSEl ��	�����	���� ��� ����

l = 1, ..., L�

MSEl = E[‖âl − al‖2] = (AΣA
T )ll,

����� � ������� 
� ��� 
���������� ������ � ���� �� )�	� ����������� ��� �������*� �� ���	����

m̂s � ��� ���	���� +�,- 
�� ������

.���� ��/����������* �� ��� ���	���� 
�� ����� � 
�� ����
�� � �� �������� ���	�����


���� ����� 
� 0��1��� H� � ������� �����1��� (������ �� 
���	��������� 
��� 	����� 
�

������� Σ 
� χs� ��� ����� 
��/�
�����*�

‖χs‖2Σ−1−H = ‖χ̃s‖2H
� 
��� ���	��������� �����������

‖χs‖2Σ−1−Hn = ‖m̂s‖2Σ−1−Hn + ‖δ̂s‖2Σ−1−Hn

‖χ̃s‖2Hn = ‖̂̃ms‖2Hn + ‖̂̃δs‖2Hn ,


��� δ̂s � �� ����
�� 
�� 	�
���� ���	�� ��� � 	���	� ��
��� ����������� ��� ����������2

	����� �� ���	���� .�! 
�� ����
��� �
̂̃
δs = Σ−1/2δ̂s � �� ����
�� 
�� 	�
���� ���	�� ��� �

	���	� ��
��� ��
���� 
� 
�� ����������

δ̂s = χs − m̂ŝ̃
δs = χ̃s − ̂̃ms = Σ−1/2δ̂s.



�������� �	 
����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

�������� ��	�
��	� 
�� ΣGLS �� ����
� 	� 
��������� 	���� �������� δ̂s � �	�����	� ��

�������� ��������� ����
�����

ggT = (〈gi, gj〉), g = (g1, ..., gn) ∈ Hn

E[A] = (E[Aij ]), A = (Aij) ∈ R
n,

��������

Σ :=Cov(χs) = E[(χs −ms)(χs −ms)T ] =

= E[Σ1/2(χ̃s − m̃s)(χ̃s − m̃s)T ΣT/2] =

= E[Σ1/2(χ̃s ± ̂̃ms − m̃s)(χ̃s ± ̂̃ms − m̃s)T ΣT/2] =

= Σ1/2
E[(χ̃s − ̂̃ms)(χ̃s − ̂̃ms)T + (̂̃ms −ms)(̂̃ms −ms)T ]ΣT =

= E[Σ1/2(χ̃s − ̂̃ms)(χ̃s − ̂̃ms)T ΣT/2] + E[Σ1/2(̂̃ms −ms)(̂̃ms −ms)T ΣT/2] =

= E[(χs − m̂s)(χs − m̂s)T ] + E[(m̂s −ms)(m̂s −ms)T ] =

= E[δ̂sδ̂
T

s ] + E[(m̂s −ms)(m̂s −ms)T ] =

= ΣGLS + Cov(m̂s).

��� ���
�	���� 
��
��� �� ��� ����	� 
��
��	��� 
�� �� ����
� 	� 
��������� Σ ������� ������

�� ��� 	���� ����
� 	� 
��������� 	���� �������� 	�� ������� 	� ����� � 	���� ����
� 	�


��������� ΣGLS 	���� �������� 	�� ����	���

Σ = ΣGLS + F
T
s ΛFs. ����� 

!�������� �� ����
� 	� 
��������� ΣGLS 	� δ̂s� ��� �����	� �� �������� �������� 	����

����
� 	� 
��������� Σ� ������
� ��� ���� 	������� 	���� ��������� 	� 	����	���� 	����

������� ����������	��� ��������
����� 	� �� ��������

B = F
T
s ΛFs. ����" 

�#����� ������ �� 	���������� B 	���� ���� 	� Σ ��	���	���� ������ ΣGLS 
��������	� ����

	���������� $����# ������%��� 	� �� ���
�	����� 	� ���� �� ���� ���	���� ���� �����


�� ��� ���� 	���������� B
′ 
���������� ���� �
���� 	� ��� �������� ������� 	�� 	��� â′l ��

����
� B
′ − B & ���	�'���� �������� � �� ������ ��� �������� âGLS

l � χ̂s ��������� ������

�������� ()*+�

!�������� 	�� ����� 
�� �� 	���������� 	���� �������� ΣGLS 
��������	� ����������

���� ����
� 	� 
��������� 	���� �������� m̂s� �� ���
������ 	���� ���� �� ���� ���	���� 	��

����� ����� ��� 	����
� ���������� 	��������	� 	� �� ���� �#�

�������� 	���� ���� 	����


�������� 	����������
�� 	���#����� �� 	���������� ����� ���� 	���� ��������� 	� 	����	����

�������� �������� ���� 
�������� ���
����
�� ���������� �� '�� ����������

,����� ������������ 
��������
��� ��#��������� 
������ 	���#��������� 	���#�	������ 	��

���	� 	�� ���� ���	���� �������������� �������� ������� �� 
������� 	� ��������- ����� %�����



�������� �	 
����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

��� ������ ��	
�	�� �
��	��� �� ��� ������ �	��	��� �����	�� �� �����
���	 �� ����������

��� ����	��� ����	�� ����

âOLS
l = (FT

s Fs)−1
F

T
s χs ������

m̂s = Fsâ
OLS
l = Fs(FT

s Fs)−1
F

T
s χs,

�	�	�������	�� 
	� �������� ������ ��
�	 � �	����� 
� ��	��	��	�

E[âOLS
l ] = al

E[m̂s] = ms

Cov(âl
OLS) = (FT

s Fs)−1(FT
s Σ−1

Fs)(FT
s Fs)−1

Cov(m̂s) = Fsâ
OLS
l = Fs(FT

s Fs)−1(FT
s Σ−1

Fs)(FT
s Fs)−1

F
T
s .

 ������ �� ����� �	�� 
	��	 �����������

‖χs‖2Hn = ‖m̂s‖2Hn + ‖δ̂s‖2Hn ,

�	��
	 ��� �!����	���" 
���� ����	��� m̂s � δ̂s� ���������� �	 
���������� 
���	 �	��	��	�

Σ = ΣOLS + F
T
s ΛOLS

Fs, ���#��


�� ΛOLS = Cov(âOLS
l )�

 � �	�����	��� 
	��!����	���" 
���� ����	��� ����	�� $�� �� ��	�� %�&'� �	 �	������

ΔB := F
T
s ΛOLS

Fs − F
T
s ΛFs

������	 
�(���	 ������	� )���� �� ��*���� 
�����	����� ����	 
�������� 
��� ����	��� Σ̂�

�+�� ��� �	��	��� 
	 ��	 ����	 ��� 	 ��	 ����	 $��� �� ��
��� ��	��	����� 
� �� ,	����

ΔB�

�!�����" 
���	 ��
����� - �+�	�	����� 
����
���� 
	��	 ��������	 
� 
����
���	 ��	��	���


	� ����� �+� �	 
�������� B �� - ,������ 	���	���� �	 �	����� Σ�

B = F
T
s (FT

s Σ−1
Fs)−1

Fs

ΔB = Fs(FT
s Fs)−1(FT

s Σ−1
Fs)(FT

s Fs)−1
F

T
s − F

T
s (FT

s Σ−1
Fs)−1

Fs

� 	� ������ �� 	����+������ ��	�
 Σ = σ2
In� �� ����� �	�� ��,	���� �� �	����� ������	

������	� � �� ����� ��� � $�� �����
�� ���+. �	 ��������	���� 
�� ,�����	���

‖χs − m̂s‖2Σ−1−Hn = ‖χs − m̂s‖2σ−2In−Hn

�

‖χs − m̂s‖2Hn

��
��� �	 ��
����	 ������� ��	 ����(�	 - ����
�	�	 ��������
 Σ = σ2
In ����� ����������

���/0� � ��������
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����� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �����������

�� ������ ��

��� ���	
 �� ��	� ���
�����
� �� ������
 �� �� ��
����
 ��
�����	
 � ����		������	
 ��

��� �	��		��� �� ���
 ������� ��� �
���	
 ���� �� 	�� ���
� �� ����������� 	�� �� 
�������
��

�
�	� ���� �
��
���	� �	
���	��� � ����������	� ����� ���	���� 	�� � ��	� �� ��������	
 ��

� ��������	� ���� ���� ������� σ2 ��� ��
����
�

�� �	��� � ��������� ��� ���
������ ��� ������
 �
����	
�
 ������ �� ���������� �� ��
�

������ �� �	��� ��� ������	� �� 	��		����	
 �	�	��	��
 ����� 
�������
��� �
�� ���� �����	�

����� ���
��	�� �������	� ���  ���	
�
 ��

!� ���	��
����� �� �	��		��� �� �
������� ��� ��
����
� ����������	� ���
���	� ����� ���

�������
��� ���� �	���	� ��� �����	
 ��� ����
 ����� �	��� ���
������ ��� ������
 δ̂s� �
� �

��	
�� ��
�
�	� ���  ���	
�
 "� �� �	��� Σ̂ ����� ��	���� Σ ���� ������ ��	������	� �		���

���
 �� �
����
 �� ���
������ �	���	
 ��� δ̂s� ������ �		�����
 ��
 �	���	
�� �� Σ̂GLS

�� ΣGLS � ��� �	���	
�� ������
 ����
��	� �		�����
 �� �	��� Σ̂�
�� ��
������ �� �	��� ��
�
�	� ���� #���	� �� �� ��	
�
 �	���	�
� ��� �
�
 ��� �	���

�������� ��� ���	�� ����� � ������	�� ��� �
����
 �� ���
������� ������ ����
��� � �
�$����	�

��� �
����
 ������� �
� �� ��	
�
 ��� ������ ������	� �����������	�� %��� ��
������ ����


���		
 �� �	���
 ���  ���	
�
 �� ��� ����� ������
 �������	� ��� 
��
�	��� ���
��	��� �
�

���������
�� � ��	���	 ���	�	��� � ������



�������� �

������ ������	
� ����
	
��	���

��	 �
 ���
 ����
 ����	��������

��� �	
����
	���	


�� ����� ��		� ��
����
� �� ���
����� �� �� �
���� �������� �������	� 
������ �� 
�	

���������	� ��		����	��� ������������� �������� �� ������ ���� ����
� ��
������ 	� ������

�� �������
���� � ���
��� ��	 ���� ������ ��������� ��	�
� �� ���	���
� � ����� ��

�
����� ��
 	� �
������� ��		� ��
�� �� ���
���� � ��
��
� ��� ���� � �����������

�����	��� ��		� ��
����
� �� ���������� ������	� ��� ����
� ������ ���
���
� 	 �����

��	 ����������	
���� ����
��� ����
�������� ��� ����� ����
��� ������	 ��  ����� ���!�

������ ���������� �� ���		 ��	���

"� ����� ������� 	� ������
����� ��		� ��
����
� �� ���
����� ��		 ������
� ����#


�� ������� �� �� 	�� �� ������
� �		� ����� ������	� ��
���� ����
��		� �� ���������
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�� ��
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�� ��
��� ��		� ��
����
� �� ���������� ��		
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%� ������ ������&�	�� ��	 ��� �������	�� ������
������ ���	����� ��
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��� ��

���
����� ��		 ������
� ���
������	�� ��	 �
������ �����	 ' �
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����
� ��


������������ �� ��� &���
��� �	 ��� �� �����
� 	�����
� ����
�&����� ��		 ������
�

������

"� ��
���	�
�� �� ��� &
��� ���
������ �� ����� &���
�� �� ��&�� ����# �����#

����	� � ����� (�)!� ��
 �	 ��� �������	� ��
���
������ ��
� �
���� ��� ����	���

������
����
��� &����� �� �� �	�
��� ���
���� � ����� (�*!� ��	 ���	� ��
� ������� �	

���
������ ���
���
� �� ����� �� ����	����� � ����� (��!�

+*



�������� �	 
����� �������� ��������������� ��� �� ����� �����

������������� ��� ��������������� ��

��� �����	
���� �� ���	� ���������

� �����	 �	 
	���	�������� �	 ������ �������� ��	 ���	 ����
���	 �
 ����
�
� ���	��	

���	���	�	 	� ���� �������� ���	 ����	���� �	 ��	 ����� �
�� 	 �����	 ������
�� �����

�������� ����� ������	��� 	� �����
���
�� �	��� ����	��	����� ��� ��
������ 	��
����� �


	�����
� �� ��
����
	��	��� �	��
	���	����	 �	 ��� ��
	��	�� ������
	�� ��	����� ��	��
����	���

�	 	����	 ��
�	 ��� ������� ����	��	�� 	� ��������

��� ���� �	 �	��� ���
	��� 	 �����	 �	 
	���	�������� ��
��� 	��
�����	 ����	 ���	 ���

��  	���
 � !	����� ��� 	 �����	 �	 �
�����	���� �� ����
��	 �������	������� ��� 	 �����	

"��##�	�� � ����� � �
�	
� ��� ����
� �	 $�����	��� %&'(')� *��
	�	�� ��� ������
� + 	�����

	, 
������� ������� ����� 	��
������ ����� ��� ��
�� ��� �
����
	�� ��� ����
� �	 -�
��

%&'.')� ��� /���� + 
�������� ���� �������� ��	0����
� �	 ������ ����	��� 
�������������

��������� ���� 	 �	1 �	���	 �����	 "��##�	�� � ������

*���	���	�� ��	 �����	 ������
� + /����� �	 ��
�	
� ��� ��
������ �
 �� ��	�� �����

��
	��	�	�1 �	 ��� ��	����
� ���
���
�� �� ����	� ����� ��
����
	��	��� ����� �	��
	���	��� ��2

	
	�� ��� ���	���� ��� + ����� ��	����� 	� /����� ���� �� �	3����1 �	 ��
����
� 	����	

�
����
	���� ������	� � �
�	
� ����� 	���
���	��	 ��
	����	 ��� ���	���� �� 
�����
� �	


	���	��������� �	�+ �	 ���	�������� ����� �	��
	���	��� ��	
	��� �������� �	 ������
�

���� 
�
	��1 �	��
	���	����	 ����� ��	����
� �
 �	� ����	�	�� � ��� �����	�	� �	 �����	 �	 �	�

4���� 5�
���

!	, 
��	�������� �	 ����	��
	 �� ���	��� ������� X = (X1, ..., Xn) �	 �	����	��� n

�� �� ������� ����	��	�� Pϑ ∈ P = {Pϑ, ϑ ∈ Θ}� �� ��	 
���	����	��� + �������� ��� x =
(x1, ..., xn)� ���� 	� ������� P �6 	��	��
� �	� �� ������� �
����
	�� %�� Θ ⊆ R

k) ��� ���

�
����
	��� 7	� 	����
� ϑ̂(X) ��� ��	����
� �	 ϑ ∈ Θ � �	 �����	 ��� Pϑ̂ 	� 
����	�� ��	����
�

�	 Pϑ�

$����
� ��� �	� ���	�	�� ����
�	��
� 	� ���� ���	�	�� �� �	��
	���	��� ����� ��	����
�

ϑ̂ �� 	� �
�	����
�� �� ��
	��	�	�1 �� ���� �����	���� ��	��� �	 ���� ��	 �����	 ������
� +

/����� �	 
	����
�� ��� ��	�� ���
���
�� �� �	��
	���	��� ����� ������ ��	����
� �������� ��

�� �	8�
���� ���	��� X�� ����
�	�� ���	������ ����� �	��
	���	��� ��	
	�� ��� �������

�	 �
�����9 �� ��	�� ����� �	��
	���	��� �	 ϑ̂(X) + ���/�� �������� ����� �������	��� �����
�	��
	���	��� �	 ϑ̂(X�)�

7� P + �� ������� �
����
	��� ���� �
���	� ������� �� ������
� �
����
	��: ���

���� 	� ��	 P �	� 	����� �� ������� ��� �
����
	��� 	� ������ 
���� 	� ���� �	 ������
�

��� �
����
	���

;���� ���	��	 �������	 ��
���� 	��
�����	 	 �����	 ������
� �� 	� ��
� ���������� ���
	���

��� �
�	����
� 
	��
	����� �� ������
� ��� �
����
	�� � ���� ��� ��	���	��� ��������	��

���	����



�������� �	 
����� �������� ��������������� ��� �� ����� �����

������������� ��� ��������������� ��

����� �� ����	�
�� �� ��
����
���

����� X1, ..., Xn ��	��
��� �����	�� ����������� � ����������� ���	�
��� � ����	� 	����� ��

��� x1, ..., xn ����� ��� ����	��� 	������������� � �� ����� ��� F �� �������� �� 	���	������ ��

Xi, i = 1, ..., n�

��� ����	� T (X, F ) �� ���������� �� X = (X1, ..., Xn) � F � ���� �������� ������ ���

��	��
��� �����	��� ���	����� ��� �������� � ����� ��� �������� �� 	���	������� �� ����

�� T (X, F ) � ��	��� �� Tn = T (x, Fn)� ���� x = x1, ..., xn � Fn � �� ���	�
������ ����	����

Fn =
1
n

n∑
i=1

I{Xi≤x}.

��� �� ����	���� �� T (X, P ) � �� ���������� �� P � X = (X1, ..., Xn) ���� ����� �� P � ����	�

��� �����	� ���	��� �� T (X, P ) � T (X, Pn)� ���� Pn � �� ����	� ����	����

Pn =
1
n

n∑
i=1

δXi .

�� ���� 
���	�� ��� ��	���	��� �� T (X, F )  � T (X, P )! � ����� �	���	�� ��

��������� �� ���	�	
�����  "�	�� � #�
�$�	���� %&&'!� �$� �	���	��� �$� �� ���� ������� �(

	���	�� �� �������� �� 	���	������ ����	��� Fn  � ����	� ����	��� Pn! �����	� F  � P ! ���

���������

)� ��������� ��	��� ��� ����� 	������ ��� ��� �$� �� ���	�
������ ����� ������� T ��

�$� � ������ �����

T � = T (X�, Fn),

�� � ��	������� �������
��� �� ��	�� �������� ��� �� 	������������ x� � ��	� ���� ���	�
�(

����� �� T (X, F ) �� F = Fn* ��� 	������ � �� ���������� �� +��$�	 �������� �� �	�
����

�� ���� �� ������

��� �	���������� �� ���������� �� +��$�	 � ������ ���� �����  +��$�	� %&,,!�

���������� �	
	 �� X 
� �������� ���
��� 	��� ��� Xi ����� ���	���
����� Fϑ ��� ����

i = 1, 2, ..., n� ��� ϑ ∈ Θ ������	�� �������	�� � 
�� �	���	��� �� ϑ ����		� 
�� �������

���	������ ���� �
�������� ����� ���	���
����� �������� Fn�

ϑ̂ = T (Fn),

������ 	��� �	���	��� � ��������� ���

T (Fϑ) = ϑ.

��
������	����	�� ��� �� ����� ��� ������ �
����� ϑ̂ = T (Fn) �� ���� ������	��	� ��

T ( lim
n→∞

Fn) = ϑ.



�������� �	 
����� �������� ��������������� ��� �� ����� �����

������������� ��� ��������������� ��

�� ���� ��	 
�����	� ��	 
� �������� T �� �����		�����
	 ���	 �������	 �� Fn ��� �

�������
���	��	 �����	��	� �������� �	

�����	� �� ��������
��� �� X1, ..., Xn� ���� ��� ���

�����	 T �	����� �� �	����� �� Xi� � �����
	 ��������� � ��� �������	 T ′ �	����� ���	

��������
	 �� Fn �	������ T � ����	 
	 �	���������� �	� ����� 
� �������	 ���
����	 �� 
�

�	� ��
��	 ���	� �� T 	 �������� ��� ��	����	�

 
��	 �
 ����	��� �� �����	��� �	

� �������� T (X, F )� � �	���� �� �����������	���
������� ��� ��	 �	����� �	

� 
	��	 �	� ������ ���	�� 	 �	
 !	��	�� �� "
��	�#��$���	

��

%������� ��

� 
	��	 �	� ������ ���	�� ���	��	 
� ����	��	��� ������
	 �	

� �������	 ��

�����������	 	������� � Fϑ� ����	��	��� ��	 � ����	 �������	 �����	 �
 !	��	�� �� "
��	�#��

$���	

�� ��������� �� 	������

������� ��	 &!	��	�� �� "
��	�#��$���	

�'� ��� P �������	� 
���� 
����������� 
� �����

����� �������� �� ��� ������ 	�������� (E, E) � ��� Dn 
������ ��	��

Dn = sup
x∈R

|Fn(x)− F (x)| = ||Fn − F ||∞. &(�)'

������

lim
n→∞

Dn = 0 q.c. ∀F ∈ P,

���� Fn → F ������	�	���� ��� ��������� ��

*� ����� �	

�������������	 �	

� �����������	 �� T ������	�� 
� �����������	 �� T �

���	��	 ��

� ����� �	
 ��������
	 T � ��� �� 		���� ϑ(F ) �� �����	��� �� ���	�		 &���	

� �	��� � 
� �	�������	 ������� �� F ' 	 �� t(X) �� �� �������	� +����, �	
 ����� ���

� ���	��	��� �	
 ��������
	 T �� F � �
� �����	��� ������	�� X� 	 T (X, F ) = t(X) �� �
��	��� ��	 �
 �	���� �������� �� �	�� 	-���	 ���	��� �
 ��� �� ����

T (X, F ) =
t(X)− EF [t(X)]√

VarF (t)
.

% �	���� �������� ��� �	������ ���
� �	� 
����
�� �	

� �������	��� 	 �	

����	��	��� �	�
�

�������� 	 �� �	�	�	 ��� ��� ���� �	� ������	 �	

	 ���
���� ���	 ������
��

+	� �

�����	 �
 �	���� �������� ��� ��� ���������� �� 	��
��	 		����� ��
������
	

�	� ��� ���
������


����� ��� &����� �������� �	

� ��������	 �	

� �������	 �	

� �	��� �	� ��� .	����
�


�'� ��� X = (X1, ..., Xn) �� ��	����� ������� 
� �������� ��������� ����� ��� 
�����������

��������� 
� ����	���� ϑ(F ) = PF {X = 1}� �� �����
��� �� ���������� 
������ 
��

T (X, F ) = X − ϑ(F )


��� X ��
��� �� 	�
�� ��	�������� 
�� ��	����� X�

� ������� 
� n ������������ X = x� ������� 
����� ��������� �� �������� 
� ������������

�	������ Fn � � ������� 
���� ���	��

Fn(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, x ≤ 0
1− x, 0 ≤ x ≤ 1
1, x > 1

&(�/'



�������� �	 
����� �������� ��������������� ��� �� ����� �����

������������� ��� ��������������� ��

������� Fn� �� ��	
��� ��������
 X� = (X�
1 , X�

2 , ..., X�
n) �� ������ ��	
����� 
��� � �

��� 
���������� x� � ��� 
���������� 1−x� ����� ��� 
��
���� ���� ������������ ����	���

�� �� 
���� �� �� �������� ���������

T �
n = T (X�, Fn) = X

� − x

�� 	���  �������� 
��� ��

E�[X
� − x] = 0

Var�(X
� − x) =

x(1− x)
n

.

����� � ��������� ������� ��������� ��������� ���� ������������ ��������
 ���� �� �������

��� � ��������� ��������� ����� ���������� �����������  ���� ��!���� �� X  ��� ���	���� ���

�������� 
� ϑ ��� �������� ϑ(1− ϑ)/n ��  �

�����	�����	�� 
��� � x(1− x)/n�

����� �� ���	
	�� � �� ���

�������� ���	� �����

��� ����	
� ��� �	������	
� 	�	 ��	� �����	����� ���������	� �	 ����� ������ ��� �� �
��

��
��� ���
�
���� �� ���� ����
����	� �����	� ������ �	 ���� �	����

�� �	��

�� �����	� ���

���������� �	 ��	�� �� ���	������ �	������� 
�

� � ��������� ������	� �� ����	���	� n �� Fn

�

�	�
� ��	 ����������	�� ����	�� �� ���
�������	� �������� Fn ������
�� �� 	����� �� 
���

������	� � ���������	� �� nn � ������ ��	��� ���
� ��������	
� �� �������� ����� ����	���	�

��� ������	� �
(

2n− 1
n

)
�� �� ��	������	� � ������	� ���
�
��� ���
�	
� � ����
�� ���
��

�	��������������	� �� 
��� !�	
��"���� ����� ���
�������	� ���
�
��� � �������� �� �

��

	���# � �	��

� ��$���	
� �	����� B ������	� �	����	��	
� �� ����	���	� n ��
��

� ��	

����������	� �� Fn#

Xj = (X�
j,1, ..., X

�
j,n), j = 1, ..., B,

� ���	�� ��	�������� �� ���
�������	� �������� ��� %������ ������	�#

F �
j,n(x) =

1
n

n∑
i=1

I{X�
j,i≤x}, �&�' 

�� �	(	� ����
��� �� �
��� �� �	
������ �

�������#

T �
j,n = T (Xj , F

�
j,n), j = 1, ..., B. �&�& 

)������
�� ���
�
��� ��	 �
��� !�	
� "���� � �����
�
� �� ����
��

��������� 	
	
 "��� ��� ����������� x = (x1, ..., xn) �� �� ��	
��� ������ X�

�� #������� �� ������������ 	
����� Fn ���������� 	���� 1/n �� �$�� 
���� x1, ..., xn�

%� ������� Fn� ������ �� ��	
��� ������ �� ��	����� n �� Fn�

X�
i = x�

i , x�
i ∼ Fn, i = 1, 2, ..., n.

&� ��	
��� X�  ���� ��	
��� ��������
� �� ��� x� = (x�
1, ..., x

�
n)  ��� ������������
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����� �������� ��������������� ��� �� ����� �����

������������� ��� ��������������� ��

�� �������� �	 �
��� � B ��	�� ��������� � �
������ Xj = (X�
j,1, ..., X

�
j,n), j = 1, ..., B�

�
	��	
�� F �
j,n � T �

j,n ��� 	
 ����� � ������

�� ���������
�� 	
 ������������� �������
� �� T � = T (X�, Fn) ��� 	
 ������������� �����

���
 ���

T �
j,n = T (Xj , F

�
j,n), j = 1, ..., B.

�� ���������
�� 	
 ������������� �
�����
��
 �� T (X, F ) ��� 	
 ������������� �������
�


��������
�
 ��
���� ������ ����� �
�	� ���

T � = T (X�, Fn)

������ 	
 ������������� �� T � ������
 �
	 �
��� �� �
�������� ���
�� Fn 
	 ��� �
	���

������
���

�	
 
�������
 ��		� ��
�� T �
j,n ��� ������� ���
��
��� ��
��
 ���������
���
��

��		� �
���
���
�� �������� ���	�������� �	
 ��
����
 ������	
 ��		� �����
�� ��������
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�!� ��		� �
���
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�� "��� #��	 �
 T � �� ������
���
�
 "��� #��	 ��		� ��
��

������� ��		� �
�����
$� �����
�� ��� 	� �
���
���
�� �
 Tn�

%� �������� 
�������� ��� ������ ��� ����		 	� $��
���� ��		�������
���
��

"��� #��	 & 
	 ����� �
 �
���
�
�
 B� '�(���
� ���� B ���	
�!� ������� ��� �
����
�� 

����� �
 ����
 �� σ2
B 	� $��
���� ��		 ��
����� �
 ϑ(F ) ������ �� �� �
��	 ����
��

�������) ��	 ����� �!� 	�������
���
�� "��� #��	 ��		� ��
�� ������� & ��	�	���

��� ���
� �
 B ��
�� 
��
�������
� 	� $��
���� ��		�������
���
�� "��� #��	 & ���
 �

B−1σ2
B �� & ��
��
 ����������� �	 �������� �
 B�

*� �����
�� ��	 ����� �
 �
���
�
�
 ������ �����$
� �� ������ ��		����� ���� 

���
��	�� �������� 	� ���	�� ��	 $�	�� �
 B ������
�� ��� 	� ��
�� "��� #��	 �
�!
���

����
�	��� ������
��) ����� 
�(���
 �� �� 	�� (��
�� ���������
���
�� ��		� �
���
�� 

�
�� ������� �� $��
���� "��� #��	 ��+�
��������� ��������� ��������� ���	��

���� �� ���� �������
��	� �� ������
$ � ���
����� �		������������ ��		� ��
���

%�� ���	� �	
������� ��������� ��		����
� �
 ������� ���	
 & 	� ���
�����
�� �
 ��

����� �
 �
���
�
�
 ����� � B = 100, 200 ��� 	� ��
�� ������� ��		������ �������� �

��		� �
����
��� ������ �	��� B = 1000 ��� 	� ������
�� �
 ����� �
 ��,������ -�����

���	� �� ��� 	 �
. ���
�
�!�� ������ �� ����
 �
 �
��	��
�� � �� ���	
���
�
 
� �	�


���
�
� /����$
�� ��	 ��� 
� ��
 
	 ������� �
� ��	�
$��
�� 
	 ����� �
 �
���
�
�
 ��������
�

��� ������� ��� ��
�� ��+�
��������� �������� ��$� ��������
������ ������ �
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	�
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������������� ��� ��������������� ��

�� �� �� ��� ��� ��� ��� ����

Pn(X = 0) ��	�� ��	�� ��	
� ��	�� ��	
� ��	�� ��	�� ��	
�
Pn(X = 1) ����� ����� ����� ����� ����� ���
� ����� �����

����� ���� ������� �� ���������� ������� ��� ������� ������� � ����� �� n !��" ��"
��" ���" ���" ���" ���" ����#�

����� �������� ��������$ ����� �%� ����� �����&���� �������� � ��������� ����� ����

��������'���� ��� (��� ��������$ ���� � ��������'���� ��������

)����*�%� �&�����'���� ��� � ����'���� ����+������'' ���� ���� ,-.��������

������ ������ ���� ����� ��� �������� ��������$ ��� � (��� ����������$ �%� ������ ����

����� �� (����� �����$ �� ����� � �������  /�� ��� 0�� � 1������$ ���
2$ /3�����4$

����2 � /1������$ ����2� -��� ����������� ���� ��'���� ��� �� ������� �� ������������

����+5�&������ ��� ���� ���������� �������� � �� �����'���� � �� �������� �������$

�������'���� ����+6������ ����

������� �	
 /6������ �� ���� �������� ��� ��������'���� ,���� -���2	 ��� X � (X1,

X2, ..., Xn) �� ���	�
�� ����� �
� ���������
�� ����
���� � 	�������
 ϑ = 0.25 � �� ��
��

�
� x = (x1, ..., xn) ��� ��� ����������
��� �������������� � ��� �����
�� � ��	������
��

��	����� Fn�

��� ������� �� �
�	
�������
 �����		�
�������
�� �

�����	 �� ������� ���� ������
�

�� ���	�
����� n � ����� ��������� �� �������� ��������
��� �� ������� � n ������������

{30; 40; 50; 100; 150; 250; 500; 1000}� � ����
 �		�����
 �����
����
 ��� � 	������ � �� ���	�
�

�� xn�  ����
 B = 1000 � �������
 	�� 
��� n �� ���������
�� �

�����	 ���
 ������
��

���� ���	�
����� X � ���� ���
���
�� ���� ���� ���	�
����� T (X, F ) = X − ϑ(F )� !�
"������ ��# �
�
 ��	
����� �� ���������
�� ��	����$� �� ���	�
�� xn ���������

!� ���
�
 �
� � ��������� � ���������� �����
���� %&������ � ������� '((')� � ��� �� ��

*����� ��# ���������
 �$� �� ���� ���	�
����� �� ������� 	�� n ��������� ����
 �� ���
��

�� 	�������
 ���
����
 ϑ� �
� �������� ���
����� ������������ �
�����
 ��� ���������
��

���	�� 	�+ �
��������� ���
��
 �� ���
� ���
�

!� *����� ��' �
�
 ��	
����� � ��
����	�
� ���� ������
�� X � T (X, F ) �� ������� ����

������
�� ���	�
����� n, �
�� �� 	�- 
��������� �� ���������
�� �

�����	� �
�����������

�
� �� ���������
�� �����
���� ���� ������
��� �� �		�
����� ���� ���������
�� ��������� 	��

n ���������� �
��������
�� ���
��
 �� ���
� ���
�

!� ���
�
 
�������
 � .����
 ����	�
 � �
 ����
 ���� �
��/ �����		�
�������
�� 0
���

&���
 �� ������� �� �����
 � ��	�����
�� B ������������ B�{50; 100; 200; 350; 500; 1000; 2500;
5000}�

����
������� � .����
 ����
 �� 	��������� � ����
 .���� �		�����
 �����
����
 ��� ��

�������� � B� 
������
 �� ���������
�� 0&��

�����	� ��		��������� �� *����� ��1� ���

n = 30 � 	
������� �
����� ���		�
�������
�� ��������� 	�� �
 ������
�� X �� �� ���
�
 �
�
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������ ��	
 ��������� ��� ������������� ��������� ��� ����� ����������� X � ��� ���
����������� � ������� ��� ���������� ����������� n �� ���� ��� ���  ���  ��� 	��� ����
 ���!" ������������ ��� � ������ #���� $��� ��� B = 1000� % ������ ��� ��������� &
������������� � ��'���� ��� ������������" � ����� ������������� �� ������� �� ����������
�������� ������� �� ���������
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� ������ ��� �� �
���
���
�� �������
���� ������ �� ����� �
�
�� �����

�
���
���
�� �����
�� �
� ��� B = 500� � ��
���
��� ����
�����
 ���
��
�
 �� ��������

����� ����� �
 
�����
�
 ���� ����� ����� B = 1000�
� �
���� ��� ��� 
���� �
������
 
 �����
 ����� ��
�� �
 X � T (X, F ) = X − ϑ(F )

������� �� �������
���
�� ���� ������ �� ���
��� ��� ����� �
 �
���
�
�
 B�  
 ��!

����� ���� ��� B �������
� ���
 �����
 �
 �������� ����� �
�����
�� ��
�� ����
���
� ���������

��� ����
�� ��
�
���� 
�
���� ��� �	�������
���
�� " �������� �� �� ������ 
���
���

���	#$ �
� ��� B = 100�

'()������ 	
" �������� �� ����������� *����� �������� �� ���������� ����� �(������+ ���

������ ���������
 ,�� ���� �� ������ �� ������� ����������� �-� -� �������� � ���� . �������

������� �����/����# �������� ��� �� ��������� ϑ . ���� �� ��������� �� ������� ���������������
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� ���� ����	� �� ���	� �����
�������� ���
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�

���� 
��� ��
��� ��!

�� ����	�
� �� �	�������� ��� " �����
� ��	 ��	��	� ��� �
��� ���
���� ������	�� �� ��	

����
�	� ������	�
���� ���� �
���
�	� �� ���
��
� ���
� ��# ����	���� ��������� ��� ���
	�
�

" �����
� ��	 �����
	�	� �� �����������
� �� ��
�� �� �� ���� ��� ����� 
�

� �� ��	������

����
�	�� ����� ��

� ���
	����� 
�

���� " ���� 	���	�	� ��� � ��
�� � 	������������
�

	����
��� ����	� �
��� �����	� ��� �$���� ��	����	� ���
��� ��
	���������� � ��	���
	�����

���� ��� ���� ���������� ��� ��	% �
���
� �� �����
��

����� ������	
� ��	 
�� ��
��
��

&������ �� 
��	��� � '�����(�!���
���� ����

� ��� ����	����������� �� ���� �� ��� X1, ..., Xn

����� ��	������ ����
�	�� � �� �	������ �
����
��� � 
���� ���	�
� {Xt, t ≥ 1} �
	�

����
�
�
������	�� � �	����� )*��(�	� �+,+-� ��� ���� � �
� ���	���	�����
� � ��
�� � 	�������!

�����
� ��� ���� ��# ����������� ����� ��	� ��	�� �
���	� �� ���
	�	��� ���� ����� ����	�

��

�
� �$���. �� 
���� �� ������	������ �� ��		�������� ����
��
� 
	� �� ����	��������

/���

�� &����
�.� )0112- �	����� ����� �� ���
�
	�� ��� ��	���
	��� �
���	 �$��!

��
� �� ��
�� �� ��	���
��� )���	���(� �+++- �� 3�� � ���
	��	� ��
�	����� � ���3����

��	 �� ��	���	����4 
�

����� ���� ���
	�
� �� *��� � ����� )011�-� �������������� ����� �

��� �	����	� � 	������������
� � �
� ��� ��� �
	�

�	� � �������� �������� ��	��!

��� ��� �	�������
% � ����	
�	� ����� ��
�������
� ���	�� ���� ��������� � ���� ��� ��

��		�������� ��� ��� 
	����	������

5�	 ����
� ��
��� ���� �
�
� �	����
� ���	�� ��

����
� �� ��
�� � 	������������!
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� � �������4

! ���
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	� �
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�4
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	��	� �� ������ � ����	���	���� � ���	� ����	
������
� ����
���
��� ��	 	����!

�����	� � �� �
���
 ���		���
��

�� �	��� ������ � 
������� % ����� �� ��
�� ����(!���
�
	��� �� ������ �� ���
�
	��

��	���
	���� �� 
�	�� �� ���
�
	�� ������	���
	����

/� �	��� � �	���		� ����� � 
������� � 	������������
� � ������� ���������
� �������� ��

8��� )�+9,-� �����
� � :;���� )�+9+- ��� �	����� �������������� �� ����(!���
�
	�� ��	 ��
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� �	��� ���������� �	

	 ���	�������� �� �� ���	��� �	��
�	��	 ������������ ��

��	��� �	���� ���� ����	 �������	 
	 ������	�� ���������	 �� ������
��	 ���	���	��� � ���	��

�� �������� �	�
�� �	
 ��� �� ���	��� ��	���	���
	 ����������	
����� �������� �  �!���������

�  "! 	 � ������� #��� ���� 	 $�	��� �%%&!�

'���	������	��	��	 � (�

� $�
�) �� &*! ������	 �� ������� �	�������	���� �	�

���� ����	��	��� �� �	��	 �	�����
� �������	������
�� �	���� ��	������	��	 ����#���

	� 	��	�� � ���� �����	������
� �� �+��� � ����� �%%�!� �� 
,�����������	 �� �� �	����

��������� �����	�����

�	 ���	���	 � �
��� 	 �	�������	����	 ���� ����	 ������	� ���������	 	 �-����	 �

����� �� ����
�����	 �� 
����� �		��� �	����� �

� ��
�������	 �	

,��	��	��� 
	���� �

� �����

�	
 ����������� 	������ �.
	� 	 /�����0�1������� �%��! 	 �'
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� ������ 6 ��-�
	� �	 ���

���������
	� �� �	��#��	7 �	� ��	��� ������� � �	���� �� ����������	��� 	� �� ������
��

�	 �
 ��������� �	�������	����� ���� ����� ��������� �� .
	� 	 /�����0�1������ ��%��! �	�

���	���	 
	 ��-�
�� 
	���	 �

� ����� �� �� ���	

� �����	���� ������ ��
 �	���� 8�$�

��
 ����� �� ����� �����
	� �� �����	�� �� ���	��� �������� � ��
��� �	�
�� �����������

�
 �	���,�����	 	 �������� ��	#������� ��� 	 ���!9

{Z(s), s ∈ D ⊆ R
d}, �5�*!

	 �� �������� �� zs1 , ..., zsn

	 �	�
��������� �� Zs1 , ..., Zsn

�� ��������	 s1, ..., sn �	
 �������

������
	 D�

�	������ �� C(h) �
 ������������ �	
 ���� �
	������ �5�*!� �� γ(h) �
 ���������

�	��	 �	�������������� ��� Σ = (Σij) 
� �����	 �� ��������� �	
 �	����	 �
	������ Z =
(Zs1 , ..., Zsn)� ������� �� C(h)9

Σij = Cov(Zsi , Zsj ) = C(||si − sj ||).

0
 �	���� ��������� �	�������	���� �� ���� ��

� �����	������	 �	
 �	����	 �
	������

����
�����9

Z̃ = Σ−1/2Z


	 �� �����	��� ���� �������	 	��	�	 ������� ����	�� �	 6 	����	��	 �	��#��� �	
 ��� ��

�� �
 ���	��� �������� ��� ��������� ���	� ����	 
	 
	��� #���� ���	������
� ����� ��������	!�

$� ���� �	 
	 �����	��� �	
 �	����	 Z̃ ����
���� �
�	�� ����	
��	 �	� �	#������	� �������9

Σ := Cov(Z) = Σ1/2Cov(Z̃)ΣT/2

�	 6 ���� � Σ1/2ΣT/2 �	 	 ��
� �	 Cov(Z̃) 6 
� �����	 ��	����� �� R
n�

�� ���	���� ��������� 6 ������ ���
���� �
 ������	 Z̃ 
	 �� �����	��� ���� �����	��

�	��� �	� ����	�� �� �
�	�� ����	
��	 �	� 
,���	�������	 ��		�	��	!� �	��	��� 
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{χs : s ∈ D ⊆ R
d}, !4��%
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χs ��� �	 �	
���� Σ−1/2�

χ̃s = Σ−1/2χs, �����

����� �� ����
	 ����

��	� �� �
��� ��� χ̃s = (χ̃s1
, ..., χ̃sn

) � � ��

��� �	 ��� ������	

������
� χ̃si
� i = 1, ..., n� � �	�� 	�

χ̃si
=

n∑
j=1

Σ−1/2
ij χsj

.
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	 �	 �	 ��	 �
��	 Σ̂� ��� 
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	��	 � ��$ ������ ���	�	
	 �	��� �
��	
��� γ̂(h) ���	
��
����	�� �������	���
� � �	�	��
�� �� � �����
�� ������� �	���� γ(h; ϑ)�

% 	����	 �� ���
��� ���
��&����	�� ��� �	��� 	��	
���� ���'�� �� ��

��� �� �	�	��
�� ϑ

��$ ������ �

��
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�	����� �� ��
��� ��� ����� ��	��	
� ����	�� �() �� ����	 &	�� ���

��	�� �	����	�� �	 �
��	 Σ̂ ����	 �	
���� �� ���	��	�	 Σ� "	� ����
� ��� γ(h; ϑ) � �
������� �	����� �	 �
��	 Σ̂ � ������*�
	 ����
��	 � ��$ ����� ������ �������	� ��	��� 	��	

������������� �� ������+, �-�	�
���� � ������ .//0�� �����

Σ̂ = LLT ,

���� L ∈ R
n×n � �	 �	
���� 
��	���	�� �������� ��� �������	 �	 �
��	 ����	 �	
����

Σ1/2� �	����	&��� � ���� �1���
�� %� �	����� 	�����	��� ��� ��	�� �������� �	 ��������	

&��
�
�	� � ����� ��*�
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χ̃s = L−1χs. ���0�
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� ���34�����
�� ��� �����
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�
��	� χs = (χs1 , ..., χsn
) �� �	� ������	� �� ���������

��������� �� �	 ������ �������� ��	
��	��� ��
��	���� � ������� {χs, s ∈ D}� D ⊂ R
k�

�� ������� ������� ��� � ��������� �� �	 ������� ����������� γ(h; ϑ) ��� �� �����������

� ��������� ���� Σ̂ ����� ������� �� �������	
� Σ �� χs�

�� ��������� �� ��������
��	� �� ������ �� Σ̂�

Σ̂ = LLT
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χ̃s = L−1χs.

�	 
������� �� ������������ �������� Fn ��������� ����� 1/n � ������� ��� ����������

χ̃s1 , ..., χ̃sn
	

�	 ������ Fn� ������� �� �������� �	�	�	 �� ���������� n �� F �

χ̃�
si

= χ̃�
si

, χ̃�
si
∼ Fn, i = 1, 2, ..., n.

�� �������� χ̃�
s � ��� �������� �������� χ̃�

s = (χ̃�
s1

, ..., χ̃�
sn

) �� � ��� �������������	

�	 ������������� �� �������� ������� ��� ������ �� �������� ������� �� ��� ����

������ ����� ����������� ����������

χ�
s = Lχ̃�

s.
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T � = T (χ�
s, Fn)
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γ̂(h)� 
� ����	� � ���		 ������� ���	���� �� �	������ 
 ����
���� ��� �� �	��	���

��������� � �
�
���� �� �	�� ��� 
� ������	� ϑ 
 �� ��
���� ���
� γ(h; ϑ)�
� ��� 
����� �� �	�	�	�� T �����

T (χs, F ) = γ̂(h)

� � ����
����  ������	 ��������

 � !�
�
���� K �	������ 
 ����
���� 
 ������ 1− α

ICk
1−α(γ(hk)) = [γmin(hk), γmax(hk)], k = 1, ...,K. "#�$%

&� '�	�������  ������	� �		� ϑ �����
� � ��	��� 
� ��� ���
��	 ����������	�

�������
� ��� � ����������

dΨ̂−1(γ̂(h), γ(h; ϑ)) = (γ̂(h)− γ(h; ϑ))T Ψ̂−1(γ̂(h)− γ(h; ϑ)), "#� (%


��� Ψ = Cov(γ̂(h))� Ψ̂ �� � ��� �	�� � h = (h1, ..., hK)�
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IC∗k1−α(γ(hk)) = [γα/2(hk), γ1−α/2(hk)], k = 1, ...,K.
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��� ��������� 	�� ����
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 ��� ��� ����������	�� χs = (χs1 , ..., χsn) �� ��� ��������	�� �� ���������

����	��� �� �� ��	����	 �	�����	 �����	���� ����	����	 � ��	�	�	 {χs, s ∈ D}� D ⊂ R
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�� ��������� ����
	���	 ��� � T (Z, F ) = γ̂(h)
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 ��� ����� �� ��������� ���������		������� ���� ���� B ���� 	����� ���������

��� 	����� ������	�� �		����� �������� ����������� ��� � ��� ����� �� ��������� Nmax

������������ ���
 ��� 	����� �������� �� �� ��� �� ������	�� �������

��� ������	
��� 	 �	�� �����	��

��������� ��� ������� �����  ����� ��! ����	�� �� ���� ��� ����������� �� 	����

"� �� �� ����� ����� �� ���������� 	���� #�	� �� ��� 	���� ��� ������
����	����

γ̂(h)
 ����������� $��	������� �� ������� ���������� �� ��%������

&� $��	�� 	����� 	��' ����	���� �� ���������� ����� �������� ���	�� ��������	 ��

	���� �� 	���������
 	��� 	�� ����	�� ��������� 	�������� ��� 	����� �������� �� 	������
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�� ����	��


 ��' �� ��	����� �� ���������� ����	�� 	������� 	�� $���� 	� 	���� ��	���� �� ��������

	��������� ��� ���� �� ��	�� �� 	����� ����� ���������� ���� ��������� ��	���������� (

	���� ������� ��� ��� �� ���� ���������� ��� ����	� ����	������ ��� $���� �� ���� ������

�� ���� �� ��	�) 	� ( ������� ������ �� �������� �� ������� 	������� ���	�����
 %		���

�� $��	� ������� �� �����	��� ��� ����� 	������� D
 �� ����� T ��� ���� ��������� �

�� �������� ����' �� ��	����

 � ��	����� ���$�� �� 	������� ����		 	���	��� ���������)

{χs : s ∈ D ⊆ R
d}, ���**�

�� ��� �� �����#��� �������� ��������� χs
 s ∈ D 	�� ����� ����)

χs(z) = Φ0(s) exp {−z/β}, z ∈ T = [0, 10000], ���*!�

��� ���	��		� z ������ �� �������'
 �	���		� �� �����
 �� �������� β ∈ R ( �	�����
 ������

Φ0(s) ( �� ����		 	���	��� ���		��� 	�������� � �	��� � ����� �����)

{Φ0(s) : s ∈ D ⊆ R
d}, ���*+�

�� ����� mΦ � ���������� γΦ(h)�
 � %		� ��� 	���� H �� ,��#��� � 	���� L2 ����� ������� $������ �������#���
 ����

��� ����� ������ � ����� ���� ������)

< f, g > =
ˆ
T

f(t) · g(t)dt ���*��

‖f‖ =

√ˆ
T
|f(t)|2dt,
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����� �������� ��������������� ��� �� ����� �����

������������� ��� ��������������� ��

��� f, g ∈ L2�

���	
� ���� ����� ����
�� ��� ���
���� �� ���
 �� ���
� � �� �������� �
 �����
��	� ���

����� �������
� ������� �� ���	
��
 ���
� m � 
� ���
������� 2γ(h) ��� ������ ������
����� ���� �
�����
 �
����
������� �����

ms(z) = mΦ exp {−z/β} ������

�

γ(h) = γΦ(h)‖ exp {− · /β}‖2. ������

 �� �� ���
� �
 
����	
���� 
 ��������
 ��� ���
 !��
 ���� �����

�� β = 5500"

#� mΦ = 0"

�� γΦ(h) ���
 � �� ������� ������	
��� �
 ��������� ���	
 3a = 75 $�� ���� σ2 = 80 �
��		
� τ2 = 0�

γ(h) =

{
80(1− e−3h/75), h > 0
0, h = 0,

����%�

��� h ����� 
� �&
������
�

'�� ����� !��
 
 ��������
� 
� ����� ( ���� 
������ �)) ����� � ��� !��� ��
��
� ���*

��������� �D = [0, 200]× [0, 300] $� ��� ��� # $��" 
� ����
������	� �
 �)) �����
		�	
��


s1, ..., s100 ����
����� 
� ���� ��
����� ����� ��
��
� ���� ��� ���� +�
��
 ������� �))

����
		�	
��
 (χi
s1

, ..., χi
s100

) ��� ����
��� (χi
s1

, ...,χi
s100

) � i = 1, ..., 100� ���� ����� ����


���� �����

,� ��
�� ����
		�	
���� ������� 
� -
���� ���� ( ���� ���
������ ���� �.��
�� �����*

	
��� χs1 , ..., χs100 �
���
/
�� ��� ����� �������
� � � +���� ��� ���
 ����
���
 ��
 0����
��


��� � ��%� ��������� 
� ����
������ 
� ���
������� ���
������� � �� 
����	
��
 /��������

��
 ����
 ����
��
 ��� 
����� ���
 ���
 ��� �� ������	
��� ����� ���/�/
�
�1 �
 ���������

����
 
��������
 �
 ���!���	� �����
�
 ����
�� �����
��	
��� 2�*/��������

,� ������	
��� ��
 ��������
 Φ0 ��� 
� ������ 
��������� �������� ��� ��� 
����	
�*

�� ��� ����
	
����� ��&
�( � 3��!���� �444�� ( ���� ����� ��� 
� ���5��� ������
�
��

670867��
7
 ���
 
� ����
������ �&�� ���	
� ���� ������
�1 ��� ����� Φ0(s)� 
� ����� χs �
����

���� �� ������ ���
���� ��� +���� ���
��� �� ���������		� ��� ����
��� χ̃s1 , ..., χ̃sn

���������� ���� ��������	
��� ���%� ( �+�
������� ���.
��
������	� ����� �� ���������
�

7
 ����
� 
�!�� �&� �� ����������	
��� ����� ����� �����
�� �
 ������ ��������
 ��� ��

���
� �
 
����	
��� ��� ������� ���
���� � ��� ���
���� �� ������1 �
���
		���� �� ��
�

����� 
� ��
*�� ����
���� �����
�� � �� ���
���� ����� �.�� ��
		������" 
� ���
�� �
 ����

������ ������ 
� ��/
�� ���!
��� ( 
� 
��
!���� ����� ���
�/
�� 
��
��������� �&� ����
�����

����� ���
!�� ���� �������
�1 z ���� +���� ( ������� �� ���
�/
�� �
�������� χs(z)�
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Phi0 exp{−z/5500}

−z

������ 	
�� ������ ���������� ��������� ���������� ������������ �����������
 � �����
����� ����� ��� ����� ���������� s1, ..., s100
 � ������� ������� ���������� ���������
χs = (χs1 , ..., χs100)
 ��� �� �������� �� ������� �� ������� ���� ������������� ����� �� ���������
��������� �������� �� ���� ��� ���� �����!���� !���� "���������#$ � �%���� ����� �������� �����
�%���� �����������




�������� �	 
����� �������� ��������������� ��� �� ����� �����

������������� ��� ��������������� ��

������� ���	
�� ��� �����
���

����� ��	
������� ���� ����	�
 ��� � ��� � ����� ������ � �
����	� �� �	����	
���� ����

��	 	����	� � ��
���� �������� ������� �� ���
�� ���� ����	�
 �	������ � �
���

���� �
��������� �� ���� � ��	�� !�"�#��� �$�%%&&� � �����	�� � #����� ������� 
��'���

���(� ����� �)����* � ����	� ��� �	����	
����� � �� ��
�� ��������� ����	�� � ��

��
�� ��������� ��	* �'���� ��+����� ��� ��
��	��
���� ���� ����	�
 �'������ �� ��

������� ������� ���������� ��� ��������� �������� ��
� ������

!� ������� ��� �������� χs � ����� ����	��� ����	���� ����	����
���� ����� ���)����

�� ��
��		� ��� ��� ���� {Bj} � , ����� ����(� �m = 4&� ������� nk = 3 ��� ���	�

zk = {2500; 5000; 7500} 
-

χs(z) =
m+nk∑
j=1

Φj(s)Bj(z), z ∈ T , s ∈ D. ���%.&

�/ �	����
����� �� ����	����� �� ��
� ������	 ��	  ���)���� Φj � j = 1, ..., 7� �

�''����� � ��� 
�
���-

%� ����	����� � ����� ��
� ������� �������	 Φ̃j ��� ��� �
������� ��� �������� 

�� �0(��� � 1�����	� %222&� �''����� ��� �+����� ��� ����3�	� ����������� !4�5!4�6

$� �	����	
����� ����� 	��������� �������� ��� ����	���� ������ ��� ����	 �� ��� �

������	� �� ��
���� ��� ��������� Φj(s) = f(Φ̃j(s))�

7� ��	����	� '�	��	���(� � ����	����� �� ��
� ������� ���� ����� � ��� ���	�� ��

������������ �������  ��	�
��	 � ����� ����� � �	���
 	��	��� � 5������ ��$�

8�� '���� ������  ��	�
��	 �� '�	��	�

 � ����	������ � �	����
���� � �
� 

������ � ����� ������� �� ���� ����	��� ����� ������ �	��������- � ��
�� � ����� �
�����

%�� '���� �� ��� �	��� 	���������	� D = [0, 200]× [0, 300] 9
� ��� ����� $ 9
� ��
�������

�� ���� � 
��� ����	
� %�� ����������� s1, ..., s100 �� ���	����� ���� %�� 	���������

(χi
s1

, ..., χi
s100

) ��� ��
���� (χi
s1

, ...,χi
s100

)� i = 1, ..., 100� �	����  �� s1, ..., s100 ��'�����

1 #���� ��
���� �� �	
� 	����������� (χ1
s1

, ..., χ1
s100

)� 
���	��� � :��	� ��;� � �����

����� ��
� ���� ���� ��	 �� ����� ��� ��
��	��
���� ���� ����	�
 ��� � ���� 
���	� ��

	������ 	��������� ���� ����� ����� ��	 ������	� �� '�	��	�

� � ����	����� ���	�'�	��

��� ��� ���	���
����� <���� 0�	�� � ��	 �� '��������� ����� �	������* � ����	��	�

���� ���	'��� � ��������� ������	���

����� 4���������� �������� ��	���� ��	������ �� 
��	� � ���'�	����� �������� ����+� 

����6 ����� 4��������� ��=�= � ��=�� ��	���� #��� �����	��  �	����� 	������ �������

��	 �
������� 	�����'�
���� ��	 � ��
���� �������� � � ������� ��
����� ����	�� 

����� �� ��
� ����	
���� ��������� �+����	�
� ��� ��� � '�	��	�

� � 	��	
���� �

��� �� ��
� ��������� ��� � 
����� �74� !����� ��	���� 
���	�� �� ���	'��� � ���������

������� ��	 �� ��
���	� γ̂(h) � �� ��	* ��	��� ��� ��
� ����� �	������* � ����	��	��
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��������� ���� ����������	 	�
��

Φ1 
���������� �� �� ��

Φ2 ������� �� �� ��

Φ3 
���������� �� ��� ��

Φ4 ������� �� ��� ��

Φ5 ������� �� �� ��

���������� �� �� ��

Φ6 ������� �� �� ��

���������� �� �� ��

Φ7 ������� �� ��� ��

���������� �� �� ��

������� ��� !"���� "� #���$����� "� $��������� ��� � ��%������ Φj & j = 1, ..., 7& �����
��� �� ��������� "�� ������ �������� ��������� ��������� �� $�������� ' ��%������
�������� � ��( ��$)� �Φ5, Φ6, Φ7	 �� ����� $������� "���� ���� "���� ��������� #���$��*�)�
��"������ +,�-��� 
���� . ���� *���� � � ��� ����� � �"���� #���$��*�� ����"������
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/�$��� ��� 0������ ��������� �������� �� $�������& ������������ ���������� 1 ��2
������ !���� "�� ����� ��������� s1, ..., s100� 1 "����� "������ ��������� ��������
χs = (χs1 , ..., χs100)� 3�� �� ������� "� "�����& �� ������� �� ������������� ���$ �� ����2����
#�������� ��$���# �� #���( "�� �� ��$��*��� *��� �����"��4	 � �,���� "���� �"����� ���$
�,���� ����������
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������������� ��� ��������������� ��

����� ����	
 �� ���
	�
���

� ������	 
�� 
����	� ��������� χs1 , ..., χsn
�	�	���� ���	 ��������� �� ������	����	 ����� �

����� ���	����� ����������� 
	� ������ 
� �	�� � ����� �� ���������	 ������	 ���������	 
	�

���������	��� 
	������������ ��� �� ��	�	��� 
� � ����� 	����	�����	 �������� ������ 	


� � ����� 	����	�����	 ��� �������� ���� ��

� !	��� �����" ���� ����	 �
�����	 �������	 ����	 
� 
������� ��� �����������"

�#�����
��	 ���� �������������	 ���$���

%������" �� ����� ���� � ����� ������� �� ����	��	��� 
	� �	��
� � ������	��� �� 
�������

������� �� L2 ��� � ��
	��� 
� ����������� ������� � ��	������� ���	����	" ���� 
	�	������� 
�

����	 ���	����	 
	� �����	��� ϑGLS
N � &��	 
������� � ������	 ����� ������������ ����	��� ���	

����	 L2" L∞ ����� �� ���� �	� ��
	��� �����	����� �����
	����� 	 ���� �������� �����������

V̂ (χs)'

dA,N
L2 = ‖γ(·,ϑGLS

N )− γ(·,ϑGLS
N−1)‖L2 ;

dR,N
L2,L2 =

‖γ(·,ϑGLS
N )− γ(·,ϑGLS

N−1)‖L2

‖γ(·,ϑGLS
N )‖L2

;

dR,N
L2,L∞ =

‖γ(·,ϑGLS
N )− γ(·,ϑGLS

N−1)‖L2

‖γ(·,ϑGLS
N )‖L∞

;

dR,N
L2,var. =

‖γ(·,ϑGLS
N )− γ(·,ϑGLS

N−1)‖L2

V̂ (χs)
.

(	��$���� �� ����	��	���" ����������������	 )*+��������� � ����� !��
� ����������� ���

�� ����� ,-� 	 �� ����������� 
� ���	���	��� ��� �� ���������	 �� !	��� ���� 
	��	 �	�	���

����	'

dOLS,N
L2,L2 =

‖γ(·,ϑGLS
N )− γ(·,ϑOLS)‖L2

‖γ(·,ϑGLS
N )‖L2

;

dref,N
L2,L2 =

‖γ(·,ϑGLS
N )− γ(·,ϑref )‖L2

‖γ(·,ϑGLS
N )‖L2

;


��	 ϑref � �� �	����	 
� �����	��� 
	� ��
	��� ��������$�� 
� �	�	������	�

%� ����������	" �����	�����	 � ����� ����	������ ���� 
	�	���������	 
	� �����	��� B

���	������� ���������� 	 Nmax ���	������� 	��	��	�" �����
	���
� 
� � ���� �	 ����������+

����� )*+��������� ���	��	 �	� B = {1000; 2000; 3000; ...; 10000} 	 Nmax = {1; 2; 3; ...; 10}"

��������� ����	�	 ������������	 �	�	������ �
 ���	�	��	�

����� ����� �������	�� �� ������
 ��������

�� �����
	�� ��� �� �������	 �������� χs = (χs1
, ...,χsn

)" 
��	'

χs(z) = Φ0(s) exp {−z/5500}, z ∈ [0, 10000], s ∈ D,



�������� �	 
����� �������� ��������������� ��� �� ����� �����

������������� ��� ��������������� ��

���������		��
 �� �� ����� m(s) � �� �����	��

� γ(h)� ����
���� ��� ��
�� Φ0 �������

	������ ��
� ������� ����� ���������� ������ �� �����	��

� �� ������
��� �� �� �����

�����

γ(h) =

{
80(1− e−3h/75)‖ exp {− · /5500}‖2, h > 0
0, h = 0,

������

��� ‖ exp {− · /5500}‖2 � 4607.237 � ������ ����������� �� �� ���� ���� �

80 · ‖ exp {− · /5500}‖2 � 184289.5� ��  ��� ������ �� 
������ ������������ ��
� 
������

����
����� �� �����	��

� γ(h, ϑ) �� ������ ���� ��
� �
������� �������� ��� �� ��	

(hk+1 − hk) ���� � �! "
 � ��� K = 9�

������� ��� 
����� � ������� �� ��
�������� ����� �������� �#$�	���
� ��%� 	�����

���#�
���
�������� ������� �� $�������� &��' �#�
(���� �� ��
�������� � ��� � )������

*�� �� ��
�������� ���� ��� ����� �������� �� �����(��� �������� ������ ���� 
����

��
��������� ������ ������������ �� ����� χ′s1
, ..., χ′s100

� ����

χ′sj
= χsi − χ100,

���� χ100 ������ �� 
���� ��
�������� �������� ��� ����� χs1 , ..., χs100 � �� ��� �+� ��

����� ������ � ����������� ����� ����� ������ �� ���������� ��� ����� ���	�����'

������ ����� ����� � ��� 
����� ��� ��� �+� 	�� ��	���
� ���� ������� ��, ��(���

������������ χ′s1
, ..., χ′s100

������ �� ����� ���	������

-��  ����� �� ����� �� ��������� �� .�	��� ��%� ����� ���� �������� ���� 
����� � �����	��
/


� �����
����� �������� � ������ ��� ��
����� (������ χ�
s 	������  ������ B = 1000 �

Nmax = 10� ���������� �� �����	��

� �����
����� �������� ��� ��
����� ���	����� � ����

��
� 0��� 1���� ��� �����	��

�� 2���#���
� � ��� ����� ��
� 
���� ��� �����	


������� ��
�� �� �������� ������������� χi
s1

, ..., χi
s100

� i = 1, ..., 100� �� ��
� 
�����

��� �������� �� ����� ����� .�	��� ��%� ������ ������ ������� �� 
������ �� �����	��

� ��

������
����

3�� ������ �� ��
� �����
����� γ̂�
b (h)� b = 1, ..., B� �� ��
� Ψ̂ ����� 
����� �� ����������

�� γ̂(h) � ��� ����� �������� �� ��
���� �
������ �������� �� γ̂�
b (h)� b = 1, ..., B�

������ ��
��

Ψ̂� =
1

B − 1

B∑
b=1

[(γ̂�
b (h)− γ̂�

B(h))(γ̂�
b (h)− γ̂�

B(h))T ],

���� γ̂�
B(h) � �� 
���� ��
�������� ��� �����	��

� �����
����� �������� ��� ��
�����

(������ ��
��

γ̂�
B(h) =

1
B

B∑
b=1

γ̂�
b (h).

������� �����	
��
��� ��
 ����	���
 B � Nmax

1�� �� �������
��� ������ ���	����� �#$�	���
� ��% � ��� �������� �� ������� �� B ∈
B = {1000, 2000, 3000, ..., 10000} � Nmax ∈ {1, 2, ..., 10}�
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��  ��������� ������� �� ����������� γ(h; ϑGLS
B ) ��������� ��� �� ������ ��� ��

������� �� B ∈ B� ��� h �������� �� �����
  ������� �������� ��� �� ������� �� ����������
�� �� �������� � �� ������� γ(h; ϑGLS

B ) �������� ��� B ∈ B


!� ������ 	
�� ���� �������� � ��������� �� ����������� �������� �� ������� ��� ������ B

�� ���������� "��������
 !� ������������ ��� �������� �� �������� ���� ��#������ � ������� ��

����������� γ(h; ϑGLS
B )� B ∈ B� ������ ����� ����� ������ $ �������� �� �������� dref,N

L2,L2 �

N = 1, ..., Nmax� ��� �� ����������� �� �� �������� � �� ����������� �������� ��� �� ������

��������� ������������� ��  ������� ��� ������ �� ����������


%��� �� ��& ������� � ������� γ(h; ϑGLS
B ) ���' ������� ��� �������� ��(������ �����������

�� ������� ��� ������ �� ���������� "��������


!� ��������� �� �������� dref,N
L2,L2 ��� ��������� �� ��������� �������� �� �������� ���

��������� B� ������������ ������� � )
*+� ,����� ������� �-� � ����� ����� ��& ���"����

����� $ ������ �������������� ���� ����������� ��������� ��� �� ����������� �� �� ������.

�� � �� ����������� ������������ ��� �������� χs1 , ..., χs100 � �������� �� ,���� $ ��������

�/����������� ������


�� ����������� ����/��������������� �%."�������� �� ������� �� B ��& ������ �������� �

������� ����� ������ 	
0� ����� ,���� $ ��#������ �� ����������� ��� �� ����� �%."��������

Ψ̂� � �� ����� ����� %���� Ψ̂MC � ������������ �������� �� ������ ��������� �� Ψ̂MC �

d�,MC =
Ψ̂� − Ψ̂MC

ρ(Ψ̂MC)
. 1	
*)2

��� ���3�� �� ��& ������ �-� �� ����������� d�,MC �� �������� ����� )
4+� ��������� ������ ��

�� ������ �� ��������� �� ������ �� �������������� ��� ����� ���� � ��� ��������� �����3������
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��������� �� ������� �� B ∈ B

������� �� ����������� �������� ������� �������� ��� ���� B ∈ B� �� ��������� ��������

��� �� ��� ������� Ψ̂�− Ψ̂MC ��� � ������������� ������� �� ����� � ���� ����!������ �� ����"

����� ����� ���������� �� Ψ̂
 #�� ��������� ����������� �� ������ �������� ��������� ��� $����

� � �!���� �������������% ��� ���� �������� ������������� ����� �������% �� ����������� �����

������������� �������� Fn ���� ������������� ���� F � �������� �!��������������� ���������

���� �&������
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������������� ��� ������ �������� �� ������ �� ���������� �������
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� ���������� ����������� dR,N
L2,L2 � N = 1, ..., Nmax� �� �������� ��� ������ �� ���������� �������

.Nmax ∈ {1, 2, ..., 10}/ � �� ������� ����� ���������� ��������� .B ∈ B/
 )��� �� ��0 �������
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L2,L2 � N = 1, ..., Nmax �� ������� ��� ���������

B � Nmax
 5 ������ �� dOLS,N
L2,L2 � N = 1, ..., Nmax �� ��������� ��$���� ������� � -
-,1 �����

�� ������� ����������� ������ �� ������������ ������� �� ����� ����� �� �������� �� ��������

�� B ∈ B
 6��� ������������� � � ���� ������ �������� ����� ����������� ���������� ���� ���"

���������� ������ ���!��������������� (����")���� ����� ������������� ���������7 ��������

���� ��� �������� ��*������� �� ���� ����������� � ��������� ��� ������� �� �����������

�������� ������������� �� ������ 	
,,




�������� �	 
����� �������� ��������������� ��� �� ����� �����

������������� ��� ��������������� ��

2 4 6 8 10

0.
00

0.
01

0.
02

0.
03

0.
04

0.
05

0.
06

Distanza relativa tra iterazioni successive

Nmax

D
is

ta
nz

a

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●
●

●

●

● ●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●
● ●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

● ●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

● ●

● ● ●

●

●

2 4 6 8 10

0.
00

0.
01

0.
02

0.
03

0.
04

0.
05

0.
06

Distanza relativa da variogramma OLS

Nmax

D
is

ta
nz

a
●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
● ●

●

●

●

●
● ●

●

●

●

● ●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●
●

● ● ● ●

●
● ●

●

●
●●

●

●

●

●
●

● ●

●

●●

●

●

●
● ●

● ●
● ●

●

●

●

●
●

●
● ● ● ●

● ●

●

● ●

●

● ● ● ●● ●

●

●
● ●

● ●
●

●

B = 1000
B = 2000
B = 3000
B = 4000
B = 5000
B = 6000
B = 7000
B = 8000
B = 9000
B = 10000

������ �	
�� ���������� ��� ������ ����������� ��� �������� ���������	 � ���������
���������������� ����� �������� dR,N

L2,L2 � N = 1, ..., Nmax� �� ������� �� Nmax ∈ {1, 2, ..., 10}
� B ∈ B	 � ������� ��������� ����� �������� dOLS,N

L2,L2 � N = {1; ...; Nmax}� �� ������� ��

Nmax ∈ {1, 2, ..., 10} � B ∈ B	  � �������� � ��������� �� ������� ! ������������� �� ������ ��
���������� �������� �� �������� �� ������������� ������ �� ��������	

●

●

●

● ●

●
●

●

●

●

2 4 6 8 10

15
00

00
15

50
00

16
00

00
16

50
00

17
00

00

Sill GLS

Nmax

si
ll

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

● ●
●

●

●

●

●

●

●

● ● ●
●

●

●

●

●

●

●

●

● ●
●

●●
● ●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●
● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

2 4 6 8 10

70
00

0
75

00
0

80
00

0
85

00
0

90
00

0

Practical range GLS

Nmax

pr
ac

tic
al

 ra
ng

e

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

● ●

●

● ●

●
●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

2 4 6 8 10

12
00

0
14

00
0

16
00

0
18

00
0

Nugget GLS

Nmax

nu
gg

et

●

●

●
● ● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●
●

●

●

● ●

●

●

●

●
● ●

●

●

●

●

● ● ● ● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

● ●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

● ●

●

●

OLS
B = 1000
B = 2000
B = 3000
B = 4000
B = 5000
B = 6000
B = 7000
B = 8000
B = 9000
B = 10000

������ �	

� "�������� ��� ������� �� ����������� ������� ��� ������ ����������� ���
�������� ���������	  ��������� ϑGLS

B � B ∈ B #����� ��������$� ���� ���%������� ��� �� �����
&'( #�� ������$	  � ������� ! ������������� �� ������ �� ���������� �������� �� �������� ��
������ ��� ���������) � ������ ����������� �� ������ �� ���������� ����� ����	
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 	 ������ � �����
 	 �����
�

������� �
�� Nmax = 2� � �����
 ���� ���
�� � �������
 �������� ��� �� ���	�� 	����
	���	���� 	���� ���� ��� ������ ��� �����
 �����	� � ��������
 B� ���
 � ����� ����


�����
 � B = 1000 
 B = 5000 ��� ���
 � �� �
����
 	��	����� ������������� �������
�
������
���� 
 ����
�� �����
�� 	���� �����

������� ����	�
�
� �
 ��������	 ����
 ������	��
 �
 ��������	 �	����	�
 ��� 
�

������ ��
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 	� ���
	 "

������ � �� �
��"��# 	 ����� ��� ���� 	���!�����

	���"��
�� 	���� �������� T 	 �������� �$�� ��� ���
 � ������ �
����
�	� ���
 �����
��

γ̂(h)� %��� 	���"��
��� ����� ��
�� ��� �� ���� &�� 	 �� �
	���
 	 ���
�������
���# 
�� ������� ����� �
�����
�� 	 �������� 	 �
��	���� �
� � ���
	
 	� ���������

���
	
��
 � �����	�����

� �
��	�� ���
�� ��� �
��� � ����
�� �����
�
 	 ���� �����$�'

γ̂(h) = (γ̂(h1), ..., γ̂(hK));

� 	��
� �
� L(γ̂(h)) �� ����� �
������ 	 γ̂(h) � �
� L(γ̂(hk)) �� ����� �������� 	����
�
��
����� l 	���
 �����
�� ������������ ��� k = 1, ...,K�

� ������ 
�� �$� �� ����� �������� L(γ̂(hk))� ������� ��� 	����# fγ̂(hk) ������
 ����

����� 	 ��"����� �� R� ��� 
�� k = 1, ...,K�

�� 	����# fγ̂(hk)� k = 1, ...,K� �
��
�
 ������ ������� � ���
�	
 �
� �!���
���
 (�)�

������ �!��
������ 	���� �������$� 
������� 	� ����
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������ �  ��������� ��� �

�� 	���� �
�����
�� 	��� �������� 	 �
��	����� �
��
�
 ������ 
������ 	� �����
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������ �����
� ����
���� *� �����
����� �����
 � �����
 	 �
��	���� � 1−α = 0.90� ��
�������� 	 �
��	���� ������
 �
����� ������  ������ ������� γ0.05(hk)� γ0.95(hk)'

IC�k
0.90(γ(hk)) = [γ0.05(hk), γ0.95(hk)], k = 1, ...,K.

*� +���� (�,-� �
�
 ������������� �� 	���"��
� ������� 
������� �������	
 �!���
.

���
 (��� ��� Nmax = 2 � B = 5000� �����	
 � ���� �
�� � �����	����� � ,/ 0� � K = 9�
* ������ /�/1 � /�21� �	��� �
� �� ���� �
��� �������� �
�
 ���� ���� ��� �� �
�����
��
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 � ���
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������� ��� �� ������ � !"��������� � ������� ����� ����� ����� ������"������ ��������� fγ̂(hk)�
k = 1, ..., 9 ����������� ��������� ��� ��������� ���������


���� ��� ���#����� ��� ��� ��������� �� #���� ����� "���� �� ��������� ����� �� �������

��� ������� ����������� ������ $����� ������ ����%& �� ������� �� ����������� ��'�����

�� ���� �� ��� �� ���������� ��� �������� ���� �������� ����������� $����� ����������� �

������� ��� ������������� ����������� �� ������� Σ̂� �� �� ������������ ��'����� ����� �����
����� ������"������ ����� ��������� ��������
 (� ���� �������� �%�� �������� �� #���� ���

������� �� ����������� ��� ������������ ��� ������� ����� ���� ��������� ��� ������� ��

��#��������� �� "���� �� ��������� ��������� �������� ���������� �� ����������� �	
���


)� ��� ����� �������� ��� ���������� �� ��������� ��������� ��� �� ������ � !"��������

���"���� ���$�� #������ ��������� ������������
 *� ��� �� ����� ���� ���������� ����� �������

����������� + ����� ������ �� �������� ������� ������������ �� ���"�"����, �� ��������� �� ����

����������� � #����� �� �� ������� �������� ��� �-.


/� ����� ����� ���"�"����, �� ��������� ����� ��������� ������������ IC�k
0.90(γ(hk))� + �����

�������� ���� �����
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s = (χi

s1
, ..., χi

s100
)� i = 1, ..., 30� ���� ����� ��������� ��� �����!

����� �� ��������� ��������� IC�k
0.90(γ(hk); χi

s)� k = 1, ...,K� ��� �� ������ ���������������

����������
 0�� �������� �� ���� + ����� ��������� �� ���������� �������

ci
k =

{
0, γ(hk) /∈ IC�k

0.90(γ(hk); χi
s)

1, γ(hk) ∈ IC�k
0.90(γ(hk); χi

s),
�	
���

��� i = 1, ..., 30� k = 1, ...,K
 0�� ���� ������ �� k ������� + ����� $����� ��������� �� �����

����� c·k �� c
i
k� �� + ����� ����� ����������� c·k� k = 1, ...,K� ���� ��� ����� ����� ���"�"����,
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�� ������������ �� ��������� � �� ������� ������� �� �������
 �� �����  ��������� �� �����������
�!� !� �������� � ����" h  �������� �� �����


�� ������������ ���������  ����� �������� ��� #������ ������ ��� ���$ ������ {8; 10; 13; 17}
%�$ ������� ���� �������� ������� ��� %� ������� K = {13; 10; 8; 6}�
 � ��������� ��������

���� ��������� �� ������ 	
�	 � �� &�'���� 	
�


(���� &�'���� 	
�$ ���) ���� ����*������������ ����� ������ 	
�	$ �� ���� �!� ��� ���������

������������ �� ���������� �� ����� � ���� ������������ ������������ �� ������� �� ���������

������� ���������� ���� � �
+�$ � ������ �� �� ������� �������� �� �
+


�� &�'���� 	
	 ���� ������ ��������� �� ����� ����� ���'�'����, �� ��������� ����� ����������

�� ��������� ����������$ �������� � ������� ����� ���������� �������� IC�k
0.90$ k = 1, ...,K ��

������� ��� ��� �� {8; 10; 13; 17} %�
 -� ���� �� ����������� �!� ��� �*����������� .���������� ��

��������� ����������* �� ��������$ �� #����� ����$ ��� ���������� ���������� ��� �� ����������

γ̂(hk) ����� ��������� ������ ���	�
�������� γ̂(h) � ��� �� '���� �� ��������� ��� �*������

����� γ(h)

/� ����� ����� �������� ���'�'����, �� ��������� ���� ����� �������� ���������� �� ������

����� �� ������������� χi
s ��� �� #���� �� ����������� �� ����������� ����� ��������� �����

'���� ��������� ��� ���� ���$ ������ �������

ci
(sim) =

{
0, ∃ k : γ(hk) /∈ IC�k

0.90(γ(hk); χi
s)

1, γ(hk) ∈ IC�k
0.90(γ(hk); χi

s), ∀k ∈ {1, 2, ...,K}, �	
00�

� ������������ ���� ����� ����� ���'�'����, �� ��������� ����������

c·(sim) =
1
30

30∑
i=1

ci
(sim).



�������� �	 
����� �������� ��������������� ��� �� ����� �����

������������� ��� ��������������� ��

c·k c·k c·k c·k
����� �� �����	 �� �����
 �� ������ ��

IC�1
0.90 ��			 	��� ��			 ��			

IC�2
0.90 ��			 	��� ��			 	�		

IC�3
0.90 	��� 	�		 	�

 	�



IC�4
0.90 	�

 	�

 	�

 	�



IC�5
0.90 	�

 	�

 	�

 	�



IC�6
0.90 	�

 	�

 	�

 	���

IC�7
0.90 	�

 	�

 	�

 �

IC�8
0.90 	�

 	�

 	�

 �

IC�9
0.90 	�

 	��� � �

IC�10
0.90 	�

 	��� � �

IC�11
0.90 	�

 � � �

IC�12
0.90 	��� � � �

IC�13
0.90 	��� � � �

������� ��
� ����������� �� ��������� ����� ����� ���� �� ���!���"� �������� #������ ���

#�����"����$ ��  ������ ��� ����

c·(sim) c·(sim) c·(sim) c·(sim)

����� �� �����	 �� �����
 �� ������ ��

IC
�(sim)
0.90 	�

 	���� 	�

 	����

������� ���� ����������� �� ��������� ����� ����� ���� �� ���!���"� #��������� #������ ���

#�����"����$ ��  ������ ��� ����



�������� �	 
����� �������� ��������������� ��� �� ����� �����

������������� ��� ��������������� ��

● ●
●

● ● ● ● ● ● ● ●
● ●

0 20000 40000 60000 80000

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Probabilità di Copertura IC Puntuali

● ●

●
● ● ● ● ●

● ●
● ●

● ● ● ● ● ●

●

●
● ● ●

●

Livello nominale
Lag = 8000
Lag = 10000
Lag = 13000
Lag = 17000

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

0 20000 40000 60000 80000

0
50

00
0

10
00

00
15

00
00

20
00

00
25

00
00

Variogrammi empirici

3

38

49
106

111

133

153

162

193

189

214

220

263

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

3

38

49
106

111

133

153

162

193

189

214

220

263

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

7

52

92

149

168

189

223

236 263

302

●

●

●

●

●

●

●

●

13

74

167

219

256

305

335

389

●

●

●

●

●

●

21

139

256

334
404

469

Lag = 8000
Lag = 10000
Lag = 13000
Lag = 17000

●

●

●

●

8000 10000 12000 14000 16000

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Probabilità di Copertura IC Simultanei

0.93
0.87

0.93
0.87

Livello nominale
Lag = 8000
Lag = 10000
Lag = 13000
Lag = 17000

������ 	
�	�  ��������� ����� ����� ����������� �� ��������� ����� ���������� �� ���������
�������� ��� ����� � ���������� ��� ������ ��������� ��� �� ������ ��� ����������
 !� �������
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IC�k
0.90 �IC

�(sim)
0.90 �
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���� ������ N(hk) ��� k = 1, ...,K
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,,-


# ������ ���� c·k � c·(sim) ����� ���������*� ci
k � ci

(sim)� �*� ������������� �� ����� ��������

��� ������� �� ��������� ����� ���������� ���������� ���� ��������� �� .������ 	
& � 	
/


0���������������� ��� ������ ��������� �� .������ 	
&� ���1 ���� ����� ��������������� ���

������ �� ������ 	
, �� ���� �*�� � ��2������ ��� ���� ���������� ��� ���������� �� ���������

�������� ��������� ��� �������� ��� ��������� ��� �� ���������� ������������� �� ����� �����

����������3 �� ��������� $ ��4���� ����� ������ �� ������� �������� ��� " 5


#������� ��� ���������� �� ��������� ���������� ����������� ��� ����������3 �� ���������

���������� ��4������ ��� , 5 ����� �������� �� ������� ��������� ���������� �*� ����� �� ����

���������� �������� ������ ������������ �� ��� ��������� ���������� �� 6��4������


��� ������	
��
 � �
����
 �����


#� %����� (������� $ ����� �������� ��� ����������� �� ��������������� ���������� ��)

�� ����� ����� ������������� ����� ��������� ������������ ��� ����������� ��� �� ��������
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������ �	
�� ��������� �� ��������� �������� ��� γ̂(hk)� k = 1, ..., 9 ��� ���� � ���������
������� ��� �� ������ �� !��������� � ������� ����� ����� ����� ������!������ ��������� fγ̂(hk)�
k = 1, ..., 9 ����������� ��������� ��� ��������� ���������	

c·k c·k c·k c·k
���"� #� ���"
$ #� ���"
% #� ���"
& #�

IC�1
0.90 
	$$$ $	�%% $	�%% $	�%%

IC�2
0.90 
	$$$ $	�$$ $	�'& $	�$$

IC�3
0.90 $	�'& $	�$$ $	�%% $	�'&

IC�4
0.90 $	�$$ $	�'& $	�'& $	�'&

IC�5
0.90 $	�$$ $	�%% $	�'& $	�$$

IC�6
0.90 $	�$$ $	�'& $	�'& $	�%%

IC�7
0.90 $	�$$ $	�$$ $	�'&  

IC�8
0.90 $	�'& $	�'& $	�'&  

IC�9
0.90 $	�'& $	�'&   

IC�10
0.90 $	�$$ $	�%%   

IC�11
0.90 $	�'&    

IC�12
0.90 $	�$$    

IC�13
0.90 $	�$$    

(�!���� �	)� *��!�!����+ �� ��������� ����� ���������� �� ��������� �������� ������� ���
������������ �� ������� ��� ���	

c·(sim) c·(sim) c·(sim) c·(sim)

���"� #� ���"
$ #� ���"
% #� ���"
& #�

IC
�(sim)
0.90 $	&%% $	'%% $	&%% $	&'&

(�!���� �	'� *��!�!����+ �� ��������� ����� ���������� �� ��������� ���������� ������� ���
������������ �� ������� ��� ���	
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������ 	
�� � �������� ����� ����� ����������� �� ��������� ����� ���������� �� ���������
�������� ��� ���� � ���������� ��� ����� ! ��������� ��� �� ������ ��� ����������
 "� �������
# ��������� �� �������� hk! k = 1, ...,K �������� �� �����! �� �������� # ������ ���������
�� ����� c·k �c·(sim) ����� ����������� �� ��������� ��� �������������� ��������� ������������

IC�k
0.90 �IC

�(sim)
0.90  
 $� ����� ������ ����������� �� ������� �� ��������� �������� �1−α = 0.9 


� ������ ��������� ��������! ��������� �� ������� ��� ��� �� {8000; 10000; 13000; 17000} �% ���
���� ������ ����� �������� hk ��� ����� ! # �������� �� ������ |N(hk)| �� ������ ������������
���� ������ N(hk)! ��� k = 1, ...,K
 "� ����� � �������� � ������ ����������� �� ������ ������ ���
�� ���
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������������� ��� ��������������� ��

���������� 	
������� ����������� � ��������� �� �������� ��� � ��� ������
������ ��	���� 
����

��������� � ���� 	
������� ��� ������ ��������� ��������������� �������� �� �������
�� ��

��	�������� � ����� ������� � ����� �����

�� ��������� ��� ���������� ���
����� � � ��������� �� �������� �� �������������!�

������������!� ���� ��������� �����
��� �������� �������
����� �� ������� �������
������ ���

� �������� ����������" � ������ ��������� ��������������� ����������� ��	���� ������� �� 
��

����� ���������� �� ����� �� ��������� ��������

#� �������
����� ��� ��������� ����������� �� ����������� ������������ ��� � ���

���� $%���������� � ����� 
���� �� ������� �� �
� ���������" ������������ �� 
� �����

����� γ(h; ϑ) �� ����������� ���������� 
�� ����� �#& ��� ��������� ϑ � � �����
����� ��

������
�� �������� �� ���'����� ��� � ��������� ���������

�� �������� ��� � ��� ���
����� ���� (
���� ����� ������� ���������� 
�� ��
��� ��

���
������) ��������� � ������
�� � 
� ������� 	
������� ��������� ��
������ *&�������

����� ��+�+, � � 
�� ��� ��
������ *&����������� ��+��,� -� ����������) �� ��������� ���

������ ���� ����� � ��
������� ��� ����������� �� ������������ ���������) ��� (
��� 

������������������ 	������ � �� ���� �� ������
�� ��� ����� ���������� �������
����

.�� ��
��� �/���
��� �
 �������� ��
������) � �������� �/������ �!� � �����������

����� $%���������� ���
���� ���������� �� ��� B = 1000 � Nmax = 2) � ��
������ ���
����

��� B = 5000) ����������� ���������� ������� ��� ����� � ������� �� B � Nmax� #�������

�� �������� ��� ��
������ !� �������� 
� ������������� �������� ��� � ����������� ���

���������� �������� � �������� ��
������) ������������ �!� ��������� ��� �� ��������

���
��� �������� ��������� �� ��
������� �� ������

-� ��	�������� �� ����� ����������) � ��������������� $%���������� !���� 	������ ���

������ �� ���'����� �
��
�� �� ���� ������� ��� ������ �� ���� �������) ����������

���� ���������� ������������ ��� �� ���� ��
������� �� �������� �� ���'����� ���
�

����� ���� ������ ���
���� ��0 �������� ��������� �� ��
������� �� �����) ������������

� �������� �� ������
��� ���������� �� 1��	������ (
���� � �������� ���������� ��� ���
��

��
�������

-�����) ��� ������ �����) � ������ � ���
���� ���
��� �������� �� ����� �� �����

�� ����������� � �� �� �������������� ��� ��������� ���������

-� ����
�����) ���	������ �
� ����� �� ����������� �������������� �� 
�� ��������

�������� �������" � ������������� ��� �������� �� ����������� ��� ��������� ��������

�� ����������� 	
�������) ���2 ���� ������� ��� �������
����� ����������) ���� ����� ��

������� �
����� (
��� �����������

-�����) �� �
��� �� ����� ����������) ������� ���
������� �� ��������� � ��
��� �������

��� �������� �� ����������� ��� ������
�� ��������) �� ������� �� ������ �� �����������

� (
��� ��� ������ -�'��) ���������� ���������� �������� ����� �
� ��
��� �������

�����3
���� ��� ������� �� ��
������� �� �������� � ��� �
������� �� ������� �
�

(
��� ��� ��������������� $%���������� 	������ ��� ���������� ���������
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 �
�
 � ��	
�� �� �������� �  ������� !������ ��� ������	�

�� ��
 ����
 �� "�����	� �#� �
���	
�
 �� 
		����� �� ������
�� �
��	� ����		������	� ��

��
	�� �� 	���
�����	$ � �� �
� 	���
�����	$�

%�� ���	
 �� ��	� �������	��
� �
� � 	�		���� �
����� ��������� ����		����	� � ��	
��

�� &������ ���������	�� �� ����	
 ����������	� �
� � ���
������ ��� 	��� ����� 	��		��� ��

���������� ������� � ���	���	���� ��� ��
 �
� 	���
����
� ��' ���� ����
��	� 
�	��	


�
�
 ��� 	��� ����������� ��� 	������ �� ������

��� �����	 
	���	 �� �����	 �����	�	 � ��	�	��� ��� 
��	�	�	��� ��� ��������� �� ���

�� �����	���� ��	������������ �������
���� �	� �����	���� ��������� ���� ��	������ �� ���
�

����	������ ���������� ��� �����	�	 � � �����	���� �� ��� ����� �� ������	�� ����� �	�
� �����	�

���� ��� �� 
	�������	�� ��� ����� �� ������	����
���	 ����� ����������� �����
�������� �����

����������� ��	������� � �� �������� !�������

"� ������	���� �	�	 ������	����	�� ����� ���	���
� ��������� ���	 ��	���
���	 ����� ���
�

��� ���� ���������� ����� #���	�� $�% � $�& �� 
��	�	�	��� ��	�	��� ���� ���������� ��� ��	

�	
�	���
���	 ���������	 �����������	�� � ���� ��������� �'� ������	 ����	�	��� � ��������

����� #���	�� $�( � $���

)%



�������� �	 
�������� ��� ���� ���������� ��������������� ��� �����������

���������� ������� ��
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� ����� 
 	
� �	
�� 	� ����������� �����

�����

�� �����	
�� �� ���
��� ���������� ���������
 ��� ����������� {χs : s ∈ D ⊆ R
d} � ������ ��

��� ����� 	� ����
�� H 
 �� ������ ��
 ���
 ���
��� ���� 
��
�
 ���
�
����� �
���	� ��

	�������� ������� ����� ���
�

χs = ms + δs, s ∈ D,

	��
 ms ��	��� �� ����� �	
�
����������� 	
� ���
��� 
 δs �� �
��	�� 	
����
��
 �����������


 ������� � 
!������� ��� 
 ������ ��������� � �
	�� ������ ��� �������"����� C(h) 

�
�������"����� γ(h)�

E[χs] = ms, ∀s ∈ D,

E[δs] = 0, ∀s ∈ D,

Cov(χsi
,χsj

) = Cov(δsi
, δsj

) = C(‖si − sj‖), ∀ si, sj ∈ D,

Var(χsi
− χsj

) = Var(δsi
− δsj

) = 2γ(‖si − sj‖), ∀ si, sj ∈ D.

#� !�
 	� ������
 �� �
��	� 	� $���
���� %��"��" ������
��� �� ��������
 	
� ����
��

���
��
 ����&� ' 
��
�����
 	�����
 	� ��� ����� 	
� �����"����� γ(h) ����� �
����
 ��( 	
�
)������ ���  *����� ���
� +�
��*������ ' ����������
 ��� � �
��	� 	
� )������ ( � �����
 	�

��� �
����������
 	
� �
��	�� δs� �� ��� ����� ' 	
�
��������
 
� 	�,
�
��� 	�� ��� �����

�
�������
 	
� �
����
 	� ������

-
� ����
��� 	
� )������ � 
 ��� �
 ��������� ��� �����	���
� ���
 ����� ���. ��	���	����

�
� �
"���� �
���	� �� ����
��� 	
� ������ +��	���� "
�
���������� ���
�� ����������	� ��

���������
 ���(���

‖χs − m̂s‖2Σ−1−Hn ,

	��
 χs = (χs1
, ...,χsn

) ' �� 	����
� ���������
� �
���
 m̂s ��	���	�� ��� ����� 	
� ������

��
 ' ������ 	
��� ������

ms = Fsal =
L∑

l=0

alfl(s), s ∈ D,

��� fl(·) �������� 	
��� ���� ��������
 ������
 s ∈ D 
 al ∈ H� 
� �"�� l = 1, ..., L�

/�� ��������� ���
��� 	
� ��
0��
��� al� âGLS
l � 
 	
� �
����
 	� ����� ms� m̂s� ���
�����

�
 
��
������ 
������
 ���
������
��
 ���(&� 
 ���(��� ���
���

âGLS
l = (FT

s Σ−1
Fs)−1

FsΣ−1χs,

m̂s = Hχs = Fs(FT
s Σ−1

Fs)−1
FsΣ−1χs;



�������� �	 
�������� ��� ���� ���������� ��������������� ��� �����������

���������� ������� ��

��� ����	��
�� �� �������� ��� ��

��� ����	 � ����	 �	
���� �� ���	��	��	 ����� ����

��
�����	
� ���� ����� ������� �����

E[âGLS
l ] = al;

E[χ̂s] = Fsal = ms;

Cov(âGLS
l ) = (FT

s Σ−1
Fs)−1;

Cov(χ̂s) = F
T
s ΛFs = F

T
s (FT

s Σ−1
Fs)−1

Fs,

����������� �� �	�
����	�� ��� ��� 
��	
��� ��
����

� ����
	�� ��� �

!�

	��	 ��� 
��	
��� ���"#� � ���"$�� ��������� �� ���� �
	���	�� �	��	 �	
���� ��

���	��	��	 ��� �	
� Σ� ��� �� �����	�� % �������
	 �� % �
�
��
	 �	 ��	 �	 
��	 Σ̂� &��'

(��
��	 ��) ���� ��
�����	
	 ��
	�
� 	 �	�
��� �	 ��	 
��	 ��� ������� ���� 	 �	 ���
	�

������� �	��	 
��	 ��� ������ ��������	
	 ��� �� ��
��� *�� 	

�	���� �	 �	
���� Σ̂ 
�	�

+� ,�� �� �	�� �� ���
���� �� �

��� ��� ������ -�	��	
� �����	����	
�� �	 ��� �����
	��	

��
��������	 % 
	
	 ��. ���
� �

�����	
	� % -����� ����	��� ��������� 	� �� 	�����
�� ��


��� �
��	
���� /		
� � ��	 
��	 �����	�� ��� ����� �

���
	 ��� �� ���
���� 0���

1�. �����	���
�� �(	�����
�� �����
� % �� �����
��

��������� 	
�
 ���� 	
� ��������
� χs = (χs1 , ..., χsn) ��� �������� ���������� 
�


�����
���� {χs : s ∈ D ⊆ R
d}� D ⊆ R

d�

�� ������� � �������
�� al ��
 ��� ���������� �� ������� ����� âl := âOLS
l �

�� �������� �� ����� ��� ���2
 m̂s = (m̂s1 , ..., m̂sn
) �����

m̂s = Fsâl

� �� �����	� δ̂s = (δ̂s1 , ..., δ̂sn) ��� ������
��

δ̂s = χs − m̂s;

�� ������� �� ����� �����!��� 2γ(h) �� δs ��� ������� δ̂s� �������� ��
 �� ��������� ���� 

����� "	�
�� ������
�� 	
 ������� ������ �� �����!����� #��
 ������ $% &��������'�

(� �������� �� ����� Σ̂ #� ��������
� �� �����������
� �� %)����*+ Σ̂ = LLT '�

,� ������� � �������
�� al ��
 âGLS
l ����
	�� �� χs ��� ��� ����� ���"#� #� �� χ̃s =

L−1χs ��� ��� ����� ���"3�'� ����� âl := âGLS
l �

-� �������� �� ,� .
� � ��
���!�
��

4	� ���
� �� ��
	 
������� �� �	����� ��� ��

��� �� ���5����
� âGLS
l ��) ���� ���'


� ����6����
����
� �� �	������ ������	��� χs� � �� �	������ ������	
� χ̃s� �

���
�

������
�����	��� χs ��� �(������ ��� 2	

��� �� 7����89 L−1�
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���������� ������� ��

��������	 
�� ���� 
� ����� �������������	 �� ����
� ���� ������ ������ ����� �

��
��� ������������� ������� ��������� 
�� ��������� ��� 
�� �������� �	 �����������

�����
� �� ���� �������� ��� � ��������� al	 ���� ���� ����� ���� ����� ����� 
����

������  !"! �� ��� ��� ������������ 
� �� ���� ��� � ��������� �� ���
��� ���� ������


� � ����������� Ṽ0 ⊆ Ṽ 	 
�#��� 
���� �"!���	 ��� $���� ���������� �� ������� χs% $�����

����	 
����&����� � ������' � ��������	 ()) �	 � * ����� ���������� ������������� ��

+������� "	 � $���� �� * ������� 
� ��&&��� &�������� � ������� ����������� ���������� 
� �

����� �"!""� ��� �� ������ 
� �����! ,� ��&���������� 
� $����� �������� ���� ����
�����

���������� 
� ���������� ������ � �����������  !"!(! !

-� ������������ 
������&������ ����
���� ���� ���
���� �� ��&���� 
�� �������� ��

����������� � 
������ �������� � �����! - �����������	 ���������� �� ���
�� 
� ����������	

����� �
�&��� �� �������� 
� �����&��� 
������&������	 $��
� ���� #����� �� �����


� ��������� NGLS
max 	 �� $������ 
���� ����� ������ � �� ���������� 
�� ����
� �������� ����

���������#������ 
�� ��
���� 
� �����&����� � 
���� ���� �������� ��� � ��������� al	

l = 0, ..., L!

��� �� ���	
� ��	 ������ 	�	����
�� �� ���������
� ���

����� � ���
���� ���������

- ����
� ����
���� ���� ������ �����
��� �	 � �����������	 ��.�&������  !/	 �� �����

������������ ��� �� ������ fl ���� ���	 ��� �&� l = 0, ..., L �f0 = 1�! ��������	 � ������


� ������	
 �����	 * ��������� ��� ��� ���� ������ � ���� #����� � ������	 ��� ��� �������


������ ��������� 
� ��&������� ���������� ��� �� �����!

0�� ����� ����	 * �� ������� ����� ����
����� ��� fl	 l = 0, ..., L	 ����� �����

����������	 �� ��� &��
� ��� ������������ ���� ��� 
��������� ������������� �� ����� �

��
��� �� ����
�� ����������	 �����
� ���� ������ ����� ��
����	 ��� $���� ���������	 ��

����������� 
�� ��
����!

1�� $����� ������	 � ������� �� ���������	 �� ��
� ��������� ������
����� 
� �

��
������ 
� ���� ��������� 
� ������ ����
� � �������� ������������	 ���	 ��� �� ������


� ����	 ���� �� �������� ���������! ,���&������ �������� � $����� ������ * ���������� ��

������� �������� 
� $���� ���������� ����������� ��������� 
�� �������� -�.�-��!

2�� ���� 
� ����� �������	 �� ����
���� Nf ��������� 
� ������ fk
l = {fk

0 , ..., fk
L}	

��������
��� � Nf ��������� ����� %

mk
s =

L∑
l=0

alf
k
l (s), s ∈ D, k = 1, ..., Nf ,

� �� 
���� �� {(1), ..., (Nf )} �� ����������� 
� {1, ..., Nf}! ,���������� 
� $����� ������

* ������
����� 
� � ��&������ ��� ������ 
� 
��������� �� ����������� 
�&�� �
���

{1, ..., Nf} ��������
��� ������
������ 
���� ��������� fk
l = {fk

0 , ..., fk
L} ����
� �� ��������
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���������� ������� ��

��������	
 ��������	 �������	 �� �����	��� ����	 �������	 ����	�

MSEk = E[‖χs − χ∗ks ‖2], k = 1, ..., Nf ,

�	�� χ∗ks ����� �� ��	�� �������	 �� �	����	�� s
 �	����	 �� �	����	 �� ����� mk
s 
 k =

1, ..., Nf �

��� ����	����� �� ��������� ��� � ������	�� ��� �����	��� MSEk �� ��������
 �

���	�	�	�� ��	�	�� ������� ���	��	�� �� �� ������ �� ���	 ��	���������	��  ������

� �� �������	�� ������ ���������
  �� �� �� �	����	 �� ���	���� �� ���	 ���	

����	�
 �������	 ������ �� ���	�	 �� �� ���� ����� �������� �	��������� �� �����

���� �	�� ��� ������

��! �����������
 ��� 	��� �	�����	�� fk
l = {fk

0 , ..., fk
L}
 �� ���	�	 �� ��	���������	��

"
	��	��	���# �	������ �� ���������� �� ���� ����	��� ��� ������� MSEk
 k =
1, ..., Nf 
 �	�� ���� �� n ����� χ∗ksi

�� χsi

 i = 1, ..., n
 	������� �� ����� χs−i = (χsj

)j �=i

�	�� ��������	 �� ������	�

$� �	�� �	������	 �� ����� ���	��	 χs−i ����	����	 �� ��	 χsi
�� ����� 	�������


� ���� χ∗ksi
% �	������ �	��������	 �	 �����	�� �� &�������

χ∗ksi
=
∑
j �=i

λ∗kj χsj
, i = 1, ..., n; k = 1, ..., Nf ,

�	�� � ���� λ∗kj �	�	 ���������� ���	�����	 �� ������ "'�'(#
 �������	 � �������� ��

����� mk
s � �� �	����	 �� ���	���� ���	 ����	�
 	��� �	����	 γ(h) = C(0)I{0}
 �	�� I

��������� � �����	�� �����������

)� �	�� ��� � ���� 	������ � �� �	����	 �� ���	 ����	� �	�����	��� �� ���� ���

����

χ∗ksi
=

1
n− 1

∑
j �=i

χsj , i = 1, ..., n; k = 1, ..., Nf ,

�� ����	 � ���� 	����� �������	
 �� �� ��	�

λ∗kj =
1

n− 1
, j 
= i.

* ������ �� ��	�� �������� χ∗ksi

 �� ���� ��� ��	�� MSEk ��+ ������ ������� �������	

�	 �����	�� ����	���	�

MSEk =
1
n

n∑
i=1

‖χsi
− χ∗ksi

‖2.

,����
 � ��������	�� ����� ������ {1, ..., Nf} % 	������ ����	��������	 ��� ��	�� ��

MSEk 	
 ���������������
 ����	��������	 �� SSEk
 ������	 �	���

SSEk =
n∑

i=1

‖χsi
− χ∗ksi

‖2 = ‖χs − χ∗ks ‖2Hn ,

�	����	 χ∗ks = (χ∗ks1
, ..., χ∗ksn

)�
,� ���	�	 ��������	 % ����������	 �������	����	 ���	���	 �� ������	�
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���������� ������� ��

��������� 	
�
 ���� ��� ����	

�
	��� χs1 , ..., χsn ��� ������� �������	�� ��� ���
	����	�

{χs, s ∈ D} � Nf �����
	��	 �	 ���
	��	 fk
l = {fk

0 , ..., fk
L} �����	���� �� 	� �������

�� �	����� ��� �����
	��� fk
l � k = 1, ..., Nf �

�� ��� ���	 i = 1, ..., n �������

�� ����
	����� 	� ���� χi � �	���������

 � ��������� χi ��� ���	��� χs−i ��� �� ������� ��� �	

���

χ∗ksi
=
∑
j �=i

λ∗jχsj
,

��� λ∗j ����
	��� ��� �	����� �	 !�	�	�� ���� ���� γ(h) = C(0)I{0}� fl = fk
l �

l = 1, ..., L�

"� #�������� �� ����� ����	 �����	 $������	�	 ��� 	 ���	 ��������	 χsi
� 	 �����	 ������	 χ∗ksi

�

SSEk =
n∑

i=1

‖χsi
− χ∗ksi

‖2,

� �� ������ $������	�� ���	��

MSEk =
1
n

n∑
i=1

‖χsi
− χ∗ksi

‖2;

%� &	����� ��'��'"� �� ���	 �����
	��� fk
l � k = 1, ..., Nf �

(� )��	���� {SSE1, ..., SSENf
} �� {MSE1, ...,MSENf

}� 	� ���� ���������� 	��	�	����'

�� ��� ������
	��� {(1), ..., (Nf )} �	 {1, ..., Nf}�

(SSE(1), ..., SSE(Nf )).

*� )��	���� �� �����
	��	 {fk
l }k=1,...,Nf

� ������� �+���	������� ������� ����� ������
	���

{(1), ..., (Nf )}�
{f (k)

l }(k)=1,...,Nf

� ����
	����� 	� ����� ���	���

mopt
s =

L∑
l=0

alf
opt
l (s), s ∈ D,

��� fopt
l = f

(1)
l �

����
������ ���� �� �	� ��������������� � ��������� �� ��������� ���  ��! ���  �
	���

�"������ ��������� � ��� #����
����� �� 	������ ����������������� �� 	������������ �������
�$

����� ��%� ��� #���&���� �'� �� ������� �� ��	�� ������  ������ �� �������� ���������� ��� �	�
�

� 	� �� ��	�  �����������
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���������� ������� ��

k � fk
l mk

s �s = (x, y)�

� � {1, x} a0 + a1x
� � {1, y} a0 + a1y
� � {1, x, y} a0 + a1x + a2y
	 � {1, x2} a0 + a1x

2


 � {1, y2} a0 + a1y
2

� � {1, xy} a0 + a1xy
� � {1, x2, y2} a0 + a1x

2 + a2y
2

� � {1, x2, y2, xy} a0 + a1x
2 + a2y

2 + a3xy

������ 
��� ����� ���������� ��� �� ����� �������  ���!"�#������ 
�� �� �������  � ������������
� �������

�� ����� ���������� �$���� ��� �� ����� �� �������  � ������������ � ������ � ������� �� %�����

��&��� �����&���� �!"�#������ 
�� ���� ��������� �� ������ 
���

'�� "�#������ 
�� � 
�� ������� �!�##����  ���� ��� ��  � ����������� ���������� ����� (������


�� � 
�	 � ������� �� �� ��$�� � ������� �����$��� �  ��� ����� )*������� �+�

��� ������	
��� 	 �	�� �������� ��� ������ �� ����� 	

�������� ����	���

�!"�#������ 
�� ����� ���� ����� (������ 
�� $�������  �  ���$$������� �� &���������, ��������

 �����������$�- �������������  �� �������  � �����-  ���� &���������, ��������  � $�������� ����.

�����- �&&��� �� ���� �� δs  �� ���$����- �� �&� ��� � ��� ����� '�(  ���� ����� $���������

�-  � $����#�����- ��� �����  �� ���� �� ������������

*�� �!�������  ���!"�#������ 
�� / ���������  ���������� �� ����� ������ �� ����� ���&���&�

��� �� �������  � Nf ����� $�� � ���- ���������� � ��� {f1
l , ..., f

Nf

l } �� $���������  � ��������

fopt
l ��0 � ���� �  ��$��&��� �� �� �� �������� ms  �� ���$���� �����������

1����� ��#������ ������� ��� �����$��� �  ��� �������$� ��� ����������- $�������� � �������

 ��  ������ #�������� ����������� �##����  � ��� �� ����� (����������� 	����  �� *������� 	�

����� � ���	

2� �����  ������ χs1 , ..., χsn
��� %���� / ����� &������� �� $������������  �#�� "�#������ 
��

� 
�� / ����� $�������� $��� �����  � �� ���� �� ����������� � �� �� ����� �  � �� �������

 � ����� � $��3$����� $�������- ������� ��� ����  �$������ )����+�

χs = ms + δs.

2� �����$�����- ��� �� ���� �� δs / ����� $���� ����� �� �� ����� $���� ��������� ������.

���� #�������� ����� ����� ��� ��  � �����������  �� *������� 	- $�������� ���� ���� �����
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������ 	
�� � �������� � ������� ����� ��� ����� ���������� s1, ..., s100� ����� �������
���������� ��������� ��� ����������� χs = (χs1 , ..., χs100)� ����� ms = (ms1 , ...,ms100)� �������
����������� δs = (δs1 , ..., δs100)


���������� ��
��� ��������� �� ��������

δs(z) = Φ0(s) exp {−z/β}, z ∈ T = [0, 10000],

��!� Φ0(s) " �� ����� ��������� � !����� ����� � ����� ����� � !���������� �������������

γ(h) =

{
80(1− e−3h/75), h > 0
0, h = 0,

��������� �� �������� �� �#��������


$� �������� δs = (δs1 , ..., δsn
) ����� ��� �� ����������� ��� ������� ��� ����������� �� %����

���� ����� ��������� �� %����� ������� ��� &�������� 	
� � 	
� " �� �������� �������� ��� ��

������ �� ����������� ��� '������� � � ��������� �� ������ �
	


(�� �� ������� �� ����� " ��!��� ����� ����������� �� ������

ms(z) = a0 + a1x + a2y, s = (x, y) ∈ D, z ∈ T ,

��!� a0, a1, a2 ���� ���)������ ����� ���� � a0 = 5.0 a1 = 7.5 · 10−3 a2 = 4.25 · 10−3 

������������ ���� ����* �� ������ �� x � y � �#��������


$� ������� ���������� " ������������� ����� ������ 	
� 	
� 	
+ � 	
�
 $� ����������� ��

������ 	
� 	
+ � 	
� �������� � ���,�� ������� ����-������ ������� �� ����������� ����� %���� "

����� �������� �� �������� �� ���������* n = 100 χs1 , ..., χs100  ��� z = {0; 2500; 7500; 10000}
�� ���� ����� ������� ����������� ��� ������� ��� �� ����� ����������� ��� �� ������ ��

.��!����� /������ � ������� ��� �������� χs


'������������ ��� �� ������ ��� '������� � �� ������ �� 0��1��� ����������� ��� �� �������

��������!� " �� ������ L2 ����� �������� %������� �������1��� ������ ��� �������� ������� �

����� ����� ������ �������� ����� ��
���
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������ �	�� ��������� ����� ������������ ��� ������ ������ δs ����������� ������� ��

����������� ��� z = {0; 5000; 10000} �	
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(k) k fk
l SSEk

��� � {1, x, y} ������	

��� � {1, x2, y2, xy} ������	�
���  {1, xy} ����
	
�
� � {1, x2, y2} �����	

��� � {1, y} ������	�
�� 
 {1, x2} ������	�
��� � {1, x} �
���
	�
��� � {1, y2} �
����	�

������� �	�� ����������� ��� ����� ��� �� ������� ��������� χs	

����� � ���	
���� � ���	
������

��  !���� ��"���� ������� �������� � ���!����� �����!�� ���������� #�� $�#������ �	� � �	� ��

���� ��������� ���������� ����� %������"���� �	�	�	

�� �����������& �'������� ���( �)���� �� �!� �������� ��� �'�!����� ����'$�#������ �	�& ���(

�������� ����"������ �� ����� �������� ��� �� *���� ��������� �� ������� �	� �%�"���� �	��&

 !���� ���( ��������� �'$�#������ �	� � ������� ����� ���!��!�� �� ����� ����)��!���	

�� ������������� ��� ������ ���( )��!���� �� ������� ���)���)� �����)���� !�'�������

�� �����+)�����"����&  !���� �������� ���� ��������( �� ���)��#��"�	 ��,��& ���( )��!���� ��

���!���""� ����� ��������#�� ���������� ������)������ ���� ���������,��"���� ��� ������� ��

)����#����� � ����� ���� ��� � ���-������ ��� ����� al& l = 0, ..., L	

������� ���	
��
�� �	 �����

%� ��������� �!� !� �� ������� ��� ���"������� ��������� χs1 , ..., χsn
���������� ����� %������+

"���� �	�	�	

$� ,�� �� �������!��� !� ����� �� *!�"���� �����)���� �� ������ �� .��)����� /��#��#

0 ���������� �� ����� �!�#� ����"������ �� *���� �� ����� ��1 ������ ���� ������"���� �����

)���������( ���"���� �������������� ��� *�������	

2�� *���  !����& �'$�#������ �	� 0 ����� ��������� �� ������� *!�"������& ��������� �'����+

������� ��� ����� ��������� �� ������� �	�	

3� ���!��!�� ����"������ ���!��� ���������

ms(z) = a0 + a1x + a2y, s = (x, y) ∈ D, z ∈ T ,

�))��� �� �������� ������� �� ����� �� #�����"����	

4�� #��,�� ��������� �� 5�#!�� �	� ���� ������������� � )����#����� �����!�� ����� �����

�����"���� ����'$�#������ �	�	 6��� �� �!7 ������& � )����#����� �������������� �� ����� �&

� � & ����)��!��� ����'$�#������ �	� ���� � ������� ��#�����& ������������� �� )����#�����

�������� ����� *���� ��1 ���"�������� ���� �������� ��*���� !�� �8���� �����)��( )���� �� �����
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������ 	
	� ���������� ��� ������� δk
s � �� ������� ����� ���� �� ����� �� ������� 	
�� �������

�� ��� ����� ��������� ������������ 	
�
 �� ������ ��������� ��� ������ ��� � ��� ��� ��

!����� ��� ��������� �� ���������� ����� ���� ����� ����� ������� �"�� �� ����� �������

��� ������ ����� ������� �� # ����� ��� � ��������


�� ��������$ ������������ ����������� ���� �� ���� �� ����� ����� �������� �����������

��$ ����� ���� �������� �� %� &�


'���� ���� ��� ���������� ������������ ������������ �� ������ �� ����� (� )� � � 	� ��*

��� ��� ������ ��� ������������ SSEk� �� ������ ������ �"�� �� ����� �� �� ����

��� ����� �� ����������� � ������ ����� ��� ��������� x  y �� ������ � ��������� ��

������� ��+������ �� ����������$ �������� �������������� ��� ������


������� ����		
�������
 �� �����  �������� �������

,�� ���� ��������� �� ����� ����� ����������� ����� ������������ 	
( � ���� ��-

� �"� �� ������ ����� ������� ���������� �� �������������� ����� ����������$ ��������

�������������� ��� ������ ��������� # ���� ������ ��������� ��������� 	
�


���$ �� ���������� � ����� �.������  ����� �� ����� �� ���������� �����������

� ��� ���� ������� ��� � ��+������
 ������ !����� ���������� � ��������� �� ����������

������� ��������� ��������� 	
� ������ ������������������ �������� �� ��������� /
0�

������������� �� ���������� �� � (
�0
�


1�������� 	
� # ���� ��������  ����� �� ����� �� ��������� � NGLS
max = 5� �"��

��� ���$ ������ ����� ��������� 	
0
(
) # �������� ��+������ � ������������ �� �����

��� ������� �� ����� 2 ��� �������� ��������� �� ����� �����������

�
 � ��������� âGLS �������2
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���������� ������� ���

��� �� ��	
� �� ����� ms ��	��� ��� �� 	����� ����

���� �� ��	� �	
����� � 
���	������ ��� ��������		� ��� ������ ����������� �������� ��� �

	����� ��� ��
����� ��

��� �� ������ ���������� δ∗s ��	��� ��� �� 	����� �� ��������  ������ � 
������ ��� 	������

�� ��������		� ��	����

�� �� ��	
� ���������� χ∗s ��	��� ��� �� 	����� �� !�������  ������ � 
������ ��� ��	
����

χs � ��� 	������ �� ��������		� ��	����

"� 
����������� �� ��	� χ∗s � δ∗s ��� 
���� ���#��� ��$ ��	� �� ��	� ��� ��	
� �� ����� �� 
����

���� ��� ���� �������� � ��� ������� �%��
������ �	
�� [0, 100] × [0, 150] &	� ��� 
��
��
������	���� � � ' &	�

"� (����� )�* ��� ��
������ � ���+������ âGLS
0 , âGLS

1 , âGLS
2 ��	��� ��� �� 	����� 
��
����

� ��������� ��� �� ��	� ��� � � 
���	���� �� ������������

�,���������� ������ ���� ��	� - ���� %�����.���� ��������� �� 	���� ��������� �����

�������� ���/���� ������ ��������� �� %������01

ς2
l =

1
|T |Λll, 2)��3

���� Λ - �� 	������ �� ���������� 
������ ����� ��	����� âGLS
l � "������� �,�
������ 2)��3

�����
���� ���� ������� ����,�
������� ���������� 24�.������� '�)3 �� al� ���	�������� ��
��#

�� ���� 	���� ��� ��	����� ��������� �� 2)��3 - �%��������� �� L2 ���� 	���� ��������� �����

�������� �������� ς2
l (t) 24�.������� ���3� ������ �� ������� ����

��� ����,5�	
�� '�'1

ς2
l =

1
|T |Λll =

=
1
|T | (E[‖âGLS

l ‖2]− ‖E[âGLS
l ]‖2) =

=
1
|T |

ˆ
T

ς2
l (t)dt.

6�� %���� 	������ �� .�� �� ������� ��,����������� ����� �����/����0 ������ ���� ��	�� ��

(����� )�* ���� ��	� 
������� ��� ���� ����	
������ �� ����� �����
������� � âGLS
l ±

2ς̂l 2����� ������������3� ���� ς̂l ������ �� ��	����� ��	
������� �� ςl� �������� ����� ��	�

��	
������� Λ̂ �� Λ ��	�1

ς̂2
l =

1
|T | Λ̂ll, l = 0, ..., L.

7�������� - ��+���� ����������� ��,�����
��������� 
�� � 
���	���� âGLS
l � ��� 
������

���������� �������	���� �� %���� �� 
���������0 ��� ���	��� �� ����� � � %���� ��
�� � ���.��

������� �������� 
�8 ���������� 
������ �������� �� �� �� ��
������� 
�������

"� (����� )�9� )�: � )�; ��� %����� ����������� �� 	�

� �������� ���� ������������� ��

������	���� ��� �� 	�

� ���������� ���� 
��	� 2��	� ���3 � ���� %����� ���������� 2��	�
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�������� ��� �������" ���� ����	 m̂r ��� ����� � #	��	 �� ���$����	 �����	�� m̂r(z)± 2σ̂r(z)
��� ���� ��	������	���" ���� σ̂r(z) % �	 ����	����� ��	��	�� ����	�	 �����	������ �	� �������
�� �������	���	������

������� ����	
�
� �� �������	��������

&'	�	���� �� �������	���	����� ������������	 �����	 ��� �	������ (	 �����	�� ������	�� ��

	������ ��� �� ������	����� �����������

)� �	������	��" �	��	 ����	����	����� ����� ����� �������� ��� �� ������ �� �������	�  ���

����" ������	�� �� �����	 
���" % �������� �	 ���#���	�����* ����'��������	����� ��� �	���� �� z

�������� 	��� ����" ������ �	 ���������� ����	 ���������� % ��������� 	� �������� �� z�

&� ��	��� ��	 � �	���� ������	�� � � �	���� �������� % ��	�� +�	���$�	�� 	���	����� �	 ��	������	

SSEi�

SSEi = ‖χsi
− χ∗si

‖2, i = 1, ..., n.

) ������	�� ����'	�	���� �� �������	���	����� ���� �����	�� �� ,	#���	 
�-� .���'�����	 ���	

����	 ,	#���	 
�- % ������	�	 �	 ����	 �	�����	��	 ��� �	��� ����� ����	 ����	 +�	��	���	 ��

χs�

En[‖χs‖2] =
1
n

n∑
i=1

‖χsi
‖2.

&� ��	������(� ����	 ������#������ �������	 �� SSEi ������� ������ ��/	��� ���/����	�� ���

+����	 +�	����*" ��������� �� SSE ���	����" SSErel. = SSE
En[‖χs‖2] " �� ��� ��	������(� ����

�����	�� ����	 ����	 ������	 ����	 ,	#���	 
�-�

0	 +����� ������ ��	������(�" �� ��1 ���	�� �(� �� ��	��� ���	���� % ����	����� ��/������

	� 23" ����	��� �� �������	����� ����'�������� % ��� ��������� ����� ������/	������
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���������� ������� ���

SSE SSE(rel.)

������ �	
� �	�·10−8

������� 
���	� �	��
����� ��
�	� �	��
������� �
���	� �	���
���	 ���	 �����	
 �	�
�
����� ������	� �	���

En[‖χs‖2] �������	�

������� �	�� ������� �� ����� !�����"����		 ��������#$� ����� �������%"���� ����� �#����
&%������#� SSE � ����� �#���� &%������#� �������� SSE(rel.)

������� ���	
��
�� �
������������

�� '�� �� ��%����� �� #�����(��"� ����)��(������ �	� ���� ����� #���������� �� ��*����"� �����

��� �� ����� ��� ����� � �����"���� #����#%���� �%� +%��� ����� (��(��� #����������, ��(��������

�� �(�� �����"����, +�� �(�� z '������

dGLS(m̂(z)N+1, m̂(z)N ) =
1

Ng

Ng∑
g=1

[m̂sg
(z)N+1, m̂sg

(z)N ], z ∈ T , -�	
.

���� Ng = 10201 ����#� �� �%���� �� +%��� �%��� (��(���, ������ m̂sg (z)N ����#� �� �����

��#����%��� ���)�����"���� N �� +���"���� sg	

/� 0�(%�� �	�
 1 �������� �)��������� ����� ������"� dGLS(m̂N+1, m̂N ) ����� +���� � ��� 

��"���� ����)��(������, +�� � ������ �� z '����� -z = {0; 2500; 5000; 7500; 10000} �. � ��������

�%� ������ �� z ∈ [0, 10000] �, #��1 #������������

d
GLS

(m̂N+1, m̂N ) =
1
|T |

ˆ
T

dGLS(m̂(z)N+1, m̂(z)N )dz. -�	�.

����)����(��� ���%��� #$���� #��� �)��(������ �� �������""� �� ���� ����� ����#�, ����� 

����� %�)��#����"���� �� �� ����� ����� �	�2, ��#������� � (����������, (�3 ����� �� &%����

�����"����	 �� ���� ������� #$�, � +������ ����� ��#���� �����"����, �� ��#����"���� +�4 ��+��

�� ����'#��� ���� 1 ��((���� �� ����������3 ��� 5�������, ����� +�� ������ �� z +������� ����

�	 6%���� 1 �� �##���� #�� &%���� ������ �� +��#����"� ��(%���� ���� ��((���� ��7#���3 ��

�����+���"���� �� +�����"� �� ���� ����������3 ��� 5�������, +������� �� z = 0 � � #�%�� �����

5���� ��+����"���� ��� ������� �� �����%�	

������� ������� �� ������
�

�%����� �� ��%��� ��� +���� ������� ��� ���"������� 1 ����� �����+���� � ����'#� �� ���%���""�

��� ������ ���+���� � �%� 5������� �� ������� +��������#� �� �����(�����, γ(h, ϑ), � �� ����

+�� � #��7#����� a0, a1, a2 ��� ����� �������%��� ���������� �)��(������ �	
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������ 	
��� ������ �� �����������
  ��������� �������� ����� ��������
dGLS(m̂(z)N+1, m̂(z)N )� ��� N = 1, ..., 5� z = {0; 2500; 5000; 7500; 10000} �
  �������

�������� ����� �������� ����� d
GLS

(m̂N+1, m̂N )


��� ������� ��� � ������ ��� � ���� �� � ���������� ��� ������� �� ����� ����� ��������

� ����������� ��� ����� � ������� ����� ������ � ����� �� ����������� ��� ������������� ���

������ !������ �� �� ����� ����� ���������� ��" �������� �� ���������� ����������� � ������ ��

�� ������� ���������� � ���������� ��������


#$�������� 	
� � ����� ��������� !����� ��� �������� �����

�
 %������ �� ����������� ������� �  ��� �������� ��� � ���������� al� l = 0, 1, 2 &�������'

��(������� ��� ������� �� �����������)*

�
 %������ �� ����������� ������� �  ��� �� +'������ �� ���� ��� � ���������� al� l =
0, 1, 2� ��� ���� ������� �� zk = {2500, 5000, 7500} � &���������(������� ��� ������� ��

����������� � �����  ��� ��� ����������)


,� ������������� ����$�������� 	
� � ����� �������� ������������ �� ����� �� -������

�������� � � ��������� �� �����'�����������


,� ������ 	
�.� 	
�/ � 	
�	 ���� ����������� � �������'���� �������� ���� ������������� ��

����������� ��� � ���(�� �������� ��� ��� ���� �� �������
 0� ��1 ������ ��� �� ����� � ����

� �������� �$�2���� �������������� ��� ������ -������* ��������� ��� �� ���������� ��2������

�����(������ ����� ����� ����������� ��� ��� ����


,�(��� �� ������ 	
�3 ���� ��������� � ����������� ������� ��� ������� (���� ����� ���

���������� ����������
 ��� ���(�� �� ��1 ������ ��� �� ����� � ���� �� ������� (���� � �������'

������� �� ��� �������� ������� �� ������ �� �	���� � ��� �������� ��2������ ����������� ���

������������� ��� ��� ������������ ����������� ����������
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������ �	�
� ������ �� ����������	 ������� ��� �� ������������ �� ���������� ��� ����
����� χs ������ ����� � �������������� ��  �!����� "����� ���� � ��������� ��������������
�	� ������� �� ������� �� !���������� ���������� � ���� ������� ��� � ���#����� al

������� �����$ ������� ������� � ���� ������� ������ �����$ ������� ������� � ���� ��������
�%����� �����	 &�� �� ������������ �� ����������� ���� ��������� s1, ..., s100 � �������
���� ����� ������������ ��� z = {0; 5000; 10000} �	 &�� �� ������ ����������� ����� ��!���
���� ������� �����������$

√
σ̂2

UK/10000 �� ��������$ � ����� ��  �!����� "����� ���
z = {0; 5000; 10000} �	
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 ��������� ��� �� ����� �������� ������ ������ �� ����� � !
��� ����� �������� "�� ������� �� #���������� ������������ � ���� "������� ��� � "��$"����� al

���"���� ������ ������� �����"� � ���� "������� ������ ������ ������� �����"� � ���� ����������
�%����� ������ ��� z = {0; 5000; 10000} �
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��"����� rCV

i ! i = 1, ..., n! ��� � ���� �������� � � ���� �������� �� ������ ! ���� ����� m̂r ��
��� � ���� �� ��#���� ������� m̂r(z)± 2σ̂r(z) �� ��� ������������ ! ���� σ̂r(z) $ ��
��������� ������� ������� ���������� ��� ������� �� ����������������	
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a2 ���·10−5 ��	·10−5 ����·10−5 ����·10−5 
���·10−5 ����·10−5 
���·10−5

������ 	�	� ���������� βj � j = 1, ..., 7� �������� ��� �� ������ ���� !�� ����� "�� �������
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#����� 	���� $� �������� � !������ %���� !�� ����� ��&������� s1, ..., s100' �����!� !������
"�� ������ ��������� ��� ��� ������� χs = (χs1 , ..., χs100)' ����� ms = (ms1 , ...,ms100)' ����!��
��� ������� δs = (δs1 , ..., δs100)�

��� ���������� ���� ����� ��������� �� ��� ���� {Bj} !� (
������ �����)� *m = 4+� ,����!�
nk = 3 ��!� ������� zk = (2500, 5000, 7500) &�

al(z) =
m+nk∑
j=1

βjBj(z),

!�-� �� ��!����� ��� βj � ���������� !���.����������� ��� j = 1, ...,m + nk� / ���������� !����

������ �����)� �������� ��� �� ��&��� ���� ���� ��������� �� ������ 	�	�

/ ���,�� ������-� �� !������ �������� ���� ������������� �� #����� 	���� 	��� � 	���� /�

���,�� ������� !�� ����!�� 0 �� &�!���&� !���� #����� 	�� �! 0 �������� �&�����

/�,��� ��� �� ����� !� ������� �� �������  � !���� 1������&� 	�� � 	�� �� -������ !���� ��


&������2 ��&�������� !�� !������� ���� ����� �����!����� !�� �������&����� !� (χs1 , ..., χs100)�
���� �����!� �� ����������� � ���&� �� !��� � � ���&� �� !��� !�� ��&������ / !������ ��!����

���� ��������� �� #����� 	��� � 	����

����� � ���	
���� � ���	
������

1������&���� ���.������� �-���� ����� 3� ���� 	��� ������� ��� ��������� �� ����������� ��� 1���


���&� 	�� � 	��' �� �� �����!� &�&���� ���2 -������� �� ���-����� � !�� &���!�� �-���� ��.�
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z = {0; 5000; 10000} �
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������ 	
��� �� �������� � ������� ����� ��� ����� ���������� s1, ..., s30 ������� !���������

��������� ��� ����������� χs = (χs1 , ..., χs30) ����� ms = (ms1 , ...,ms30) ������� �����������

δs = (δs1 , ..., δs30)
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������ 	
��� � �������� � ������� ����� ��� ����� ���������� s1, ..., s10� ������� ����������
��������� ��� ����������� χs = (χs1 , ..., χs10)� ����� ms = (ms1 , ...,ms10)� ������� �����������
δs = (δs1 , ..., δs10)


(k) k fk
l SSEk

��� � {1, x, y} ����	�
�
���  {1, x2, y2, xy} ����!�
�
��� ! {1, x2, y2} ������
�
��� " {1, xy} 	�	� �
 
�	� � {1, y} 	�!! �
 
�"� 	 {1, y2} !�#�	�
�
�!� � {1, x} �#"�!��
#
� � � {1, x2} �# ���#
�

$�%���� 	
"� &���������� ��� ����� ��� �������� ���'���'� �������� ����(������������
����()�������� 	
�


������ �� �����*'���������� �� ��+�� ��� '���+�� �� ��%������� �������� ���� ���������+�������

��� ������� �� '���������� � ���� ���������, ��� ��������


������� ���	
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 �
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 ��	���
���
 �	 �����
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���
 �
�����
��� �	 ����� �� ��������
���


����
 �		� �
��� ����
��	� !"

ms(z) = a0(z) + a1(z)x + a2(z)y, s = (x, y) ∈ D, z ∈ T . #��$%

�	 &�� �� ����&���� 	� �����
������' ��	 �����
 ��������� ��		� ���	�� ��	 ����� #��$%�

� ����
 ���	����� ���������
�� ��		��	�
����
 ���� ��	����
 �� ������
	��� � ����
������
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�����	 
��� �	�����	��� ��� ������� δk
s � 	� �	��	�� ����� ����� �� ����� �� �	����	 
���

�������� �	 ��	 ����	 ����	����� �������������� 
���  �� !�������� ��	 � �	������� �� ������
	��������� 	��� ������� �!	�� ��� ��	��� ����� �����	���

���������	�� ��� ������� !	�!��	�� ��� !�	�!��	 ����	 ��� ������

"� �����	 
��� ���� ������	�� �	�� ����� ������!#� !��� �� ��$ ������	��� �� �	�����	��	

!������������� 	� ������� �� ����� ��������	�� % !	�	�������	�� �	��	 ����	 ��& ��	����	��	�

������ � �	�����	��� ������!� ���	���� 	� ������� 
� � � '� !#� ���� ����� ����� ������ ���������

����������	����� �������� �	������������ 
��� ��� #	��� 	�!��	 �� !	�	��������!#� �� ��	���(

�	����) 	����� ��� �� ������� *�� �	���!��	�� �� ���� �	 !���!��	 �����+�	��	��!	 ����� �����

���	���� 	� ������� � � ',�

������� ����		
�������
 �� �����  �������� �������

-�	 ����	 ��������	�� �� ����� �����	�� !�� ��	������ �������������� 
��� % ��	�� 	����!	��

����������� 
�� !�� ���!�������� 	�	���� 	 +����� ���!����� ����	 .����������� 
�������

 ���� ������ 
��' ���� ������	�� � !��/!����� �� �����	����� 	 !�������� !�� � !��/!�����

����	�� 	��	 ����	 � 	��������	 ����	����� ��� ���!�������� �	������	���� �� ��$ ���	�� !#�

�� ���!�������� ������!� ��	 ����	 ����� ����	 ��� �� ��!���� � ����� !��/!����� ��� �������

�� ������ ������ �	 ����	 ��� ����� !��/!����� % ����������� ���� 	!!��	�	� 0����������	

% ����	��	 ���	�	 	 ��	 �	��	�����) �	������� �	���	�	 	�!#� �� +����� !	�� 	���	����� ς̂2
l �

l = 0, 1, 2� !��� ������	�� ��� ��	1!��
"� �����	 
��
� 
��2 � 
��3 ���� ����!� �����	�� � ��	1!� !������ �������� ��� �����	�����

	��	 ����	 � �����	 ����	����� �������������� 
�� 	 !�������� !�� �� �	��� �� ������������
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������ 	
��� ��������� ��� ����� âGLS
l � l = 0, 1, 2� ������� ��� �� ������ ��� ������

�������� ��������� � ��������� ��� �� ����� ��� ������ �������� ������� � ��� �  �����  ���
������ �������� �����
 �� ����� ������������ �������� ���������� ��!������"���� �����  ����#����$
%�������� ����� ���� ��  �����"���� �� âGLS

l ± 2ς̂l


&��'� �� (����� ���� ) � ������ �!�*���� ��������""���� ����!�����%���"���� �� �������+ �

,�� ����� -������� %�������������� �����.���� � %��  ����� �� z %������� ���� "���
 �� �����

.���� ��� ������� �� ����� ) ����� �� ��������� ����� �������� �� ����� ���������� �� �������

��� �� #���� ����� ��� ���������� ������� ��� ������
 /�� �� ���������� �� ��� ��*����"�

������"���� ��� �� ����� ��� � �� ����� ���


0�.��� ��  ���.�� ����� ���"��������$ ��� ������� δs ) �  ����� ����� ���� ��  ������""�"����

���  ���������� �%���������� ��%������ �� ������ 	
�1� ���������""��� �� ��� ����� ��$  ����

�� #���� �� ������%�����"� ����!������� � ����� %�����"� �� �� ���� ��� ������� �����  �����"�

���%�������


������� ���	
���� � ��������
�������

0� ���%��������� %�� ��� � ��� %����������� �� ,�� ����� -������ ) �����  ������� ����� ����

��!������� �� �����2 �����"���� �� ��%� ��	
��������


0� 3�#���� 	
4 ���� ��%������ �� ���������'� ������ � ���� ������ (��������� SSEi � ����

������ (��������� ������ � SSE
(rel.)
i � ���������� ����� ������"����


&��'� �� (����� ���� �� %�� ������ ) ��� ���%����� ����� #����� %���������� ��� ������

����� ������ � ��������� ���!�5
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�������� ��� �������# ���� ����	 m̂r ��� ����� � $	��	 �� ���%����	 �����	�� m̂r(z)± 2σ̂r(z)
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�	��	$����( ��� ����	��� ����� �'	�����	 z�
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����'	�0��������� ��� �	�� ����� �'	�����	 z ����	 �	��	$��� 1������	���
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�����	 
��� � �������	� ���	����� ����	 ����	��	 dGLS(m̂(z)N+1, m̂(z)N )� ��� N =
1, ..., 5� z = {0; 2500; 5000; 7500; 10000}� � �����	� ���	����� ����	 ����	��	 ����	

d
GLS

(m̂N+1, m̂N )�

��� ������ ������� � ������	�� �� ��������� �	���	�� �	 �	�	��� ��������	 ��� ������ ��

��� ����	����� ��! ������"�� ������ ��� �	�	��� �� ��������� ���������	����� �	�� 	 n = 30
� n = 10 ������	����� #������ 
��� � 
���$�

%������������ ��� �� 	�	���� ������ ��� �	�	��� ��������� 	� �	�	��� ������� � ��	�� 	�&

����	�� �� ������ �� '������	� (������ 	�����	�� 	��	 ����	 ��� ����� �������	 	���	�����

�)��������� 
��� ��������	��� ��������	������ �� ������� �� ����� ��	���� �)��������� 
���

*�� �	�	��� �� ��������� n = 10� � ��	�� ������ �� ��� 	�����	�� �	 ����	 +%&,������	�

��� ������� �� �	�����	��	 	 �	��	 ����	 ��	��	 ���������� ����� ����� ,������	� ��� ����&

����� ��� �	������ ����� �������

����	����� �)��������� 
��� �� ����	�,� � �	�� � ��	�� ��������	�� ���� ������� �� �����

�����	���

ms(z) = a0(z) + a1(z)x + a2(z)y, s = (x, y) ∈ D, z ∈ T , #
�
$

�������������� 	� ������� �� �����	������

'�	 ����	 ��������	�� �� ������� #
�
$� ���� ��	�� ����	�� � ���-������ a0, a1, a2 ��� �����

��� ����� �� ������ ����	����� ����)��������� 
��� ��������� �� ����� ������	�� �� �����	 
����

.	��� ���	���� �� ������ �"�� ��	���/�	��� �	 �	��	,���� ���	�� �� âGLS
l ��	���� �	 ����	 ς̂2

l

����	 ����	 ������	�� ��/���	 �	��	 #
��$� l = 0, 1, 2� �� ����� �������� ������	�� �	�	�������	��

�	 ��)���������	 ��������� 	��	 ����������� ����	 ��������� �	�����	��	�

0� �	��� �� 1����	�2 � '������	� (������� ������	�� �� �����	 
��� � 
��� ��� �� �	�&

����� �� ��������� n = 30 � �� �����	 
��3 � 
��
 ��� �� �	������ �� ��������� n = 10�
��������	�� ��	 ������������� ��� ��������� 	�����	,���4 ����	��	� �	��� ���	���� �����	���
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�����	 
��� ��	���� �� ���������	 �������� 	��	 ���������� �	�����	��	� ��� n = 100 �����	
���	�� n = 30 �������	 ���	�� n = 10 �����	 ���	��  �� ��	!�� ���� �	��������	�� � ���"������
âGLS

l � l = 0, 1, 2� ����	�� ��� �� ������ #$% �����	 �������	 �����	�	� 	 ���&����� ��� �	
����	 '$% �����	 �������	 �����	� � ��� � (	���� (��� �����	 �������	 ���	�� $� ����� ��	����)
��	�� �����	�� &��������� ��*�����	����� ����	 (	��	������ �����	��� 	���	(���� �	 (	���	�����
�� âGLS

l ± 2ς̂2
l �
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�����	 
��� ��	���� �� ���������	 �������� 	��	 ���������� �	�����	��	� n = 30� ���������
��	 �	 ��	����	����� �� �����������  ����	 ���	! ��� �������� χs� �"��������	����� �� #��$���	�
%������ ���� 
 ����	����� ����"��������� 
��  ����	 &'(� ������	 ���	! ��� �� �	�	��� ��
���������� n = 30� )�� �	 ��	����	����� �� ����������� ����� �	�����	�� s1, ..., s30 � �������*
���� ����	 ��	����	����� ��� z = {0; 5000; 10000} �� )�� �� ����� &'( �������*���� ����	
��$�	����� ��	��	�� ����	����	�	�

√
σ̂2

UK/10000  	 �������	!� � �	��� �� #��$���	� %������
��� z = {0; 5000; 10000} ��

+ �$������ �"�,���� �����	����	��� ��� ������� ��- �����.�	��$� 	� ���������� ����	 ����������

�	�����	��	�

/	� ����� �� $���	 ���$���$�� �� �������	����� ��� ������ + ��	�� $	���	�� 	���	$����

��"	�	���� �� �����*$	���	����� ������������	� 0� 1	����	 
�2 ���� ������	��� 	 ���������� ��

��	������3� ���	��$� 	��� ��	��� 4�	��	���� SSE � 	��� ��	��� 4�	��	���� ���	��$� SSE(rel.)�

��� n = 100, 30, 10�
/	��	 1	����	 
�2 �� ���	 �3�� 	� ���������� ����	 ���������� �	�����	��	� �� ������ ���*

$���$� ��� ������ ������� ��	 �����������5 ����	$�	 �� ����� �� �	�������� �	�����$��� ��

���	���� � $	���� ����� ��	��� 4�	��	���� ���	��$� ���� 	�����	�����

������� �� �	
������ ������	 �� �	���	 �� ����	������ � �	����� �	� �	�	���

�� ��	�� � �	� �	�	��� ������� �� ���������� n = 30 � n = 10� + ��	�	 �$���	 ��"	�	���� ��
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�����	 
���� �	���� �� ���������	 �������� 	��	 ���������� �	�����	��	� n = 30� ����
������ ��	 �	 ��	����	����� �� �����������  ����	 ���	! ��� ������� δs � �"��������	����� ��
#����	�$ %������ ���� 
 ����	����� ����"�������� 
��  ����	 &'(� ������	 ���	!� )�� �	
��	����	����� �� ������������ ����� �	�����	�� s1, ..., s30 � ������������ ����	 ��	����	�����
��� z = {0; 5000; 10000} �� )�� �� ����� &'(� ������������ ����	 ��*�	����� ��	��	�� ����
�	����	�	�

√
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 ����
������ ��� �� ������������� �� �����������  ����� ����! ��� �������� χs � �"�������������� ��
#��$����� %������ ���� 	 ���������� ����"�������� 	
�  ����� &'(� ������� ����! ��� �� ���
����� �� ���������� n = 10
 )�� �� ������������� �� ������������ ����� ���������� s1, ..., s10

� ������������ ����� ������������� ��� z = {0; 5000; 10000}
 )�� �� ����� &'(� ������������
����� ��$������� �������� �������������
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���&�)

�& n = 100, 30, 10 �		�&������

������� �	
�������� ������� �*�&$�

SSE SSE(rel.) SSE SSE(rel.)

���� ���� ����·10−8 ���� ����·10−7

������ ������� ����·10−3 ������� ����·10−3

���� ������� ����·10−3 ������� ����·10−3

��		�� �������� ����·10−2 �������� ����·10−2

���� ���� ������� ������ ������� ������
����� ��������� ������ ��������� ������

En[‖χs‖2] ���������

������� ��� !���	 � "��#	����� 	#� ����	�� $��
����� ����	�$%� ����� �	�&�#���� �����
	$�&�� '#��&��$� SSE � ����� 	$�&�� '#��&��$� &������ SSE(rel.) �� ��&�&� ��� �������
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 � ������� �	�� �������� ��� �������	� ������� ��� ������ � ���� ����	
��� ���� 
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i " i = 1, ..., n" ��	 � �	�� ������	�� � � �	�� �������� ��� ������ "
���� ����	 m̂r ��� ���� � �	��	 �� ���#����	 �����	�� m̂r(z)±2σ̂r(z) ��� ���� ��	������	�� "
���� σ̂r(z) $ �	 ����	����� ��	��	�� ����	�	 �����	������ �	� ������� �� �������	���	�����
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�������� �	 
� ���� ������ ������� ����� ����������� ����� ��������

��������� ��� ������ ���

�����	 
��� ��	���� �	 �	������� ��� �	�	�	 �	 �������	� � ����� �������� �	������� ���
�	�	�	 �	 �����	�� ������ ������ �	��

� �	�� �	������ �� �� ��  �	�� ��� !����� ���	���� 	� �" ��  �	���# 	�	��$$	�� �� ����	���# �%%��#

�&����	�� � �����# �%�%�# ����	��� � �����# �%�%	��  �	�� ���	���� 	� ���� ��	$���� ������������	

���� �	������ ��� �	�	 	�� ��� '����$�� ������������� ��� �	�	�	 ����	���# �%%��( �� �	�	���

�������� ��	�� ��� �)	�	���� * ������� ��� �� ���� 	��)������$$� ������������	
����������

����
	��������	���	
� �� * �����	�� ��� �	������ �� �����	 ����	 �����	 
���

��� �����	 
���� ��	�� ������	�� � 
���� ��	�� �������

+ �	����� �	� �	�	��� ���$���	�� �� ������	���� ���������� ����	 '�$���� 
��# �� ����� ��,

����� ����)	�	���� * ���������� ����	 �����	 ����� ��	$�� ���$���	�� ��� � �	�� � ����	 ������	

��- 	�	��	 ��� �� �	����� ����� ����	�$� ��	 � ���� ������	���

� ���������. ��� �� 	�	���� ������ ��� �	���� �� ���	��� ��%%��# * ��	�� /��	�� ���� ��	$��

�� 0�� ��� H �� ��	$�� L2 ����� ���$���� !�	��	�� ������	 ���# ���	�� ��� �������� ������� �

����	 ����	 �	 ���� ������	�

< f, g > =
ˆ
T

f(t) · g(t)dt

‖f‖ =

√ˆ
T
|f(t)|2dt,

��� f, g ∈ L2�

 �	�� �����	�� ���� !����� ��	�� �������	�� �� ��	  	�� �� 
1 ���$���� �� �������# �����	 ��

����	���# �%%�� ��� �� 	�������� �� �����,�	���	$���� ��� �	�	������	 ���$���	��� � �	�	���

���$���	�� ���2 �������� * �����	�� ��� �	������ �� �����	 ����	 �����	 
���

3�� ������� �	�. ���!�� �����	�� ����

{χs, s ∈ D}

�� �������� ����	����� ���$���	�� 	 �	���� �� L2 �4� �������� �	 ������	���	 ����	 �����	����	

����� �������� �	������� ��� �	�	�	# ������ ��� D �	�. �����	�� �� ������� ��	$�	�� ��
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�����	 
�� �	�	��� �������� ���	
	�� ���	���� �������
����� � �������	 �	��	 �����
�� ��	����� �������������� ������ �� ��	�� ���� ��	�� �������	�� � �	��� �� ������ ������	�
���� ����� �����	����� ����� 	�� �� �� 	��� ��	 �� �!
� � �!!� " 	���� �����	��#� � �����	
�	�	��� $������	�� �������������� 	��� ������	���� ����� �����	����� �������	�� ����� ��	�����
�������������� �� ����� 	������

����� 	�����% �	�� 	 D = [43◦N, 48◦N ] × [−69◦E,−60◦E]% ���� ���	��� �� �������	�� ��

��	���� ����� ����� 	�� 	���	 ���� �	 �����	 �	��������&'���(������������&)��(% s = (ζ, ϕ)%
�������� �� ��	�� "�����	 
��#�

*�� ��	��� ����	��	 �	 ������	 ��� �� ������� D% �� ���� ���� ���	�� ��� �����+��� ��	���

�� ����	���

�� ����	��	 �������	 �	����	�	 ����	 �����,��� �$����	 	 �	����� �	 ��������� ��	�$���	�����

����� �������	�� �����	,���

de(s̃1, s̃2) =
√

(ζ̃1 − ζ̃2)2 + (ϕ̃1 − ϕ̃2)2, s̃i = (ζ̃i, ϕ̃i) = (f̃(ζi), f̃(ϕi)) ∈ D, i = 1, 2.

"
��#

��� ����	��	 �������	 �	����	�	 ������	����� ����� �������	�� �����	,���

de(s1, s2) =
√

(ζ1 − ζ2)2 + (ϕ1 − ϕ2)2, si = (ζi, ϕi) ∈ D, i = 1, 2. "
��#

���� ����	��	 ��������	% �	����	�	% ��	��� 	��-	��������	����� �$����	 ����	 .���	% 	���	 ����

�	 $�����	 ��������	 ��������

dg(s1, s2) = 2Rm arcsin

(√
sin2

(
ζ1 − ζ2

2

)
+ cos(ζ1) cos(ζ2) sin2

(
ϕ1 − ϕ2

2

))
, "
��#

�� � si = (ζi, ϕi), i = 1, 2 � Rm � 6371 /� �����	 �� �	���� ����� ���������� ����	��� ��

�	� ���� �� �	�	����� Rm% �-����0 �� �����	 ����	 ����	��	 $�����	 �	��	 "
��# 1 �����������

)������� �� ���� ������ ��� �� �	����� ����	 ����	��	 �������	 ��% ��� �� +	�	�� �� ���������

���������� ����� �������	�� �� �	�����	 "2	�3��3��% ����#� 4	 ����	��	 ��������	 1 ���5 ��
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� ���� ������ ������� ����� ����������� ����� ��������

��������� ��� ������ ���

�������� 	��
������� ���� ������� ������� �� 	�� ��	����� �������������� ������� �� ������

�� ������ 	�� 	������ �� ������ ���� � �
��������� ��	������� ����� ������� �������

�������� ���� ������������ � ��������� ��  !"� �#��������� � ��� 	��������� �� ��� ��		�

	���� �$� 	�����%� �� ������� ��� � 	���� & 	������� �� '������ (������ � )���� �� ���������

�*��������� �)�����$������ �+,,"- ��
����� ������ �������� 	��������� �$� 	�����%��� �� ����

� �� 
����� �� ������� ��������� ���	�� ��������

.������ ��� ���� �� ����� �#���� �� ������������� ��� ��� ����� ������� ��	���� �������

��
������ � ��! /� �� �������� 01. � 2� /� �� �������� 31(� � ����� ���� �		������������

����� ������������ & ����� ����� � ������� �� ������� �������� �� ������ �� & �������� 	��1


������� ��%����� ��� �� ��������� � 	������� ��������� �� ������� �����%���� �#��	��������

�2�4"�

�������� �� & �������� 
���������� ��	������� ������� ��� ������� �$� ������� �� ���1

���������� �� ��������� �� ������ �	������� ���������� �� ������	� � �������� ���������

��� ������� ������� ��������������� ���� �$� �� ������� ������� ��� ��� �������� � 
����

��������� �� ���������� ��������5 ����#����5 � ������ ���� ������� ����������

6#����� 	����� �� ������� ������ ���� �2��"� �������� �� ����5 � ����� 	�� ������

���%������ �� �$�������� ���%������ �		���� �� �������� ����� �����	������ 	�� Rm- ��

������ ��� �����%��� �� ���������� ���� ������� ���� ����������%� ��5 	�� ������� ��
������

� 4  /� ����������� �  !"� ��
����� ���� �� 	�� �����%��� ���� 7����� 2�4� �� �*������ ���

�#������� ���� ������$� ������ & ��������� ���$� ����� ������������� � ��� ������ �	������

������%������ �������� ���� ������ ���� 	��%���� 8�������� �� 9�����

:�� ������ ����%�� �� ������� �������� & ����� 	��
����� ���� ������� ������� �� � ��� �

& ����� ������� 	�� �� ������� ������������$� �$� ������� ���������� ��� ������� �� ��	������

;#����������� ���� ������� ������ ���� �������$� & ����� �� 	���� � ����������1

�5 ���	���� ���� ������� 	�������� 	������� �� ������������ �$� $� ��	��������� ��	������� ��

������� � %���������� ���� ������������5 � ������	�� �� ���	�� ���� ���5 �������� �����

.������ 2���

��� �����	� 
��	��	���

����� ����	
	 �	 ���	����	��

<�� %���� �������� �� ������ 
��������� ��		��������� �� 7����� 2�� � ������ �� ������� ����

���������� ����� .������ 2��� �� & 	������� ��� �� %���������� ���� ������������5 �� ���	�

��������� χs�

= 	������ �� ���� & ����� ������� �� %���������� �������������� ������� ��� ���������

��	����� ��������� �	�
� � �������������� �6��������� 4���"� �������� �� ����� ��	������

�� 7����� 2���

6���� ����� �	���������� �������� %� & �%����� � ��� ������������5 �� 	�������� ��
�����

�� ��������� �	�
� 	������� ��� 
���� 	��������� �����	������� ��� �� 
���� �����������

������ � �� %���������� � ����������� �����������- ���� �*������� �� ������ ��� �� �����1
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�����	 
�� ��������� ��	 ����	��� ���������� �� ��������� �	����� �� ����	��� ����������
��	 � �� ���� ��� �	�	��� �	����	�� ��	���� �	 ����	��	 ��������	 dg �	 �������	� � �	 ����	��	
�������	 de ��� �����	 �� !�� "  	���� ����� ����	��� ���� �	��������	�� 	���	 ���� ������ �	�
����� � 	���� #	���� 	� ��	��� � 	���� 	����$ �� ��������� (i, j) ��� ��	%�� & �	��������	�	 �	
����	��	 dg(si, sj) � de(si, sj)� "� ����� �� ����	��� ����	 ����	 �	����� & '() �*���
+ !�)
����	 ������	 '() ,���-�+ !��
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(k) k fk
l SSEk

��� � {1, x2, y2, xy} ���	��
�
� � {1, x, y} ���	�
��� � {1, x2, y2} ���	��
��� � {1, xy} 

	��
��� � {1, y2} ���	��
��� 
 {1, y} ���	��
��� � {1, x} ���	��
��� � {1, x2} ��
	��

������� �	�� ����������� ����� ����� ���������� �� ����� ��� �� ���� �� ������	
 �������

�������
 ��������
	

!������  � ����"� #����� "$� �� !���������% ��� �������� ������� �� ����  ����#�������"�

�� "�� "��� ����� �� ����� � ���  � ��"��� "� �� ���� �� �� ����� ����� �� #���� �� �� "�������

����� ��&� ����� ��� �� �  ��!������  � �""� �� ���� !������� "����������  ������ ��� ����	

'��"�� ���� �����&$�  � ���&&��� ����(�  ��!������ �����  ���� ���������������) "$� ���*

�(���&��� ��� ���� ��(�!������ "��"�!��% !�� � �(����) ������ � ������"������ ���  �����

 ���������� � �� "���� �������� �� �� � ������ �����������	

+�������) ��  ����  ����������� ����"��� "$� �� ��  ��������% ��� �� �  ��!������ �������)

�� "�� "��� ����� �� �����) �� ���� ���  ����������	

����� ����	
��	� ��� ����� ��	 ������� ���������

,�� ������� "$� ����(����� � !����&��-"� �� ���� �� ���������� . �� ������  ����������� ���

 ����������) .  ���� �����"��� �(/�&������ �	
 � ������� ����� ���� "��������� �� �������� fk
l

��������� ����� ������� �	� �� 0������ �	
	

1(����������� ��� ����� �������� "�� "������� ���!� �!� �����!�� � �(/�&������ �	
 . �����*

���� ����� ������� �	�	

2� ������� �� �����  ���������� . ���#�� �� ������� #�������"��

m(s, t) = a0(t) + a1(t)x2 + a2(t)y2 + a3(t)xy, s = (x, y), t ∈ T = [0, 365], ��	��

������-"���� �� "��������� (x, y) "�� �� "��������� &��&��-"$� ���������� � ���&�������) (ζ, ϕ)	
0������ ��"$� � ������� ��3 ��� ������ � � � � ����� ��� ����� �� ������ �� ������� ���*

!� �!�) .  ���� ��"� � �� ��� �&���� �(����� � ��������� �� ������� �) �� #����� �� �� "$�� ��

��������� ��� ���� . ������� ����(� � �� �� "������� ���!� �!� ����!���� �� ���  ���� ��

"��  *!����������	

2������) �(�������� �� ���  �������� �� ����� �""�  �!������ "�����  � �� ����� ���� "��*

���  ��% ����� !���������% ��������� ��"� ��� �������� ��� "�� ��������� �� -������ �� ������

��� ���� ��� ����) "�&������ ��"$� ����� ����� !���������%  ��"� ��"� ��� ����  ��  �	 ,(��*

��� �����) �(�""�  �!� ����������� ��� ������� ���� �  ��!������ � �� �� ������ ��	�	 ������
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������ 	
�� ���������� ��� ������� �������� ���� ������������� �������������� �
�� ��������
�� �������� ����� � ������� �� ����� ����� ������� �
�
  � ������ ���������� ���� ����� ���������
����� ��������� �� !������ ��� ���������� ��������� ����� "���� ����� ����� #�������$�%�� & �����
���������� ����� ����� ��#���� ��� ������� ��������


����'� ������ �� ���� ����������� �� ����������� ���#���#�� ������� �� !���� & �����������

������������� ����#������ �������������� �
(


)� ������ 	
� ���� ��������� � #���������� ������������ ��������� ��� ������� ���� �����

��������� �������������� �
�� ��������� �������� ����� � ������� �� ����� ����� ������� �
�


*��� �� ��+ �����#���� �� ������� ������#� ���� ��������� �� ����� ����������� ��� ������ &

�������������� �� ��� #������� ����������� ��"������ �������� ���� ��������� ���������� �����

����� �%� �� "���� "��������� ����������� ������� �� #���������, �������������� ��� "�������

��� ���� ��- �������#�


.�� ���$�� �� ��+ ������ �%� �� ������������, ��� ������� & ����������� ���������������� ��

�������� �� ���������� ������$�%�� ���������� � ������������ ��"����� � #���������� ����#����

������������� ����� "���� �� ����� �� (� � � � ��� ���������� ������ � ��!������ �� ������������,

���%����� ��� �� �������
 .�� ����� �� #���� ���������� !����� �������� �������� �%�� �������

�� ������� �� ������� ��� ��������� �� ����� �������� ����� ����������� ����������� ��� �����

������ ����������� �������� �/ �� ��������� 0� � �/ �� ��������� 1�2


0����  ����������� 	
3
3 ���, !����� ��������� ����������� �
� � ������� ��� ������� �� �����

4	
�'� �� $�� �� ������������� �� #���������, �������������� ��� "������� ����� ����������

���������5 ��������#������� ���, ������� �������� ����� �� ����������� ��� �� ������ ��

6��#����� 7������� ����� ���� ��� ������� �� #���������� ������� 4 ����������� 	
3
�'
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�����	 
�
� �	���� �� ����������	�  �������	� ��	����� ����	 ����	��	
dGLS(m̂(z)N+1, m̂(z)N )� ��� N = 1, ..., 5� �� ����� ������ �� ���� �����  �����	� ��	�����

����	 ����	��	 ����	 d
GLS

(m̂N+1, m̂N )�

����� ����� 	
� ����� � �����������
��� 	
��� ����������� 
�
����

������� 	�� �
��	��

�	 ����	 �������	 ��� �	�����	��	 �	����	�	 �	� ������� �������������� 	� ����� �����	��

��������	�� ����	 ������������ 
����� �����	 � ��������	 �� ��	 ��������	 �� ���	��	��	 ��	��	��

��! ��������	 ����	 ��������	 �� ���� ����	� "�	������ �� #	��� 	 �����	 �� �����	 
��$� %

������� ��� ������� ������	�� &����� ������	�� �� ' �	��������� ��������� ���� 	�����	�����

���� �������� ��� ��� �	 ��������	����� �� ��	 ����	 (�� ��� ���)������ al� l = 0, 1, 2, 3�

%� ������� �	�	������� �� �	�����	��	 	����	�� ��� �� 	�	���� �������	�� ��� ������� ' ��

������� ���������	��� �*� #�� �� 	�	��	 	��� ������	���+ ��� �	�����	��	 �������� ����	���

�� ���� �*�� 	����	��� ������*� ��� ��������� ��� �� ' �� �����	�� �	�	���	 �*� � ������� ��

�	�����	��	 ����������� ��	�� ���	��	�� �	���� "��������� �,,
$� -���	��	� �� �������	

�*�� ��� �	�� ����	 ��������	 �.����	� � ������� �� �	�����	��	 ���������	�� � �.����� ������	��

������� �	���� "/�	�� 	 
����� �,��$ � �� ' &����� ������0�	�� � ���������

1�	 ����	 0��	�� �� ������� �� �	�����	��	� ' ��	�� 	�����	�� � �������� ���� ����02

�	����� �� ����� ����� �	 ����������	� � �������� ��� �� ' �������	�� ����������� �����

�� ����� ���&�� ����	������ ���� �� &�	�� �� �����	����� ����� ��	 ����	����� ������������

d
GLS

(m̂N+1, m̂N )� ' ������	�� ��.������ 	��� ,��3 "�����	 
�
$4 ��� &����� ������� � ������	��

�����	�� ��� ������� �� ��.�������� 	��� ����� �������� ���� ���&�� ����	����� ���� ��������

�������

%� �����	 
�5 ���� &����� ������	�� �� ����� ��� ���)������ al� l = 0, 1, 2, 3� ��������

	� ������� ����	 ��������	 �� ����	� 6	� ���.����� ��� &�	���� �	������ �� ������	 �*� �	

����	 ��� ����� ���)������� 	�����	�	 	 ��	 �	��	#����+ ��! #	��	 �������� 	��� 	����� ' &�	��

�����������#��� �������� 	��	 ����	 7���
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�����	 �
�� ���	 ��� ���������� ��� ������� ����	�� �� ������ âGLS
l � l = 0, 1, 2, 3
 �	 ����	

�����	 �����	 �	 ����	 ��� �	 ����	 �����	�	 �	 ����	 ��� �� ����� �����	�� ��	������	��
���������� ��������	����� ����	  	��	!����" #����	��� 	���	 ���� �	  	���	����� �� âGLS

l ± 2ς̂l


� �������	�� �� ��� ��$������ #�% �����&�	�� � ��	 �� ����� �� � �� #�� � ����������

a1, a2, a3� 	�����	�� 	 ��	  	��	!����" #�% 	��	� ��� �����	����� #�% � ������ ����	 #	��� �����	��

�����	���


�� ����� �#�������	�� ���  	�����	��	� �	����	�� �	� ������� ��� ������� �� ����� '�
�(

����	�� 	���	 ���� � ���������� âGLS
l � l = 0, 1, 2, 3� ���� ��#���	�� �� �����	 �
)
 �����������	

���	�	 	��� ����	���� ��#������ �	����	�	 ��� �� ������ *+,!������	# &��	��� �� ������ ��

����	����� ������� 	 Nmax = 2 � �� ������ �� ����	����� !������	# 	 B = 5000� - #��������

�����&�	�� 	� �� #	������	� ���� �� #��������" ������������� ���� �����	�� �	���	�#����	 ���,

������� 	��� �� ���&����	 !������	#
 *	���	�� .������ ��	 �� ����	���� ������ 	
�����
� ��	

�� ����	���� 	
�����
 ����� �����	�� �� ���#���	����� �/�	�	����� ��	����	���
 0� #	�,

�����	��� ����	 	
�����
 ����� �� ��������� ��	 ����	 ���	����	��� � ������	���� �	 #������	

�� �� �$���� ������ #�������� 	������	�� '�� ���� �	 ����	 ������������(
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��� ��������� ����� �	��� �� ������	���	 ����	 �����	����	 ��� ���� �� ����	��
����	�� ��� �������	� ������� ��� �� �	��� �� ������������ �� 	��� 	 �������	 �	��	 ��
������	���	 �����	 �� ������������ �� 	��� 	 �����	 �	��	 �� ������	���	 �	����	 ��
������������ �� �	��� �	��	 �� �������	� ��������

����� �����	� 
� ��		�����
�����

�� �������	����� ��������� ��� ������ �� �������	� ������� �	�	�� ��� ������� �� �	��� 

��	��	 ��������	�� ��	���� ���!�� ����	"���� ����#$�������� ��� % ��	�� �	���	�� 	���	�����

��#	�	���� �� ����� �	���	"���� ������������	�

�� �����	 
��& ���� �	��������	�� � �	�� ������	�� '�	������ 	 �������	( 	 ��������� ��� ��

����� �������� ��� ����� �	���	"���� '�	������ 	� ������(� ���� �� ��) ���	��* �� ���"����

�������� �������	�� ��	 �	��	�"	 ��������� �������� 	� �	��* ������� �������� �� ������ 

�� ������	���+ ����� ���"���� ������	��* ���� �� ������	 �	��	 ����	��""	"���� ��� ������� ��

����� �	���	"���� '�	������ 	 �����	( �,� ��� ������"�	 ��	 ����� �������,��	������+ ��������

	��#	�����	 ������	���

-	��#������	"���� ����	 �����	 
��& �� ������	 �,� �� ������� �� ����� �	���	"���� �� �	������

��� ��������� �����	��� �������* �	��	 ����	 ����	 ���	���	 ����	"���� ��	��	�� '�	������ ��

�����	( �� ��) ���	�� �,� �#�������""	 ���	�	 	��	 ����	 �� ����� �	���	"���� ������	 �����������

��. 	��	 ��� ���� ������	��* ���	��� � !�	�� �	 �	��	�����+ ��� �	�� % ���������* ������ �	

!�	���+ ����	 ���������� % �	����	 ��� ���� ����	������* 	�����	�� 	 ��	 �	��	�����+ ���������

��� ���������

� ������� ��. �����/�	���� ���� �������	�� ��� ���� �� ����	��* �����	�� � �������� ���	 

���	����� 	��� ���	���+ �� 0����	�� � 0	�,���� ����	 "��	 ���� ������	�� ����	 ��������	 ��
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�����	 
���� �������� ����� �	��� �� ������	���	 ����	 �����	����	 ��� ���� �� 	�����
����	�� ��� �������	� ������� ��� �� �	��� �� ������������ �� 	��� 	 �������	� �	��	 ��
������	���	 �����	 �� ������������ �� 	��� 	 �����	� �	��	 �� ������	���	 �	����	 ��
������������ �� �	���� �	��	 �� �������	� ��������

�� !���� ��" #�����	 
��$%� &����� ������	��' �� 	������ ��� (�	��� �������� �� #)�*

�	��� � �����' +,�,	%' - �����	�� �	� �	��� �"�' ������� �	 ������	���	 ����	 �����	����	

����� ��� ���	���. �������� �� �������	����� ����� ������' �� 	����� ������ ��� ���� ��*

����	�� #�� �	������	�� ��� ������ �$ ����	��' �/*+� �����	��' �0' �$' +� ��������' ������

t = {19; 49 − 57; 353; 354; 356} #)��	��� � �����' +,�,	%%' �	 ��1����2	 �� ������	���	 ����*

���	�	 ������ �	�� ��	2���� ������������"� - ��	�	 ��������� 	 �◦� 3	� ������� �"� (�����

���� ���� ����� ������' �4��5���2	 ��������	 ����	 ���������� �� �����*�	���	2���� - �����6�	���	'

���������� 	 ������� �� �����*�	���	2���� ����	�� �������� 	��	 ����	�

�� �����	 
�+, ���� ������ �	��������	��' 	 ���������' � ������*���� ���	���� 	��� �����*

�	���� ����� ������� ������	�� � �� �����*�	���	2����' ��� ���� �� ����	��' 	�����' ������ �

�������� 7	�� ������	���� ���� ��	�� �	����	�� ���� ����	 ������	�� ����� ���������� ���2����

�� ������	���	' ������ �����

χs =
1
|Ti|

ˆ
Ti

χs(t)dt,

χ∗CV
s =

1
|Ti|

ˆ
Ti

χ∗CV
s (t)dt,

���� Ti �����	 �4������	��� ������	�� �������������� 	� ���� ��������	�� ��	 ����	��' 	�����'

������ � ��������



�������� �	 
� ���� ������ ������� ����� ����������� ����� ��������

��������� ��� ������ ���

������ 	
�	� ������ ����� ����� �� ����������� ����� ���������� ��� ���� �� �����

������� �� ��������� ������� �� �� ����� �� ����������
 �� ��� � ��������� ����� ��

����������� ������ �� ����������� �� ��� � ������� ����� �� ����������� ������� ��

����������� �� ����� ����� �� ��������� �������


�� ����� �������� ��� ��������� �� ������ 	
 !" ������������ �� �#���� ��� ����" ����

���$��� ���" ��� ���� �� ����� ��������$�����" �� ��������� �� �����������$��� ��� ������

�� ���� ������������� �� ���� �� ������" ������ � �����" ������� ������ ��� �������

����������� ��% ���� ������� �� ��� ������� �� ���� �� ������


�� ���� �� ����� �������� ������ ��� ��������$��� �������� ����������� ��% ����������

������� ���� ��������$��� ��� ���� �������" ��� �� ������ ����� ������ 	
�&" �� ���������

�� �����������$��� ��� ���� ������ ' ���������$$��� ����� ����������( ������


)����*� ��������� �� ������� ����+������$��� ��� ���� ��� ���������" ��������

����� ���� ������( �� ���������( ������� ��� ���� � ����� ��������� �� �����������$���"

�*� ������$��� ��� ������ ��,����$� ����� ��������$��� ��� ��� ������� ���� ����� ��

�����������$��� ������ ��� �� ���� �� �����


� ��������� �������� �� ���� ����� �� �������� -����� �� �����$$�� �� �����$��� �

�������� �������� �� ���� �� ����� � ���� �� ������ 	
��
 �������" ���� ���� �� ���������$$���

�� �� ���������� ���$���� ������� �������" �� ���������� ���������� ���� �����

�������� ����� ������" ������������ ���� .��� /�0� �� -���� �����" �+��1���$� �����

���$��� �������� ' ���-�� ��� �����2������ � �� ��������� ������� ��% ��3�����" ���*�

� ����� ����+�,��� �������$$���� ��� ���� �� 4������


��2��" �� 5������ 	
 �� �������� �� ���������*� �������� ���� ��������$��� ���� �����

-�������� SSE � ���� ����� -�������� ������� SSE(rel.)" ������� ����+������� �� �����
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�����	 �
���  �	���� �� ����!"	���	#����
  �������	� �	�� ������	�� $�� ������% � ���	���	
����	 �	�����	��	 $�� ����%
  � ������� �	�� �������� ��� �������	� ������� $�� ������% �
���� ����	 $�� ����%
  �����	� ��&����#	 rCV

i ' i = 1, ..., n' ��	 � �	�� ������	�� � � �	��
�������� $�� ������%' ���� ����	 m̂r $�� ����% � �	��	 �� ���(���#	 �����	�� m̂r(z)± 2σ̂r(z)
$�� ���� ��	������	��%' ���� σ̂r(z) ) �	 ����	#���� ��	��	�� ����	�	 �����	������ �	� �������
�� �����!�	���	#����
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�����	 
�() ��	���� �� �������	���	������ ����������� ���	���� 	��� ������	���� ����� ���
���� �� ����	��  T1 = [1, 31]!* 	�����  T4 = [91, 120]!* ������  T7 = [182, 212]! � ����+��
 T10 = [274, 305]!* 	 ���'����� ��� �� ������	���� ����� �� �������	���	����� ��� ��������
�����



�������� �	 
� ���� ������ ������� ����� ����������� ����� ��������

��������� ��� ������ ���

SSE SSE(rel.)

������ 		
�� �
��·10−4

������ �	�
	 	
��·10−3

���� ���
	 �
��·10−3

������� ���
� �
	�·10−2

��
 ���
 ���
	� �
��·10−3

����� ����
�� �
���

En[‖χs‖2] ���	�
��

������ �
	� ������� �� ������ �����!���
 ��������"# ���� �������$!��� ���� �"���� %$��
�����"� SSE  ���� �"���� %$������"� ������� SSE(rel.) &� �� ������ �������� ���	
	��
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������!���


' ��������"# ��&����� �� ������ �
	 "��(����� � &����!���� ������(�"��� �� �����

��� &$��� �� ����� &�������
 ) ������ �� ���� ��������"# ������� "��(������ ���� �!��� �
�

"�� � ��������"# ����$� ���� ������� *��$�� "�� � ����� �� +��,��, ($�!������ ����������-

&����� �� ������$��


��� �������	� 
�� �� ������ ������	� �� ��		���	���

'� �!��� �
� . ����� ���"��� ���/������� ,���������"� �� ������ �������� ���	
	�� ���

�	���� �������
���� ��������� � �������,� ����$&&�� �� ��&����� �  �- ���/������ ����

"����" ����"� (������ ��� ��&����� �


'/�������� �� %$��� �!��� . �� "��(����� �� ���$����� ����$�� �� ������ �� ��� "�� �

���$����� ��� ������� ���� ����� ������ &������� �� ������$�� ���/������ �� ����� ��

+��,��, &� ���� ($�!������


0� %$��� ������- ��&� $�� ��� ������$!��� ��� �"��"# �� +��,��, &��&��� ��

������$��- ������� ���$���- � "��(�����- � &����!���� &������ �� ������ ����$&&���

��������� �� �������,�� &��&���� �� %$��� ������  �� ����� ����������
 )� $� �"����

������- ���1 ��$����� �/��2$�!� ���� ����"� ��� $"���� - %$����- ���/������$!��� ��

����� �� ��	�
 �$��� ����� �� "��&�  �$��/��"��!!� �� ��� ����"����


����� � ���	

� �
	������

)� ������ �� ��&���$� ��$����� �� &���� "�&����� . ����� �����!!��� �� ������$�� "��

�&&��"�!��� �� �,$��� ����� �� +��,��, &� ���� ($�!�������

�
 3������4 5��,��, &� ���� 6$�!������ 7356�8 79������ � ��
�	- 	����8- 79������- 	��:8-

79������ � ��
�	- 	���"8;
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���� �����	� ��� ��
� ��	���	��� ������� �������� � ������ ���� �� ��������

� ������ ������!

"� ��	#
��	�� �����	� $�
�� %���� ���$%� ��������� ������ �����#��� � ������ ������

$��� &�
��� �  ��	� ���'���
�� �� 
����	����
( � ��
����� ���	
����� ��� ���#�� #)�

)� ��	���
� � ��
� � ��*���#�	� 
�� ���� ��
�	
� ��� �� #�
�����	� ����� 
�&�
��� ��	���� ��

+����	��

��, ���#��&�	
�� �� &�
��� -���� �  �� ���� 
�&�
��� ��	���� � #��.#��	
� #�
�	
�

��#��

� 	���� /����	� "�0��1

χ∗s0
=

n∑
i=1

λiχsi
, s0, s1, ..., sn ∈ D.

2� 3��&������	� �� 
��� &�
���� ����	
� �� ��&��� �	 �������� � ������ ������� 4 
�
�

�����
� � ���
��� �� ��5	����	� ��	
���� �� 
����	����
( � ��
������ ��&�
�
�&�	
� ����

����� H = L2�

6	#��� �	 H = L2 4 
�
� 7������
� �� &�
��� ����� �������� � ������ ���� �� #)�

���7��� �	7�#� �� #�
�����	� �� �	� 
�&�
��� ��	���� � #��.#��	
� 3�	���	��� �� 
���1

χ∗s0
(t) =

n∑
i=1

λi(t)χsi
(t), s0, s1, ..., sn ∈ D, t ∈ T .

8	5	�� �� 
�&�
��� �����
� ��� &�
��� ��$% ��������� ����� 4 #�
���
� �	 &��� ��,

#�&���� 
��&�
� �� ����	
� #�& �	����	� ��	���� #�	 #��.#��	
� �� ��� 7���� ���1

χ∗s0
(t) =

n∑
i=1

ˆ
T

λi(t, z)χsi
(z)dz, s0, s1, ..., sn ∈ D, t ∈ T .

8	 
�

� � #��� �� ��
��&�	����	� ��� ����&�
�� �

�&� 4 
�
� 
� ���
� ����  �� ���

#��
���� ��� &�	�&� 9�����
�� #�	 �� 7�	#��� �� 	�	 ��
����	�� �77��� ����7�	�� �� ��� ��&�

�� �

�&� 7�	#���
� ����	
�1

min
λ1,...,λn

E[‖χ∗s0
− χs0

‖2], 
�# E[χ∗s0
− χs0

] = 0.

��� �� &�
��� -���� 4 ��� ��� ��
��&�	��� ����#�
�&�	
� �� ������	� ��	�#�� ���

��� ��&� �� &�	�&�������	� 7�	#���
�� ����7�	�� �� �
�&� ��	���� �� �
� 	���� /�

�����	�

"�0�� ��� :���
��� "�

��� 9��	
� #�	#��	� � &�
��� ����� � ��$%� �'������	� ����#�
� ����� 
�&�
���

��	���� �� +����	� 4 ����	� ��� ��� ��
� �����

�
� � �	�  �� 3�	���	���� 	�	 	�#�����&�	
�

��
���	���� �77��� ��� ��
� ����� 3��&�1

M∑
j=1

βjBj(t),
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� ���� ������ ������� ����� ����������� ����� ��������

��������� ��� ������ ���

���� βj �	��
� �� 
��
��	�� ���������	���	� �������� �� j������ �����	�� ����� ���� {Bj}�

�	 j = 1, ...,M � �	 ������ 
���� �� �������	� �� �������� �� ������ � ����� �	���������

����� ���� �� �	 ������� ��	���� �� 
������	���������	� �� !� �!������� �""#$$ ��� � �������

�� 
��
��	�� β = (β1, ..., βM ) ����� �%������� &��"$� �%������ � ������ &����$$�

'� 
�	(��	�� ��� ��������� ������	����� ���������� �	 ������ ������ 
�	 �� �	����� �����	�� �	

����������� � �������	� ���������� ��
�	� 
�	���������	� 
��
� �� ��)	����	� ������	�����*�

�		�	�� ����� �

���� �������	���� 
+� �� ������ �� ,	������� -����	� ��	���� ����
���� �

�	� ����� �������	��� ��� ����� 
�	 ��'�������� .�� ���	������	�� �������	��� 
�	 ��'��������

.�&$ �� ���� �� ������� ������� �������� �� ������ �� /-01� 23-01 � 0-4 5 �	(����� ������

������ ��	� (�	���� ���������	���	� �� ������	�����* ���	�����$ ��� ���
����� ��	��� �� �����

�� ���� ������������� ��6 ������� �� ������	�����* ��������$ ��� ������� ��� ���
�����

2�6 ���
�����	��� �� ��)	����	� �� ������	�����* � ��������� (��	��� 	�� ������ 
����� ��

����	� ����� �����	�� 
�	�����	� ��	����� �%������ � ������ &����$5

��$ E[χs(t)] = m(t), ∀t ∈ T , s ∈ D7

���$ Cov(χsi
(t),χsj

(u)) = C(h; t, u), t, u ∈ T ; si, sj ∈ D; h = ‖si − sj‖7

����$ 1
2 Var(χsi

(t)− χsj
(u)) = γ(h; t, u), t, u ∈ T ; si, sj ∈ D; h = ‖si − sj‖�

8���� 
��	�
� �����
� ��������� �� ���� ��)	����	� ������� ��
��� ����)
��� �� ������	�����* �

��������� ��� 
���� ��������� �����	���� 	�	 ����	�� �������	��� �	� ����� ��� ����������

�� � ��� 
���������������� ��� ��	� ��
���� 	�� ����	�� �� ����������	�� 9����� ��
���* �

�	��
� 
���������	�� �������� ������	��������	� ��� (��������� ��� !������� # � �	 �����
��

���� ����� 1�)	����	� #��� #�&� #�: � #���� ��
��	�� ���� (���������	� �� /���	��; � ,	�������

-����	��

<� 	��� �������� 
+� 	�	 � ���������� 
+� �� ����	���	� �� ������	�����* �������� 	��

�����	�� ������ �����
+�	� �� ������	�����* ��� 
���� ������������ ��� 
��
��	�� β� �	����

	�� ��	�� ��� � !7 	�	 � ������= �����	�� 
+� �� ������� ��$�����$ ���	� ��
��	�� � ����	����

�� ������	�����* ��� 
��
��	�� ��������

8�� 
��� ���
�)
�� ����� �	����� ������ 	���� <���������	� ��#��� � ������ 
+�� ������	��

�� �����
� �	����� ����� �����	�� �������
�� �� ���
���� �� �����	�� 	�	 ������� ������	����

��
�	�� �� 1�)	����	� #�: ����	�� 	����	� ��
�	�� �� 	����	� �� ������	�����* ������	��

����� ��$�����$� 	��� >������ #�#$5 �� �
���� ����� �����
� ��
����� ����� 
�����	��� ������)
+��

��)	��� ����� ���&$� �������� ��	��� ���� 
����� ���������	� 	���� ����� ��������)
�� 
�	���
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� �!!� ���" #�$%��� ��! &���%� &%������� ��!!'����%��! �%�(�( &�% ���� $)*���!� +��,
��- &%�&���� � .)���� !���%� � ��� ������ &%�/��������� � )�� +����0 �	���0
��
�- ���%���%�� !� ��������/1� ��!!� ����%� )*��� ��!!� �/�%�� .)��%���/� SSE %��&����
�� ���� &)�)�!� ����%�����

����� ����	��
� �� ����
�
 � �	�������������

2�!!� �������*��� ����� 3 ����� ��!�**��� �! /��&�%������ &%������� ��! ������ �� ����%��!

�%�(�( ����/���� �!!� ����� ��! ����� ����)�� �� /�.)� ���%�*��� ��!!'4!(�%���� ���� 5

&�%��/�!�%�0 �� 3 /�/!)�� /1� � %��)!���� �� /%���,��!���*��� ��� ������$�/��� � ��%��� ��

SSE0 �����*���� )� �/�%�� ��!�� !������� %��&���� �!!� �%�� .)��%���/� ��!!� $)*����

5 %��)!���� �� /%���,��!���*��� ��%�� �%� /�$%����� /� � %��)!���� �� /%���,��!���*���

����)�� ��!!'��!��� ��! ������� �� ���&�%��)%� /� � ������ �� 6%�(�( &�% ���� $)*���!�

&%�&���� � !����%��)%��

�� &)�)�!�**� /1�0 �� !���%� /�����0 !� ��!)��*��� ��!!� .)�!��7 ��!!� &%������� $�%��� ���

������ &%�&���� 3 ����� ��!)���� � %�!�*��� �!!� ����%��*��� &)�)�!� ��! ������� �%�(��!�

+��()%� ���0 &��!!� /��%�!�-0 � %��&���� �! ������� $)*���!� ����)�� &�% &%���*���

�)!!�  ��� �� ��)%��% +��()%� ���0 &��!!� �� ����%�-0 /��� ���/� 3 ����� $���� �! /�%�� ��

�)��� !� ��!��� ���!���

��% .)���� ������ � 
� �!!� ���0 /��%������� /� !� ��!)��*��� $�%��� � !����%��)%�0

��� /�$%����� !� ��������/1� ��!!� ����%� )*��� ��!!� �/�%�� .)��%���/� SSE(p) �%� � ����

&%������ &�% /%���,��!���*��� � � ���� &)�)�!�0 ��8���"

SSE
(p)
i =

n∑
i=1

M∑
j=1

(χsi
(tj)− χ∗CV

si
(tj))2, si ∈ D, t1, ..., tM ∈ T ,

���� tj = j0 j = 1, ..., 3650 ���/� �! (��%� �� %�!������� ��!!'����%��*����

��!!'��!��� ��!!� ����%� )*��� ��!!� �/�%�� SSE ���%���%�� !� ��������/1� � 
� �!!� ���

�� &)9 ����%��%� /1�0 �! &����((�� �� ) �&&%�//�� �� ��&� ���*���%��  ����� �)!!� ���%�/�

�)/!���� � ) �&&%�//�� � ���*���%�� �)&&�%���� �� )� ���%�/� � �)/!����0 !� %��)*���

��!!� �/�%�� �� /%���,��!���*��� 3 �� /�%/� �! ��: %�!��������� �!!� ������ � �� /�%/� �! �:

&�% �! �������0 ���%� � �� %�(���%�� ��;�%�*� ��(�8/����� %��&���� �!!� �!�%� ��������/1��


�!� ����%��*��� 3 /�$�%���� ��� ���!�,&!�� ����%��� �! &��!!� �� �����%� �� ��()%�

����0 �! .)�!� �� ��� /1� !� ����%� )*��� ��!!� �/�%�� .)��%���/� %�!����� �! ������ ����
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�����	 �
��� �	���� �� �������	���	����
 ���������� ���	���� 	��� ������	���� ����� ��
���� �� ��	�� �T1 = [1, 31]�� 	����� �T4 = [91, 120]�� ������ �T7 = [182, 212]� � �������
�T10 = [274, 305]�� 	 �� ���� �� �� ������	���� ����� �� �������	���	���� �� ��������
����


������	 ��! 	���������	 � ������	�	 �� �	���� 	����� 	��	 ����		� ������	�� �	 ���	

�����	 ��� ���	�� �������� 	� ������ 	����	����


" �������# �� �� �	���	���� ������ �� �	���� �� ����� � $	����	 �
% ��� ������	�� ��

��	������&� ����� ��	��� '�	��	���� �	���	�� �������� 	� �	�	���  ����	��
 (� ������	 �&� �� ��	�

������&� ���	���� 	� ������ �� )�����  ����	�� *+�,� -.+�, � �+$/ ��� ��	�� �	����	��

��	��� 	� ������ ���������� � ���� �������������	
��������������
	��������	���	
��

� 	��0����� ��� �	��&���� ��	�� ��� �� �1	�� � �2��	��� � ������ �3�3��� � � ��� ��	��

�������	�� �� �	���� ���	��


$���	��	� �� 4 ������� �������	�� �	���	�� �� �������	���� ��� ������ 	�&� 	���	�

����� �� ��	��� '�	��	���� SSE �������� 	� �	�	���  ����	�� �� �� '�	�� ��� ��������� ���

����	����� �	� ������ �&� �� �	�� �������� ��� �������	���	����� � �	�� �� ����	 ��	��

�	� ������������ �� �� �	��  ����	��� � �� �	 ��������� �� �	�� ����	�� �������	��

����	�����


-�� '����� ������� � $	����	 �
% ��� ������	�� �� ��	������&� �� �������	���	���� �����

��� �� � '�	���� ������
 ���� �� ��5 ��	�� �	��	 �����	 ���	 ����	 $	����	� �	 ����		

����� ��	��� SSE ������	 � '����� �	�� �	 �������� ��� �67 ����	 ��� �� ������ �� 8+�,

�������� 	� ������ *+�,� -.+�, � �+$/ ���� �37 ����	 �������� 	� �	������
 �	���

�	���� 	� �	�� ���������� �	� ���������� �� �	���� �� �����	 �� �����	 �
�� �� ������	

�&� �	 ������������ ����� ��	��� SSE ���	���� 	� ������ �������� ������	 ��! ������	�	

�������� 	��	 ������������ ����	 ��	��� ���	���	 	��� 		���� ������ �� � ��������� ������


(� ��� ���	���� �&� �	 ����������	 �� )����� ��	�	 ��� �	 ������� 		���� �� �	�	 �� ��

����	���� ���	�� 	 ���9����� ����	��� ����	�� �&� �	 �	��	���� ��! ����:�	���	 ����	

������������ ����� ��	��� �� �������	 �� �	���	���� ����	 ������	 �� ��'��� ��� ���� ��

������� �� ��	���	����#� ��������� �&� ���	 �	��	���� ����	  ���	  ����	�� �������	 ��� ��

����	����� ���� �� ��	 ���������	���� �	� �� ���� ����	 ����	 ����	 �� �� 	���� ��� �

�	� �� ���� ����� ������ ��� ����� �� $	����	 �
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• s� s1, ..., sn ������� ��� ���� ��������!� s� s1, ..., sn� ���� ��� 
������ �������� 

• {Z(s), s ∈ D} � "#�$� �������� ���������� ����������� 
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• m(s)� ����� 
�� �������� Z(s) 

• fl(s)� l&����� ���������� ��� ��
���� ������� ��� �� ����� �������� �� s� l = 1, ..., L 

• al� ���'������ 
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���� ������� ��� �� ����� ��������� �� ���������� fl� l = 1, ..., L�
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�� �������� Z(s) 

• C(h)� ������������� ������������ h = si − sj � si, sj ∈ D 

C(h)� ������������� ����������� � ��������� h = ‖h‖ = ‖si − sj‖� si, sj ∈ D 

• γ(h)� ��������������� ������������ h = si − sj � si, sj ∈ D 

γ(h)� ��������������� ����������� � ��������� h = ‖h‖ = ‖si − sj‖� si, sj ∈ D 

γ(h; ϑ)� ��
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� ��������������� ����������� � ���������
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� �
�� �
��� h ∈ R
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• �� ���	���� ���� ������ ��
����
 �
��� Z��

• �� ���	���� ���� �
�������� �
��� z��

• �� �����������
 �
��� ������
 � ������ ��� ���
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	 �
��� Z(s)��

• ���	�
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 ·∗ ���� ��
�	�� � ����� �� �
	 � ������ �
��� Z∗(s0)��

• �� 	�
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• �� ‖si − sj‖� ‖ · ‖ ���� �� ����� 
����
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• {χs, s ∈ D} � χs# ����
		� 	����	��� $�������
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χs# �
��������
 �
� ����
		� χs � s ∈ D�

χs = (χs1
, ...,χsn

)# �
����
 � 
�
�
�� ��
���� �
� ����
		� χs� ��������� � s1, ..., sn�

χs = (χs1 , ..., χsn
)# �
����
 � �		
�������

χ̃s = (χ̃s1 , ..., χ̃sn
)# ������
 	����
���� ��� ��
��
�
# �
 �� ������
�� 	��� 	����
���
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χ̃s# �
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 � χ̃s�

χ∗s0
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�	��
 � ����� � s0�

χ∗s0
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 � ����� � s0�

• ms# ����� �
� ����
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ms = (ms1 , ...,msn
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�
�
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���� χ̃s�
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��
 �
� ����� �
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�� �$�������� �
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âl = (â1, ..., âL)# �
�
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�
�
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âGLS
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�
�
�� ��
���� � "��
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1 , ..., âBLUE
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�
�
�� ��
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� �������� ���� ������� ��� 
������� χs�

δs = (δs1 , ..., δsn)� ����� �� ������� ��������� �� 
�������� s1, ..., sn�

δs = (δs1 , ..., δsn
) ������������� ��� ����� δs�

δ∗s0
� 
�������� �� ������� �� s0�

δ∗s0
� 
��������� �� ������� �� s0�

δ̂s = (δ̂s1 , ..., δ̂sn
) 
�������� ��� ������� δs �� s1, ..., sn�

δ̂s = (δ̂s1 , ..., δ̂sn) 
��������� ��� ������� �� s1, ..., sn�

• εs0 � ������ �� 
��������� �� s0 ��		���� ��� �� 
�������� �� ������� χ∗s0
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εs0 � ������������� �� εs0 �

• C(si, sj)� ����������		��
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� �� Dαχs(t)�

• Csi,sj
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��� �� χsi
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h = ‖si − sj‖�
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γ(h)� ��	���������		� �����������
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γ̂(h) = γ̂(h1, ..., hK)� ��	���� ������ ����	
��� �

• γα(si, sj ; t)� ��	���������		� 
������ �� Dαχs(t)�
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� �� Dαχs(t)�

• Σ� 	����� �� ���������� �� χs�

• Ψ� 	����� �� ���������� �� γ̂(h)�

• Λ� 	����� �� ���������� �� âGLS �

• ΛOLS � 	����� �� ���������� �� âOLS �

• B� ���������� ����� ��	���� Σ̂ = Σ̂GLS �� Σ�

������� �� ��������� ����� ������� ������������

• �� ������� ������ �� ���	��� �������� � �� 
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