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Sommario

La Teoria dei Giochi & un campo della matematica applicata che studia il com-
portamento strategico di diversi decisori quando si trovano a dover interagire
tra loro. Nonostante la ricerca sulla Teoria dei Giochi si sia orientata princi-
palmente sullo studio di giochi finiti, in cui ogni giocatore ha a disposizione
un numero finito di strategie pure, grazie ai molteplici e differenti ambiti di
applicazione risultano di notevole interesse anche i giochi infiniti, in cui ogni
giocatore ha accesso ad un numero infinito di azioni.

In questa tesi vengono studiate alcune classi di giochi infiniti a due giocatori
e a somma zero, appartenenti alla classe dei giochi polinomiali, in cui le azioni
dei giocatori sono numeri reali e la funzione di payoff ¢ polinomiale nelle azioni
dei giocatori. In particolare, oltre ai giochi polinomiali in forma normale viene
studiata la classe dei giochi polinomiali stocastici con Switching Control, una
classe di giochi infiniti che si sviluppano su grafo, in cui ad ogni stato viene
associato un unico giocatore da cui dipendono le probabilita di transizione.
Per questa classe di giochi viene presentato un algoritmo in grado di calcola-
re un e-equilibrio risolvendo iterativamente dei problemi di programmazione
semidefinita positiva, discutendone le proprieta di convergenza e valutandone

sperimentalmente le prestazioni.
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Capitolo 1
Introduzione

La Teoria dei Giochi € un campo relativamente recente della matematica appli-
cata che analizza i comportamenti strategici di vari decisori, chiamati grocatori,
quando si trovano a dover interagire tra loro per perseguire obiettivi comuni,
diversi o conflittuali. La nascita della Teoria dei Giochi risale al 1928, quando
John Von Neumann presento le basi del Teorema Minimax, ma fu anche grazie
ai contributi di John Nash ed Oskar Morgenstern negli anni '40 che si crearono
le basi solide di questa disciplina. Nata come applicazione in ambito economi-
co, ben presto venne utilizzata in svariati campi, dalla politica all’informatica,
dalla finanza alla psicologica, dalla sociologia all’ambito strategico-militare.

Nonostante molta della ricerca nell’ambito della Teoria dei Giochi si sia
concentrata principalmente sul caso dei giochi finiti, in cui ai decisori viene
proposto un numero limitato di alternative tra cui scegliere, grazie ai moltis-
simi campi di applicazione e risultato fin da subito di notevole interesse anche
il caso dei giochi infiniti, in cui ai decisori e offerta una gamma di infinite
alternative tra cui scegliere. Un primo approccio a questo caso risale infatti
agli anni '50, quando Dresher [5] introdusse i giochi polinomiali, in cui i decisori
devono scegliere dei numeri reali all’intero di un intervallo. I giochi polinomia-
li generarono subito grande interesse, come possibile collegamento tra i giochi
finiti ed infiniti. Tuttavia, nel 1959 Karlin [13] scrisse:

“Ben presto si realizzo che i giochi polinomaiali con gradi alti pos-
sitedono soluzioni di grande complessita, impossibili da descrivere in

termini qualitativi, e a maggior ragione da calcolare.”

Nonostante cio, i notevoli progressi nella teoria dell’ottimizzazione degli
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ultimi anni possono essere ben utilizzati per aggiornare in modo significativo
questa valutazione, offrendo quindi 'opportunita di “riconsiderare” la classe
dei giochi polinomiali e dei giochi infiniti. Scopo di questa tesi e proprio
quello di studiare la classe dei giochi polinomiali, ed in particolare dei giochi
polinomiali stocastici. In tale classe, il gioco si sviluppa in vari stati, ed il
movimento da uno stato ad un altro dipende dalle decisioni dei giocatori. In
questa tesi viene riservata particolare attenzione ai giochi stocastici polinomiali
in cui ad ogni stato ¢ associato un unico giocatore da cui dipende il movimento
verso gli altri stati, con I'obiettivo di proporre un algoritmo in grado di trovare,

per ogni stato, le migliori decisioni dei giocatori rispetto ai loro scopi.

1.1 Descrizione del Lavoro

I giochi polinomiali sono una particolare classe dei giochi infiniti in cui le azio-
ni corrispondono a numeri reali, mentre la funzione di payoff € un’espressione
polinomiale nelle azioni dei giocatori. La struttura ed il calcolo degli equilibri
nei giochi con uno spazio di strategie infinito sono da lungo tempo riconosciuti
come complessi [40]. Nel 1950, Dresher [5] mostro la caratterizzazione e ’esi-
stenza di strategie ottime per i giochi polinomiali, ma la mancanza di metodi
computazionali efficienti arresto la ricerca su questa classe di giochi. In effetti,
¢’erano buone ragioni per la mancanza di soluzioni soddisfacenti a tale proble-
ma: fino allo sviluppo della programmazione semidefinita e della connessione
con le tecniche di somma di quadrati, anche la semplice minimizzazione di un
polinomio univariato non era trattabile con i metodi convessi. Fintanto che
la soluzione di un gioco non poteva essere piu semplice dell’ottimizzazione di
un polinomio (basti considerare, per esempio, un gioco che non dipende dalle
azioni di uno dei due giocatori), questa intrattabilita bloccava effettivamente
la nascita di metodi efficienti per il calcolo della soluzione.

I notevoli progressi nel campo della teoria dell’ottimizzazione degli ultimi
anni hanno pero fatto riaffiorare I'interesse sui giochi polinomiali. Nel 2006
infatti, Parrilo [25] descrisse un algoritmo per risolvere i giochi polinomiali (a
due giocatori e somma zero) in forma normale attraverso tecniche di ottimizza-
zione in somma di quadrati e di programmazione semidefinita. In particolare,
egli mostro come caratterizzare e calcolare la soluzione ottima di questa classe

di giochi, ovvero il valore del gioco e la strategia di uno dei due giocatori, ri-
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solvendo un unico problema di programmazione semidefinita, ed ottenendo la
strategia del giocatore avversario risolvendo un secondo problema di program-
mazione semidefinita. L’anno successivo, Shah e Parrilo [35] presentarono la
classe dei giochi polinomiali stocastici a due giocatori e somma zero con Single
Controller, estendendo il concetto di gioco polinomiale ai giochi sviluppati su
grafo, in cui le transizioni da uno stato ad un altro sono indipendenti dalle
azioni di uno dei due giocatori. In particolare, Shah e Parrilo discussero i temi
della caratterizzazione, dell’esistenza e dell’unicita della soluzione nella classe
dei giochi stocastici polinomiali, dimostrando che in tali giochi esiste sempre
una soluzione di equilibrio e presentando un algoritmo in grado di calcolarla
nel caso di transizioni dipendenti dall’azione di un unico giocatore. Questi
risultati hanno quindi posto una possibile base per lo studio di varie classi di
giochi polinomiali, oltre che per lo sviluppo di algoritmi in grado di risolverle.

Lo scopo di questa tesi e quello di studiare le tecniche di risoluzione dei
giochi polinomiali, ed in particolare di offrire un metodo di risoluzione per una
classe di giochi polinomiali stocastici, ovvero i giochi polinomiali stocastici a
due giocatori e somma zero con Switching Control, di cui i giochi polinomiali
stocastici con Single Controller sono una sottoclasse. In ogni stato di un gioco
polinomiale stocastico con Switching Control le transizioni dipendono dalle
azioni di un unico giocatore, ma questo giocatore puo cambiare da stato a
stato. Vengono quindi discusse le problematiche nel calcolo della soluzione di
un gioco di questa classe, e viene proposto un algoritmo in grado di calcolare
un profilo di strategie dei giocatori “vicino” alla soluzione ottima, ovvero un e-
equilibrio, valutandone anche sperimentalmente le prestazioni. In particolare,
nello studio dei giochi stocastici polinomiali viene discusso anche il caso dei
processi di decisione di Markov polinomiali, una particolare sottoclasse dei
giochi stocastici in cui si ha un unico giocatore, chiamato agente, ed in cui le
probabilita di transizione e la funzione di payoff sono polinomiali rispetto alle
azioni continue dell’agente: viene presentato un algoritmo in grado di calcolare
la politica ottima dell’agente risolvendo un unico problema di programmazione
semidefinita.

Per ognuna delle tecniche di risoluzione presentate vengono anche propo-
sti degli esempi sperimentali, in modo da mostrare 1'utilizzo dei metodi di

risoluzione discussi.
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1.2 Organizzazione della Tesi

La tesi e organizzata nel modo seguente.

Nel Capitolo 2 vengono introdotte le basi teoriche dei giochi non cooperativi
a due giocatori. Vengono descritti i giochi in forma normale, di cui vengono
presentati diversi concetti di soluzione. Vengono poi presentati i giochi in forma
estesa, in cui il gioco si sviluppa in un albero, ed i giochi in forma stocastica,
in cui il gioco si sviluppa in un grafo, discutendo 'esistenza ed il calcolo degli
equilibri in tali giochi.

Nel Capitolo 3 vengono presentati i giochi polinomiali in forma norma-
le, discutendo l'esistenza e l'unicita delle loro soluzioni. In questo capitolo
viene descritta tutta la teoria che collega I'ottimizzazione polinomiale alla pro-
grammazione semidefinita, mostrando come sia possibile risolvere un unico
problema di programmazione semidefinita per ottenere la soluzione del gioco.

Nel Capitolo 4 vengono presentati i giochi polinomiali stocastici con Single
Controller, estendendo il concetto di gioco polinomiale ai giochi su grafo in
cui le transizioni da stato a stato sono indipendenti dalle azioni di un gioca-
tore. Viene inoltre presentato un algoritmo in grado di calcolarne le soluzioni
attraverso un unico problema di programmazione semidefinita.

A partire dal Capitolo 5 vengono proposti i principali contributi originali
della tesi: vengono presentati i processi di decisione di Markov polinomiali, in
cui la funzione di payoff e le probabilita di transizione sono polinomiali nelle
azioni continue dell’agente, mostrando il loro legame con le migliori risposte nei
giochi stocastici, e presentando un algoritmo in grado di calcolarne la politica
ottima risolvendo un unico problema di programmazione semidefinita.

Nel Capitolo 6 vengono presentati i giochi polinomiali stocastici con Swit-
ching Control, un’estensione del caso con Single Controller al caso in cui il
giocatore che governa le transizioni cambia da stato a stato. Viene inoltre
presentato un algoritmo iterativo in grado di calcolarne le soluzioni attraverso
dei problemi di programmazione semidefinita positiva.

Nel Capitolo 7 viene presentata una valutazione sperimentale delle presta-
zioni dell’algoritmo, applicandolo ad alcuni casi di studio ed analizzandone le
prestazioni all’aumentare della dimensione del gioco.

Nel Capitolo 8, infine, viene fatto un breve bilancio del lavoro svolto,

discutendo alcune possibili direzioni di ricerca futura.



Capitolo 2

Stato dell’Arte

2.1 Introduzione

L’obiettivo di questo capitolo é di richiamare le nozioni di base della Teoria del
Gioco Non Cooperativa. Nella Sezione 2.2 vengono introdotti i giochi in forma
normale, mentre nella Sezione 2.3 vengono presentati i principali concetti di
soluzione per i giochi in tale forma. Nella Sezione 2.4 vengono introdotti i
giochi in forma estesa. Infine, nella Sezione 2.5 vengono presentati i giochi

stocastici, e ne viene introdotta una particolare proprieta.

2.2 Giochi in Forma Normale

L’approccio dominante per modellizzare I'interesse di un agente nella Teoria dei
Giochi e la Teoria dell’Utilita. Questo approccio teoretico porta a quantificare
il grado di preferenza di un agente su un insieme di alternative disponibili. La
relazione di preferenza di ciascun giocatore sull’insieme delle possibili alterna-
tive puo essere espressa attraverso una funzione di utilita, associata a ciascun
giocatore, che consiste in un mappaggio dagli stati del mondo ai numeri reali
che fa corrispondere valori piu elevati ai risultati piu graditi. (Una definizione
formale di preferenze, della funzione di utilita e delle loro proprieta si puo
trovare in [37]).

La forma normale, anche conosciuta come forma strategica, € la rappresen-
tazione piu familiare delle interazioni strategiche nella Teoria dei Giochi: un

gioco scritto in questa forma consiste in una rappresentazione dell’utilita di
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ogni giocatore per ogni stato del mondo, nel caso speciale in cui gli stati del
mondo dipendono solo dalle azioni combinate dei giocatori, che vengono ese-
guite simultaneamente. Nonostante possa sembrare una situazione piuttosto
particolare, puo essere dimostrato che i casi in cui gli stati del mondo dipen-
dono anche dalla casualita dell’ambiente, chiamati giochi Bayesiani, possono
essere ridotti alla forma normale. Grazie all’esistenza di conversioni in forma
normale di molte delle rappresentazioni di interesse dei giochi, come i giochi
in forma estesa trattati nella Sezione 2.4 che contengono elementi temporali,

la forma normale ¢ considerata la rappresentazione canonica di un gioco.

Definizione 1 (Gioco in forma normale). Un gioco (finito, ad n-giocatori)

in normale forma ¢ una tupla (N, A, ), dove:

e N e un insieme finito di n giocatori, indicizzato da ;

e A=A x .. xA,, dove A; € un insieme finito di azioni disponibili al
giocatore 7; ogni vettore a = (ay, ..., a,) € A & chiamato profilo di azioni,

0 outcome;

o 1= ({1,..y i) dove p; : A — R & una funzione di utilita (o payoff) a

valori reali per il giocatore 7

Un modo naturale per rappresentare i giochi in forma normale ¢ attraverso
una matrice n-dimensionale. In generale, ogni riga corrisponde ad una possibile
azione per il giocatore 1, mentre ogni colonna corrisponde ad una possibile
azione per il giocatore 2, ed ogni cella corrisponde ad un possibile outcome.
L utilita di ogni agente per un certo outcome ¢ scritta nella cella corrispondente
a tale outcome, elencando le utilita partendo dal giocatore 1.

In questa tesi verranno considerati i giochi a due giocatori, ovvero giochi
con n = 2. Un gioco in forma normale a due giocatori ¢ anche chiamato gioco

bimatriciale, in quanto le utilita sono solitamente date da due matrici.

Definizione 2 (Gioco Bimatriciale in forma normale). Un gioco bima-
triciale in forma normale € una tupla (A4, B) € (R, R)™*™, dove le n righe sono
le azioni per il primo giocatore, detto giocatore riga, mentre le m colonne sono

le azioni per il secondo giocatore, detto giocatore colonna.

L’esempio in Figura 2.1 rappresenta il gioco Sasso, Carta e Forbice. E
possibile notare che se ad esempio il giocatore riga gioca Roccia ed il giocatore

colonna gioca Forbice, guadagnano rispettivamente 1 e -1.

6



2.2 Giochi in Forma Normale

Sasso Carta Forbice
Sasso | 0,0 -1,1 1, -1
Carta | 1,-1 -1, 1 -1, 1
Forbice | -1, 1 1, -1 0,0

Figura 2.1: Esempio di gioco in forma normale (Sasso, Carta e Forbice).

Esistono alcune classi speciali di giochi in forma normale che risultano
di particolare interesse. Una di queste e quella dei giochi a somma zero, o
piu propriamente detti giochi a somma costante. In questa classe di giochi e

richiesto che il numero dei giocatori sia esattamente pari a due.

Definizione 3 (Gioco a somma costante). Un gioco a due giocatori in
forma normale ¢ a somma costante se esiste una costante ¢ tale che per ogni

profilo di strategie a € Ay x As si ha py(a) + pa(a) = c.

I giochi a somma zero sono quindi giochi a somma costante in cui ¢ = 0.
L’esempio in Figura 2.1 mostra proprio un gioco a somma zero. Questi giochi

rappresentano situazioni di pura competizione tra i due giocatori.

Strategie nei giochi in forma normale. Sono state definite le azioni di-
sponibili ad ogni giocatore in un gioco: viene ora definito I'insieme di strategie
che essi possono scegliere. Un tipo di strategia puo essere quello di scegliere
una singola azione e giocarla. In questo caso la strategia si dice pura, e la
scelta di strategie pure per ogni agente forma un profilo di strategie pure. 1
giocatori possono anche seguire un altro tipo di strategie: randomizzare su un
insieme di azioni disponibili seguendo una distribuzione di probabilita. Una
strategia di questo tipo e detta strategia mista. Nonostante possa non essere
immediatamente ovvio il perché un giocatore dovrebbe introdurre la casualita
nella scelta delle sue azioni, in realta nei casi di multiagenti il ruolo delle
strategie miste ¢ critico. Una strategia mista per un gioco in forma normale ¢

cosl definita.

Definizione 4 (Strategia Mista per un gioco in forma normale). Sia
(N, A, 1) un gioco in forma normale, e per ogni insieme X sia [[(X) I'insieme
di tutte le distribuzioni di probabilita su X. Allora l'insieme delle strategie

miste per il giocatore i ¢ S; = [[(4,).
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Definizione 5 (Profilo di strategie miste). L’insieme dei profili di strategie
miuste € semplicemente il prodotto Cartesiano degli insieme di strategie miste

individuali, S7 X ... X S,,.

Si denoti con s;(a;) la probabilita che un’azione venga giocata dal giocatore
1 sotto la strategia mista s;. Il sottoinsieme di azioni a cui ¢ assegnata una

probabilita positiva nella strategia mista s; € chiamato supporto di s;.

Definizione 6 (Supporto di una strategia mista). Il supporto di una

strategia mista s; per un giocatore i € U'insieme di azioni {a;|s;(a;) > 0}.

Una strategia pura ¢ quindi un caso speciale di strategia mista in cui il sup-
porto ¢ un’unica azione. Dal lato opposto si hanno le strategie completamente
miste, che sono strategie miste che assegnano ad ogni azione una probabilita
positiva. Non sono stati ancora definiti i payoffs dei giocatori in un particolare
profilo di strategie, dato che la matrice di payoff li definisce direttamente solo
per il caso speciale di strategie pure. La generalizzazione alle strategie miste ¢
comunque immediata, e si ottiene mediante la nozione base nella teoria delle
decisioni, ovvero I'utilita attesa. Intuitivamente, si calcola prima la probabilita
di raggiungere ogni outcome dato un profilo di strategie, e poi viene calcolata
la media dei payoffs degli outcomes, pesati dalla probabilita di ogni outcome.

Formalmente, si definisce 1'utilita attesa come segue.

Definizione 7 (Utilita attesa di una strategia mista). Dato un gioco
in forma normale (N, A, u), I'utilita attesa u; per il giocatore i del profilo di

strategie miste s = (sq, ..., S,) € definito come

n

pi(s) = pila) [T s5(a))-

a€A j=

—_

2.3 Concetti di Soluzione dei giochi in forma

normale

Nei giochi a singolo agente la nozione chiave nella teoria decisionale ¢ quella
di strategia ottima, ovvero una strategia che massimizza il payoff atteso del-
I’agente per il dato ambiente in cui 'agente opera. La situazione ¢ pero piu
complessa nel caso di multiagenti. In questo caso ’ambiente include o addirit-

tura consiste in tutti gli altri agenti, ognuno dei quali tenta di massimizzare
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il proprio payoff. Non e quindi possibile definire una strategia ottima per il
singolo agente, in quanto la migliore strategia dipende dalle scelte degli altri
agenti. Questo problema viene quindi affrontato cercando di identificare un
certo sottoinsieme di outcomes, chiamati concetti di soluzione, che sono inte-
ressanti in un senso o un altro. In questa sezione quindi vengono introdotti e

descritti alcuni dei pitt fondamentali concetti di soluzione.

2.3.1 Ottimalita di Pareto

Dal punto di vista di un osservatore esterno, la difficolta nel definire un outcome
migliore di altri in un gioco ¢ dovuta all’impossibilita di definire 'interesse di un
giocatore piu importante dell’interesse degli altri. Il problema ¢ quindi quello
di trovare un modo per definire alcuni outcomes migliori di altri conoscendo
solo la funzione di utilita dei giocatori. E importante notare che, mentre e
solitamente impossibile identificare il miglior outcome, ci sono situazioni in cui
si puo essere sicuri che un outcome sia migliore di un altro. Per esempio, sup-
ponendo un gioco a due giocatori, ¢ meglio 'outcome che prevede al giocatore
1 un payoff di 10 ed al giocatore 2 un payoff di 3 che un outcome che prevede
al giocatore 1 un payoff di 9 ed al giocatore 2 un payoff di 3. Questa intuizione

viene formalizzata con la definizione seguente.

Definizione 8 (Dominazione di Pareto). Un profilo di strategie s ¢ Pareto
dominante rispetto ad un profilo di strategie s’ se per ognii € N, u;(s) > u;(s'),
ed esiste un qualche j € N per il quale 11;(s) > p;(s').

In altre parole, in un profilo di strategie Pareto-dominate qualche giocatore
puo fare meglio senza portare altri giocatori a fare peggio. Si puo osservare che
viene definita la dominazione di Pareto su un profilo di strategie, non solo su
un profilo di azioni. L’ottimalita di Pareto da quindi un ordinamento parziale
dei profili di strategie. In questo modo non si identifica un singolo outcome

migliore, ma si puo avere un insieme di outcome non ottimi.

Definizione 9 (Ottimalita di Pareto). Un profilo di strategie s € S ¢
Pareto ottimale, o strettamente Pareto efficiente, se non esiste un altro profilo

di strategie ' € S che sia Pareto dominante rispetto ad s.

Si possono facilmente trarre alcune conclusioni sui profili di strategie Pareto

ottimali. Prima di tutto, ogni gioco ha almeno un ottimo di questo tipo, ed

9
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inoltre esiste sempre almeno un ottimo in cui tutti i giocatori adottano strategie
pure. Infine, alcuni giochi possono avere degli ottimi multipli. Per esempio,
in un gioco a somma zero, tutti i profili di strategie sono strettamente Pareto

efficienti.

2.3.2 Risposta Migliore ed Equilibrio di Nash

Vengono ora osservati i giochi dal punto di vista dell’agente individuale, invece
che dal punto di vista di un osservatore esterno. Questo porta a considerare
il pin importante concetto di soluzione della Teoria dei Giochi, I’equilibrio di
Nash. Si puo notare che se un agente conoscesse come gli altri agenti giocano, il
suo problema strategico diventerebbe semplice. Specificatamente, si potrebbe
ricondurre ad un problema a singolo agente scegliendo la strategia che massi-
mizza l'utilita. Formalmente, si definisce s_; = (s1, ..., Si—1, Sit1, .-+, Sp) COMeE
un profilo di strategie senza la strategia dell’agente i. Si puo quindi considerare
s = (84,5-:). Se gli agenti diversi da ¢ (denotati con —i) stanno per giocare
il profilo s_;, un agente ¢ che massimizza ['utilita deve quindi affrontare il

problema di determinare la sua risposta migliore.

Definizione 10 (Risposta Migliore). La risposta migliore di un giocatore
i al profilo di strategie s_; & una strategia mista s; € S; tale che p;(sf,s_;) >

wi(si, s_;) per ogni strategia s; € S;.

La miglior risposta non ¢ necessariamente unica. Invece, eccetto per il caso
particolare in cui esiste un’unica risposta migliore che ¢ una strategia pura, il
numero di risposte migliore ¢ sempre infinito. Se vi sono due strategie pure che
sono individualmente delle risposte migliori, ogni distribuzione di probabilita
sulle due azioni e necessariamente una risposta migliore. Naturalmente, in
generale un agente non conosce quale strategia adotteranno gli altri agenti.
Quindi la nozione di risposta migliore non ¢ un concetto di soluzione, in quanto
non identifica un insieme di outcomes interessanti in questo caso generale.
Comunque, si puo utilizzare 'idea della risposta migliore definendo la nozione

centrale nella Teoria dei Giochi non cooperativi: I'equilibrio di Nash.

Definizione 11 (Equilibrio di Nash). Un profilo di strategie s = (s, ..., $,)
e un equilibrio di Nash (NE) se, per ogni agente i, s; € una risposta migliore a

S_;.
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Intuitivamente, un equilibrio di Nash e un profilo di strategie stabile: nes-
sun agente vorrebbe cambiare la sua strategia anche se conoscesse le strategie
che seguiranno gli altri giocatori. Gli equilibri di Nash possono essere divisi
in due categorie, stretti e deboli, a seconda che ogni strategia degli agenti

costituisca o no un’unica risposta migliore alle strategie degli altri agenti.

Definizione 12 (Equilibrio Stretto di Nash). Un profilo di strategie
s = (81,...,8,) € un equilibrio stretto di Nash se, per ogni agente i e per ogni

strategia s, # s;, si ha p;(s;, s-;) > pi(sh, ;).

Definizione 13 (Equilibrio Debole di Nash). Un profilo di strategie
s = (S1,...,8,) € un equilibrio debole di Nash se, per ogni agente i e per
ogni strategia s, # s;, si ha p;(s;, s—;) > pi(si, s—;), ed s non & un equilibrio

stretto di Nash.

Intuitivamente, gli equilibri deboli di Nash sono meno stabili degli equilibri
stretti di Nash, in quanto almeno un giocatore ha anche un’altra risposta mi-
gliore alle strategie degli altri giocatori che non sia la sua strategia di equilibrio.
Gli equilibri di Nash in strategie miste sono necessariamente deboli, mentre gli
equilibri di Nash in strategie pure possono essere stretti o deboli, a seconda del
gioco. L’aspetto pitt importante dei NE ¢ relativo all’esistenza degli equilibri

stessi, ed € mostrato nel seguente teorema.

Teorema 1 (Nash, 1951). Ogni gioco con un numero finito di giocatori e di

profili di azioni ha almeno un equilibrio di Nash.

2.3.3 Strategie Maxmin e Minmax

La strategia mazmin per il giocatore ¢ in un gioco ad n-giocatori ¢ una (non
necessariamente unica, ed in generale mista) strategia che massimizza il payoff
di 7 nel caso peggiore, ovvero nella situazione in cui tutti gli altri giocatori
giocano le strategie che causano il maggior danno ad i. Il valore di maxmin
(o livello di sicurezza) del gioco per il giocatore i ¢ il minimo ammontare di

payoff garantito dalla strategia maxmin.

Definizione 14 (Maxmin). La strategia mazmin per il giocatore i ¢
arg maxs, mins_, pi(s;,s—;), ed il wvalore maxmin per il giocatore i &

maxs, ming_, ;(Si, S_;).
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La strategia maxmin e la miglior scelta quando dapprima ¢ sceglie una
(possibilmente mista) strategia, gli altri agenti —i osservano questa strategia
(ma non Iazione scelta da i) e poi scelgono le loro proprie strategie in modo da
minimizzare il payoff atteso di 7. Nonostante possa sembrare non ragionevole
assumere che gli altri agenti siano interessati a minimizzare 1'utilita di 7, si ha
che se 7 gioca una strategia maxmin e gli altri giocatori giocano arbitrariamen-
te, ¢ continuera a ricevere un payoff almeno pari al suo valore maxmin. Questo
significa che la strategia maxmin puo essere una scelta sensata per un agente
prudente, che vuole massimizzare la sua utilita attesa senza dover fare nessuna
assunzione riguardo agli altri agenti. La strategia minmax ed il valore minmax
giocano un ruolo duale rispetto alle controparti maxmin; sono utili nel caso in
cui si voglia considerare quanto un giocatore puo punire un altro senza badare

al suo proprio payoff.

Definizione 15 (Minmax). La strategia minmax per il giocatore i contro
il giocatore —i € arg mins, maxs_, p_i(s;,s—;), ed il valore minmaxz per il

giocatore —i ¢ mins, maxs_, p—;(S;, 5_;).

Poiché né la strategia maxmin né la strategia minmax dipendono dalle
strategie scelte dagli altri agenti, le strategie maxmin e minmax sono un con-
cetto di soluzione. Viene detto profilo di strategie misto maxmin il profilo
s = (s1, 82, ..., 8,) di un dato gioco se s; € una strategia maxmin per il gioca-
tore 1 ed sy ¢ una strategia maxmin per il giocatore 2 (analogamente si puo
definire un profilo di strategie misto minmax).

In un gioco a due giocatori ed a somma zero, alla luce dei risultati propo-
sti da Nash, ¢ importante la seguente la seguente “rivisitazione” del teorema

proposto da von Neumann nel 1928.

Teorema 2 (Teorema Minimax (von Neumann, 1928)). In un gioco
finito a due giocatori ed a somma zero, in ogni equilibrio di Nash ogni giocatore
riceve un payoff che ¢ equivalmente ad entrambi il suo valore maxmin ed il suo

valore minmax.
Questo teorema permette quindi di concludere che:

e Per ogni giocatore il suo valore maxmin coincide con il suo valore min-
max. Per convenzione il valore maxmin del giocatore 1 e chiamato valore

del gioco;
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e Per entrambi i giocatori, 'insieme di strategie maxmin coincide con

I'insieme di strategie minmax;

e Ogni profilo di strategie maxmin (o0 minmax) & un equilibrio di Nash.

2.3.4 Equilibrio di Nash Approssimato

Il seguente concetto di soluzione riflette 'idea che i giocatori possano non essere
interessati a cambiare le proprie strategie in una risposta migliore (rispetto ad
esse) quando 'ammontare di utilita che potrebbero guadagnare & molto basso.

Questo porta all’idea di un e-equilibrio di Nash, detto anche e-Nash.

Definizione 16 (e-Nash). Si fissi un ¢ > 0. Un profilo di strategie
s = (S1,...,8,) € un e-Nash (e-NE) se, per ogni agente i e per ogni strategia

s, # s, st ha p;(s;, 5-) > pi(sh, s—;) — e

Gli e-Nash esistono sempre; infatti, ogni equilibrio di Nash e circondato da
una regione di e-Nash per ogni € > 0. E perd importante notare anche che,
nonostante gli equilibri di Nash siano sempre circondati da e-equilibri di Nash,
il viceversa non e vero: un dato e-Nash non necessariamente ¢ vicino ad un
equilibrio di Nash. E inoltre interessante notare che, se si considera un gioco
in cui tutti i payoff sono tra 0 ed 1, allora ogni profilo di strategie ¢ un 1-Nash.

Una nozione piu forte di equilibrio approssimato di Nash e stata introdotta
in [4]: per ogni € > 0, un e-Nash ben supportato (e-well supported equilibria)
¢ una combinazione di strategie (pure o miste), una per ogni giocatore, in cui
ogni giocatore assegna probabilita positiva solamente alle strategie pure che
non portano piu di € in meno dell’utilita attesa di un equilibrio di Nash. Per

semplicita, viene presentata la definizione nel caso di due giocatori.

Definizione 17 (e-Nash ben supportato). Sia e; il vettore colonna con un

1 alla i-esima posizione e 0 altrove. Per ogni € > 0, un profilo di strategie s =

nxm
Y

(x,y) & un e-Nash ben supportato per il gioco bimatriciale (A4, B) € (R, R)

se e solo se
e per ogni strategia pura i € [n], (i) > 0 = e Ay > el Ay — € Vk € [n],

e per ogni strategia pura j € [m], y(j) > 0 = 2" Be; > 2" Bej—e Vk € [m)].
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Ogni e-Nash ben supportato ¢ anche un e-Nash, ma in generale non vale
il viceversa. Ovviamente, a maggior ragione, un equilibrio di Nash € uno
0-equilibrio ben supportato. Le precedenti due definizioni si basano su matrici
normalizzate dei giochi, ovvero giochi in cui i valori sono compresi in [0, 1].
Questa assunzione assicura che e appartenga ad un certo intervallo. Infatti, un
e-equilibrio di Nash di un certo gioco bimatriciale (A, B), corrisponde ad un ce-
equilibrio di Nash per il gioco (cA, cB), con ¢ > 0. Nel resto della tesi, quando
ci si riferira ad equilibri approssimati, si utilizzeranno giochi normalizzati o
verra calcolata una normalizzazione dei parametri per scalare il valore una

volta trovato.

2.4 Giochi in Forma Estesa

La rappresentazione in forma normale dei giochi non incorpora nessuna nozione
di sequenza, o di tempo, delle azioni dei giocatori. La forma estesa (o albero)
¢ una forma di rappresentazione alternativa che rende esplicita la struttura
temporale. In questa tesi si e interessati solo ai casi di informazione perfetta,
che verrano descritti in questa sezione; una descrizione dei giochi in forma
estesa con informazione imperfetta si puo trovare in [37]. Informalmente, un
gioco in forma estesa con informazione perfetta ¢ un albero, nel senso della
teoria dei grafi, in cui ogni nodo rappresenta la scelta di uno dei giocatori, ogni
lato rappresenta una possibile azione, e le foglie rappresentano gli outcomes
finali sui quali i giocatori hanno una funzione di utilita. Formalmente, vengono

definiti come segue.

Definizione 18 (Gioco in forma estesa con informazione perfetta).
Un gioco (finito) in forma estesa con informazione perfetta (o gioco con

informazione perfetta) € una tupla G = (N, A, H, Z, x, p, 0, i1), dove:
e N ¢ un insieme finito di n giocatori, indicizzato da ;
e A ¢ un singolo insieme di azioni;
e [ ¢ un insieme di nodi di scelta non terminali;

e / ¢ un insieme di nodi terminali, disgiunto da H;
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x : H — 24 ¢ la funzione delle azioni, che assegna ad ogni nodo di scelta

un insieme di possibili azioni;

e p: H — N e la funzione dei giocatori, che assegna ad ogni nodo non

terminale un giocatore ¢ € N che sceglie una azione in quel nodo;

e 0: Hx A — HUZ ¢ la funzione dei successori, che mappa un nodo
di scelta ed una azione ad un nuovo nodo di scelta o nodo terminale,
tale che per ogni hy, hy € H e ay,a9 € A, se o(hy,a1) = o(hs, as) allora

hlzhgealzag;

o 1= ({1, ...y i) dove p; : Z — R & una funzione di utilita (o payoff) a

valori reali per il giocatore ¢ nei nodi terminali di Z.

Fintanto che i nodi di scelta formano un albero, si puo senza ambiguita
identificare un nodo con la sua storia, ovvero la sequenza di scelte che hanno
portato dalla radice a quel nodo. Si possono anche definire i discendenti di un
nodo h, quali tutti i nodi di scelta e terminali nel sottoalbero con radice h.

Un esempio di un gioco di questo tipo e il gioco di Condivisione. Si imma-
gini un fratello ed una sorella che seguono il seguente protocollo per spartirsi
due regali identici ed indivisibili ricevuti dai genitori. Prima il fratello propone
una tra tre diverse divisioni, ovvero li tiene entrambi, ne tiene uno e uno va alla
sorella, oppure vanno entrambi alla sorella. La sorella poi decide se accettare
o rifiutare la proposta. Se accetta, i regali vengono distribuiti secondo la divi-
sione accettata, altrimenti nessuno dei due riceve nessun regalo. Assumendo
che valutino i due regali in modo uguale, I’albero di rappresentazione di questo

gioco e mostrato in Figura 2.2.

Strategie per un gioco in forma estesa. Una strategia pura per un
giocatore in un gioco con informazione perfetta ¢ una specifica completa di
quali azioni deve scegliere deterministicamente ad ogni nodo di decisione. Una

definizione piu formale ¢ la seguente.

Definizione 19 (Strategia pura per un gioco in forma estesa). Sia
G = (N,A H,Z x,p,o,n) un gioco in forma estesa con informazione perfetta.

Allora l'insieme delle strategie pure per il giocatore ¢ consiste nel prodotto

cartesiano HheH,p(h)=i x(h).
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(0,0) (2,0) (0,0) (1,1) (0,0) 0,2)

Figura 2.2: Esempio di gioco in forma Estesa: il gioco di Condivisione.

E importante notare che la strategia di un agente richiede una scelta ad
ogni nodo di decisione, anche se e impossibile che tale nodo venga raggiunto
date le scelte agli altri nodi. Una delle caratteristiche piu importanti di questa
classe di giochi e che ogni gioco con informazione perfetta puo essere convertito
in un gioco in forma normale equivalente. Le definizioni di risposta migliore
e di equilibrio di Nash in questi giochi sono quindi esattamente le stesse dei
giochi in forma normale. In generale, pero, non sempre ¢ possibile convertire un
gioco in forma normale in un gioco in forma estesa con informazione perfetta.
Intuitivamente, il problema che porta in generale all’'impossibilita di questa
trasformazione ¢ che nei giochi in forma estesa con informazione perfetta non
e possibile modellizzare la simultaneita. Il motivo per cui nella definizione

precedente sono state considerate sole le strategie pure ¢ nel seguente teorema.

Teorema 3 (Zermelo, 1913). Ogni gioco (finito) in forma estesa con

informazione perfetta ha un equilibrio di Nash in strategie pure.

Intuitivamente il motivo sembra essere chiaro: fintanto che si arriva al
turno di un giocatore, ed ognuno puo vedere tutto quello che ¢ successo prima
di scegliere quale azione fare, tale giocatore non avra mai bisogno di introdurre
la casualita nella selezione delle sue azioni per trovare un equilibrio.

In ogni caso, I'equilibrio di Nash puo rivelarsi una nozione troppo debole
per la forma estesa, come mostrato nell’esempio seguente. Si consideri il gioco

in forma estesa con informazione perfetta in Figura 2.3.
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(2,10 (1,0)

Figura 2.3: Esempio di gioco in forma Estesa.

Si consideri ora la conversione di tale gioco in forma normale, mostrato in

Figura 2.4.

(C,E) (C,FHh DO,E) DO,F

(A, Q) 3,8 3,8 8,3 8,3

(A,H) 3,8 3,8 8,3 8,3

B,G) 5,5 2,10 5,5 2,10

(B,H) 5,5 1,0 5,5 1,0

Figura 2.4: Conversione in forma normale del gioco in Figura 2.3.

Si consideri il gioco in Figura 2.4. Vi sono tre equilibri di Nash in strategie
pure in questo gioco: {(A,G),(C, F)},{(A,H),(C,F)}, e {(B,H),(C,E)},
che sono evidenziati in figura. Si consideri I'equilibrio {(B, H), (C, E)}. Si
puo notare che in realta & un equilibrio “non ragionevole” (i.e. non giocato da
agenti razionali): infatti il giocatore 2 a seguito dell’azione B del giocatore 1,
preferirebbe 'azione F all’azione F' solo se a seguito dell’azione F il giocatore

1 scegliesse H. Ma se il giocatore 1 dovesse scegliere la propria seconda azione
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nella parte destra dell’albero, sceglierebbe 1’azione G' che gli porterebbe un
payoff pari a 2, invece dell’azione H che gli porterebbe un payoff pari ad 1.
Quindi il giocatore 2 non puo considerare la minaccia del giocatore 1 di scegliere
H dopo B credibile. Per catturare formalmente la ragione per cui ’equilibrio
{(B,H),(C,E)} ¢ “non ragionevole”, e per definire un raffinamento del con-
cetto di equilibrio che non soffra di questo problema, viene prima definita la

nozione di sottogioco.

Definizione 20 (Sottogioco). Dato un gioco in forma estesa con informa-
zione perfetta G, il sottogioco di G con radice al nodo h e la restrizione di G ai
discendenti di h. L’insieme dei sottogiochi di G consiste di tutti i sottogiochi

di G con come radice la stessa radice di G.

Si puo ora definire la nozione di equilibrio perfetto nei sottogiochi, un raf-
finamento dell’equilibrio di Nash nei giochi in forma estesa con informazione

perfetta, che elimina questi non voluti equilibri di Nash.

Definizione 21 (Equilibrio perfetto nei sottogiochi). Gli equilibri perfetti
net sottogiochi (SPE) di un gioco G sono tutti i profili di strategie s tali che
per qualche sottogioco G’ di G, le restrizioni ad s di G’ sono equilibri di Nash
di G'.

Nonostante I’'SPE sia un concetto piu forte dell’equilibrio di Nash (ovvero
ogni SPE & un NE, ma non viceversa), si ha comunque che ogni gioco in
forma estesa con informazione perfetta ha almeno un equilibrio perfetto nei
sottogiochi. Questa definizione elimina le minacce non credibili come quella
illustrata nel gioco in Figura 2.3. In particolare, si puo notare che in tale gioco
si ha un unico SPE, ovvero {(4, G), (C, F)}.

2.5 Giochi Stocastici

Un gioco stocastico puo essere visto come una collezione di giochi in forma
normale: gli agenti giocano ripetitivamente dei giochi da questa collezione, e
ad ogni iterazione il particolare gioco giocato in tale iterazione dipende proba-
bilisticamente dal gioco giocato nell’iterazione precedente e dalle azioni prese
da tutti gli agenti in tale gioco. I giochi stocastici sono un ampio framework,

che generalizza sia i processi di decisione di Markov (MDP) sia i giochi ripetuti.
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Un MDP e semplicemente un gioco stocastico con un unico giocatore, mentre
un gioco ripetuto e un gioco stocastico in cui vi la collezione di giochi contiene

un gioco solo.

Definizione 22 (Markov Decision Processes (MDPs)). Un processo di
decisione di Markov (MDP) ¢ una tupla (S, A, P,r), dove

e S ¢ un insieme (finito) di stati,

e A & un insieme (finito) di azioni,

P & la funzione p : S x A — R, tale che p(s, s, a) specifica la probabilita

di transizione dallo stato s’ allo stato s scegliendo 1'azione a,

er:SxA— Rela funzione di ricompensa (reward) per ogni coppia

stato-azione.

Nei processi di decisione di Markov il singolo giocatore (o agente) inizia
in un qualche stato nell’insieme degli stati, sceglie un’azione nello spazio del-
le azioni e riceve un qualche reward immediato, basato sullo stato attuale e
sull’azione intrapresa in tale stato. A questo punto lo stato cambia secondo
alcune transizioni probabilistiche, ed il processo si ripete. Una strategia per un
MDP e quindi una funzione Il : § — A detta politica, che mappa ogni stato in
un’azione, indicando quale azione verra scelta dal giocatore quando si trovera

in uno stato.

Definizione 23 (Gioco Stocastico). Un gioco (finito) stocastico (anche

conosciuto come gioco Markoviano) ¢ una tupla (S, N, A, P,r), dove:
e S e un insieme finito di giochi;

e N e un insieme finito di n giocatori, indicizzato da ;

A=A x...x A, dove A; ¢ un insieme finito di azioni disponibili al

glocatore ¢;

P =8x8xA — [0,1] ¢ la funzione di probabilita di transizione;
P(q,q,a) ¢ la probabilita di transizione dallo stato ¢ allo stato ¢ a seguito

del profilo di azioni a;
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e R=rq,..,r,,dover; : S x A — R & una funzione di payoff a valori reali

per il giocatore 1.

In questa definizione si assume che lo spazio delle strategie sia lo stesso
in tutti i giochi, e che le differenze tra i giochi siano solo nelle funzioni di
payoff. Queste assunzioni possono essere rimosse senza difficolta, ma in questa
descrizione non viene fatto per non aggiungere una notazione eccessiva che
diminuirebbe la leggibilita. In questa definizione viene specificato il payoff
di un giocatore ad ogni stato del gioco, ma non come questi payoffs sono
aggregati in un payoff cumulativo. Il payoff cumulativo e pero una somma di
infiniti termini: per risolvere questo problema si utilizzano principalmente due
metodi di aggregazione, ovvero la ricompensa media e la ricompensa futura

scontata (o discounted).

Definizione 24 (Ricompensa media). Data una sequenza infinita di payoff

) r(2), ... per il giocatore 7, la ricompensa media di ¢ €

i '
k (4)
lim —Zj =1
k—o0 '
La ricompensa futura discounted di un giocatore ad un certo punto del
gioco e la somma dei suoi payoff nello stato immediato, pit la somma delle

ricompense future scontate da un fattore costante.

Definizione 25 (Ricompensa futura scontata). Data una sequenza infini-

2)

ta di payoff 7’51), r;”, ... per il giocatore i, ed un fattore di sconto (o di discount)

G con 0 < <1, la ricompensa futura scontata (o discounted) di i ¢
o
Z 37 r &
Pl
=1

Strategie per un gioco stocastico. Viene definito ora lo spazio di strategie

=1¢") una storia di t fasi (ovvero ¢

di un agente. Sia h; = (¢°,a% ¢',dt,...;a
attraversamenti di stati) di un gioco stocastico, e sia H; Iinsieme di tutte le
possibili storie di questa lunghezza. L’insieme di strategie deterministiche e il
prodotto Cartesiano [] +.1, Ais che richiede una scelta per ogni possibile storia
ad ogni momento di tempo. Come nelle forme di gioco precedenti, la strategia

di un agente puo consistere in una distribuzione di probabilita sull’insieme

20



2.5 Giochi Stocastici

delle strategie deterministiche. Comunque, ci sono molte classi ristrette di
strategie che sono interessanti, ed esse formano la seguente gerarchia. La

prima restrizione e alle strategie comportamentali, definite come segue.

Definizione 26 (Strategie Comportamentali). Una strategia comporta-
mentale s;(hy, aij) restituisce la probabilita di giocare 'azione a;; per la storia
hy.

Una strategia di Markov restringe una strategia comportamentale in modo
che, ad ogni dato tempo ¢, la distribuzione sulle azioni dipende solo dallo stato

corrente.

Definizione 27 (Strategie di Markov). Una strategia di Markov s; ¢ una
strategia comportamentale in cui s;(hy, a;,) = si(hy, a;,) se ¢ = q;, dove ¢ e q;

sono gli stati finali di h; e hj}, rispettivamente.
L’ultima restrizione e di rimuovere la possibile dipendenza dal tempo t.

Definizione 28 (Strategie Stazionarie). Una strategia Stazionaria s; ¢ una
strategia di Markov in cui s;(hy,,a;,) = si(hy,, ai;) se q, = q;,, dove g, e qj,

sono gli stati finali di f, e hj,, rispettivamente.

Ora si puo considerare ’equilibrio dei giochi stocastici, argomento pieno di
sottigliezze. Il caso di ricompensa discounted ¢ il meno problematico: nel 1953
Shapley [36] mostro che ogni gioco stocastico finito a discounted rewards e a
somma zero ha un valore ottimo e delle strategie stazionarie ottime, ovvero che
un equilibrio di Nash esiste in ogni gioco stocastico. Questi risultati sono stati
anche estesi ai giochi stocastici a somma non zero in [10], [39], [41], ed anche ai
giochi stocastici con spazio degli stati infinito e spazio delle azioni infinito [27].
Inoltre, si puo definire una proprieta forte: un profilo di strategie & chiamato
equilibrio perfetto di Markov (MPE) se consiste solo di strategie di Markov, ed
un ¢ equilibrio di Nash indipendentemente dallo stato di partenza. In questo
senso, 'MPE gioca un ruolo analogo all’equilibrio di sottogioco perfetto nei

giochi ad informazione perfetta.

Teorema 4. Ogni gioco stocastico ad n giocatori, a somma zero e con

ricompensa discounted, ha un equilibrio perfetto di Markov.
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Il caso di ricompensa media presenta difficolta maggiori. Per prima cosa, il
limite medio potrebbe non esistere (ovvero nonostante i payoffs del gioco nella
fase siano limitati, la loro media potrebbe ciclare e non convergere). In ogni
caso, si puo considerare la classe dei giochi stocastici irriducibili. Un gioco sto-
castico e irriducibile se ogni profilo di strategie porta ad una catena di Markov
irriducibile sull’insieme dei giochi; questo significa che ogni gioco puo essere
raggiunto con probabilita positiva senza riguardo della strategia adottata. In

tali giochi, il limite medio & ben definito, e vale il seguente teorema.

Teorema 5. Ogni gioco stocastico, irriducibile, a due giocatori e con

ricompensa media, ha un equilibrio di Nash.

Nel 1996 [19] venne proposta una prova alternativa dell’esistenza del valore
del gioco nei giochi finiti, undiscounted, a somma zero che estendono al caso
in cui lo spazio degli stati non & contabile. A questo punto, si puo considerare
anche un altro teorema: fintanto che ad ogni giocatore viene dato un payoff
atteso che e almeno grande quanto il suo valore minmax, ogni coppia di payoff

ammissibile puo essere raggiunta in un equilibrio attraverso 1'uso di minacce.

Teorema 6. Per ogni gioco stocastico, irriducibile, a due giocatori, ed ogni
outcome ammissibile con un vettore di payoff r che fornisce ad ogni giocatore
almeno il suo valore minmax, esiste un equilibrio di Nash con un vettore di
payoff uguale ad r. Questo e vero per giochi con ricompensa media, cosi come
per i giochi con un fattore di discount abbastanza grande (o, con giocatori che

sono sufficientemente pazienti).

Calcolo degli equilibri. Calcolare il valore ottimo e le strategie ottime (nel
caso di giochi a somma zero), ed un equilibrio di Nash (nel caso di giochi a
somma non zero), hanno richiesto grandi sforzi nell’attivita di ricerca, da un
punto di vista sia computazionale che teoretico. Gli algoritmi ed i risultati
per i giochi stocastici dipendono fortemente dal caso in cui si usi la ricom-
pensa media o la ricompensa discounted per la funzione di utilita dell’agente.
In questa tesi ci si concentra unicamente sul caso di ricompensa discounted.
La prima domanda da porsi sul problema di trovare un equilibrio di Nash ¢
se risulta dispondibile una qualche procedura polinomiale. Di fatto, esiste una

formulazione in programmazione lineare per risolvere gli MDPs (sia nel caso
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di ricompensa media sia nel caso di ricompensa discounted), che da una ragio-
ne per essere ottimisti, dato che i giochi stocastici sono una generalizzazione
degli MDPs. Mentre una tale formulazione non esiste per l'intera classe dei
giochi stocastici, esiste per alcune sue sottoclassi. Una di queste sottoclassi
e l'insieme dei giochi stocastici a due giocatori con ricompensa discounted, in
cui le transizioni sono determinate da un singolo giocatore (single controller).

La condizione di single-controller ¢ formalmente definita come segue.

Definizione 29 (Gioco stocastico a single-controller). Un gio-

co stocastico € a single controller se esiste un giocatore ¢ tale che
Vg, ¢ € S;Va € A P({,q,a)=P(¢,q,d) se a; = a.

Si ritornera su questa classe di giochi nel Capitolo 6, quando ne verra
trattata un’estensione di particolare importanza per questa tesi.

Quando invece il problema non ricade in una di queste sottoclassi, conti-
nuano ad esistere soluzioni pratiche. Una di queste soluzioni, per esempio, e di
applicare una versione modificata del metodo di Newton ad una formulazione
del problema in programmagzione non lineare: questo metodo ha, tra i vari
vantaggi, quello della non esistenza dei minimi locali.

Viene ora presentata un’importante proprieta che possiedono alcune classi

di giochi stocastici, tra cui anche i giochi stocastici a single-controller.

2.5.1 La Proprieta di Orderfield

Ogni volta che si affronta un problema descritto da un numero finito di para-
metri in un dato dominio, un’interessante domanda concerne la ricerca di una
soluzione del problema che giaccia nel dato dominio. Per esempio, un insieme
finito di equazioni lineari che ha una soluzione puo essere risolto da un numero
finito di operazioni algebriche (addizioni, sottrazioni, moltiplicazioni e divisio-
ni), e quindi ha una soluzione in ogni campo che contiene tutti i parametri del
sistema. Un altro esempio ¢ la soluzione di un problema di programmazione
lineare. Se tutti i parametri appartengono ad un campo ordinato fissato, il
problema ha una soluzione se e solo se ha una soluzione in quel fissato campo
ordinato. Una classe di problemi, che sono parametrizzati da un numero finito
di elementi di un campo ordinato arbitrario, ha la proprieta di orderfield se

ha una soluzione nello stesso campo ordinato. In particolare, una classe di
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giochi parametrizzati da un numero finito di elementi di un campo ordinato
arbitrario ha la proprieta di orderfield se ha una soluzione (valori minmax,
strategie ottime, o strategie di equilibrio) nello stesso campo ordinato.

Nel 1950 Weyl [49] dimostro che i giochi matriciali posseggono la proprieta
di orderfield, ovvero che dati dei payoffs di un campo ordinato, esiste una
coppia di strategie ottimali le cui coordinate giacciono nello stesso campo or-
dinato. Segue che il valore ottimo giace anch’esso nello stesso campo ordinato.
Anche i giochi bimatriciali hanno la proprieta di orderfield quando ristretti
al campo dei razionali. Nash nel 1951 [21] diede un esempio di un gioco a
3 giocatori non cooperativo con payoffs razionale ma un unico equilibrio ir-
razionale. Diversamente dai giochi matriciali, i giochi stocastici possono non
possedere la proprieta di orderfield anche nel caso discounted a somma zero,
come mostrato da Shapley nel 1953 [36]. Un esempio esplicito viene mostrato
da Parthasarathy e Raghavan in [28], e da Vrieze in [46].

Formalmente, la proprieta di orderfield ¢ definita nel modo seguente.

Definizione 30 (Gioco Stocastico con proprieta Orderfield). Un gioco
stocastico a somma zero con ingressi in un certo campo ordinato (ovvero con
payoffs, probabilita di transizioni e fattore di discount nel caso discounted
appartenenti a tale campo ordinato), possiede la proprieta di orderfield se ha
una coppia di strategie ottimali le cui coordinate sono in tale campo ordinato.

Segue che il valore del gioco appartiene anch’esso a tale campo ordinato.

Un gioco stocastico a somma non zero con ingressi razionali possiede la
proprieta di orderfield se ha una coppia di strategie in equilibrio di Nash
le cui coordinate sono razionali. Segue che anche il corrispondente payoff
dell’equilibrio e razionale.

Per alcune classi di giochi stocastici ¢ stato dimostrato che soddisfano la
proprieta di orderfield grazie alla loro speciale struttura. In particolare, Ra-
ghavan e Filar [28] dimostrarono che i giochi stocastici a single controller pos-
siedono la proprieta di orderfield. Una trattazione approfondita di queste classi
di giochi stocastici la si puo trovare in [16], [23], [45], mentre una trattazione

degli algoritmi per risolvere alcune di queste classi la si puo trovare in [31].
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Capitolo 3

(G1ochi Polinomiali in Forma

Normale

3.1 Introduzione

In questo capitolo vengono introdotti i giochi a somma zero e a due giocatori, in
cui la funzione di payoff é una espressione polinomiale nelle azioni dei giocatori.
Questa classe di giochi é stata introdotta in [5] da Dresher, Karlin e Shapley.
Nella Sezione 3.2 viene presentata questa classe di giochi, riconducendone la
soluzione ad un problema di ottimizzazione peré astratto e quindi non risolvi-
bile. Nella Sezione 3.3 viene presentata la caratterizzazione dei polinomi e dei
momenti di una misura in problemi semidefiniti, formulazione necessaria per
poi riscrivere, come descritto nella Sezione 3.4, il problema di ottimizzazione
astratto in un problema di programmazione semidefinita risolvibile. Infine,
nella Sezione 3.5 vengono riportati due esempi di soluzione computazionale di

giochi polinomiali in forma normale.

3.2 Giochi Polinomiali in Forma Normale

Mentre molta della ricerca nell’ambito della Teoria dei Giochi si € concentrata,
principalmente, nello sviluppo di tecniche computazionali per il calcolo degli
equilibri nei giochi finiti (i.e., nei giochi in cui ogni giocatore ha un numero
finito di strategie pure), recentemente ha assunto notevole interesse anche la

classe dei cosiddetti giochi infiniti. In questa importante classe di giochi, i
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giocatori hanno accesso ad un numero infinito di strategie pure non equiva-
lenti, ovvero possono scegliere la propria azione tra un insieme infinito o non
numerabile di azioni.

Un’importante sottoclasse dei giochi infiniti e quella dei giochi polinomiali:
in questa classe di giochi, le azioni corrispondono a numeri reali, mentre la

funzione di payoff € un’espressione polinomiale nelle azioni dei giocatori.

Definizione 31 (Giochi Polinomiali). Un gioco a due giocatori e somma
zero ¢ detto gioco polinomiale se la sua funzione di payoff ¢ polinomiale nella
forma
n m
R(al,ag) = ZZTU a1’ U/QJ, (31)
i=0 j=0
dove a; e aq, rispettivamente 1’azione del giocatore 1 e del giocatore 2, sono
elementi di un qualche insieme di strategie X ed Y, con X ed Y sottoinsiemi

limitati (solitamente compatti) di spazi euclidei.

I giochi polinomiali hanno generato grande interesse subito dopo la loro
introduzione nel 1950, come possibile collegamento tra i giochi finiti ed infi-
niti. Una proprieta molto importante dei giochi di questa classe, infatti, e
che esistono sempre soluzioni di equilibrio con supporto finito, di dimensione
proporzionale al grado della funzione di payoffs. Tuttavia, la mancanza di
metodi computazionali efficienti porto ad una diminuzione dell’interesse su
questa classe di giochi. Nonostante cio, come viene discusso in questa sezione,
i notevoli progressi nella teoria dell’ottimizzazione degli ultimi anni possono
essere ben utilizzati per aggiornare in modo significativo questa valutazione.

In questa tesi ci si concentra sui giochi polinomiali a due giocatori, denotati
con Giocatore 1 e Giocatore 2, che simultaneamente ed indipendentemente
scelgono azioni parametrizzate da numeri reali a; ed as, rispettivamente, in un
intervallo chiuso e limitato (considereremo principalmente gli intervalli chiusi
e limitati [—1, 1] e [0, 1]).

La caratterizzazione e I'esistenza di strategie ottime per i giochi polinomiali
sono state mostrate in [5]. Nel 2006, Parrilo [25] descrisse un algoritmo per
risolvere i giochi polinomiali (a due giocatori e somma zero) attraverso tecniche
di ottimizzazione in somma di quadrati e di programmazione semidefinita. In
particolare, mostro come caratterizzare e calcolare la soluzione ottima di questa

classe di giochi, ovvero il valore del gioco e la strategia di uno dei due giocatori,
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risolvendo un unico problema di programmazione semidefinita. Risolvendo poi
il problema di programmazione semidefinita duale si ottiene anche la strategia
del secondo giocatore. Vengono quindi discussi in questa sezione alcuni dei
risultati ottenuti in [5] ed in [25].

3.2.1 Strategie d’equilibrio

Viene ora introdotto il problema del calcolo dell’equilibrio in un gioco a due
giocatori e somma zero, con payoff polinomiale. Si consideri la classe di giochi
in cui le azioni pure di ogni giocatore sono date dai numeri reali a; ed as,
che appartengono all’intervallo chiuso e limitato [c,d]: ci si riferisce percio ai
giochi nel quadrato Q = [¢, d| X ¢, d]. Tl payoff & dato dall’equazione polinomiale
(3.1), che esprime quanto il giocatore 2 deve “pagare” al giocatore 1. Percio,
il giocatore 1 dovra scegliere 1'azione a; che massimizza il payoff R(ay,as),
mentre il giocatore 2 tentera di rendere tale payoff il piu piccolo possibile.
Poiche si sta considerando la classe dei giochi a somma zero, il concetto di
soluzione che verra adottato ¢ quello del minimax: dal Teorema 2, infatti, &
noto che in giochi di questo tipo un profilo di strategie minimax ¢ un equilibrio
di Nash. Per il gioco quindi descritto dall’equazione (3.1), si puo considerare il
limite inferiore e superiore del valore del gioco. Questi possono essere derivati
calcolando:

max min R(ay,az) e minmax R(ay,as).
ai a2 az al

Non avendo fatto nessuna assunzione sui payoff R(aq,as), in generale, il valore
maxmin sara differente dal valore minmax, in quanto il gioco non necessaria-
mente ammette una soluzione in strategie pure (come ¢ noto dal caso ad azioni
finite). Per ottenere una uguaglianza tra queste espressioni, ¢ quindi necessario
permettere I'utilizzo di strategie miste ai giocatori. Le strategie miste di ogni
giocatore corrispondono alle misure di probabilita u, v sull’insieme di strategie
pure, ovvero sull’intervallo [¢, d] su cui sono definite a; ed as. Allargando lo
spazio delle strategie dei giocatori da pure a miste, si ottiene la nozione di
equilibrio minimax per questi giochi.

Viene illustrato il concetto con un esempio.

Esempio 1 (Guessing Game). Si consideri il gioco (a due giocatori e

somma zero) sul quadrato [—1,1] x [=1,1], con funzione di payoff data da
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R(ay,a2) = (a1 — ag)Q. Fintanto che il giocatore 2 vuole minimizzare il suo
payoff, tentera di “indovinare” il numero scelto dal giocatore 1 e di scegliere
tale numero, in modo da ottenere il payoff minimo, ovvero R(aj,as) = 0. 1l
primo giocatore, quindi, tentera di massimizzare il suo guadagno rendendo il
valore da lui scelto il piu difficile possibile da indovinare, scegliendo in modo
casuale tra i due valori che gli possono portare il payoff maggiore, ovvero
a; = 1ea; = —1. A questo punto, per ridurre la quantita che dovra “pagare”
al giocatore 1, il giocatore 2 scegliera il valore che minimizza la sua perdita,
ovvero as = 0. Nessuno dei due giocatori ha convenienza a cambiare la propria
strategia (ovvero, nessuno dei due puo guadagnare un payoff atteso maggio-
re cambiando la propria strategia), quindi il profilo di strategie trovato ¢ un
equilibrio, ed il valore del gioco & v = 0.5 (1 — 0)* 4+ 0.5 (—1 — 0)* = 1.

Considerando le strategie miste, similarmente al caso finito, & necessario
considerare le espressioni dell’utilita attesa della coppia di strategie u e v,
rispettivamente per il giocatore 1 e 2. In particolare, si denota con p(aq) la
probabilita che il giocatore 1 esegua l’azione a; secondo la strategia pu, e con
v(az) la probabilita che il giocatore 2 esegua 'azione ay secondo la strategia

v. Si ha quindi:

d pd
E,xv[R(a,as)] :/ / (R(a1,a2) p(ar) v(az)) day das.

A questo punto, sostituendo la funzione polinomiale espressa nell’equazione

(3.1) si ottiene la seguente equazione:

E, . [Rlar, az)] = /Cd/cd (iiﬁ ar’ ay ,u(al)y(ag)> day das.

i=0 j=0

Separando gli integrali, si ottiene la seguente equazione:

ENXV[R(al,aQ)]:ZZ(rij / " ot plar) dn / o V<a2)da2) (3.2)

Si denoti quindi con p; 1 momenti della misura di probabilita u(a,) di ordine i,

e con v; 1 momenti della misura di probabilita v(a2) di ordine j, ovvero:

d d
Mi:/ ar’ w(ay)day e Vj:/ ay’ v(ay) day.
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Si puo riscrivere infine I'equazione (3.2) utilizzando i momenti delle misure y;

e v; appena introdotti:

By [Rar, a2)] = > > rijpiv. (3.3)

i=0 j=0
A questo punto, si consideri 'utilita attesa del profilo di strategie rispettiva-
mente minimax e maxmin:
maxmin E,.,[R(ai,as)] e minmax E, ., [R(a1,az)].
pwoowv vooon
Si possono riscrivere tali utilita attese come espressioni bilineari, utilizzando

la formulazione della utilita attesa ottenuta nella equazione (3.3):

n m n m
max myin Z Z Tij i Vi € myin max Z Z Tij M Vj. (3.4)

i=0 j=0 =0 j=0
E ben noto che gli spazi dei momenti, ovvero I'immagine delle misure di pro-
babilita sotto la mappa dei momenti data sopra, sono degli insiemi compatti e
convessi in R" e R™*! [14]. Fintanto che la funzione obiettivo nel problema
(3.4) ¢ bilineare e gli insiemi ammissibili sono convessi e compatti, si puo uti-
lizzare una versione generalizzata del teorema minimax standard, per mostrare
che queste due quantita sono esattamente uguali [5]. Inoltre, esistono le misure

p*, v* che soddisfano la condizione di punto sella (saddle-point condition) [25]:

erij,uﬂ/; < ZZ%M;V; < erij/@”j- (3.5)

i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0
Il fattore chiave, e che grazie alla struttura separabile dei payoffs, le strategie
ottime possono essere caratterizzate solo in termini dei primi m ed n momenti
(rispettivamente per p e v). I momenti di ordine maggiore sono irrilevanti,
almeno in termini dei payoffs dei giocatori.

Grazie a quanto detto, ¢ quindi possibile esprimere il seguente teorema,

contenuto in [5]:

Teorema 7. Si consideri un gioco a due giocatori e somma zero su ¢, d| X [c, d],
con payoff dati dall’espressione (3.1). Allora, il valore del gioco & ben definito,
ed esistono le strategie ottime miste p*,v* che soddisfano la condizione di
saddle-point. Inoltre, senza perdita di generalita, i supporti delle misure ottime

sono finiti, con al massimo min(n,m) + 1 atomi.
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3.2.2 11 Valore del Gioco

La derivazione del valore del gioco richiede un procedimento simile a quello
svolto nel caso di azioni finite. Si caratterizzano prima le “strategie sicure”,
che garantiscono di fornire almeno un payoff minimo. Si puo poi invocare la
dualita convessa per provare che effettivamente questo “minimo payoff garan-
tito” coincide con il valore del gioco. Procedendo in questo modo, per analogia
al caso finito, una strategia sicura per il giocatore 2, ovvero il giocatore che
vuole minimizzare il valore del gioco, puo essere calcolata risolvendo il seguente
problema di ottimizzazione:

E, | R(ai,a < Va, € [c,d
min vy, s.t. [Filar, az)] ! 1€ led (3.6)

S vian) d(az) = 1

Si cerca quindi la strategia v che minimizza il valore massimo dell’utilita
attesa che, fissata v, sara quindi in funzione dell’azione scelta dal giocatore 1.
Infatti, se il giocatore 2 gioca la strategia mista v ottenuta dalla soluzione
di questo problema, la migliore strategia che il giocatore 1 puo fare e quella
di scegliere il valore di a; che massimizza E,[R(ay,as)], limitando quindi il
suo guadagno atteso (e la perdita attesa del giocatore 2) a . Ovviamente, nel
caso vi sia piu di un possibile valore che massimizza 1'utilita attesa E, [R(a;, as)]
nell’intervallo [¢, d] dello spazio delle azioni del giocatore 1, il giocatore 1 potra
utilizzare una strategia mista il cui supporto sara dato da tutte e sole queste
azioni. Proprio per questo motivo, il giocatore 2 cerca la strategia v tale da
minimizzare il valore dei punti di massimo della funzione di utilita attesa, in
quanto il giocatore 1 scegliera poi, con una strategia mista, un’azione tra quelle
che portano il payoff ad uno di questi punti di massimo. In questo modo il
valore del gioco coincidera proprio con il valore ~.

Si consideri ora il primo vincolo del problema di ottimizzazione (3.6): poi-
che deve valere per ogni a; nello spazio delle azioni del giocatore 1, si consideri
un qualsiasi a; € [c,d] fissato. Fintanto che R(ay,as) ¢ polinomiale, 'utilita
attesa E,[R(ay, as)] puo essere scritta in modo equivalente in termini dei primi

n momenti della misura v, ovvero si ottiene la seguente equazione.

E,[R(a1, a5)] = / " Ry, ar) vl(a) das — / SN vy art ) vlay) das,

¢ =0 j=0
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ovvero si ha:
d

n - m
a2] IJ(GQ) dag = Tij Vi an .

i=0 j=0

=
<
=)
—
Q
=
S
)
P
Il
INgE
3
<
S
HS
N

Si puo notare che l'utilita attesa ¢ quindi data da un polinomio univariato
nell’azione a; del giocatore 1 (in quanto 'espressione deve valere per ogni
ar € [¢,d]), con coefficienti che dipendono dai momenti v; della strategia mista
del giocatore 2. Questa proprieta sara cruciale per il resto del capitolo.

Si consideri ora il problema di ottimizzazione (3.6), ma invece di scriverlo in
termini della variabile di decisione v (che ¢ una misura di probabilita), verrano
utilizzati i momenti {v;}"_. Il problema si riduce quindi alla minimizzazione

del valore di minmax v, soggetto alle condizioni (date dai due vincoli):

e Il polinomio univariato y — Y1 (> 7" i a1 € non negativo sull’in-

tervallo [c, d].

m

e La sequenza {Vj}]_o ¢ una valida sequenza di momenti per una misura

di probabilita supportata su [c, d].

A questo punto, si puo riscrivere il problema di ottimizzazione (3.6) in una

forma piu compatta, ottenendo il seguente problema di ottimizzazione:

V= im0 g TVt € Py
min 7y, s.t. v € M, (3.7)

vy
vy = 1
dove P, & l'insieme dei polinomi univariati di grado n non negativi in [c, d],
ed M,, e l'insieme dei primi m + 1 momenti di una misura non negativa con
supporto sullo stesso intervallo. In particolare, il primo vincolo del problema
(3.7) corrisponde al primo vincolo del problema di partenza (3.6), mentre il
secondo vincolo del problema (3.7) risulta necessario con l'introduzione della
sequenza di momenti. Infine, il terzo vincolo del problema (3.7) corrisponde

al secondo vincolo del problema di partenza (3.6), infatti:

o = 1 /cd U(as) d(az) = 1.

La formulazione del problema di ottimizzazione (3.7) rimane comunque astrat-
ta, quindi non risolvibile: per cercare di convertirla in un problema di otti-

mizzazione concreto che si possa risolvere, ¢ necessaria una rappresentazione

31



Giochi Polinomiali in Forma Normale

computazionalmente adatta di questi due insiemi (P,, ed M,,). Questa formu-
lazione verra presentata nella prossima sezione permettendo, nella Sezione 3.4,
di ottenere una rappresentazione del problema (3.7) in un singolo problema di

programmazione semidefinita positiva.

3.3 Caratterizzazione di Polinomi e Momenti

in Programmazione Semidefinita

Viene introdotta ora una formulazione volta a caratterizzare la non negati-
vita dei polinomi ed alcune proprieta dei momenti di una misura. Esiste un
rapporto stretto tra la non negativita dei polinomi e la programmazione se-
midefinita (SDP), e tale rapporto verra descritto nella Sezione 3.3.1. Inoltre,
nella Sezione 3.3.2 verranno mostrati quali sono i vincoli che si devono porre ad
una sequenza di momenti, per garantire l’esistenza di una misura non negativa
con esattamente tali momenti; anche in questo caso, vi ¢ un forte rapporto
tra tali vincoli e la programmazione semidefinita. L’obiettivo di questa sezio-
ne e quindi quello di presentare le caratterizzazioni dei primi due vincoli del
problema di ottimizzazione (3.7), esprimendole come vincoli semidefiniti (per
un’introduzione alla programmazione semidefinita, si consulti [3]). I risultati

presentati in questa sezione derivano principalmente dai risultati ottenuti in

2], [24] e [26].

3.3.1 Polinomi Non Negativi ed SDP

Viene ora presentata la definizione di polinomio univariato e viene richiamato
il Teorema Fondamentale dell’ Algebra, che saranno poi necessari per esprimere

la non negativita di un polinomio.

Definizione 32 (Polinomio Univariato). Un polinomio p(x) € R di grado

n si dice univariato se ha la forma:
p(x) = pud™ + pua2™ '+ o+ prat + po,
dove i coefficienti p; sono reali.

Normalmente si assume p,, # 0, ed occasionalmente verra normalizzato a
pn = 1, nel cui caso il polinomio p(z) si dice monico. Come & noto, il campo

C dei numeri complessi e algebricamente chiuso:
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Teorema 8 (Teorema Fondamentale dell’Algebra). Ogni polinomio uni-
variato (non zero) di grado n ha esattamente n radici complesse (contate con

la loro molteplicita). Inoltre, si ha l'unica fattorizzazione

n

p(x) = pa [ [ (& — ),

k=1

dove xj, € C sono le radici di p(x).

Se tutti i coefficienti py sono reali, se x; € una radice, allora lo e anche il suo
complesso coniugato z*. In altre parole, tutte le £ radici complesse appaiono
in coppie complesse coniugate.

Una proprieta molto importante di un polinomio riguarda la possibilita o
impossibilita che esso assuma valori non negativi. Viene quindi mostrato come

caratterizzare questa proprieta.

Definizione 33 (Polinomio Semidefinito Positivo o Non Negativo). Un
polinomio univariato p(x) ¢ semidefinito positivo o non negativo se p(x) > 0

per ogni valore reale di x.

Chiaramente, se p(x) € non negativo, allora il suo grado dovra essere un
numero pari. L’insieme dei polinomi non negativi ha delle proprieta molto

interessanti. La piu importante per i nostri scopi e la seguente:

Teorema 9. Consideriamo 'insieme P,, dei polinomi univariati non negativi
di grado minore o uguale ad n, con n pari. Allora, identificando un polinomio
con i suoi n + 1 coefficienti (p,, ..., po), I'insieme P,, &€ un cono proprio (ovvero

convesso, solido, chiuso e con vertice) in R™™.

(Per evitare una notazione troppo pesante, talvolta verra escluso il grado
di P, nella notazione, quand’esso sara comunque chiaro dal contesto.)

Viene ora introdotto il concetto di somma di quadrati ed il rapporto con
la non negativita di un polinomio. Questo concetto sara poi fondamenta-
le per mostrare il collegamento tra la non negativita di un polinomio e la

programmazione semidefinita.

Definizione 34 (Polinomio in Somma di Quadrati). Un polinomio uni-
variato p(x) ¢ in somma di quadrati (SOS) se esistono qi, ..., ¢, € Rz] tali

che
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Se un polinomio p(z) ¢ in somma di quadrati, allora ovviamente soddisfa
p(z) > 0 per ogni z € R. Quindi, la condizione di SOS & una condizione
sufficiente per la non negativita globale. Inoltre, nel caso univariato, ¢ vero

anche l'inverso:

Teorema 10. Un polinomio univariato ¢ non negativo se e solo se ¢ in somma

di quadrati.

Come verra mostrato, e possibile verificare se un polinomio ¢ in somma
di quadrati (o, equivalentemente, se ¢ non negativo) risolvendo un problema
di ottimizzazione semidefinita. Si denoti con 8" 'insieme delle matrici reali

simmetriche ed n x n.

Definizione 35 (Matrice Semidefinita Positiva e Definita Positiva).

Una matrice A € 8™ si dice semidefinita positiva se xqux > 0 per ogni z € R",
@ (x)
- : iy T ) G2 ()
e si dice definita positiva se x* Ax > 0 per ogni x € ) non nullo.
| i)

L’insieme delle matrici (reali, simmetriche, n x n) semidefinite positive &
denotato con S7, e I'insieme delle matrici (reali, simmetriche, n x n) definite
positive ¢ denotato con S7 . Il cono S} ¢ un cono proprio (ovvero convesso,
solido, chiuso e con vertice).

Si consideri un polinomio p(z) di grado 2d in somma di quadrati. Si puo
notare che il grado dei polinomi ¢; ¢ almeno equivalente a d, poiché il termine
pitt grande di ogni ¢; ¢ positivo, e quindi non ci possono essere cancellazioni

nella potenza piu grande di z. Si puo quindi scrivere:

] o
q2<_I> _y x (3.8)
| (@) | K

dove V' € R™*(4+D) ¢ la sua k-esima riga contiene i coefficienti del polino-
mio qx. Per riferimenti futuri, si denoti con [z]; il vettore nel lato destro
della equazione (3.8). Si consideri ora la matrice Q@ = VIV. Si ha quin-
dic p(a) = S (@) = (VIela)” (Viela) = 5 VTV (el = blf Qfela. -

formalmente, si assume che esista una matrice simmetrica definita positiva
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Q, per la quale p(z) = [z]] Q [z]s. Allora fattorizzando @Q = VTV, si arriva ad
una decomposizione in somma di quadrati di p. Formalmente, questo concetto
viene espresso nel seguente lemma, che da una relazione diretta tra le matrici

semidefinite positive e la condizione di somma di quadrati.

Lemma 1. Sia p(z) un polinomio univariato di grado 2d. Allora, p(z) ¢ non

negativo (o in somma di quadrati) se e solo se esiste () € Sf“l che soddisfa

p(x) = [z]§ Q [z]a-

Indicizzando le righe e le colonne di @) con 0, ..., d, si ha:

d d 2d
W Q=3 Quar™ = S (Y Qb e
§=0 k=0 i=0 k=i

Quindi, per rendere questa espressione equivalente a p(z), si deve avere il caso
in cui

pi=> Qu  i=0,..2d (3.9)

j+k=i

Questo e un sistema di 2d 4+ 1 equazioni lineari tra gli elementi di @) ed i
coefficienti di p(z). Quindi, fintanto che @) ¢ simultaneamente vincolata ad
essere semidefinita positiva e ad appartenere ad un particolare sottospazio
affine, una condizione di SOS e esattamente equivalente ad un problema di

programmazione semidefinita.

Lemma 2. Un polinomio p(z) = Zfio pir’ & in somma di quadrati se e soltan-
to se e soltanto se esiste () € Sfrl che soddisfa la (3.9). Questo & un problema

di programmazione semidefinita.

Si definisce ora l'operatore lineare H : R**~! — S™ come:

aq aq a9 tee Ay,
a2 Gz az -0 Qpy
H : —
A2n—1 ap  Qpy1 - G2p-—1

L’operatore lineare H, semplicemente, riceve un vettore e ne costruisce la ma-

trice di Hankel associata, ovvero una matrice costante lungo le antidiagonali.
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Verra utilizzato frequentemente anche l'operatore lineare H* : S — R*—1

definito come:

i T miy
my;p Mz -+ Mip
2m12
myg Moo -+ Moy
H* . . . . . — Moo + 2m13
Min Mon -+ Mpp
- - | Mpn i

Questo operatore riduce la matrice ad un vettore sommando tutti gli elementi

lungo le antidiagonali. Si ottiene quindi il seguente risultato:

i

Lemma 3. Si consideri il polinomio p(z) = 2%, psa. 1T

Sia D= [p(]? -+ D24
il vettore dei suoi coefficienti. Allora p(z) ¢ in somma di quadrati (o non

negativo) se e soltanto se e soltanto se esiste S € Sf“l, S = 0 tale che:

p="H(S).

Dimostrazione. Per i polinomi univariati, si sa per il Teorema 10 che la non
negativita & equivalente alla condizione di SOS. Sia [z], = [1,x,...,2"]". Si ha

che per ogni § € S"*1,
p(x) = p' [2]2n = X*(9) ]2 = [2];, S[]n.

A questo punto, fattorizzando S = 0, si ottiene una decomposizione in somma

di quadrati. L’inverso e quindi immediato. O]

Si mostra ora come caratterizzare la non negativita di un polinomio in
termini di condizioni di SDP, non piu nell'intervallo (—oo,+00), ma in un
intervallo specifico. Si utilizzano quindi due caratterizzazioni, solitamente as-
sociate ai nomi di Polya-Szego, Fekete, o Markov-Lukacs. I risultati sono i

seguenti:

Teorema 11. Il polinomio p(x) ¢ non negativo in [0,400), se e solo se puo

essere scritto come
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dove z(z),w(x) sono in somma di quadrati. Se deg(p) = 2d, allora si ha
deg(z) < 2d, deg(w)< 2d — 2, mentre deg(p)= 2d + 1, allora deg(z)< 2d,
deg(w)< 2d.

Teorema 12. Sia a < b. Allora p(x) ¢ non negativa su [a, b], se e solo se puo

essere scritta come

{ plx) = 2(x) + (z —a)(b — 2)uw(z), se deg(p) & pari
p(z) = (r —a)z(z) + (b — x)w(x), se deg(p) ¢ dispari

dove z(z),w(x) sono in SOS. Nel primo caso, si ha deg(p)= 2d, e deg(z) < 2d,
deg(w)< 2d — 2. Nel secondo, deg(p)= 2d — 1, e deg(z)< 2d, deg(w)< 2d.

Si definiscono quindi le seguenti matrici:

In n 0 n
Ll - ) ) L2 - H
01><7’L [n><n

dove I,,,, indica la matrice identita n x n. Si mostra allora come caratterizzare
la non negativita in modo analogo a quanto fatto nel Lemma 3. Poiché in que-
sta tesi si considerano principalmente due intervalli, ovvero gli intervalli [0, 1]
e [—1,1], si puo dare una caratterizzazione semidefinita esplicita di P([0,1]) e

P([—1,1]).

Lemma 4. Il polinomio p(z) = Z?io p;x’ & non negativo in [0, 1] se e solo se
esistono le matrici Z € ST e W € 8%, Z = 0, W > 0 tali che

Do
1
=H"(Z + 5(L1WL§ + LyWLT) — LyW LY.

P2d

Dimostrazione. La dimostrazione segue dalla caratterizzazione della non ne-
gativita di un polinomio su un intervallo. Infatti, per il Teorema 12, sapendo

che deg(p) ¢ pari e che [a,b] = [0, 1], si ha che
p(x) >0 Vre|0,1] < p(z) = z2(z) +2(1 — x)w(z),

dove z(z) e w(x) sono in somma di quadrati. Una semplice applicazione del

Lemma 3 porta alla condizione richiesta. O
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Lemma 5. Il polinomio p(z) = Z?io p;x’ & non negativo in [—1,1] se e solo
se esistono le matrici Z € St e W € 8%, Z > 0, W > 0 tali che

Po
=H(Z + LWLT — LWLY).

Dimostrazione. Come nella dimostrazione precedente, per il Teorema 12, si sa
che
p(z) >0 Vre[-1,1 < pa)=2(z)+ (1 —2H)w(z),

dove z(z) e w(z) sono in somma di quadrati. L’applicazione del Lemma 3

porta alla condizione richiesta. O

Si e quindi giunti alla caratterizzazione della non negativita di un poli-
nomio sia nell'intervallo (—oo, 400), sia in un intervallo specifico, attraverso
condizioni di programmazione semidefinita. Questo permettera, come discusso
nella Sezione 3.4, di derivare il primo vincolo per problema di ottimizzazione
astratto (3.7) in vincoli di programmazione semidefinita. Viene ora analizzato
il rapporto tra i momenti e la programmazione semidefinita, con 1’obiettivo
di arrivare ad una formulazione risolvibile del secondo vincolo del suddetto

problema di ottimizzazione (3.7).

3.3.2 Momenti e Programmazione Semidefinita

Si consideri una misura non negativa p su R (o se si preferisce, una variabile
casuale X a valori reali). Si possono definire i momenti, che sono le medie

delle potenze di X.
= E[X*] = /wk dp. (3.10)

Sia i = [uo, ..., ] un vettore in R"*1. Si puo dire che i ¢ una sequenza
di momenti di lunghezza n + 1 se corrisponde ai primi n + 1 momenti di
una qualche misura non negativa p supportata sull’insieme A. Lo spazio dei
momenti, denotato da M(A), ¢ il sottoinsieme di R™™! che corrisponde ai
momenti di una misura non negativa supportata sull’insieme A. Si dice che

una misura non negativa g ¢ una misura di probabilita se il suo momento di
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ordine zero soddisfa pip = 1. L’insieme delle sequenze dei momenti di lunghezza
n + 1 corrispondenti alle misure di probabilita ¢ denotato da Mp(A).

E normale domandarsi quali vincoli deve soddisfare p, e se per ogni in-
sieme di valori i esiste sempre una misura non negativa che ha esattamente
tali momenti. Fintanto che la misura 4 ¢ non negativa, ¢ chiaro che si ha
i > 0 perogni 0 <k < n+1; ovviamente pero devono essere prese maggiori
restrizioni. Un semplice vincolo puo essere derivato ricordando la relazione tra
il primo ed il secondo momento e la varianza di una variabile casuale, ovvero
che var(X) = E[X?] — E[X]? = py — p?. Fintanto che la varianza & sempre
non negativa, si ha che gy — p? > 0. Viene quindi mostrato come derivare
sistematicamente condizioni di questo tipo. Si puo osservare che la precedente

disuguaglianza puo essere ottenuta notando che per ogni a e b si ha
! 1
0 < Ef(a+bX)?) = a® + 2abE[X] + PE[X? = | SRR
b M1 2 b

che implica che la matrice 2 x 2 sopra deve essere semidefinita positiva. E
interessante notare che la disuguaglianza ottenuta precedentemente (con la
relazione tra primo e secondo momento e la varianza) ¢ esattamente equivalente
al determinante di questa matrice.

La stessa procedura puo essere esattamente estesa per i momenti di ordine

piu alto, considerando la disuguaglianza:
E[(ao + a1z + apz® + ... + adxd)2] > 0.

Procedendo in questo modo, si ha che i momenti di ordine maggiore devono

soddisfare la seguente condizione:

L m M2t 4

M1 M2 2 T |

po M3 pa o pare | = 0. (3.11)
| Hd  Hd+1 Hd+2 0 Hod |

Si puo notare che gli elementi diagonali corrispondono ai momenti di ordine
pari, che devono ovviamente essere non negativi.
Proprio come ¢ stato fatto nel caso dei polinomi non negativi su un interval-

lo, si puo similarmente ottenere una caratterizzazione necessaria e sufficiente
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per i momenti. Per semplicita, viene presentato ora un particolare caso, quello

corrispondente all'intervallo [—1, 1].

Lemma 6. Esiste una misura non negativa in [—1,1] con momenti

(:u()nuh ) :u2d+1) se e solo se

Mo M1 M2 Hd 23 M2 M3 Hdyl

M1 2 M3 Hdyd H2 K3 Mg o Hd42

Mo f3 fa s fdv2 | £ ops e Hs o oo fays | = 0.
| Md  Hd+1  Hd+2 - H2d | | Md+1 Hd+2 Hd+3 0 H2d+1 |

(3.12)

Si puo notare che la necessarieta e chiara, fintanto che segue dalla

considerazione della forma quadratica (in a;):
d d
0 < E[(1+ X)(> X))

d
i=0 =0 k=0

(Hjtk £ fjere1)azar,

dove la prima disuguaglianza si ha poiché che 1 + X e sempre non negativo,
fintanto che X & supportato su [—1,1]. Si puo notare anche la similarita (o
dualita) con la condizione di non negativita per i polinomi. Poiché in questa
tesi verra considerato oltre all'intervallo [—1, 1] anche l'intervallo [0, 1], & im-
portante anche il seguente lemma in cui, per semplificare la notazione, viene

utilizzato 'operatore H.

Lemma 7. Esiste una misura non negativa in [0,1] con momenti

(toy i1y -y foa+1) S€ € solo se
H([MO,NI, "'nu?d]) - H([Nla M2, "'7ﬂ2d+1]) t 07

(3.13)
H([:ul? M2y -eny M2d+1]) = 0

Si mostra ora una esplicita caratterizzazione di M([—1,1]) e Mp([—1,1]).

Lemma 8. Il vettore o = [jig, fi1, ..., ftn]" & un insieme dei momenti valido per

una misura di probabilita in [—1, 1] se e solo se
po =1,
H(p) = 0,
LiyH(p) Ly = Ly H(p) Le = 0.
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Dimostrazione. La dimostrazione di questo risultato si puo trovare in [14]. [

Poiché in questa tesi viene considerato oltre all’intervallo [—1,1] anche

I'intervallo [0, 1], ¢ importante anche il seguente lemma.

Lemma 9. Il vettore o = [jig, fi1, ..., ftn] " & un insieme dei momenti valido per

una misura di probabilita in [0, 1] se e solo se
Ho = 1a
H(p) = 0,

S(LTH(n) Ly + LM () L) — LEH() Ly = 0.

Dimostrazione. La dimostrazione di questo risultato si puo trovare in [14]. [

Per esempio, per 2n = 2 la sequenza [pg, i1, fio] € una sequenza di momen-

ti corrispondente ad una misura supportata su [0, 1] se e solo se le seguenti

Ho M1 -0,
M1 M2

1 — p2 >0,

disuguaglianze sono vere:

mentre, se la misura & supportata su [—1, 1], la seconda disuguaglianza viene
sostituita con
I —p2>0.

Viene ora introdotto un metodo per produrre una misura univariata ato-
mica con un dato insieme dei momenti. La procedura seguente e classica,
e puo essere trovata in [14], [33] e [38]. Si consideri I'insieme dei momenti
(o, fi1, -, flon—1) per il quale si vuole trovare una misura associata non ne-
gativa, supportata sull’asse reale. La misura risultante sara discreta (ovvero,

composta da un numero finito di atomi), della forma >  w;6(z — x;), dove
Prob(z = a;) = w;, Vi.

Si consideri quindi il sistema lineare:

Ho M1 - Hp-—1 Co Hn
... n C n
S =T e
i Hn—1 Hn - Hop—2 1L Cn—1 ] i Hon—1 ]
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La matrice di Hankel nella parte sinistra di questa equazione e quella appar-
sa prima come condizione sufficiente per la rappresentabilita di una misura
negativa da parte dei momenti. Si assuma senza perdita di generalita che
tale matrice sia definita positiva. Invertendo tale matrice, si puo risolvere il
sistema ottenendo [co, ..., ¢,_1]". Il sistema lineare in (3.14) ha infatti una
unica soluzione se la matrice ¢ definita positiva. In questo caso, siano z; le

radici del polinomio univariato
"+ ep 2" x4 = 0.

Puo essere dimostrato che tali radici sono tutte reali e distinte e sono esatta-
mente i punti di supporto della misura discreta. Ora che sono stati ottenuti
i supporti, e possibile quindi ottenere i corrispondenti pesi w; risolvendo il

sistema non singolare di Vandermonde dato da

Zwiﬂffzm 0<j<n-1).
=1

3.4 Risolvere un Gioco Polinomiale con SDP

Ora che e stata introdotta la formulazione necessaria per caratterizzare 1'in-
sieme P,, i.e. l'insieme dei polinomi univariati di grado n non negativi in
[c,d], e 'insieme M,,, i.e. I'insieme dei primi m + 1 momenti di una misura
non negativa con supporto sullo stesso intervallo, si puo tornare al problema
di ottimizzazione (3.7), a cui ci si era fermati al termine della Sezione 3.2
per capire come rappresentarlo in una forma concreta e risolvibile. Alcuni dei

risultati presentati in questa sezione derivano dai risultati ottenuti in [25].

3.4.1 Dalla Ottimizzazione Polinomiale all’SDP
Per comodita, si riporta qui il problema di ottimizzazione.

V= im0 e T Vi@t € Pa
min vy, s.t. v € M, (3.7)

V7’y
vy = 1

Per semplicita di rappresentazione, si considerano in questa sezione i giochi

nel quadrato Q = [—1, 1] x[—1, 1], per mantenere una formulazione uniforme a
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3.4 Risolvere un Gioco Polinomiale con SDP

quella introdotta nella sezione precedente. E possibile convertire un tipo di gio-
co in un altro tramite una trasformazione lineare dello spazio di strategie [25].
Vengono ora riscritti i vincoli di questo problema di ottimizzazione esprimen-
doli come vincoli di un problema di programmazione semidefinita utilizzando
i concetti introdotti nella Sezione 3.3.

Si inizi considerando il primo vincolo. Dalla sezione precedente, € noto che
le condizioni di non negativita di un polinomio su un intervallo si applicano
ai coefficienti di tale polinomio; per questo motivo, si consideri il polinomio
tlar) =7 = Do 2jg Tij vy ar', e si denoti con t il vettore dei coefficienti di
t(ay), ovverot = vye; — Rv, dove e; € R™T! &1l vettore che contiene tutti zeri,
eccetto per il primo elemento che equivale ad 1. Si denoti inoltre con v € R™*!
il vettore dei primi m + 1 momenti di una misura v, e con R € R FDx(m+1)
la matrice che contiene i coefficienti r;; del polinomio R(ay, as). Grazie al
Lemma 5, si pud concludere che il polinomio univariato ¢(a;) € non negativo
in [—1,1] se e solo se esistono le matrici Z € "™ e W € 8", Z =0, W = 0
tali che:

t = ye, — Rv=H(Z+ LWL — LaWLY).

Viene quindi mostrato come riscrivere il secondo ed il terzo vincolo del pro-
blema (3.7), che riguardano i momenti. Grazie al Lemma 8, si puo concludere

che v € M, ey = 1 con [c,d] =[—1,1] se e solo se

Vo = 17
H(v) = 0,

Si possono quindi rimettere insieme queste condizioni per formare il singolo
problema di programmazione semidefinita positiva che concretizza il problema

di ottimizzazione astratto (3.7), ottenendo quindi il seguente SDP.

( HNZ + LWLF — L,WLY) = ~ve; — Rv
LTH(w)L, — LTH(v)Ly, = 0
Vgnénw v, S.t. H(v) = 0 (3.15)
el = 1
W = 0
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Come sara poi chiaro dal suo duale, la soluzione del seguente SDP corrisponde
esattamente al valore del gioco ed ai momenti della strategia ottima per il

giocatore 2.

Osservazione La soluzione dell’'SDP (3.15) permette di ottenere il valore del
gioco ed i primi m + 1 momenti delle misure di probabilita. Rimane comunque
un problema, che emergera durante la ricostruzione delle strategie ottime dai
loro momenti: a causa di questo problema, sara necessario aggiungere dei
vincoli all’'SDP (3.15) per ottenere, oltre al valore del gioco ed ai momenti
delle misure di probabilita, anche i supporti ed i pesi delle strategie miste
ottime. Quest’osservazione si applica anche al problema duale, che viene ora

introdotto.

3.4.2 Dualita

E noto che nei giochi a somma zero c¢’e¢ una relazione naturale tra il ruolo dei
due giocatori e le proprieta di dualita convessa del corrispondente problema di
ottimizzazione. Informalmente, utilizzare il problema di ottimizzazione duale &
equivalente a scambiare il ruolo dei giocatori. Risulta quindi interessante calco-
lare il duale dell’'SDP (3.15), per ottenere la strategia del giocatore 1, che vuole
massimizzare il valore del payoff. Il duale del problema di programmazione

semidefinita (3.15) ¢ dato dall’'SDP seguente.

;

H*(A + LlB.[/%1 - LQBL%) == RTﬂ — Y€
LIH(p)Ly — LEH(p)Ly = 0
Joax o, s.t. H(p) = 0 (3.16)
ST 1
AB = 0

\

dove p € R" ey, € R™. La formulazione di questo problema equivale a
quella dell’SDP primale, eccetto che per il cambiamento del segno del valore
del gioco (essendo ora una massimizzazione) e dell'uso di —R” invece di R,
dovuto unicamente all’inversione di ruolo del giocatore che si sta considerando.
Il gioco infatti rimane lo stesso, ma cambia il punto di vista, che diventa

quello del giocatore avversario. Si ha quindi una perfetta corrispondenza tra
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3.4 Risolvere un Gioco Polinomiale con SDP

il primale ed il duale del gioco, data dal mappaggio (R, Z, W, v,vy) <=
(—RT, A, B, i, —v). Ricordandosi di come ¢ stato definito il payoff polinomiale
nella (3.1), il mappaggio dalla matrice R a —RT corrisponde a R(ay,as) «

—R(az, ay). Si puo scrivere formalmente questo risultato come segue.

Teorema 13 ([25]). Si consideri un gioco €2 polinomiale a due giocatori e
somma zero, tale che Q = [—1, 1] x[—1, 1], con payoff descritto in (3.1). Il valore
del gioco ed i momenti delle strategie miste ottime, possono essere ottenuti
risolvendo la coppia di SDP primale e duale data da (3.15) e (3.16).

3.4.3 Ricostruzione delle Strategie Ottime

Le variabili di decisione dei problemi SOS/SDP presentati precedentemente
erano i momenti delle strategie miste. Le corrispondenti misure possono essere
ricostruite dalle soluzioni ottime degli SDP primali e duali, in particolare dalle
matrici H(v) e H(u). La procedura ¢ indicata nella Sezione 3.3.2. Vi & pero
un problema: si puo notare che, mentre sono stati calcolati i primi m + 1
momenti, ovvero i momenti sino all’ordine m, la procedura di ricostruzione
richiede la presenza di un momento in piu rispetto a quelli calcolati risolvendo
I'SDP (3.15), richiedendo anche il momento di ordine m+1. A causa di questo
problema, per poter ricostruire la strategia ottima per il giocatore 2 ¢ necessario
calcolare anche il momento “mancante” v, 1, vincolandolo in qualche modo ai
momenti di ordine inferiore, oltre che all’intervallo su cui e definita la misura.

E possibile quindi utilizzare il Lemma 6, ed aggiungere i seguenti vincoli di

programmazione semidefinita:

140 1%} 1] s I/% 1%} 1] V3 s V%—i—l

Vy ) V3 T Vmyg ) V3 Uy Tt VZgg

1] V3 Uy cee V%+2 + Vs Vy Vs e V%+3 t 0,
| Vo Vmyy Vmyo oo Upyoo | | V41 Vg Vmys oot Umglo

IZ0) 1%} Vo tee l/% 121 Vo Vs cee I/%+1

151 Vo V3 T Vm ) V3 Vy Tt Vngo

125] V3 vy tet V%.‘.Q — V3 Vy Vs Tt 1/%4_3 i 0.
| Vm Vmyy Vmyog ot VUmoo | | V241 Vzyo Vogs o Umypl o
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Questi vincoli, grazie all’utilizzo dell’operatore H, possono essere riscritti con

le seguente formulazione piu sintetica.
T T
H([vo, 1, s Um]" ) + H([1, V2, ooy Umaa] ) = 0,

H([V()a Uiy -osy Vm]T) - H([”h LTI Vm-‘rl]T) t 0.

E quindi possibile aggiungere questi due vincoli semidefiniti al’'SDP (3.15) per
ottenere la sequenza di momenti (v, 11, ..., Vmy1), sufficiente alla ricostruzione
delle misure di probabilita delle strategie miste ottime. Lo stesso procedimento
va poi effettuato, ovviamente, anche all’'SDP duale (3.16). Si ottiene quindi la

seguente coppia primale e duale di SDP.

min 7, subject to

Vo,
( H(Z + L WLF — LaWLY) = ~ve, — Rv
LTH(w)L, — LTH(v)L, = 0
H(v) = 0
elv = 1 (3.17)
H([vo, V1s ooy Um)") + H([V1s Vay ooy Vimga]”) = 0
H([vo, Vi, ooy U] ) — H([1, Vo, ooy Uinsa]') = 0
\ ZW = 0
u,umTﬁﬁA,B v, subject to
( H*(A+ LiBLT — LyBLY) = R'p — ves
LiH(p)Ly — LyH(p) Ly = 0
H(p) = 0
elp = 1
H([po, 1, - i)' )+ H[prs przs ooy pomia]’) = 0
H([po, 1, o ]’ ) = H[ins pra, ooy pomia]') = 0
\ AB = 0
(3.18)
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dove e; € R™ e, € R™! sono i vettori che contengono tutti zeri, eccetto
per il primo elemento che equivale ad 1, v € R™*! & il vettore dei primi m + 1
momenti di una misura v, g € R""! ¢ il vettore dei primi n + 1 momenti di
una misura fi, flp11 € Vpaq SONO i momenti rispettivamente di p e di v di ordine
rispettivamente n+1 ed m+1, ed R € RM+Dx0m+1) & 13 matrice che contiene
i coefficienti r;; del polinomio R(ay, as).

A questo punto, utilizzando la procedura indicata nella Sezione 3.3.2 ¢
possibile ricostruire sia i supporti sia i pesi delle misure di probabilita u e v,
ottenendo quindi le strategie miste ottime. E importante notare che il supporto
delle misure atomiche sara dato dalle radici dei polinomi con coefficienti dati
da ve; — Rv e RT i — vey: questo significa che i supporti delle strategie miste
ottime sono finiti, ed in particolare il giocatore 1 avra un supporto composto
da non piu di n azioni, mentre il giocatore 2 avra un supporto composto da
non piu di m azioni.

Questo risultato fornisce una naturale e completa generalizzazione della
classica soluzione in programmazione lineare dei giochi finiti a somma zero, e
ne condivide le stesse importanti proprieta di dualita.

Poiché in molte applicazioni (ad esempio economiche o di networking) e
interessante studiare sotto quali condizioni ¢ garantito che un gioco possegga
soluzioni ottime pure, viene ora presentato un risultato noto riguardo ai giochi

continui (da [42, Teorema 4.5]).

Teorema 14. Si consideri un gioco polinomiale in [—1, 1] x [—1, 1] descritto
da R(ay,az). Se R(ay,ay) € strettamente concavo in a; per ogni as € [—1,1] e
strettamente convesso in ay per ogni a; € [—1, 1], allora entrambi i giocatori

hanno strategie ottime che sono pure.

Questo significa che per giochi di questo tipo la coppia primale-duale di
SDP (3.17) e (3.18) ammettera soluzioni pure, che saranno uniche se il gioco
ha un unico equilibrio. Va comunque notato che se & noto che il gioco ha queste
proprieta di concavita e convessita, non c¢’¢ nessun vantaggio computazionale
nel lavorare sullo spazio dei momenti invece che nel naturale spazio di strategie

del gioco.
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3.5 Esempio di Soluzione

Vengono ora presentati due semplici esempi. Nel primo esempio, il gioco ha
solo soluzioni in strategie pure, mentre nel secondo esempio il gioco richiede
strategie miste per ottenere il valore ottimo del gioco. Entrambi gli esempi

vengono trattati anche da Parrilo in [25].

3.5.1 Esempio di Gioco con Strategie Pure

Si consideri il gioco polinomiale (a due giocatori e somma zero) in forma nor-
male, in cui le azioni a; ed ay (rispettivamente del primo e del secondo gioca-
tore) sono definite sull’intervallo chiuso e limitato [—1, 1]. Il gioco, definito sul
quadrato = [—1,1] x [—1, 1], & dato da:

R(Cbl,ag) = 2(11&22 - CL12 — as.

Si vuole capire quali sono le strategie ottime per i due giocatori e qual e il

valore del gioco. Si hanno quindi le seguenti costanti.

Si hanno poi le seguenti espressioni.

14 1%
Hu) =0 «— | °
vy Uy

] =0, LTH(W) LT —LIH(V)Ly = 0 <= 1—15 >0

Inoltre, avendo Z € 8%, W € S*, il primo vincolo dell’'SDP (3.17) puo essere

scritto come segue.

VAT
e (
22 Z3

Ovvero, si riconduce alla seguente espressione.

+

Wu,o]—“]vv[o,u):h,o,o]— 0 0 2| |um
-1 0 0 Vs

Y+
21+ W z
H*( ! ? ) = —2V2
Z9 Zg—W
Yo
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Che, tradotto in forma polinomiale, assume il seguente significato.
21+ 2412 + 230, + (1 — ) W = v 4 vpai® — 2a,v5 + 1y

I1 quinto ed il sesto vincolo dell’SDP (3.17), che vincolano il momento v5 di

ordine m + 1 = 3, sono quindi i seguenti.

vy 1 12 %) vy 1 vy Vo
12 %) V9 I3 124 %) Vo V3

A questo punto, quindi, si puo scrivere 'SDP associato a questo problema,

la cui soluzione fornisce il valore del gioco ed i primi m + 2 momenti della
misura di probabilita della strategia del giocatore 2, ovvero il giocatore che
vuole minimizzare il payoff.

(

o+ W ] v+
229 = —2149
z3—W | I
1—vy = 0
vy 1 _—
pmin st L s (3.19)
| vy 11 ] i vy Vs |
+ = 0
| | | 2 3|
Voo | o -
Vi Vg Vo U3
ZW = 0

\
La soluzione di questo problema di programmazione semidefinita produce i

seguenti risultati.

42
y=a'—a, v=1| a |, 13=025 Z= , W =0,
N —a? 1
!
con o = 475, A questo punto, utilizzando la sequenza di momenti
(vo, v1, V2, v3) = (0,a, %,0.25) ed il procedimento descritto nella Sezione 3.3.2,
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¢ possibile ricostruire sia il supporto della strategia del giocatore 2 sia i pesi,
ovvero i valori di probabilita associati alla singola azione secondo la misura
di probabilita v. A scopo dimostrativo, viene svolto tale procedimento: si ha

quindi la seguente equazione

e le) -]

Invertendo la matrice immediatamente a sinistra e risolvendo l’equazione,
siottiene il vettore [co, 1]’ = [0,—0.63] dei coefficienti di un polinomio
s(t) = t? + c1t' + ¢o. Calcolando le radici del polinomio s(t) si ottengono i se-
guenti zeri: s; = «, sy = 0, che coincidono con i punti del supporto della misura
di probabilita v. Risolvendo anche il sistema non singolare di Vandermonde si
ottengono i rispettivi pesi: w; = 1,wy = 0.

Risolvendo in modo analogo anche il problema duale si ottiene anche la
strategia del giocatore 1, oltre ad ottenere, ovviamente, un valore del gioco
che coincide con quello calcolato con il primale. L’equilibrio, quindi, ¢ dato
dal profilo di strategie in cui il giocatore 1 sceglie sempre 1'azione a; = o2, ed
il giocatore 2 sceglie sempre 'azione ay = a. 1l fatto che le strategie ottime
siano pure non e inatteso, ma ¢ motivato sia dal Teorema 14 sia dal fatto che la
funzione di payoff ¢ concava in ay. L’equilibrio corrisponde all'unico punto di
sella della funzione R(aq,a2) nel dominio della funzione. Si puo anche notare
che, poiche in questo caso vi € un unico equilibrio in strategie pure, il punto
di sella si sarebbe anche potuto calcolare in un modo piu diretto usando il

metodo delle “curve di reazione” (si veda [20], [42]).

3.5.2 Esempio di Gioco con Strategie Miste

Si consideri il gioco polinomiale a due giocatori e somma zero che, come nel
caso precedente, € sul quadrato 2 = [—1,1] x [—1,1]. La funzione di payoff &
data da:

R(al,ag) == 5&1&2 - 2(112 - 2(11&22 — ap,

che non ¢ né convessa ne concava. Si vuole capire quali sono le strategie ottime
per i due giocatori e qual ¢ il valore del gioco.

Avendo Z € S?,W € &8, il primo vincolo dell’SDP (3.18) pud essere

scritto come segue.
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3.5 Esempio di Soluzione

. 0 -1 0
W[l,O]—[ 1 ] wio, 1]) = [v,0,00-| 0 5 —2
2 0 0

1
0

+

H*( Z1 22
Z2 Z3

Ovvero, si riconduce alla seguente espressione.

&

Si ha quindi il seguente problema di programmazione semidefinita.

Y+

2+ W 29

- 2V2 - 5V1
29 Z3 — W

2V0

( -

21+ W v+
222 = 2V2—5V1
Zg—W 2V0
1—V2 t 0
vy
= 0
. vy V2
min ¥, S.t. - -
V7Vm+1777Z7W VO — 1
VW 11 v V2
+ = 0
124 %) V9 U3
Vo 11 V1 V2
vy V9 Vo U3
ZW = 0

(3.20)
Dopo aver risolto I’'SDP associato a tale problema e la procedura di ricostru-

zione del supporto, si ottengono i seguenti valori.

0.08 —04

v=—-048, v =056, vr,=1, v3=0.56, Z =
-04 2

], w0

Tali valori corrispondono alla strategia mista in cui il giocatore 2 sceglie a; = 1
con probabilita 0.78, e as = —1 con probabilita 0.22. Risolvendo il problema
duale, si ottiene la strategia per il giocatore 1, il quale scegliera I’azione a; = 0.2

con probabilita 1.
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Capitolo 4

Giochi Polinomiali Stocastici

con Single Controller

4.1 Introduzione

Nella Sezione 2.5 sono stati introdotti i giochi stocastici, un’importante classe
di problemi che generalizza i processi di decisione di Markov combinandoli
alla Teoria dei Giochi. Nel capitolo precedente, invece, sono stati introdotti
i giochi polinomiali in forma normale, in cui i giocatori hanno accesso ad un
numero infinito di strategie pure. E quindi naturale domandarsi se le tecniche
utilizzate nei giochi polinomiali in forma normale possano essere estese ai giochi
stocastici con infinite strategie pure. In questo capitolo viene presentata una
classe di giochi stocastici polinomiali, in cui le transizioni sono “governate”
da un unico giocatore. Nella Sezione 4.2 viene presentata questa classe di
giochi, introducendo anche il concetto di strategie d’equilibrio per giochi di
questo tipo e di vettore dei valori. Nella Sezione 4.3 viene discusso il calcolo
dell’equilibrio e del vettore dei valori per giochi di questa classe, in cui pero
ogni giocatore ha accesso ad un numero finito di strategie pure tra cui scegliere.
Nella Sezione 4.4, invece, viene mostrato come calcolare le strategie d’equilibrio
per giochi di questa classe in cui i giocatori hanno accesso ad un numero
infinito di strategie pure. Infine, nella Sezione 4.5 viene presentato un esempio

di soluzione di un gioco di questa classe.
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4.2 I Giochi Polinomiali Stocastici con Single

Controller

Nel 1981 Parthasarathy e Raghavan [28] presentarono la classe dei giochi stoca-
stici a Single Controller, brevemente introdotti nella Sezione 2.5, dimostrando
che tale classe di giochi possiede la proprieta di Orderfield. Da allora si sono
svolte molte ricerche su questa classe di giochi, sia per studiarne le principali
proprieta, come ad esempio in [17] e [46], sia da un punto di vista algoritmico,
come ad esempio in [31], sia studiandone alcune particolari estensioni, come
ad esempio in [44] e [45]. In questo capitolo viene presentata un’estensione di
questa classe di giochi al caso in cui i giocatori possono scegliere tra infinite
strategie pure, e la funzione di payoff ¢ polinomiale. I risultati presentati in
questa sezione derivano principalmente dai risultati ottenuti da Shah, Parikshit
e Parrilo, in [35].

4.2.1 Descrizione del problema

Si consideri un gioco stocastico G = (S, N, A, P,r), come definito nella Defi-
nizione 23, con la proprieta di Single Controller, definita nella Definizione 29.
Questo significa che la probabilita di transizione nello stato s’ condizionata
dallo stato corrente s dipende solamente dalla coppia (s, s’) e dall’azione del
giocatore 1 per ogni coppia di stati (s,s’). Questa probabilita ¢ quindi in-
dipendente dall’azione del giocatore 2. Come e stato anticipato, la funzione
di payoff sara polinomiale nelle variabili a; e as, che rappresentano le azioni
scelte rispettivamente dal giocatore 1 e 2 e che sono valori reali che apparten-
gono agli spazi delle azioni A; e Ay. Per semplicita, si consideri il caso in cui
Ay = Ay = [0,1] € R. T risultati si possono facilmente generalizzare al caso
in cui gli spazi delle strategie sono unioni finite di intervalli arbitrari dell’asse
reale. Per semplicita, si assume anche che gli spazi delle azioni siano uguali per
ogni stato; anche questa assunzione puo poi essere facilmente generalizzata. Il
numero di stati |S| = 5, invece, rimane ancora finito. In analogia quindi con
'equazione del payoff (3.1) presentata nel capitolo precedente, si assume che
la funzione di payoff sia polinomiale nelle variabili a; e as con coefficienti reali:

ns Mg

r(s, a1, as) = Z Z rii(s) ar’ ay’. (4.1)

i=0 j=0
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Infine, si assume che la probabilita di transizione p(s’, s, a;) (indipendente dal-
'azione del giocatore 2) sia anch’essa polinomiale nell’azione a; con coefficienti

reali:
d,y
p(s' s,a1) = Z pi(s',s) ar’. (4.2)
i=0

Per chiarire I'idea, si consideri I’esempio di un gioco stocastico a due stati, ovve-
rocon S = {1,2}. Glispazi delle azioni dei due giocatori sono A; = Ay = [0, 1].
La funzione di payoff nello stato 1 & r(1,ay,as) = ri(as,az), e la funzione di
payoff nello stato 2 ¢ data da r(2, ay,as) = ra(ay, az). Si assume che entrambe
siano polinomiali in a; ed as. La matrice di probabilita di transizione e la
seguente:

_ pular, az) piz(ar, az)

N pa1(ar, az) poalas, as)
Si supponga che ogni elemento della matrice sia un polinomio in a;. Que-
sto gioco stocastico puo essere rappresentato graficamente come mostrato in
Figura 4.1: le funzioni di payoffs associate agli stati sono denotate da r; e rg,

mentre i lati sono marcati dalle corrispondenti probabilita di transizione negli

L

P21

stati.

Figura 4.1: Esempio di gioco stocastico con Single Controller.

Si tornera a questo esempio nella Sezione 4.5, quando verra studiato come
calcolare i valori degli stati e le strategie per entrambi i giocatori.

In questa classe di giochi il processo di decisione opera lungo un orizzonte
infinito, quindi risulta naturale restringere l'attenzione alle strategie stazio-
narie per ogni giocatore, ovvero alle strategie che dipendono solo dallo stato
del processo e non dal tempo. Inoltre, fintanto che i processi riguardano due
decisori avversari, risulta anche naturale considerare le strategie miste invece
delle strategie pure, in modo da ricostruire la nozione di equilibrio minimax,
cosi come mostrato nella Sezione 4.2.2. Una strategia mista per il giocatore 1 e

quindi l'insieme finito di misure di probabilita p = [p(1), ..., u(S)], supportate
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sull’insieme delle azioni A;. Ogni misura di probabilita corrisponde ad una
strategia mista per il giocatore 1 in un particolare stato: per esempio u(k)
corrisponde alla strategia mista che il giocatore 1 utilizzera quando sara nello
stato k. Allo stesso modo, la strategia del giocatore 2 e rappresentata da
v =[v(1),...,v(9)]. (Due parole sulla notazione: in questo capitolo gli indici
in parentesi saranno usati per denotare lo stato. Le lettere in grassetto saranno
utilizzate per indicare le vettorizzazioni rispetto allo stato, ovvero collezioni di
oggetti corrispondenti a stati differenti in un vettore con alla posizione 75"
I’elemento corrispondente allo stato i. Le lettere greche &, u, v saranno utiliz-
zate per denotare le misure. I pedici su queste lettere greche saranno utilizzati
per denotare i momenti (di vario ordine) delle misure. Una barra sulla lettera
greca indica una sequenza (finita) di momenti (la lunghezza della sequenza

jesimo momento della

sara chiara dal contesto). Per esempio §;(i) denota il j
misura & corrispondente allo stato i, mentre £(i) = [£(4), ..., &u(4)]).

Una strategia 0 porta ad una matrice di probabilita di transizione P(u)
tale che Pyy(p) = [, p A, (s',s,a1) du(s). Cosi, una volta che il giocatore 1 fissa
una certa Strategla 14, la matrice di probabilita di transizione ¢ fissata, e puo
essere ottenuta integrando ogni elemento della matrice rispetto alla misura
p. (Fintanto che gli elementi sono polinomi, durante l'integrazione questi
elementi dipenderanno in modo affine dai momenti pu(s)). Date le strategie p
e v, il payoff atteso immediato del giocatore 1 in un qualche stato s e dato

dalla seguente espressione.

(s 1(5) Lj;swwwmw>

Fissato uno stato iniziale s ed una coppia di strategie p(s) e v(s), il
reward collezionato lungo l'orizzonte infinito partendo dallo stato s, ovvero

va(s, 1u(s),v(s)), ¢ dato dal seguente sistema di equazioni:
vs (s, u(s),v(s)) = r(s,u(s),v(s)) +
#0% ([ s du) o) s s,

s'eS

dove 3 ¢ il fattore di discount. Vettorizzando vg(s, u(s), v(s)), si ottiene:
va(p,v) = (I = BP(p) 'r(p,v),
dove r(s,v) = [r(1, j(1), v(1)), (S, 1(S), v(S))] € RS,
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4.2.2 Strategie di Equilibrio

Nel 1953 Shapley [36] generalizzo la nozione di equilibrio di Nash ai giochi
stocastici, definendo la nozione di equilibrio stazionario. Per questo motivo,
quando ci si concentra sui giochi stocastici e quindi si considerano gli equilibri
stazionari, invece di avere degli unici valori (come nei giochi in forma normale),
si ha un unico “vettore di valori”. Questo vettore e indicizzato dallo stato e
1'4¢5"m° componente ¢ interpretato come il valore che il giocatore 1 si aspetta
di ricevere all’equilibrio (lungo il processo infinito discounted), condizionato
dal fatto che il gioco inizi nello stato 7. Ovviamente, stati differenti possono
essere favorevoli a giocatori differenti. Fintanto che le azioni condizionano sia
il payoff sia le transizioni, i giocatori devono bilanciare le proprie strategie
in modo da ricevere dei buoni payoffs in ogni particolare stato mantenendo

delle transizioni di stato favorevoli. Vengono ora definiti i concetti di strategie

d’equilibrio e di vettore del gioco per questo tipo di giochi.

Definizione 36 (Strategie di Equilibrio e Vettore dei Valori). Due
vettori di strategie miste (indicizzati dallo stato) p° e ?, che soddisfano la

proprieta del punto di sella:

v, 1) < va(pl, %) < vg(p®,v),

per ogni vettore di strategie miste u, v, sono chiamati strategie d’equilibrio. 11

corrispondente vettore v(u®, 1) & chiamato vettore dei valori del gioco.

Si potrebbe notare che vg(p,v) ¢ un vettore in R® indicizzato dallo stato
iniziale del processo di Markov. Poiché la disuguaglianza appena introdotta
e una disuguaglianza di vettori va interpretata componente per componente.
Piu precisamente, se A ¢ lo spazio delle azioni, sia A(A) lo spazio delle misure
di probabilita supportate su A. Allora la funzione vz € una funzione della

forma:
s

g : HA(A) x [JAA) — R,

i=1
e le strategie d’equilibrio corrispondono ai punti di sella di questa funzione. Per
ogni stato si ha quindi una coppia di strategie miste, una per giocatore: tali
misure di probabilita sono indipendenti tra stato a stato, e sono indipendenti

tra i giocatori.
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In [36] Shapley mostro che gli equilibri stazionari esistono sempre (e che i
corrispondenti vettori di valori sono unici) per giochi stocastici a due giocatori
e somma zero, con stati finiti ed azioni finite. In [35] Shah, Parikshit e Parrilo
discutono i temi dell’esistenza e unicita di equilibri stazionari, provando che
per ogni gioco stocastico a due giocatori e somma zero, con uno spazio degli
stati finito, uno spazio di strategie infinito, e payoffs polinomiali, gli equilibri
stazionari esistono sempre, e che il vettore dei valori ¢ unico. Questo risultato
¢ indipendente dalla condizione di Single Controller.

Inoltre, sempre in [35] Shah, Parikshit e Parrilo mostrano un semplice al-
goritmo per calcolare gli equilibri in ogni gioco di questo tipo. Tale algoritmo
e analogo alla policy-iteration nella programmazione dinamica e consiste nel
risolvere una sequenza di semplici giochi (non stocastici) nei quali i vettori dei
valori convergono ai valori del vettore ottimo. Ad ogni iterazione ¢ necessario
risolvere un gioco polinomiale in forma normale (che puo essere fatto risol-
vendo un singolo problema di programmazione semidefinita), e risolvendo una
sequenza di tali problemi si ottiene una soluzione vicina al vettore dei valori
ottimo reale. In ogni caso, la velocita di convergenza di tale algoritmo lo rende

poco utilizzabile.

4.3 Caso con Spazi di Strategie Finiti

Viene ora mostrato come calcolare le soluzioni di questo tipo di giochi iniziando
dal caso in cui ogni giocatore, per ogni stato, ha un numero finito di strategie
pure tra cui scegliere. Viene introdotto prima questo caso per permettere un
confronto con il caso di spazi delle azioni infiniti, e per poterne capire meglio
le analogie. Una trattazione dettagliata di questo caso la si puo trovare in [6]
ed in [31].

Quando si ha un numero finito di strategie pure e viene mantenuta la
condizione di Single Controller ¢ possibile calcolare una soluzione minimax
attraverso la programmazione lineare: viene quindi mostrato in questa sezio-
ne come utilizzare la programmazione lineare per risolvere giochi di questa
classe. Nella prossima sezione, partendo concettualmente da questo problema
di programmazione lineare, verra mostrato un problema di ottimizzazione di-
mensionalmente infinito per il caso in cui ogni giocatore puo scegliere tra un

numero infinito di strategie pure.
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Per semplicita, si assuma ancora che gli insiemi di strategie pure disponibili
ad ogni giocatore in ogni stato siano identici, ovvero che A; = Ay = {1, ..., m},
che lo spazio degli stati sia S = {1,...,5}, e che la matrice di probabilita
di transizione rispetti la Definizione 29 di gioco stocastico a single control-
ler. Si definisce inoltre con [ il fattore di discount. Una strategia mista
per il giocatore 1 & una funzione f : & x A; — [0, 1] soggetta al vincolo di
normalizzazione ), f(s,a1) = 1 per ogni stato s € S (in modo tale che
f(s) = 1[f(s,1),..., f(s,m)] diventi una distribuzione di probabilita sullo spa-
zio di strategie Aj). Similarmente, la strategia mista per il giocatore 2 in
un particolare stato s & data da g(s) = [g(s,1),...,g(s,m)]. La collezione di
strategie miste (indicizzate dagli stati) ¢ denotata da f = [f(1),..., f(5)] (e,
rispettivamente, g = [g(1), ..., g(S5)]). Una strategia f conduce ad una matrice
di probabilita di transizione P(f) = >

nuovamente un processo (-discounted su un orizzonte infinito. Date le strate-

area, P(8',8,a1)f(s,a1). Si consideri

gie f e g, i payoff immediati del giocatore 1 in un qualche stato s sono dati

da:
r(s, f(s),9(s)) = Z r(s,a1,a2)f(s,a1)g(s,as).

a1€A1,a2€A>
Il reward collezionato sull’orizzonte infinito partendo dallo stato s,

vg (s, f(s), g(s)), ¢ dato dal sistema di equazioni:

+ ﬂz < Z p(s, s,al)f(s,a1)> v (s, f(s'),9(s') Vse S,

s'€S Nared
Si ha quindi:
vs(f,g) = (I - BP(f)) 'x(f.g),
dover(f,g) = [r(1, f(1),9(1)),...,7(S, £(S),g(S))] € R?. L'obiettivo & percio
quello di trovare le strategie di equilibrio f° e g¥ che soddisfino la proprieta di

equilibrio di Nash:

vs(f,g”) < va(f’,g”) < va(fg) (4.3)

per ogni strategia mista f e g.
Si consideri allora il seguente problema di programmazione lineare: come
sara poi chiaro dal Teorema 15, tale problema di ottimizzazione permette di

calcolare il valore di ogni stato e la strategia ottima per il giocatore 2, ovvero
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il giocatore che vuole minimizzare il payoff e le cui azioni non influiscono sulle
transizioni di stato.

s
min v(s), subject to
(); (s), subj

g(S,GQ),’U s
S

U(S) = Z1126142 T(s,al,a2)9(37a2)+
+BY S p(s s,a)v(s) Vs € S a1 € A (LP1)

Za2€A2 g(s,a) =1, Vs eS

g(s,as) > 0 Vs € S, ay € Ay

Si consideri anche il problema di programmazione lineare duale del pre-
cedente. Come sara poi chiaro, sempre dal Teorema 15, tale problema di
ottimizzazione permette di calcolare il valore di ogni stato e la strategia otti-
ma per il giocatore 1, ovvero il giocatore che vuole massimizzare il payoff e le

cul azioni influiscono sulle transizioni di stato.

S

max z(s), subject to
f(x,al),z(s) s=1 ( ) ]

Zf:l ZaleAl [5(57 S,) - ﬁp(sla S, al)] x<37 al) =1 V¢ €S (DPl)

2(8) < Y uea, T(s,a1)7(s,a1,a2) Vs € S, ay € Ay

Teorema 15 ([6]). Si consideri la coppia primale-duale di problemi di pro-
grammazione lineare (LP1) ed (DP1). Sia p* il valore ottimo di (LP1), e
sia d* il valore ottimo di (DP1). Siano z*(s,a;) i valori ottimi delle variabili
x(s,ay) ottenute in (DP1), e siano g*(s, ay) i valori ottimi delle variabili g(s, az)
ottenute in (LP1). Siano

*(s,ay)

20 U5, 1)

e g*(s,as) le distribuzioni di probabilita. Allora si puo affermare che:

fr(s,a1) =

1. pr=d*
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2. Sia v* = [v*(1),...,v*(S5)] 'ottima soluzione di (LP1). Allora si ha che
v =vs(f*, g").

3. vg(f*, g*) soddisfa la disuguaglianza del punto di sella (4.3).

Dimostrazione. Si veda ([6, pp.93]). O

Osservazione 1 Si puo notare che I'affermazione 2 nel Teorema 15 sostiene
che la soluzione dell’'LP (LP1) corrisponde al reward scontato sull’orizzonte
infinito ottenuto quando i giocatori 1 e 2 giocano secondo le distribuzioni f* e
g*. L’affermazione 3 sostiene infatti che queste distribuzioni sono ottime per i

giocatori per la definizione di equilibrio di Nash.

Osservazione 2 Si puo notare che il problema primale (LP1) ha una inter-
pretazione naturale in termini di strategie minmax. Si considerino i vettori
ammissibili v e g che soddisfano il primo insieme di disuguaglianze in (LP1):
le disuguaglianze possono essere interpretate col significato di garantire che

usando la strategia g il payoff del giocatore 2 sara almeno v.

4.4 Caso con Spazi di Strategie Infiniti

In questa sezione si considera il caso in cui ogni giocatore possa scegliere tra
infinite azioni non numerabili. In particolare, ogni giocatore puo scegliere
azioni nellintervallo [0,1]. Il numero di stati |[S| = S rimane ancora fini-
to. La funzione di payoff r(s,as,as) & come quella indicata in (4.1) per ogni
s € §. Inoltre, poiché si assume che sia soddisfatta la condizione di Single
Controller, la probabilita di transizione p(s’,s,a;) € come quella indicata in
(4.2). Si considera ancora il caso di gioco a due giocatori e somma zero in
cui il giocatore 1 vuole massimizzare il reward atteso lungo ’orizzonte infinito.
Viene quindi generalizzato il problema (LP1) a questo caso. Le variabili f e g,
che rappresentavano le distribuzioni sugli insiemi finiti A; e Ay, sono rimpiaz-
zate dalle misure di probabilita u(s) e v(s). Queste misure rappresentano le
strategie miste su uno spazio di azioni non numerabile. (Si ricorda che per ogni
giocatore vi sono S misure, ogni misura corrispondente ad una strategia mista

in un particolare stato. Per esempio pu(s) corrisponde alla strategia mista che
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il giocatore 1 adottera quando il gioco sara nello stato s.)
I risultati presentati in questa sezione derivano principalmente dai risultati

ottenuti da Shah, Parikshit e Parrilo, in [35].

4.4.1 Da Azioni Finite ed LP ad Azioni Infinite ed SDP

Viene ora mostrato che una generalizzazione del problema di programmazione
lineare (LLP1) a questo caso porta ad un problema di ottimizzazione, che riguar-
da la non negativita di un sistema di polinomi univariati con coefficienti che
dipendono dai momenti delle misure p e v. Vi & quindi, ovviamente, una forte
analogia con quanto fatto nel caso dei giochi polinomiali in forma normale,
essendo i giochi stocastici una generalizzazione dei giochi in forma normale.
L’interpretazione fatta in termini di strategie sicure per il giocatore 2, bre-
vemente introdotta al termine della sezione precedente ed analizzata nel caso
dei giochi polinomiali in forma normale, viene anche qui mantenuta: infatti ¢
possibile notare una forte analogia tra il problema di ottimizzazione (3.6) ed
il problema di ottimizzazione (4.4), tra poco introdotto. Viene ora mostrato

il problema di ottimizzazione che generalizza il problema di programmazione
lineare (LP1).

s
min v(s), subject to
I/(s),v(s); (5) /

(@) v(s) = [ ,ea,7(5 a1,a2) v(s,a2) das + (4.4)
+ﬂ2521p(3’,s,a1)v(3’) Vs €S,a1 € A

(b) v(s) é una misura supportata su Ay per ogni s € S

Poiché si ha fA2 r(s,a1,a2)v(s,as)day = t,(s,a;), dove t,(s,a;) ¢ un po-
linomio univariato in a; per ogni s € S, fissato un vettore v(s), il vincolo (a)
e un sistema di disequazioni polinomiali. Si puo notare che i coefficienti di ¢
dipendono dalla misura v solo attraverso un numero finito di momenti. Piu

concretamente, si hanno le seguenti equazioni.

fa2€A2 r(s,a1,a2) v(s,az) day = fa2€A2 Yoo ;”:so rii(8) ar" as? v(s, az) dag =

= Yoo rig(s)art [ ca ad v(s,az)dag = 3700 T rig(s) vi(s) an’
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Utilizzando questa osservazione, il problema di ottimizzazione (4.4) puo essere
riscritto nel seguente modo.

S

min v(s), subject to
v(s)ls) =

() w(s) = 220220y rij(s) vi(s) ar' + (P')
— B (s, s,a)u(s") € P(A)Vs €S

(d) v(s) € M(A2), y(s) =1, Vs €S

Si puo notare una certa analogia rispetto al problema di ottimizzazione
(3.7) nella Sezione 3.2.2 del capitolo precedente. Come in quel caso, la formu-
lazione del problema di ottimizzazione (P’) & astratta e non risolvibile. Anche
in questo caso, per cercare di convertirla in un problema di ottimizzazione
concreto che si possa risolvere, ¢ necessaria la rappresentazione computazio-
nalmente adatta dei due insiemi P(A;) ed M(A;) introdotta nella Sezione 3.3.
Come ¢ noto dalla Sezione 3.3.1, le condizioni di non negativita di un polino-
mio su un intervallo si applicano ai coefficienti di tale polinomio. Per questo
motivo, si consideri il vincolo (c), che produce un sistema di disuguaglianze
polinomiali in ay, una disuguaglianza per ogni stato: fissato un certo stato

s € S, si cerca di esplicitare i coefficienti del polinomio

ns Mg S
ts(ar) = v(s) — ZZ rii(s)vi(s)a” — ﬁZp(s’,s,al)v(s’).
i=0 j=0 s'=1
Sia d, il grado della disuguaglianza per quello stato, e sia inoltre
1], = [1,al,a12,...,a1dS]T. II secondo termine del polinomio ts(a;), pud

essere riscritto in forma vettoriale come:

ns Mg
>3 ras vl art = () R(s) [, (45)
=0 j=0
dove R(s) e la matrice che contiene i coefficienti del polinomio 7(s,as, as),
e v(s) € R%T! ¢ il vettore dei primi dy + 1 momenti della misura
v(s). Similarmente al caso di strategie finite, si puo definire il vettore

v* = [v*(1),...,v*(S)]", che risulterd essere il vettore dei valori del gioco

stocastico (indicizzato dallo stato). Il terzo termine del polinomio #(a,), che
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dipende dalla probabilita di transizione p(s’, s,a;), € anch’esso ovviamente un
polinomio in a; ed i suoi coefficienti dipendono dai coefficienti di p(s’, s,a1) e

v. Specificatamente, si ha:

Zp(s’,s,al)v(s’) = VTQ(S)T[al]dS, (4.6)

dove Q(s) & la matrice che contiene i coefficienti di p(s’, s,a1). A questo punto,
poiché gli spazi delle azioni sono A; = Ay = [0, 1], dal Lemma 4 nella Sezione
3.3.1, e possibile concludere che il polinomio t5(a;) ¢ non negativo in [0, 1] se
e solo se esistono le matrici Z, € 8% e W, € 8%, Z > 0, W > 0 tali che

H*(Z,+ %(LIWSL§+L2WSL1T )= LoW,LY) = Eov—BQ(s)v— R(s)(s) (4.7)

dove E, € R%*9 ¢ la matrice formata da tutti zeri eccetto un 1 in posizione
(1,5s).

Si cerca ora di riscrivere il vincolo (d) del problema di ottimizzazione (P’),
che riguarda i momenti delle misure di probabilita. Si fissi sempre uno stato
s € 8. Grazie al Lemma 9 nella Sezione 3.3.2, e possibile concludere che
v(s) € M(As) e rp(s) = 1 con [e,d] =[0,1] se e solo se

€1T17(S) 1,
H(v(s)) = 0, (4.8)
S(LTH(P(s)) Lo + Ly H((s) Ly) — Ly H(P(s)) La = 0.

Y

Si possono quindi rimettere insieme tutte queste condizioni, per formare il
singolo problema di programmazione semidefinita positiva che concretizza il

problema di ottimizzazione astratto (P’), ottenendo quindi il seguente SDP.
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4.4 Caso con Spazi di Strategie Infiniti

S

min v(s), subject to
V(S),v(s),ZS,WSSZ:; (s) J

(e) H*(Zs+ 5(LiW,L3 + LyW,L]) — LyW, LY =
= E;v—R(s)v — pQ(s)v, VseS§

(f) H(v(s) =0, Vsed8

(9) S(LTH(v)(s) Ly + LY H(7)(s)L1) +
CLTHD)(s)Le =0, ¥se S

(h) elv(s)=1, VseS§

(i) Z,W, =0, VseS

A questo punto, si puo esprimere il seguente Lemma.

Lemma 10. Siano A; = Ay = [0, 1]. 1l problema di programmazione semide-

finita (SP) risolve esattamente il problema di ottimizzazione polinomiale (P’).

Dimostrazione. La disuguaglianza polinomiale (c) ha il vettore dei coefficien-
ti Esv — R(s)v — BQ(s)v, come mostrato dalle equazioni (4.5) e (4.6). La
dimostrazione si ha quindi per diretta conseguenza del Lemma 4 riguardan-
te la rappresentazione semidefinita dei polinomi non negativi su [0, 1], come
mostrato nell’equazione (4.7), ed il Lemma 9 riguardante la rappresentazione
semidefinita delle sequenze di momenti di misure non negative supportate su

[0, 1], come mostrato nell’espressione (4.8). O

Osservazione La soluzione di questo problema di ottimizzazione, come sara
poi discusso nella sezione successiva, produce il vettore dei valori del gioco ed i
momenti delle misure (una per ogni stato) per il giocatore 2, ovvero il giocatore
che non controlla le transizioni. Come nel caso dei giochi polinomiali in forma
normale rimane comunque un problema, che emergera durante la ricostruzione
delle strategie ottime dai loro momenti: a causa di questo problema, sara

necessario aggiungere dei vincoli all’'SDP (SP) per ottenere, oltre al valore
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del gioco ed ai momenti delle misure di probabilita (per ogni stato), anche i
supporti ed i pesi delle strategie miste ottime.

Si consideri allora il problema duale per cercare le strategie del giocatore 1
che controlla le transizioni. Si consideri il vettore dei primi dgs + 1 momen-
ti £(s) € R%TL il problema duale & equivalente al seguente problema di
programmazione semidefinita:

max a(s), subject to
-y T Bsg j

(j) H*(As+ H(LiB,LY + LyB,LY) — LyB,L} =
(s)'E(s) — a(s)ey, VseS

k H(E(s) =0, VseS
@ Es) =0, Vs .
() S(LTH(E)(s) Lo + Ly H () (s) L) +
CITHE)(s)L =0, Vs €S
> (B = BQ(s)) E(s) = 1
(m) A, B, =0, VseS
che coincide con il seguente problema di ottimizzazione polinomiale.
s
. subject t
g(Isr)l%E({s) 81104(3) subject to
(n) Z” rij(8)&i(s)as’ — a(s) > 0 Vay € Ay, Vs € S )

(0) &(s) € M(Ay) Vs e S

() >4 fA — Op(s'ys,a1))dé(s) =1 Vs €S
Lemma 11. 11 problema di programmazione definita (SD) e equivalente al

problema di ottimizzazione polinomiale (D’).

Dimostrazione. La dimostrazione si ha ancora per conseguenza diretta del
Lemma 4 e del Lemma 9 in modo del tutto analogo a quanto fatto per il

Lemma 10. [l
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Osservazione 1 E importante notare che nel problema duale la sequenza
dei momenti non necessariamente corrisponde ad una misura di probabilita.
Infatti, per convertirla in una misura di probabilita ¢ necessario normalizzare
la misura, dividendo ogni momento per il momento di ordine zero. A seguito
della normalizzazione, si hanno le sequenze dei momenti delle misure ottime
(una per ogni stato) per il giocatore 1. Allo stesso modo, il vettore dei valori
del gioco richiede una qualche normalizzazione per coincidere con il vettore

ottimo del gioco reale.

Osservazione 2 La soluzione di questo problema di ottimizzazione, come
sara poi discusso nella sezione successiva, produce il vettore dei valori del
gioco ed i momenti delle misure (una per ogni stato) per il giocatore 2 (a
seguito della normalizzazione sia dei momenti sia dei valori degli stati).
Come per I'SDP (SP), rimane comunque un problema che emergera durante
la ricostruzione delle strategie ottime dai loro momenti: a causa di questo
problema, sara necessario aggiungere dei vincoli all'SDP (SD) per ottenere,
oltre al valore del gioco ed ai momenti delle misure di probabilita (per ogni

stato), anche i supporti ed i pesi delle strategie miste ottime.

Si conclude questa sezione con il lemma che formalizza il collegamento tra
i problemi di ottimizzazione polinomiale (P’) e (D’), e quindi, per il Lemma 10
ed il Lemma 11, anche il collegamento tra 'SDP (SP) e I'SDP (SD).

Lemma 12. I problemi di ottimizzazione polinomiale (P’) e (D) sono tra loro

in rapporto di dualita forte.

Dimostrazione. La dimostrazione si puo trovare in [35]. O

4.4.2 Ottimalita della Soluzione

Nella sezione precedente ¢ stato mostrato che il problema (P’) puo essere ridot-
to al sistema di programmazione semidefinita (SP). In questa sezione, invece,
viene mostrato che la soluzione del problema (SP) ¢ effettivamente la soluzione
d’equilibrio desiderata. Per arrivare a tale risultato, si introduce inizialmente

il seguente lemma.

Lemma 13. Siano 7*(s) e £*(s) le sequenze di momenti ottime rispettivamen-

te per (P’) e (D'). Siano v*(s) e £*(s) le corrispondenti misure supportate
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rispettivamente su A; e A,. Si ha quindi il seguente risultato complementare
per lottimo di (P") e (D’):

s) fA dé*(s) = fA2 fAlr(s,al,ag)df*(s) dv*(s)+

(4.9)
FBE, V) [y, (s, s,a1) dE*(s) Ws € S,

a(s) /A dv*(s) = /A /Alr(s,al,ag)df*(s) dv*(s) Vs e S  (410)

Dimostrazione. 1l risultato segue dalla dualita forte dell’equivalente rappre-
sentazione semidefinita della coppia primale-duale (P’) e (D’). La funzione

Lagrangiana per (P’) & data da:

L& a) = inf‘,’V{Zf:1 v(s) — fAl[ fA s, a1,a9) dv(s) +
—B2 g v(s)p(s', s, a1)]d (S) + 2 a(s)(1—w(s))}-

L(&, ) deve soddisfare la dualita debole, ovvero d* < p*. All’ottimo, si ha
p* =Y ,v*(s) per qualche vettore v*. In ogni caso, la dualita forte si man-
tiene, ovvero si ha p* = d*. Questo forza la prima relazione complementa-
re. La seconda relazione, invece, ¢ ottenuta similarmente ma considerando la

Lagrangiana del problema duale. 0

E ora possibile mostrare che la soluzione del problema (P’) & effettivamente

la soluzione d’equilibrio desiderata, con il seguente teorema.

Teorema 16. Sia p* il valore ottimo di (P’), e d* sia il valore ottimo di (D).
Siano v*(s) e £*(s) le misure ottime ricostruite in (P’) e (D’). Sia
N £ (s)
2 (S) = T e\
Ja, A€ (s)
in modo che p* sia la versione normalizzata di £* (ovvero p* ¢ una misura
di probabilita). Sia v* il vettore ottenuto dalla soluzione ottima di (P’). La

soluzione ottima della coppia primale-duale (P’) e (D) soddisfa le seguenti

affermazioni:
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3. vg(u*, v*) soddisfa la seguente disuguaglianza del punto di sella:

v, v') < v(u' v') < va(p',v)
per ogni coppia di strategie miste (ju, ).
Dimostrazione.
1. Segue dalla dualita forte della coppia primale e duale (P") e (D’).

2. Usando il Lemma 13 equazione (4.9) in forma normalizzata (ovvero, di-
videndo ogni elemento per il momento di ordine zero della misura £(s),
&5(s)) si ottiene

6] = Ji, Ly 00000 ) )+
By v(s fA (s',s,a1)dp*(s) Vs € S

Semplificando e vettorizzando si ottiene quindi

V* — T(M*,V*) +ﬁP(,u*)V*

Utilizzando 'equazione di Bellman, o semplicemente iterando questa

equazione, ¢ facile vedere che v* = vg(u*, v*).

3. Si consideri la disuguaglianza (c) quando si ¢ all’ottimo. Si ha per ogni

stato:
0() 2 [y, 75 a1,02) AV (s) +
ﬂ Zf/:s p(sla S, al) U*(S,)'

Integrando rispetto a qualche arbitraria misura di probabilita p(s) (con

supporto su Ajp), si ottiene:

fA2 Ja, 7(5,a1,a2) du*(s) dv*(s) +
525/:5 Ja, p(s' 5,a1) v* (") d(s),

da cui si ottiene:

U*(S) > 1(s, pu(s),v*(s)) +
s—sz (s'ys,a1)v*(s") du(s).

Integrando questa equazione si ottiene vg(u*, v*) — v* > vg(u,v*) per

ogni strategia p. Questo completa un lato della disuguaglianza del punto
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di sella.

Utilizzando la versione normalizzata dell’equazione (4.10), si ottiene:

Cgo((ss)) - ng fA1T(57a1,G2) dp*(s) dv*(s)
= (s, 17 (s),v°(5))-
Integrando la disuguaglianza (n) nel problema (D’) rispetto ad una

misura di probabilita arbitraria v(s) con supporto su As, si ottiene

*S)

& (s)
Quindi r(s, u*(s),v*(s)) < r(s,pu*(s),v(s)) per ogni s. Moltiplicando

Q

= T(S, w(s), 1/(8)).

—~

per (I — BP(p*)) ", si ottiene vg(p*, v*) < va(u*,v). Questo completa

I’altro lato della disuguaglianza del punto di sella.

4.4.3 Ottenere le Misure di Probabilita

Le variabili di decisione dei problemi SOS/SDP presentati nella Sezione 4.4.1
erano i momenti delle strategie miste. Come nel caso dei giochi polinomiali
in forma normale, le corrispondenti misure possono essere ricostruite dalle
soluzioni ottime degli SDP primali e duali, in particolare dai vettori v(s) e
£(s). Come gia indicato, perd, i momenti nel vettore £(s) richiedono una
normalizzazione: viene quindi mostrato come realizzarla.

Si fissi un certo stato s € S. Si consideri la sequenza di momenti
(&0(5),&1(8), ey Ema11(s)). La sequenza normalizzata corrispondente a tale se-
quenza e ottenuta dividendo ogni elemento della sequenza per il momento di

ordine zero: si ottiene quindi la sequenza normalizzata

() G05) &) Emnls)
uls) = (fo<s>’fo<s>’fo<s>"“’ &) )

Ora che si ha una coppia di sequenze dei momenti v(s) e fi(s) per ogni

stato, per ricostruire le misure di probabilita dei giocatori in ogni stato e
necessario utilizzare la procedura indicata nella Sezione 3.3.2. Come nel
caso dei giochi polinomiali in forma normale c¢’¢ perd un problema: la
procedura di ricostruzione richiede la presenza di ms + 2 e ng + 2 momenti

per ogni stato s, mentre risolvendo i problemi (P’) e (D) ne sono stati
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calcolati mg + 1 e ngs + 1.  Per poter ricostruire la strategia ottima per
i giocatori in ogni stato ¢ quindi necessario calcolare anche la coppia di
momenti fi,,,+1(S) € Vy,1+1(s) “mancanti” per ogni stato s, vincolandoli in
qualche modo ai momenti di ordine inferiore, oltre che all’intervallo su cui
¢ definita la rispettiva misura. Considerando unicamente il giocatore 2 ¢
quindi possibile utilizzare il Lemma 7, ed aggiungere per ogni stato i due
vincoli di programmazione semidefinita (che saranno indicati con (e) ed (f))
al problema (SP). Aggiungendo questi vincoli e possibile ottenere per ogni
stato s (oltre al valore del gioco ed ai primi (vo(s), v1($), ..., Vm.(s)) momenti)
anche i momenti v, y1(s), sufficienti alla ricostruzione della strategia mista
ottima del giocatore 2. In questo modo, si ottiene il seguente problema di

programmazione semidefinita.

S
min v(s), subject to
V(s)"/ms+1(5)vv(5)7Z57W5SZ:; ( ) j
(a) H*(Zs + HLAW,LE + LyW,LT) — LoW, LT =

= E,v— R(s)v —pQ(s)v, VseS
(b) H(w(s)) =0, VseS§

(c) s(LTH(P)(s) Ly + L H(P)(s) Ly) +
CLTHD)(s)La =0, ¥se S

(d) elv(s)=1, VseS§
(e) H([1(s), va(8), ooy Umos1(s)]') =0, Vs e S

(f) H([o(s), va(9), ooy Vi, ()]7) = H([va(5), v2(s), ooy Vim,12()]7) = 0,
Vses

(g> ZS7WSEO7 VsesS

(SP)

Svolgendo lo stesso procedimento anche per il problema duale (SD), si
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ottiene il seguente problema di programmazione semidefinita che completa la

coppia primale-duale.

S
- max al(s), subject to
£(8)&ns+1(s),0(s),As,Bs szl

(h) H*(As + 2(L1 B LY + LyB,LT) — LyB, LY =
= R(s)"€(s) — a(s)e;, ¥YseS

(i) H(E(s) =0, VseES

() S(LTH(E)(s) Ly + LYH(7)(s) L1) +
—LYH(E)(s)Ly =0, Vs €S

(k) S (Es — BQ(s)TE(s) = 1
(1) H(E1(5), €a(5), ooy Ena(s)]) = 0, Vs €S

(m) H([&(s), &(s), vy & (9)]T) — H([&(s), &(5), ooy &nra(s)]T) = 0,
VseS

(n) A, Bs =0, VseS

(SD)
E importante notare che, per coerenza di notazione, (s) e £(s) indicano ri-
spettivamente i vettori dei momenti dall’ordine zero all’ordine m, ed ng, senza
comprendere quindi i momenti di ordine my + 1 e ng + 1. A questo pun-
to, normalizzando ed utilizzando la procedura indicata nella Sezione 3.3.2 e
possibile ricostruire sia i supporti sia i pesi delle misure di probabilita u e v
per ogni stato del gioco, ottenendo quindi la coppia di strategie miste ottime
per ogni stato. E importante notare che, per ogni stato s, il supporto delle
misure atomiche sara dato dalle radici dei polinomi con coefficienti dati da
E.v — R(s)7 — fQ(s)v ed R,7fi(s) — a(s)e;: questo significa che i supporti
delle strategie miste ottime sono finiti, ed in particolare il giocatore 1 in un
certo stato s avra un supporto composto da non piu di n, azioni, mentre il

giocatore 2 in un certo stato s avra un supporto composto da non piu di ms
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azioni.
Questo risultato fornisce una naturale e completa generalizzazione della clas-
sica soluzione in programmazione lineare dei giochi finiti a somma zero, e ne

condivide le stesse importanti proprieta di dualita.

4.5 Esempio di Soluzione

Viene presentato in questa sezione un esempio di soluzione di un gioco stoca-
stico a due giocatori e somma zero, in cui la funzione di payoff ¢ polinomiale
nelle azioni dei due giocatori e le probabilita di transizione sono anch’esse
polinomiali, ma in funzione delle azioni del solo giocatore 1. Questo esempio
e lo stesso trattato in [35].

Si consideri il gioco stocastico a due giocatori con valore di discount 3 = 0.5,
a due stati (S = {1,2}), in cui le azioni dei giocatori 1 e 2 sono rispettivamente
negli spazi delle azioni A;(s) = As(s) = [0,1] Vs € S. Le funzioni di payoft
sono r(1,a1,as) = (a1 —az)® e 7(2,a1,a3) = —(a; — az)®. Le probabilita di

transizione sono date da:

P(ay) = [ “ 5 1_2a1 ]

Questo gioco puo essere rappresentato graficamente come mostrato in
Figura 4.2: i payoffs associati agli stati sono indicati nei nodi corrispondenti,

mentre i lati sono marcati dalle corrispondenti probabilita di transizione negli

1-a,
Gl
1-a?

Figura 4.2: Rappresentazione del gioco stocastico a due stati con Single Controller

stati.

considerato.

Per comprendere questo gioco, si consideri prima il gioco a somma zero
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(non stocastico) con funzione di payoff r(a;,as) = (ay — as)” sullo spazio
di strategie [0,1] x [0,1]. Questo gioco ¢ il “guessing game”, discusso nella
Sezione 4.2.2, con l'unica differenza che lo spazio delle azioni non e piu
[—1,1] x [=1,1]. 1I giocatore 1 vorrebbe quindi tentare di “confondere” il
giocatore 2 il piu possibile, scegliendo in modo casuale tra a1 = 0 ed a; = 1
con probabilita % La migliore risposta del giocatore 2 sarebbe di giocare
% con probabilita 1.

Nel gioco descritto in Figura 4.2, nello stato 1 il giocatore 1 tenta di con-

a9 =

fondere mentre il giocatore 2 tenta di indovinare; viceversa, nello stato 2, i due
giocatori si scambiano gli ruoli. In ogni caso, il gioco ¢ leggermente complicato
dal fatto che il giocatore 1, comandando le transizioni, preferira tentare di
rimanere nello stato 1, in quanto in tale stato egli ¢ avvantaggiato, poiché si
possono ricevere payoff sempre non negativi. Questo significa che la strategia
del giocatore 1 dovra cercare di fruttargli dei buoni payoffs ed al tempo stesso
favorire la probabilita di rigiocare nello stato 1.

Il problema di ottimizzazione polinomiale che calcola la strategia per il
giocatore 2 (che minimizza) in ognuno dei due stati ¢ quindi il seguente:

(II)liI% )v(l) +v(2), subject to

4
v(1) > [, cq, (a1 —a2)*v(1,a5) das +

F8(me(1) + (- a)o@) Va € A
(4.11)
v(2) > = [ ea, (@ — as)? v(2, as) das +

+B((1 —ad)v(l) +alv(2)) Va € Ay

| v(1),7(2) sono misure di probabilitd supportate su A,.
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Questo problema puo essere riformulato come segue.

(H)liI% )v(l) +v(2), subject to

.

v(1) > af —2a111(1) + (1) +

+ B(av(1) + (1 — ar)v(2)) Var € [0,1]
(4.12)
v(2) > —a?+2a,01(2) — 1a(2) +

+ﬁ((1 —a?)v(l) + a%v(?)) Va, € [0,1]

[17 V1(1)7 V2(1)]T7 [27 V1(2>7 V2(2>]T < M([Ov 1])
Viene ora mostrato come scrivere il problema di programmazione semi-
definita che permettere di risolvere il problema di ottimizzazione polinomiale

(4.12). Si hanno quindi le seguenti costanti:

0 0 1 0 1 1 0
R1)=-R2)={0 -2 0|, Q)=|1 -1, Q2=] 0 0
1 0 0 0 0 -1 1

Considerando, per comodita di notazione, Z, = Z(s) ed W = W(s), si hanno
poi le seguenti espressioni.

1 1 2 2

Z(1) = z(1) =(1)  Z(2) = z1(2) =(2)

Z2<1) 23(1) 22(2> 23(2)

Facendo quindi riferimento all’'SDP (SP’), si mostra come riscrivere il vincolo

(a):

] , W) esSt w(2)est

z1(s)
H*(Zs + %(LlI/VSL;F + LoW,LT) — LW, LT = 229(8) + W (s) |,

z3(s) = W(s)

v(1) — 30(2) — 1a(1)
Eyv — R(1)p—BQ()v = | 214(1) — Lv
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Inoltre, in questo caso, si puo riscrivere il vincolo (c) nel seguente modo:

%(LlTH(ﬂ)(Q)Lz + Ly H(D)(2) L) — Ly H(P)(2) Ly = vi(s) — va(s).

A questo punto, quindi, si possono scrivere gli SDP associati a questo problema:

9(8)7V3(§)r}3g),zs,wsv(1) +v(2), subject to
o (1) = 0(2) ~ (D)
(a) 22(1)+ W (1) | = | 2n1(1) — 30(1) + 3v(2)
z3(1) — W (1) (D)

z1(2) v2(2) — (1) +v(2)
220(2)+W(2) | = —211(2)
z3(2) = W(2) w(2) + 3u(1) — 5v(2)
(0) [ w(1) (1) ] -0, [ w(2) 1n(2) ] 0
1/1(1) I/Q(l) 1/1(2) 1/2(2)
(c) (1) —1a(1) =0, 11(2)—1n(2) =0
(4.13)
(d) v(l) =1 (2) =1
Vl(l) 1/2(].)
e 0
) (1) ws(1) -
1 (2) 11(2) .
w(2) vs(2) |

—_
~—
>
—~
—_
~—

v (

V0(2> 1241 (2)

) [Vo(l) m(l)] B [Vo(l) m(l)] o
v1(2) u2<2>]
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Il duale di questo SDP, che si ottiene facendo riferimento all’SDP (SD’) con

un procedimento del tutto analogo a quello svolto per il primale, ¢ il seguente:

~ max v(1) +v(2), subject to
£(s),&3(s),v(s),As,Bs

ar(1) &(1) —a()
(h) 2a0(1)+ B(1) | = —26(1)
as(1) = B(1) S(1)
a:(2) ~&(2) ~ a(2)
as(2) = B(2) ~6(2)
9 [som am |, [&(2) &(2) ] -
&G(1) &1 1(2) &(2)

(4.14)

" &) &) | ="
(4@ «@ ],
| &2) &2 |
| @O &(1)] ) [&)(1) &(1)] o
a(1) &(1) a(1) &(1)
-50(2) 51(2)] B [VO(Q) V1(2)] -0
4(2) &(2) n(2) 1(2)

(n)  Z(1)=0, W(1) =0, Z(2) =0, W(2) =0

La soluzione dell’SDP primale (4.13) fornisce il vettore dei valore del gioco

ed i primi mg + 2 momenti delle misure di probabilita (una misura per ogni
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stato s) della strategia del giocatore 2. La soluzione del problema duale (4.14)
fornisce invece i primi ng + 2 momenti delle misure di probabilita (una misura
per ogni stato s) della strategia del giocatore 1. La soluzione della coppia

primale-duale produce i seguenti risultati.

v(l) = v(2) = —0.158,

V(1) = [1 0. 614 0.377,0.2315), v(2) = [1,0.614,0.614, 0.614],

€(1) = [2.3408,1.4373,1.4373,1.4373], £(2) = [1.6592,0.8296,0.4148, 0.2074],
(1) = [1,0.614,0.614, 0.614], u(2) = [1,0.5,0.25,0.125],

dove pu(s) indica il vettore dei momenti dello stato s normalizzati. Le corri-
spondenti misure, calcolate secondo la procedura indicata nella Sezione 4.4.3,

sono date dalle seguenti espressioni:

(1) = 0.3868(ay) + 0.6145(ay — 1)
1 (2) = d(a; —0.5)

v (2) = 6(az — 0.614)

V*(2) = 0.3860(a2) + 0.6145(as — 1)

Si consideri, per esempio, lo stato 1. Se il giocatore 1 giocasse senza curarsi
delle transizioni di stato, giocherebbe le azioni a; = 0 ed a; = 1 con % di
probabilita ciascuna. Comunque, considerando anche le transizioni di stato,
per incrementare la probabilita di rimanere nello stato 1 giochera 'azione 1
con una probabilita maggiore, ovvero 0.614. Il giocatore 2 non puo influenzare
le probabilita di transizione di stato direttamente, quindi giochera una miglior
risposta miope (i.e. una miglior risposta guardando solo il gioco nello stato cor-
rente), scegliendo ’azione ay = 0.614 con probabilita 1. Nello stato 2, invece,
la migliore strategia del giocatore 1 e di scegliere I'azione a; = 0.5. La miglior
risposta (miope) per il giocatore 2 & di scegliere una qualsiasi distribuzione di
probabilita con supporto sulle azioni a; = 1 e as = 0: ad esempio, scegliera di

giocare a; = 1 con probabilita 0.614 e ay = 0 con probabilita 0.386.

78



Capitolo 5

Processi di Decisione di Markov

Polinomiali

5.1 Introduzione

Nella Sezione 2.5 sono stati introdotti i processi di decisione di Markov finiti,
che possono essere visti come dei giochi stocastici a singolo giocatore. Gli
MDP sono molto importanti, in quanto permettono di modellizzare problemi
decisionali in un mondo incerto, ovvero con componenti stocastici. In questo
capitolo vengono presentati gli MDP con azioni continue, payoffs polinomiali e
probabilita di transizione polinomiali nelle azioni del giocatore, mostrando un
algoritmo in grado di calcolare il valore degli stati con un unico problema di
programmazione semidefinita. Nella Sezione 5.2 si mostra come gli MDP ad
azioni finite vengono risolti mediante la programmazione lineare. Nella Sezione
5.3 viene mostrata invece ’estensione al caso di azioni continue, payoffs polino-
miali e probabilita di transizione polinomiali, presentando 1’algoritmo in grado
di calcolare il valore di ogni stato. Nella Sezione 5.4 viene poi discusso il calcolo
della risposta migliore di un giocatore ad un fissato profilo di strategie degli
avversari in un gioco stocastico polinomiale, ottenibile risolvendo un MDP
ad azioni continue, payoff polinomiali e probabilita di transizione polinomiali.
Infine nella Sezione 5.5 viene presentato un esempio di calcolo della risposta
migliore di un giocatore ad un noto profilo di strategie dei giocatori avversari
nel caso di gioco stocastico polinomiale: in questo modo viene presentato al

tempo stesso anche un esempio di soluzione di un MDP con azioni continue.
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5.2 MDP ad Azioni Finite

Si consideri un processo di decisione di Markov M = (S, A, P,r) ad azioni e
stati finiti. Essendo un caso particolare di un gioco stocastico (a singolo gioca-
tore), si puo definire meglio il concetto di strategia per un MDP. In particolare,
una strategia per un processo di decisione di Markov e una politica Il : S — A
che mappa ogni stato in una azione, ovvero indica quale azione verra scelta dal
giocatore quando si trovera in uno stato. Questo significa che, a differenza dei
giochi stocastici, nei processi di decisione di Markov si considerano unicamente
strategie stazionarie nelle quali la strategia in ogni singolo stato ¢ una strategia
pura, in quanto essendoci un unico giocatore non vi € piu la necessita di at-
tuare strategie miste per raggiungere la strategia d’equilibrio. L’utilita attesa
di uno stato s (o valore dello stato s) seguendo la politica 7 ¢ definita come
la somma attesa dei discounted rewards a partire dallo stato s seguendo tale
politica. Il processo si svolge lungo un orizzonte infinito, percio come nel caso
generale dei giochi stocastici i rewards vengono accumulati utilizzando uno
dei due metodi di aggregazione visti nella Sezione 2.5, ovvero la ricompensa
media e la ricompensa scontata. In questo capitolo ci si concentra sul caso in
cui come metodo di aggregazione si utilizza la ricompensa scontata. Trovare
la politica ottima 7* in un MDP significa percio individuare qual ¢ 1’azione
a € A migliore da intraprendere quando ci si trova nello stato s € S, per ogni
possibile stato s € S, dove per “migliore” si intende ’azione che massimizza
I'utilita attesa di ogni stato seguendo la politica 7*.

Come mostrato in [30], il valore di uno stato quando si adotta la politica

ottima soddisfa ’equazione di Bellman:

V(s) = max [R(s,a) + 3 Z P(s',s,a)V(s)] (5.1)

s'es

dove V(s) indica il valore dello stato s.

Esistono tre algoritmi “classici” per ottenere le politiche ottime nei processi
di decisione di Markov: il value iteration, il policy iteration e la programma-
zione lineare. Molta della letteratura si focalizza sul value iteration e sul policy
iteration, ma ci sono almeno tre buone ragioni per considerare la soluzione di
un MDP attraverso I'uso della programmazione lineare. Prima di tutto, un
problema di programmazione lineare produce una soluzione esatta senza la

necessita di specificare nessun criterio di termine, come invece e necessario nel
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caso del policy iteration e del value iteration. Secondo, molti algoritmi basati
sull’approssimazione della funzione di valutazione degli stati sono basati sul-
la programmazione lineare [11] [12] [34]. Terzo, e per altro piu importante, la
programmazione lineare sembra offrire 'unico modo di considerare problemi in
cui la massimizzazione del discounted reward totale atteso ¢ soggetta a vincoli
addizionali sui rewards attesi [1] [30]. Oltre a questi validi motivi, la soluzione
mediante la programmagzione lineare porta ad una formulazione favorevole alla
generalizzazione al caso di azioni continue e payoff polinomiali, che verra intro-
dotta nella Sezione 5.3. Viene ora mostrato come calcolare la politica ottima
di un processo di decisione di Markov mediante la programmazione lineare.

Si consideri il seguente problema di programmazione lineare:

min Y v(s), subject to
v) (s (LPM)
v(s) = B yes P(s',s,a)v(s') — R(s,a) >0, VseS,acA

I problema di programmazione lineare (LPM) ammette sempre una solu-
zione ottima che coincide con il valore degli stati quando si adotta la politica
ottima IT* [30].

5.3 MDP ad Azioni e Payoff Polinomiali

Molti degli attuali algoritmi di pianificazione dei processi di decisione di
Markov prevedono degli spazi di azioni discreti e finiti. Risulta quindi in-
teressante 1’analisi del caso in cui i domini delle azioni siano continui. Un
approccio naturale a questo tipo di giochi puo essere quello di discretizzare
lo spazio delle azioni ed eseguire una pianificazione sullo spazio delle azioni
modificato. Un approccio di questo tipo puo per esempio essere trovato in [15]
e [48]. Tl rischio di questo approccio & che la scelta di discretizzare le azioni puo
risultare inappropriata per certi domini, con un forte impatto negativo sulla
qualita delle soluzioni trovate. Per questo motivo, viene ora presentato un
algoritmo per risolvere un processo di decisione di Markov ad azioni continue
e payoff polinomiali, basato sulla soluzione di un unico problema di program-
mazione semidefinita. Risolvendo quindi un unico SDP, sara possibile ottenere
i valori degli stati e, di conseguenza, la politica ottima dell’agente. Viene

quindi mostrato come derivare tale problema di programmazione semidefinita
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partendo dal problema di programmazione lineare (LPM) che risolve un MDP

ad azioni finite.

5.3.1 Da Azioni Finite ed LP ad Azioni Infinite ed SDP

Si consideri il caso in cui l'agente possa scegliere tra infinite azioni non nu-
merabili: in particolare, puo scegliere azioni nellintervallo A = [c,d]. Per
semplicita, si consideri il caso in cui A;(s) = Az(s) =1[0,1] € R, Vs € S. I ri-
sultati si possono facilmente generalizzare al caso in cui gli spazi delle strategie
sono unioni finite di intervalli arbitrari dell’asse reale e/o possono variare da
stato a stato. Il numero di stati |S| = S rimane finito. La funzione di payoff

r(s,a), polinomiale nella variabile a, € la seguente:

Ns

r(s,a) = Zr@-(s)ai, Vs € S. (5.2)
i=0
Inoltre anche la probabilita di transizione p(s’, s,a) ¢ polinomiale nell’azione

a dell’agente:
p(s',s,a) = Zpi(s', s)a’, Vs€S. (5.3)
i=0

Si consideri ancora il caso in cui ’agente vuole massimizzare il reward atteso
lungo l'orizzonte infinito utilizzando come metodo di aggregazione la ricompen-
sa scontata. Viene ora mostrato che la generalizzazione del problema (LPM)
a questo caso porta ad un problema di ottimizzazione che riguarda la non
negativita di un sistema di polinomi univariati.

Il seguente problema di ottimizzazione generalizza il problema di program-
mazione lineare (LPM) al caso di azioni continue con funzione di payoff e
probabilita di transizione polinomiale.

S

Hl(iI)l v(s), subject to
s=1 (PM)

v(s) > r(s,a) +BZ§,:1p(s’,s,a)v(s’) Vs e S,a € A

E possibile riscrivere tale problema di ottimizzazione, indicando che il
vincolo richieda la non negativita del polinomio lungo I'intervallo A = [0, 1],

ottenendo il problema di ottimizzazione polinomiale seguente.
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S

m(igl v(s), subject to
v(s 1

o(s) = S0 rls)ai = 85, S pils, 8)alu(s') € P(A), Vs € S
(PM)

La formulazione del problema di ottimizzazione (PM’) ¢ astratta e quindi
non risolvibile. Per cercare di convertirlo in un problema di ottimizzazione
concreto che si possa risolvere, risulta necessaria la rappresentazione compu-
tazionalmente adatta dell’insieme P(A) introdotta nella Sezione 3.3. Come ¢
noto dalla Sezione 3.3.1, le condizioni di non negativita di un polinomio su un
intervallo si applicano ai coefficienti di tale polinomio. Per questo motivo, si
puo notare che il vincolo del problema (PM’) produce un sistema di disugua-
glianze polinomiali in a, una disuguaglianza per ogni stato: fissato un certo

stato s € S si cerca di esplicitare i coefficienti del polinomio

s S Mgl
ts(a) = v(s) — Z ri(s)a’ — BZ Zpi(s, s")a'v(s").

Sia ds il grado della disuguaglianza per lo stato s, e sia inoltre
[a1],, = [l,al,alz,...,aldS]T. Il secondo termine del polinomio ts(a) puo
essere riscritto in forma vettoriale come:

Ns

> ris)at = B, 5.4
i=0
dove R(s) € R%"1 ¢ il vettore che contiene i coefficienti del polinomio r(s, a). Si
definisce ora il vettore v* = [v*(1), ..., v*(S)]", che risulterd essere il vettore del
valore degli stati (indicizzato dallo stato). Il terzo termine del polinomio t4(a),
che dipende dalla probabilita di transizione p(s’, s, a), & anch’esso ovviamente
un polinomio in a ed i suoi coefficienti dipendono dai coefficienti di p(s', s, a)

e v. Specificatamente, si ha:

S Mngy

S pils.s)atv(s) = vQ(s) [al,., (5.5)

s'=1 1=0

dove Q(s) e la matrice che contiene i coefficienti di p(s', s, a).
A questo punto, poiché gli spazi delle azioni sono A; = Ay = [0,1], dal

Lemma 4 nella Sezione 3.3.1, si puo concludere che il polinomio t4(a) & non
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negativo in [0, 1] se e solo se esistono le matrici Z, € S%+1 e W, € 8%, Z = 0,
W > 0 tali che

1
H*(Z, + §(L1WSL2T + LoWLT) — LoW,LY) = E;v — R(s) — BQ(s)v  (5.6)

dove E, € R%>*5 & la matrice con tutti zeri eccetto un 1 in posizione (1, s).
Si possono quindi rimettere insieme tutte queste condizioni, per formare
il singolo problema di programmazione semidefinita positiva che concretizza

il problema di ottimizzazione astratto (PM’), ottenendo quindi il seguente SDP.

S
min v(s), subject to
o i ; () j
H*(Zs + (LW, LE + LyW,LT) — LyW, LY = (SM)

= E,v—R(s)—p0Q(s)v, VseS§

Zs>=0, Wy>=0, VseS8

A questo punto, possiamo esprimere il seguente Lemma.

Lemma 14. Siano A; = Ay = [0,1]. Il problema di programmazione semi-

definita (SM) risolve esattamente il problema di ottimizzazione polinomiale
(PM').

Dimostrazione. La disuguaglianza polinomiale nel vincolo del problema (PM')
ha il vettore dei coefficienti Ey;v—R(s)—[Q(s)v, come mostrato dalle equazioni
(5.4) e (5.5). La dimostrazione si ha quindi per diretta conseguenza del Lemma
4 riguardante la rappresentazione semidefinita dei polinomi non negativi su

[0, 1], come risulta evidente dall’equazione (5.6). O

5.3.2 Ottimalita della Soluzione

E stato dimostrato che il problema (PM’) pud essere ridotto al problema di
programmazione semidefinita (SM). A questo punto, poiché il problema di
ottimizzazione polinomiale (PM’) & una semplice estensione del problema di
programmazione lineare (LPM), che risolve il processo di decisione di Markov
al caso di azioni finite, risulta ovvio che la soluzione ottenuta risolvendo il

problema (PM’) ¢ la soluzione ottima del processo di decisione di Markov ad
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azioni continue, con funzione di payoff e transizioni di probabilita polinomiali

nelle azioni dell’agente.

5.4 Best Response in un Gioco Stocastico

Polinomiale

Si consideri un gioco stocastico e si supponga di fissare tutte le strategie dei gio-
catori tranne uno, chiamato giocatore 1. La risposta migliore che il giocatore 1
puo realizzare rispetto alle strategie fissate di tutti gli altri giocatori, puo essere
ottenuta mediante la soluzione di un processo di decisione di Markov. Infatti,
nel caso in cui le strategie di tutti i giocatori tranne uno sono fissate, il gioco
stocastico si riduce ad un processo di decisione di Markov in cui il giocatore 1
deve massimizzare la sua utilita in ogni stato, in accordo con le strategie fissate
degli avversari. In questa sezione si pone il problema di calcolare la risposta
migliore del giocatore 1 ad un certo profilo di strategie noto degli avversari,
in un gioco stocastico in cui sia la funzione di payoff sia le probabilita di

transizione sono polinomiali rispetto alle azioni continue dei giocatori.

5.4.1 Descrizione del Problema

Si consideri il gioco stocastico G = (S, N, A, P,r). Per semplicita, si supponga
di avere due giocatori; i risultati possono essere facilmente generalizzati al
caso di N giocatori. Sisupponga che la funzione di payoff sia polinomiale nelle
variabili a; e as, che rappresentano le azioni scelte rispettivamente dal giocatore
1 e 2, e che sono valori reali che appartengono agli spazi delle azioni A; e A,.
Per semplicita, si consideri il caso in cui A;(s) = Ay(s) = [0,1] € R, Vs € S.
I risultati si possono facilmente generalizzare al caso in cui gli spazi delle
strategie sono unioni finite di intervalli arbitrari dell’asse reale e/o possono
variare da stato a stato. Il numero di stati |S| = S, ¢ ancora finito. Si
supponga che anche la probabilita di transizione p(s'; s, a, az) sia polinomiale
nelle azioni dei giocatori con coefficienti reali. Si hanno quindi le due seguenti
equazioni:

(s, a1, az) = Y10 Z;n:so rij(s) ar’ ay’,

p(s',s,a1,a2) = 318 Z;’ES/ pij(s',8) ar" ay’.
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E importante notare che la funzione r(s, a1, as) indica il payoff che riceve il
giocatore 1: non si pone nessuna ipotesi sulle proprieta della funzione di payoff
(ovvero, non ¢ richiesto che il gioco sia a somma zero). Il processo di decisione
opera lungo un orizzonte infinito, quindi risulta naturale restringere I'atten-
zione alle strategie stazionarie per ogni giocatore, ed utilizzare come metodo
di aggregazione la ricompensa scontata. Si supponga infine che i giocatori
possano adottare strategie miste. Una strategia mista per il giocatore 2 ¢
quindi 'insieme finito di misure di probabilita v = [v(1),...,v(5)], suppor-
tate sull'insieme delle azioni A, ed indicizzate dallo stato. Ogni misura di
probabilita corrisponde percio ad una strategia mista per il giocatore 2 in un

particolare stato. Allo stesso modo, la strategia del giocatore 1 & rappresentata

da p = [p(1), ..., u(S)]-

5.4.2 Calcolo della Best Response

Si fissi ora la strategia mista v = 14 per il giocatore 2 in ogni stato, ovvero
si consideri I'insieme delle misure di probabilita vy = [vo(1),...,15(S)]. Si
indichi con vy(s,as) la probabilita che nello stato s venga scelta I'azione as
dal giocatore 2 secondo la strategia vy(s). Qual e la miglior risposta che il
giocatore 1 puo adottare una volta che conosce la strategia vy del giocatore
27 Come e stato anticipato, la miglior risposta del giocatore 1 ad un fissato
profilo di strategie si ottiene mediante la soluzione di un processo di decisione
di Markov. Questo risultato si mantiene anche nel caso di payoff e transizioni
di probabilita polinomiali rispetto alle azioni continue dei giocatori.

Si puo subito notare che, nonostante permettiamo al giocatore 1 I'utilizzo
di strategie miste, la risposta migliore sara una strategia pura in ogni stato del
gioco stocastico (in quanto soluzione di un processo di decisione di Markov).
Questo risultato non stupisce, in quanto avendo fissato la strategia per il gio-
catore 2 si perde completamente la necessita per il giocatore 1 di introdurre la
casualita nella scelta delle proprie azioni.

Si indichi con ¥, = (V,,(1), ..., ¥,,(S)) l'insieme dei supporti della strate-
gia vy del giocatore 2 indicizzato dallo stato. In questo modo, I'insieme W, (k)
con k € § conterra tutte e sole le azioni che vengono giocate dal giocatore 2
nello stato k£ con probabilita non nulla secondo la strategia 1. Per semplicita,

si supponga che il numero di azioni che il giocatore 2 gioca con probabilita non
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nulla sia finito in ogni stato; questa ipotesi puo essere facilmente rimossa, a
costo di un aumento di notazione. Il problema di programmagzione semidefinita
che permette di calcolare la miglior risposta per il giocatore 1 alla strategia vq

¢ quindi la seguente rivisitazione del problema di ottimizzazione (PM'):
S
m(igl v(s), subject to
o=t (BR)
v(s) —r(s,a1) — ﬂZf/:lp(s’, s,ap)v(s’) € P(A),Vs € S

dove per ogni a; € A, s € S si ha:

r(s,a) Z iz i (s) ar 27 vo(s, 2), (5.7)

z2€W,(s) i=0 j=0

Mgl Mgyl

p(s',s,a1) Z ZZ pij (s, 8) ar" 27 vy(s, 2). (5.8)

z2€W,,(s) =0 j=0
Come per il problema (PM’), la formulazione del problema di ottimizzazione
(BR) & astratta e non risolvibile. Anche in questo caso, per cercare di con-
vertirla in un problema di ottimizzazione concreto che si possa risolvere, si
considera il vincolo del problema (BR) che produce un sistema di disugua-
glianze polinomiali in a;, una disuguaglianza per ogni stato: fissato un certo

stato s € S, si cerca di esplicitare i coefficienti del polinomio
ts(al) = U(S) - ZZE\IIVO s Z Z] =0 7'”( )ali Zj VO(S7 Z) +
S i i
- ﬁ Zs’:l ZzE\I/VO(s) Z Z] 0 p’l](s S) aq ZJ V0(87 Z) v(‘SI)‘

Sia d, il grado della disuguaglianza per quello stato, e sia inoltre
[a1],, = [1,a1,a12,...,a1d5]T. Si definisca il vettore v* = [v*(1),...,v*(S)]",
che risultera essere il vettore dei valori degli stati. Si indichi con R(s) € R%*!
il vettore che contiene i coefficienti del polinomio 7(s,a). Per ogni insieme
X, sia [[(X) linsieme di tutte le distribuzioni di probabilita su X. Sia
® = ([TA2(1) x [T A2(2) x ... x [T A2(S)) I'insieme delle strategie miste per il
giocatore 2 nel gioco G. Si consideri I'operatore lineare F : Sx Ay x ® — R™s+!
definito come:
F(s,a2,v) = v(s,as)[a3, aj, ..., ay*].

Si hanno quindi le seguenti equazioni:

> iz rii(s) a1’ 27 (s, 2) ( > F(s,zw) )T[al]ds, (5.9)

2€W,4(s) =0 j=0 2€W, (s)
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ns  Ms

Z Z ZZpij(s’,s) a2 vy(s, 2)v(s') = Q(s) vlal, (5.10)

s'=12€W,,(s) i=0 j=0
dove Q(s) e la matrice che contiene i coefficienti del polinomio p(s’, s, a;)
indicato in (5.8).

A questo punto, poiché gli spazi delle azioni sono A; = Ay = [0, 1], dal
Lemma 4 nella Sezione 3.3.1, & possibile concludere che il polinomio ts(a;) €
non negativo in [0, 1] se e solo se esistono le matrici Z, € S%*! e W, € S%,
Z =0, W > 0 tali che

H*(Zs + S(LaW, LT + LyW,LT) — LyW,LE) =

T 5.11
= Eyv — R(S> (ZZG\I’V()(S) '7:(872’V0)) - 6Q(3)V ( )

dove E, € R%* & la matrice con tutti zeri eccetto un 1 in posizione (1, s).
E quindi possibile scrivere il singolo problema di programmazione se-
midefinita positiva che concretizza il problema di ottimizzazione astratto
(BR).
S

min v(s), subject to

szst(s)
s=1

H*(Zs + S(LiW LY + LoWLT) — LyW, LY =

. (SBR)
= E,v — R(s) (ZZE%O(S) F(s,z,yo)) —BQ(s)v, VseS
Zs>=0, Wy>=0, Vses
A questo punto, € possibile esprimere il seguente Lemma.
Lemma 15. Siano A; = Ay = [0,1]. Il problema di programmazione semi-

definita (SBR) risolve esattamente il problema di ottimizzazione polinomiale

(BR).

Dimostrazione. La disuguaglianza polinomiale nel vincolo del problema (BR)
T

ha il vettore dei coefficienti Esv — R(s) (ZZG%O(S) F(s, z, 1/0)> — BQ(s)v,

come mostrato dalle equazioni (5.9) e (5.10). La dimostrazione si ha quindi per

diretta conseguenza del Lemma 4 riguardante la rappresentazione semidefinita

dei polinomi non negativi su [0, 1], come risulta evidente dall’equazione (5.11).

]

88



5.5 Esempio di Soluzione

Il problema di programmazione semidefinita (SBR) permette quindi di cal-
colare il valore degli stati quando un giocatore applica la sua risposta migliore
ad un profilo di strategie noto dell’avversario, in un gioco stocastico con azioni
continue, funzione di payoff e probabilita di transizioni polinomiali nelle azioni

dei giocatori.

5.5 Esempio di Soluzione

In questa sezione viene presentato un esempio di calcolo della risposta migliore
di un giocatore ad un profilo di strategie (noto) dei giocatori avversari, nel
caso di gioco stocastico ad azioni continue, con funzione di payoff e transizioni
di probabilita polinomiali nelle azioni dei giocatori. In questo modo viene
presentato al tempo stesso anche un esempio di soluzione di un processo di
decisione di Markov con azioni, payoff e probabilita di transizioni di questo
tipo.

Si consideri il gioco stocastico a due giocatori e somma zero presentato nella
Sezione 4.5, dove il valore di discount ¢ 5 = 0.5, vi sono due stati (S = {1,2}),
e le azioni dei giocatori 1 e 2 sono rispettivamente negli spazi delle azioni
Ai(s) = Ay(s) =[0,1] Vs € S. Le funzioni di payoff sono:

L 7’(1,(1;1,@2) - (al - a2)27
L] 7’(2, al,az) = —(Cll — &2)2.

Le probabilita di transizione sono date da:

P(a,1> _ [ aq 1 —20,1 ] .

2
1 —aj ay

E stato mostrato che per tale gioco la strategia ottima vy del giocatore 2 & di
scegliere nello stato 1 'azione as = 0.614 con probabilita 1, e nello stato 2 le
azioni as = 1 con probabilita 0.614 e ay; = 0 con probabilita 0.386. Per questo

motivo si ha:
U, (1) ={0.614}, 14(1,0.614) =1,
U, (2) =40,1}, 15(2,0) =0.386, 14(2,1) =0.614
Viene ora mostrato come calcolare la miglior risposta del giocatore 1 quando il

giocatore 2 utilizza la strategia vy: applicando il problema di programmazione
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semidefinita (SBR), si ottiene I'SDP seguente.

min v(l) +v(2), subject to
Zl,ZQ,Wl,WQ,U(l),U(Q) ( ) ( ) j

H*(Zy + 2(LaWA LY + LoWi L) — LyWi LY =

T
= Eyv— R(1) (]—"(1,0.614,1)) —BQ(1)v, Vse S

H*(Zy + 5 (LaWoLE + LoWoLT) — LW, LY =

T
= Fyv — R(2) (]—"(2,0, 0.386) +]-"(2,1,0.614)) —BQR2)v, VseES

Z1 =0, Zyy=0, W; =0, Wy,=0,
(5.12)

dove Z, € 8%, 7, € 8% W, € R,W, € R, mentre le costanti sono
uguali a quelle definite nella sezione 4.5. La soluzione di questo problema

di programmazione semidefinita produce i seguenti risultati:
v(1) = 0.298, v(2) = —0.158.

Si puo notare che tali risultati sono gli stessi prodotti dalla soluzione del pro-
blema di programmazione (4.13) nella Sezione 4.5: questo non ¢ un risultato
inatteso, in quanto mostra come la miglior risposta per il giocatore 1 alla
strategia minimax del giocatore 2, porti al giocatore 1 un payoff non maggiore
del livello di sicurezza, che il giocatore 2 si ¢ garantito ottenendo la vy dal
problema (4.13).
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Capitolo 6

Giochi Polinomiali Stocastici

con Switching Control

6.1 Introduzione

Nel Capitolo 4 sono stati presentati i giochi stocastici con Single Controller,
in cui le transizioni di stato dipendono dalle azioni di un unico giocatore. Una
naturale estensione di questa classe di giochi ¢ quella in cui il giocatore che
“governa’ le transizioni cambia da stato a stato: tale classe di giochi prende
il nome di giochi stocastici con Switching Control. In questo capitolo viene
presentata la classe dei giochi stocastici polinomiali con Switching Control,
presentando in particolare un algoritmo in grado di risolvere giochi di questa
classe ottenendo un e-equilibrio. In questo capitolo vengono presentati alcuni
dei principali contributi originali di questa tesi. Nella Sezione 6.2 viene pre-
sentata questa classe di giochi, discutendo l'esistenza di strategie di equilibrio.
Nella Sezione 6.3 viene discusso il calcolo dell’equilibrio e del vettore del valore
degli stati nei giochi stocastici con Switching Control in cui ogni giocatore ha
accesso ad un numero finito di strategie pure tra cui scegliere. Infine nella
Sezione 6.4 viene derivato il calcolo delle strategie d’equilibrio nel caso in cui
ogni giocatore ha accesso ad un numero infinito di strategie pure, presentando
I’algoritmo che permette di calcolare i valori degli stati e le strategie ottime

per i giocatori.



Giochi Polinomiali Stocastici con Switching Control

6.2 I Giochi Polinomiali Stocastici con

Switching Control

Come e stato anticipato nel Capitolo 4, sono state proposte diverse estensioni
dei giochi stocastici con Single Controller. In particolare, una delle esten-
sioni piu importanti e la classe dei Giochi Stocastici con Switching Control,
presentata da Filar [9] nel 1981. In [7] e [9], Filar dimostro che anche tali
giochi posseggono la proprieta di Orderfield. Questo indico che per il caso di
Switching Control potrebbe esistere un algoritmo finito in grado di risolverli,
ed un primo tentativo di trovare un algoritmo di questo tipo venne fatto in [8].
Nel 1983 [22] venne proposto un algoritmo per il caso undiscounted, mentre
nel 1987 Vrieze [47] propose un algoritmo per il caso discounted, che consiste
nel risolvere un numero finito di problemi di programmazione lineare in modo
analogo al metodo di policy iteration. Sempre nel 1987, Mohan e Raghavan
[32] proposero invece un algoritmo finito per il caso discounted analogo al
value iteration. Si svolsero in seguito altre notevoli ricerche su questa classe di
giochi, come ad esempio in [16] e [43], ma nonostante queste ricerche tutt’ora
non esiste (ancora) un algoritmo efficiente per risolvere i giochi di questa classe
[16].

La classe dei giochi stocastici con Switching Control ¢ sicuramente interes-
sante, in quanto ¢ facile immaginare situazioni in cui un giocatore sia tentato
di entrare in uno stato del gioco con dei payoff possibilmente alti, ma a costo
di perdere I'abilita di controllare le transizioni future. In questo capitolo viene
presentata un’estensione di questa classe di giochi al caso in cui i giocatori
possono scegliere tra infinite strategie pure, e sia la funzione di payoff sia le

probabilita di transizione sono polinomiali.

6.2.1 Descrizione del problema

I giochi stocastici con Switching Control sono giochi in cui le transizioni sono
controllate unicamente dal giocatore 1 quando si ¢ in un certo sottoinsieme
degli stati, e unicamente dal giocatore 2 quando si ¢ in tutti gli altri stati. La

definizione formale ¢ la seguente.

Definizione 37 (Gioco stocastico con Switching Control). Un gioco

stocastico G = (S, F, A, P,r) (a due giocatori) ha la proprieta di Switching
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Control se I'insieme degli stati S puo essere partizionato in due insiemi S; e

Ss, e le probabilita di transizione sono date da

p(s, s,a1,a0) = p(s,s,a1), Vs €S81,8 €S a1 € Ai(s),as € As(s),

6.1
p(s,s,a1,a9) = p(s',s,as), Vs € Sy, 8" € S a1 € Ai(s),az € Ay(s). (6.1)

/
Come risulta ovvio dalla definizione, i giochi stocastici con Switching
Control sono una superclasse dei giochi stocastici con Single Controller.
Come e stato anticipato, la funzione di payoff sara polinomiale nelle varia-
bili a; e ay con coefficienti reali, con la stessa forma dell’equazione (4.1). Senza
perdita di generalita, si assuma che r(s, a1, as) > 0Vs, aq,ay. Per semplicita,
si considera il caso in cui A;(s) = As(s) = [0,1] € R, Vs € S. [ risultati
si possono facilmente generalizzare al caso in cui gli spazi delle strategie sono
unioni finite di intervalli arbitrari dell’asse reale e/o possono variare da stato a
stato. Il numero di stati |S| = N, rimane finito. Siano v*(s) i valori degli stati
per s € Sy, e siano w*(s) 1 valori degli stati per s € Sy. Si renumerino gli stati
in modo che §; = {1,2,....k} e So = {k+1,k+2,..., N}. Inoltre, si assuma che
la probabilita di transizione p(s’, s, ay, as) sia anch’essa polinomiale nell’azione

a1 in &7 e nell’azione ay in S, con coefficienti reali:

[ ;
p(S/,S,(II) - Zlbél pl( ) >a1Z7 vs S 8178/ S ‘97 a S A17a2 S A27

‘ 6.2
p(s’,s,ag):Zj L pi(s,s)as!, Vs € Sy 8 €S,a1 € Ajyay € As. (6.2)

Il processo di decisione opera lungo un orizzonte infinito, quindi risulta na-
turale restringere 'attenzione alle strategie stazionarie per ogni giocatore, ed
utilizzare come metodo di aggregazione la ricompensa scontata. Si supponga
infine che i giocatori possano adottare strategie miste, in modo da ricostruire
la nozione di equilibrio minimax. La nozione di strategia mista per un gioca-
tore e la rispettiva notazione sono equivalenti a quelle introdotte ed utilizzate
nel Capitolo 4. Verranno indicate con u e v le strategie rispettivamente del
giocatore 1 e 2.

Una strategia i porta ad una matrice di probabilita di transizione P(u)
tale che Py (1 fA s’y s,ay) du(s), Vs € §p,8 € S. Allo stesso modo, una
strategia v porta ad una matrice di probabilita di transizione P(v) tale che

fA (s',8,a2) dv(s), Vs € Sy, 8 € S. In questo modo, una volta che
i glocatorl fissano una coppia di strategie p e v, la matrice di probabilita di

transizione Psy(u,v) ¢ fissata, e puo essere ottenuta integrando ogni elemento
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nella matrice rispetto alle misure p e v, o piu semplicemente, ponendo nelle
prime k righe tutte le righe della matrice Py (1), e nelle righe da k 4+ 1 ad N
tutte le righe della matrice Psy ().

Date le strategie u e v, il payoff atteso immediato del giocatore 1 in un

qualche stato s ¢ dato dalla seguente espressione.

— /A/A r(s, a1, az) dy(s)dv(s)

Per alleggerire la notazione, si rinomini r(s, u(s), v(s)) come g, ,. Fissati uno
stato iniziale s ed una coppia di strategie p(s) e v(s), il reward colleziona-
to lungo l'orizzonte infinito partendo dallo stato s, ovvero vg(s, p(s),v(s)) se

s € Sy ews(s,pu(s),v(s)) se s €Sy, ¢ dato dal sistema di equazioni seguente

03 (5, 15), 1(5)) = T + B S, ([, 05’5 5.01) duls)) v (s', u(), v(s)) +
10 wes, (Ja, (', 5.00) dpu(s)) ws(s', (). () Vs € S,
Wy (5, 1(5),1(5)) = Togus + 8 e, (S, 9/, 5,02) d(s)) w5/, pls)), (")) +
£ ves, ([, P, 5,02) do(s)) wa(s', (). () ¥s € o,

dove 3 ¢ il fattore di discount. Vettorizzando i valori degli stati vg (s, pu(s), v(s))
e wg(s, u(s),v(s)) nel vettore vg(u,v), si ottiene:

va(p,v) = (I — BP(u,v)) 'r(pv),
dove r(p,v) = [r(1, u(1),v(1)),....r(N,u(N),v(N))] € RV,

6.2.2 Strategie di Equilibrio

Nella Sezione 4.2.2 ¢ stata discussa l’esistenza e I'unicita degli equilibri stazio-
nari nei giochi stocastici a due giocatori e somma zero, con uno spazio degli
stati finito, uno spazio di strategie infinito e payoffs polinomiali, mostrando
che gli equilibri stazionari esistono sempre e che il vettore dei valori ¢ unico.
A maggior ragione, quindi, si sa che gli stessi risultati di esistenza e unicita si
hanno anche nei giochi stocastici con Switching Control.

L’obiettivo ¢ quindi quello di trovare la coppia di strategie d’equilibrio
(u°, 1Y), il cui vettore dei valori del gioco soddisfi la condizione del punto di

sella:
va(p, 1) < v, %) < vg(p®v)

per ogni vettore di strategie miste p e v.
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6.3 Caso con Spazi di Strategie Finiti

Come ¢ stato fatto con i giochi stocastici polinomiali con Single Controller,
viene ora mostrato come calcolare le soluzioni di questo tipo di giochi iniziando
dal caso in cui ogni giocatore, per ogni stato, ha un numero finito di strategie
pure tra cui scegliere. Una trattazione dettagliata di questo caso la si puo
trovare in [32].

Quando si ha un numero finito di strategie pure e viene mantenuta la
condizione di Switching Control, e possibile calcolare una soluzione minimax
attraverso un algoritmo che risolve iterativamente due problemi di program-
mazione lineare. Viene quindi mostrato in questa sezione come utilizzare tale
algoritmo per risolvere giochi di questa classe. Nella prossima sezione, parten-
do concettualmente da questi due problemi di programmazione lineare, verra
mostrato un algoritmo per il caso in cui ogni giocatore possa scegliere tra un
numero infinito di strategie pure.

Per semplicita, si assuma ancora che gli insiemi di strategie pure disponibili
ad ogni giocatore in ogni stato siano identici (A; = Ay = {1,...,m}). Si parti-
zioni lo spazio degli stati S = {1,..., N} inS; ={1,...,k} e Sy = {k+1,..., N},
in modo che le probabilita di transizione rispettino ancora l’espressione (6.1).
Si definisca inoltre con [ il fattore di discount. Si considerino le strategie miste
f e g rispettivamente per i giocatori 1 e 2, come definite nella Sezione 4.3, in
modo che il payoff immediato del giocatore 1 in un qualche stato s sia dato
da:

r(s,f(s),g(s)) = Z (s, a1, a2)f(s,a1)9(s, az).

a1€A1,a2€A>
Per alleggerire la notazione, si rinomini (s, f(s), g(s)) come 7y s,. Il reward
collezionato sull’orizzonte infinito partendo dallo stato s € dato dal sistema di
equazioni:
vs (5, £(5),9(5)) = 7559+ B2 ges, (224, P(8's5,a1) f(s,a1))vp(s', f(5'), 9(s)) +
+5ZS,ESZ(ZA1p(S’,s,a1 sal) (s’,f gs’) Vse S,
ws (s, f(5),9(5)) = Tsg + B2 es, (204,05 5,a2)9(s, a2))vs (s, £(5'), 9(s")) +
+8 ves, (ZA2 p(s', s, a) g(s,a2)) ws(s', f(5),9(s") Vs € Ss.

L’obiettivo & percio quello di trovare le strategie di equilibrio f° e g che

soddisfino la condizione del punto di sella (4.3).
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L’algoritmo utilizza quattro problemi di programmazione lineare, di cui
due sono primali e due sono i corrispondenti duali. In ognuno dei due LP
primali si cercano le strategie di un giocatore negli stati in cui le transizioni
sono governate dal giocatore avversario, mentre nei duali si cercano le strategie
di un giocatore negli stati in cui egli stesso governa le transizioni.

Si supponga di avere delle stime arbitrarie di v, ovvero 0(1),0(2), ..., 0(k).

Si consideri quindi il seguente problema di programmazione lineare.

N
max w(s), subject to
f(s,al),w(s) SZ]C;—I ( ) J

Za1€A1 T(S7 ar, (lQ)f(S, al) + B Zi\’[:k-i-l p(S,, S, CLQ)’LU(S/) +
—w(s) > =AY p(s,s,a2)i(s), Vh+1<s<Nayed, (LP3)

ZaleAl f(s,a1) =1, VE+1<s <N,

f(s,a1) >0, Vk+1<s<N,a € A

Da [32], ¢ noto che tale LP ha una soluzione ottima. Come sara poi
dimostrato, questo problema di programmazione lineare permette di calco-
lare i valori del gioco e la strategia del giocatore 1 in tutti gli stati in cui
le transizioni sono governate dal giocatore 2, supponendo che negli stati in
cui le transizioni sono governate dal giocatore 1 i valori del gioco siano fis-
sati, e pari a 0(s). Si supponga di avere delle stime arbitrarie di w, ovve-
ro w(k + 1), w(k + 2),...,w(N). Si consideri anche il seguente problema di

programmazione lineare.

k
min v(s), subject to
); (s)

g(s,a2),v(s

ZCLQEAZ T(S, ar, CLQ)Q(S, a2) + ﬁ Zi’:l p(slu S, al)v(s’) +
—v(s) < —f Zi\,[:kﬂp(s’,s,al)w(s’), Vi<s<k,a €A (LP4)
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Sempre da [32], & noto che anche tale LP ha una soluzione ottima. In
analogia con il problema (LP3), questo problema di programmazione lineare
permette di calcolare i valori del gioco e la strategia del giocatore 2 in tutti gli
stati in cui le transizioni sono governate dal giocatore 1, supponendo che negli
stati in cui le transizioni sono governate dal giocatore 2 i valori del gioco siano
fissati, e pari a w(s). Risulta quindi di fondamentale importanza il seguente

teorema.

Teorema 17 ([32]). Si supponga di avere le seguenti due coppie di vettori di

valori del gioco e strategie:

v(s),g(s,a2), V1<s<ka € Ay,
w(s), f(s,a1), VE+1<s<N.,a; € A;.

dove (v(s),g(s,as), V1 < s < k,ay € Ay) & ottima per il problema (LP4)
quando @(t) = w(t),k+1 <t < N, e (w(s), f(s,a1),Vk+1 < s < N,a; € Ay)
¢ ottima per il problema (LP3) quando 0(s) = w(s), 1 <s < k.

Allora (v(1), ..., v(k),w(k + 1), ...,w(N)) ¢ il vettore dei valori del gioco.

A questo punto puo essere descritto I'algoritmo che permette di calcolare
le strategie ottime ed i valori del gioco per ogni stato e per ogni giocatore.
Sia w(t) = 0 = w’(t), Vk+1 < ¢t < N e si consideri il problema (LP4).
Sia (v°(s), ¢°(s)) la soluzione ottima di questo problema, con Gy come base
ottima. Si risolva quindi il problema (LP3) con o(t) = v%(¢),V1 < s < k. Sia
(wl(t), f1(t)) la soluzione ottima di tale problema, con F; come base corri-
spondente. Si torni ora al problema (LP4), con w(t) = w'(t), Vk+1 <t < N.
Si puo notare che la base Gy soddisfa ancora la condizione di ottimalita, ma la
soluzione (v°(s), g°(s)) non & pitt ammissibile. Si utilizza allora I’algoritmo del
simplesso duale per ottenere (v'(s), g'(s)) e G;. Similarmente, si riconsidera il
problema (LP3) con 6(t) = v!(¢),V1 < s < k, e si esegue ancora |'ottimizzazio-
ne utilizzando il simplesso duale per ottenere (w?(t), f2(t)),Vk+1 < s < N,
e la base ottima Fj. L’algoritmo ripete quindi questi passi, generando una
sequenza di basi G,, F, con associate le soluzioni (v",w") di (LP3) e (LP4).

Avendo tale sequenza, si ha il seguente risultato.
Teorema 18 ([32]).

lim (v", w") = (v*, w").

r—00
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Questo risultato permette di garantire che I'algoritmo termini in un numero
finito di passi. Infatti, ogni volta che una coppia di basi G, F' si ripete, si
controlla se la coppia ¢ ammissibile per le disuguaglianze lineari di (LP3) e
(LP4) messe assieme. Se ¢ ammissibile, allora porta al vettore dei valori del
gioco (v*,w*) e ad una coppia di strategie ottime. Altrimenti si continua con
I’algoritmo. Fintanto esiste un numero finito di coppie di basi, I’algoritmo
termina in un numero finito di passi.

Per completezza, vengono mostrati anche i due problemi duali. Il problema
di programmazione lineare (DP3) permette di calcolare la strategia del gioca-
tore 2 negli stati s € Sy, mentre il problema di programmazione lineare (DP4)

permette di calcolare la strategia del giocatore 1 negli stati stati s € Sy.

N

max 3 (:(8) = Ag(s,02) Tapen, Thoapls's5,02)ils), st
az),Es s=k+1

Zivzk—i-l ZGQEAQ [6(s,s") — Bp(s, 5, a2)] g(s',a2) =1 Vs' € S (DP3)

z(s) < —ZageAQ g(s,a2)r(s,a1,az) Vs € Sy, a1 € Ay

g(s,a3) > 0 Vs € Sy, a0 € Ay

max Z s)+ Bf(s,a1) Y g e, Zgzmlp(s’,s,al)w(s’)), s.t.

f(s,a1),2(

S S wen, [0(s.8) = Bp(s, 8" ar)] f(s,ar) =1 Vs €S
z(s) < ZaleAl f(s,az)r(s,a1,a2) Vs € Sy, as € Ay

f(S,CLl) >0 Vs e Sl, ap € Al
(DP4)

6.4 Caso con Spazi di Strategie Infiniti

In questa sezione si considera il caso in cui ogni giocatore possa scegliere tra in-

finite azioni non numerabili, presentando un algoritmo per il calcolo del valore
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degli stati e delle strategie ottime per i giocatori. Per ottenere tale algoritmo,
si iniziera generalizzando i problemi (LP3), (LP4), (DP3) ¢ (DP4) al caso di
payoff polinomiali rispetto alle azioni a; ed ay continue. Questa generalizza-
zione portera ad ottenere quattro problemi di programmazione semidefinita.
A questo punto verra descritto l'algoritmo che, iterando tra i quattro SDP

ottenuti, converge alla soluzione ottima.

6.4.1 Azioni Infinite ed Ottimizzazione Polinomiale

Si consideri il caso di gioco a due giocatori e somma zero in cui ogni giocatore
puo, in ogni stato, scegliere azioni continue nell’intervallo [0, 1], mentre il nu-
mero di stati |S| = N rimane ancora finito. La funzione di payoff r(s, ai, as)
e come quella indicata in (4.1) per ogni s € S. Inoltre, poiche si assume che
sia soddisfatta la condizione di Switching Control, la probabilita di transizione
p(s',s,a1) € come quella indicata in (6.1). Le variabili f e g, che rappresen-
tavano le distribuzioni sugli insiemi finiti A; e A,, sono quindi rimpiazzate
dalle misure di probabilita u(s) e v(s), che rappresentano le strategie miste
su uno spazio di azioni non numerabile. L’interpretazione fatta in termini di
strategie sicure, che veniva mantenuta nel caso dei giochi stocastici con single
controller, viene anche qui mantenuta, ma con un senso piu debole. Infatti,
mentre nel caso di single controller era possibile con un unico SDP calcolare la
strategia sicura ottima per il giocatore 2, in questo caso, dovendo utilizzare un
algoritmo iterativo tra due problemi di ottimizzazione, si troveranno nelle varie
iterazioni le strategie sicure ipotizzando che il valore di alcuni stati sia noto.
E importante anche notare che, in questo caso, risolvendo i problemi primali
verranno trovate le strategie per entrambi i giocatori negli stati controllati
rispettivamente dall’avversario.

Viene ora mostrato che una generalizzazione dei problemi di programma-
zione lineare problemi (LP3) e (LP4) a questo caso, porta a due problemi
di ottimizzazione che riguardano la non negativita di due sistemi di polinomi
univariati, con coefficienti che dipendono dai momenti di queste misure.

Supponendo di avere delle stime arbitrarie di 0(s) Vs € Sj, ovvero
v =[0(1),6(2),...,0(k)]T, si consideri il seguente problema di ottimizzazione

che generalizza il problema di programmazione lineare (LP3).
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N

max w(s), subject to

wlo)wls) S,

N
(a) / r(s,ar,as)u(s,ar) day + Z (s, s, a2)w(s’) +
aleAl(s) s'=k+1

+5ZP3 S, @2 ( )> 'LU(S), VSESQ, GQEAQ

(b) / p(s,a)day =1, Vs eS8,
a1 €A1

(c) fay(8) >0, Vs€Sy, a1 € A

(P3)

Poiche si ha fAl (s, a1, a2) (s, a1) day = t,(s,as), dove t,(s, as) € un poli-

nomio univariato in ay per ogni s € Sy, fissato un vettore p(s), il vincolo (a) e

un sistema di disequazioni polinomiali; inoltre i coefficienti di ¢ dipendono dalla

misura p solo attraverso un numero finito di momenti. Piu concretamente, si

ha la seguente espressione.

Ns
/ r(s, a1, a2) p(s,ar) day = E E rii(s
a1€AL

=0 7=0

Utilizzando questa osservazione, il problema di ottimizzazione (P3) puo essere

riscritto nel seguente modo.

N

max w(s), subject to

p(s)w(s) it

ZSZTM ) pi(s az—l-ﬁz (8,8, ax)w(s’) +

s'=k+1

+ﬁzp(8/, S, a2>@(5/> - UJ(S> c Pn(A2>, Vs e 82

s'=1

(b) fi(s) € M(A), VsesS,

() po(s) =1, Vs € Sy
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Supponendo ora di avere invece delle stime arbitrarie di w(s) Vs € Sy, ov-
vero W = [w(k + 1), w(k +2), ..., w(N)|T, si consideri il seguente problema di

ottimizzazione che generalizza il problema di programmazione lineare (LP4).

min Zv(s), subject to

k

s'=1
+5 Z sy s,an)w(s’) < wv(s), Vse Sy, a € Ay (P4)
s'=k+1
() / Vs an)das =1, VseS
az€A2
(f) Vap(8) >0,  VseS, as € Ay

In modo analogo a quanto fatto per il problema (P3), considerando il

vincolo (d), si ha la seguente espressione.

/ r(s,ay,a2) v(s,as) dag = ZZ rij(s (6.3)
a2€A2

=0 7=0

Utilizzando questa espressione, il problema di ottimizzazione (P4) puo essere

riscritto nel seguente modo.
min Zv(s), subject to
=1

ns  Ms

— Z Zr,;,j(s)uj(s)a’i — 62]9(5’, s,ar)v(s’) +

P4/
-0 Z sy s,ap)w(s’) € Pu(Ay), Vs €S (4
s'=k+1
(e) v(s) e M(As), VseS
(f) w(s)=1, VseS
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6.4.2 Da Ottimizzazione Polinomiale ad SDP

La formulazione dei problemi di ottimizzazione (P3’) e (P4’) ¢ astratta e non
risolvibile: anche in questo caso, per cercare di convertirla in un problema di
ottimizzazione concreto che si possa risolvere, e necessaria la rappresentazio-
ne computazionalmente adatta degli insiemi P(A;), P(As), M(A4;), e M(A,),
introdotta nella Sezione 3.3. Come ¢ noto dalla Sezione 3.3.1, le condizioni di
non negativita di un polinomio su un intervallo si applicano ai coefficienti di
tale polinomio. Si considerino i vincoli (a) e (d), che producono due sistemi di
disuguaglianze polinomiali, uno in as ed uno in ay, in cui in entrambi i sistemi
vi € una disuguaglianza per ogni stato. Fissati uno stato s € &7 ed uno stato

t € Sy, si cerca di esplicitare i coefficienti dei due polinomi seguenti:

yilas) = 00 S5 ras (i (8)ah + B0y p(s, 1 an)w(s') +
+ B85y st az)d(s") — w(t),

o(ar) = v(s) = 7 7 rig(s)vi(s)ai — B0, p(s's s, a1)u(s) +
=B P55, @) ().

Sia dg il grado della disuguaglianza per lo stato s, e sia d; il grado della

disuguaglianza per lo stato ¢. Si considerino i due seguenti vettori:

T

T
la1],, = (1 a1,a:%, . a™], [az],y, = 1, a2, a5%, ..., as™]

Il primo termine del polinomio y,(az) ed il secondo termine del polinomio x(a;)

possono essere riscritti in forma vettoriale come:

S ru milt)ar? = A R®)[asl,, (6.4)

i=0 j=0

ZZS ri(s)vi(s) ' = v(s)"R(s)" ], (6.5)

=0 j=0
dove R(s) ¢ la matrice che contiene i coefficienti del polinomio 7(s,ay,as),
fi(t) € R%TL ¢ il vettore dei primi d; + 1 momenti della misura pu(t) e (s) €
R+ ¢ il vettore dei primi dy + 1 momenti della misura v(s).

Si considerino v* = [v*(1),...,v*(k)]" e w* = [w*(k +1),...,w*(N)]", che
risulteranno essere i vettori dei valori del gioco stocastico (indicizzati dallo
stato). Si considerino i termini dei polinomi y;(as) e xs(a;) che dipendono

dalla probabilita di transizione p(s’, s, a1, as): tali termini sono a loro volta dei
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6.4 Caso con Spazi di Strategie Infiniti

polinomi univariati rispettivamente in as e a; i cui coefficienti dipendono nel
caso di y;(az) dai coefficienti di p(s',s,as), ¥V e w, mentre nel caso di xs(a;)

dai coefficienti di p(s, s,a;), W e v. Specificatamente, si ha:

Zé\/[:k;+1 p(s',t,ax)w(s’) = WTsz(t)T[az]
k ) ) B T
Zzllp(87t7a2> o(s) = (t)T[ asl . (6.6)
D1 P8 s,an)u(s’) = TQH(S) [a1],,
Yo P8 s a)i(s) = WIQua(s) ]y,

dove

e ()11(s) € la matrice che contiene i coefficienti della probabilita di

transizione p(s’, s,a;) con s € §;, Vs € S;.

e ()12(s) € la matrice che contiene i coefficienti della probabilita di

transizione p(s’, s,a;) con s € S§;, Vs € Ss.

e ()51(s) € la matrice che contiene i coefficienti della probabilita di

transizione p(s’, s,as) con s € Sy, Vs € S.

e ()(s) € la matrice che contiene i coefficienti della probabilita di

transizione p(s’, s,as) con s € Sy, Vs’ € Ss.

A questo punto ¢ possibile combinare le equazioni (6.4), (6.5) ed (6.6) per riscri-
vere le disuguaglianze polinomiali che compongono i sistemi di disuguaglianze
dei vincoli (a) e (d): poiche gli spazi delle azioni sono A; = Ay = [0, 1], dal
Lemma 4 nella Sezione 3.3.1, si pud concludere che i polinomi y;(a;) e xs(az)
sono non negativi in [0, 1] se e solo se esistono le matrici Z; € S**! Z, €
S+ W, € St W, € 8% con Z,, Z,, Wy, W, = 0, tali che

H*(Zy + 5(LiW, LS + LoW,LT) — LoW, L) =

6.7
= a(t)"R(t) + B(WTQa(t) + VT Qu(t)) — erw 67

H(Zs + HLW,LE + LyW,LT) — LyW,LE) =
= e,v —7(s) R(s)" = B(vTQui(s)" + W Qua(s)")
dove e, € Ru*+! ¢, € R%+! sono vettori che contengono tutti elementi a ze-

ro eccetto il primo elemento ad uno. Si cerca ora di riscrivere i vincoli (b)
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ed (e) dei problemi (P3’) e (P4’), che riguardano i momenti delle misure di
probabilita.

Siano ancora fissati uno stato s € &7 ed uno stato t € S;. Grazie al
Lemma 9 nella Sezione 3.3.2, ¢ possibile concludere che iu(t) € M(A;) e
po(t) = 1 con [¢,d] = [0,1] se e solo se

e [i(t)
H(pu(t))
HLTH(f(t) Ly + LYH(f(t) L

Y

1,
0, (6.9)
1) = LEH((E) Lo = 0.

Sempre grazie al Lemma 9, & possibile concludere che v(s) € M(As) e

(s) = 1 con [¢,d] = [0, 1] se e solo se

esTo(s) =1,
H(v(s)) = 0, (6.10)

s(LTH((5)) La + LTH((s) Ly) — Ly H(7(s)) Lo = 0.
Prima di rimettere insieme tutte queste condizioni ¢ importante notare che,
come discusso nella Sezione 4.4.3 per il caso dei giochi stocastici con Single
Controller, anche nel caso dei giochi a Switching Control risulta necessario
aggiungere alcuni vincoli di programmazione semidefinita per calcolare i mo-
menti “mancanti” necessari alla ricostruzione delle strategie dei giocatori. In
particolare, grazie al Lemma 7, € noto che sara sufficiente aggiungere i due

vincoli

H ([0, (0 (8)s ey pra, (D)]) — H([pa (t), p2(t), ooy a1 (1)]) = 0,
H([Nl(t)vlLZ(t)v "'nudt-l-l(t)]) =0

all’'SDP che concretizza il problema (P3'), per ottenere una misura non ne-

(6.11)

gativa in [0,1] con momenti (uo(t), 1(t), ..., a,+1(t)). Analogamente, sara

sufficiente aggiungere i due vincoli

H([vo, (s)ri(s), ..o, va, (s)]) = H([va(s), va(s), ..s va,41(s)]) = 0,

(6.12)
H([m(s), IZIC) e Vds+1(5)]) =0

all’'SDP che concretizza il problema (P4'), per ottenere una misura non
negativa in [0, 1] con momenti (vy(s), v1($), ..., Va,+1()).
E quindi possibile utilizzare le espressioni (6.7), (6.9) ed (6.11) per formare

il singolo problema di programmazione semidefinita positiva che concretizza il
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6.4 Caso con Spazi di Strategie Infiniti

problema di ottimizzazione astratto (P3’), ottenendo quindi il seguente SDP.

N
max w(t), subject to
B spiny 1 (2),w(t), 2, Wi t:;-s-l (®) J
(a) H*(Zy + (LW, LE + LoW,LT) — LoW, LT =

= R(t)T,L_L<t> -+ 6(@22(t)w + le (t){’) — W, Vite 82
(b) H(p() =0, ViteS

() s(LTH(R)(t) Ly + Ly H(f)(t) Ly) +
—LIH(p)(t)Ly =0, Vit e S,

(d) eluty=1, vtesS,
(€) H([a (t), pa(), oy pnn(B)]7) =0, Vi €S

(f) H([MO@)? 'ul(t)’ ) unt(t)]T) - H([Nl(t)v MQ(t)a ) Mnt-&-l(t)]T) = 07
VitedS

(9) Z, W, =0, VteS
(SP3)

dove si ricorda che ji(t) € R™*! ovvero ji(t) non contiene il momento di ordine

n; + 1. A questo punto, possiamo esprimere il seguente Lemma.

Lemma 16. Siano A; = Ay = [0,1]. Il problema di programmazione semi-
definita (SP3) risolve esattamente il problema di ottimizzazione polinomiale
(P3").

Dimostrazione. La disuguaglianza polinomiale (a) nel problema (P3’) ha il vet-
tore dei coefficienti R(t)" fi(t) + B(Qan(t)W + Q1 (t)V) — e;w, come mostrato
dalle equazioni (6.4) e (6.6). La dimostrazione si ha quindi per diretta conse-
guenza del Lemma 4 riguardante la rappresentazione semidefinita dei polinomi
non negativi su [0, 1], come mostrato nell’equazione (6.7), ed il Lemma 9 ri-
guardante la rappresentazione semidefinita delle sequenze di momenti di misure

non negative supportate su [0, 1], come mostrato nell’espressione (6.9). O
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La soluzione di questo SDP produce:

e il vettore dei valori del gioco w degli stati in cui le transizioni sono

controllate dal giocatore 2,

e i momenti delle misure () per il giocatore 1 (una per ogni stato t), negli

stati cui le transizioni sono controllate dal giocatore 2.

Una volta ottenuti i momenti delle misure, utilizzando la procedura indicata
nella Sezione 3.3.2 & possibile ricostruire il supporto (finito) ed i pesi della
strategia del giocatore 1, ricavando una coppia supporto-pesi per ogni stato in
cui le transizioni sono governate dal giocatore 2.

In modo analogo, ¢ possibile utilizzare le espressioni (6.8), (6.10) ed (6.12)
per formare il singolo SDP che concretizza il problema (P4’):

k

min v(s), subject to
V(S),Vms+1(5)7v(s)7ZS’WS52:; ( ) /

(h) H*(Zs + S(LaW, LT + LyW,LT) — LyW, LY =
= esv— R(s)i(s) — ﬁ(Qll(s)V + ng(s)vAv), Vses

(4) H((s) =0, VseES

(7) S(LTH(7)(s) Ly + LYH(7)(s)L1) +
CLTH()(s)Le = 0, ¥V s € S

(k) elv(s)=1, Vs e &
) H([1(s), 12(8), ooy Umos1(8)]T) =0, Vs e &

(m) H([o(s), v1(), oy Vin (8)]) = H([11(5), v2(8), ey Vi (8)]) = 0,
Vs e Sl

(n) Z,W, =0, VseS
(SP4)

dove si ricorda che v(s) € R™st1 ovvero 7(s) non contiene il momento di
b

ordine my + 1. A questo punto, € possibile esprimere il seguente lemma.
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Lemma 17. Siano A; = Ay = [0,1]. Il problema di programmazione semi-
definita (SP4) risolve esattamente il problema di ottimizzazione polinomiale
(P4).

Dimostrazione. La disuguaglianza polinomiale (d) nel problema (P4’) ha il vet-
tore dei coefficienti ;v —R(s)(s)—3(Q11(s)v+Qi2(s)W), come mostrato dalle
equazioni (6.5) e (6.6). La dimostrazione si ha quindi per diretta conseguenza
del Lemma 4 riguardante la rappresentazione semidefinita dei polinomi non
negativi su [0, 1], come mostrato nell’equazione (6.8), ed il Lemma 9 riguar-
dante la rappresentazione semidefinita delle sequenze di momenti di misure

non negative supportate su [0, 1], come mostrato nell’espressione (6.10). [
La soluzione di questo problema di ottimizzazione produce:

e il vettore dei valori del gioco v degli stati in cui le transizioni sono

controllate dal giocatore 1,

e i momenti delle misure v(s) per il giocatore 2 (una per ogni stato s),

negli stati cui le transizioni sono controllate dal giocatore 1.

Una volta ottenuti i momenti delle misure, utilizzando la procedura indicata
nella Sezione 3.3.2 ¢ possibile ricostruire il supporto (finito) ed i pesi della
strategia del giocatore 2, ricavando una coppia supporto-pesi per ogni stato in

cui le transizioni sono governate dal giocatore 1.

6.4.3 Derivazione degli SDP Duali

Si considerino i duali dei problemi (P3') e (P4’), che generalizzano i problemi
(DP3) e (DP4) al caso di spazi di azioni non numberabili. Siano fissate le stime
V= [0(1),0(2),...,0k)]" e w = [w(k+1), w(k +2),...,0(N)]". Sifissi uno
stato s € Sy. Facendo riferimento alla funzione oblettlvo del problema (DP3),

nel caso di spazi di azioni non numerabili vale la seguente equazione.

k
B Zp(8/75,a,2>?}<81)y(87a2) daQ =
az€A2 /=1
k ms
:ﬁz / ij s, s)alv (s, az) day = Z ij(s’,s)uj(s)
s'=1 az€A2 j=0 =0
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Utilizzando anche I'equazione (6.3) nella generalizzazione del secondo vincolo
del problema (DP3), nel caso di spazi di azioni non numerabili tale problema

viene generalizzato con il seguente problema di ottimizzazione:

N

max 3 ((s) = 855, 0(8) S pi(s, s)s(s)). st

S)ele) ot
(a) ZivzkH ayen, (0(8,8") = Bp(s's s,a2))v(s,a2) dag =1 Vs € Sy
(b) = 2(s) = 22320 2o rij(s)aivs(s) € Pa(A1) Vs € Sy,

(c)v(s) € M(Az) Vs € S,
(DP3)
In modo del tutto analogo, la generalizzazione del problema (DP4) al
caso di spazi di azioni non numerabili produce il seguente problema di
ottimizzazione:

k

Jnax (2(5) + B0y () i pils' $)pils)), s,
2 S o—1

(d) Z];:l a1€A1(5($’S/) —5p(s',s,a1))u(8,a1)da1 =1 Vs € Sl (DP4/)

() ito 2 im0 rij(s)abpi(s) — 2(s) € Pu(As) Vs € 8,

(f) u(s) € M(A1) Vs e S

La formulazione dei problemi di ottimizzazione (DP3') e (DP4’) ¢ astratta e
non risolvibile: anche in questo caso, per cercare di convertirla in un problema
di ottimizzazione concreto che si possa risolvere, si evidenziano i coefficienti
dei vincoli polinomiali per poi applicare i risultati presentati nella Sezione 3.3.

In particolare, fissato uno stato s € Sy ed uno stato t € Sy si ha:

s'=1

k ms
6] Z 0(s") ij(s', s)vi(s) = B(D(S)TQm(s))\?, (6.13)

B> ﬁ)(s')Zpi(s’,t),ui(t) = B(f(t) " Qua (1)) W (6.14)

s'=k+1
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Prima quindi di mostrare la versione in programmazione semidefinita di questi
problemi di ottimizzazione polinomiale, come nel caso dei problemi primali
¢ importante notare che risultera necessario aggiungere alcuni vincoli di pro-
grammazione semidefinita per calcolare i momenti “mancanti” necessari alla
ricostruzione delle strategie dei giocatori. In particolare, grazie al Lemma 7 si
aggiungeranno i vincoli (e) (f) ed (I) (m) ai problemi duali per permettere la
ricostruzione delle strategie miste dei giocatori.

Il problema di programmazione semidefinita che concretizza il problema
(DP3’) ¢ il seguente.

max Z (z(s) — ﬁ(D(S)Tle(s))V), s.t.

Z sVmg 3 ,As ,Bs
P g 1 ()2(). A Be St

(a) H*(Ay + (L BLY + LyB,LT) — LyB,LY =
= —R(s)v(s) — z(s)er, Vs €S

(b) H(p(s) =0, VseS

—~
)
~—
N [—

(LT H(D)(s) Ly + Ly H(7)(s)L1) +
—LgH(ﬂ)(S)LQ >~ 0, Vs e 82

(d) S (Bs — BQu(s) w(s) = 1
() H([v1(s), v2(8), ooy Up41(8)]T) = 0, Vs eS8,

() Hllwols), vals), ooy v ()]') = H(a(s5), va(s), ooy vmesa(s)]) = 0,
Vs e SQ

(9) A, By =0, VseS
(DP3)

dove si ricorda che v(s) € R™! ovvero v(s) non contiene il momento di

ordine my + 1. A questo punto, si puo esprimere il seguente lemma.

Lemma 18. Siano A; = Ay = [0,1]. Il problema di programmazione semi-

definita (DP3) risolve esattamente il problema di ottimizzazione polinomiale

(DP3).
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Dimostrazione. La disuguaglianza polinomiale (a) nel problema (DP3’) ha il
vettore dei coefficienti —R(s)v(s) — z(s)e;. La dimostrazione si ha quindi per
diretta conseguenza del Lemma 4 riguardante la rappresentazione semidefinita
dei polinomi non negativi su [0, 1], ed il Lemma 9 riguardante la rappresenta-
zione semidefinita delle sequenze di momenti di misure non negative supportate
su [0, 1]. O

La soluzione di questo SDP produce i momenti delle misure v(s) per il
giocatore 2, una per ogni stato, negli stati in cui egli controlla le transizioni.
Normalizzando come indicato nella Sezione 4.4.3 ed utilizzando poi la proce-
dura indicata nella Sezione 3.3.2, & possibile ricostruire il supporto (finito) ed
i pesi della strategia del giocatore 2, ricavando una coppia supporto-pesi per
ogni stato in cui egli governa le transizioni.

In modo analogo, ¢ possibile ottenere il seguente problema di programmazione

semidefinita che concretizza il problema (DP4’).

k

max Z(z(s) + ﬂ(ﬂ(s)Tng(s))W), s.t.

ﬂ(s)’#ns+1(s)7z(s)vA37Bs o—1

(h) H*(As + (L1 BsLY + LyB,LT) — Ly B, LY =
= R(s)"i(s) — z(s)e;, Vs eS8

(7) H(u(s)) =0, VseS&

() LLTH(m)(s) Lo + LYH(7) (s)L1) +
—LIH()(s)Ly =0, Vs e S

(k) St (B — BQu(s) a(s) =1
(1) H([un (), p12(5)s ooy pinga(8))7) = 0, Vs €&

(m) H([uo(s)s 1 (s), s ()] = H{pa(s), pa(s), ooy pingia(9)]') = 0,
Vs e 81

(n) Ay, B, =0, Vse§
(DP4)

110



6.4 Caso con Spazi di Strategie Infiniti

dove si ricorda che fi(s) € R ovvero fi(s) non contiene il momento di

ordine ns + 1. A questo punto, e possibile esprimere il seguente lemma.

Lemma 19. Siano A; = A, = [0,1]. Il problema di programmazione semi-
definita (DP4) risolve esattamente il problema di ottimizzazione polinomiale
(DP4").

Dimostrazione. La disuguaglianza polinomiale (d) nel problema (DP3’) ha il
vettore dei coefficienti R(s)" fi(s) — z(s)e;. La dimostrazione si ha quindi per
diretta conseguenza del Lemma 4 riguardante la rappresentazione semidefinita
dei polinomi non negativi su [0, 1], ed il Lemma 9 riguardante la rappresenta-
zione semidefinita delle sequenze di momenti di misure non negative supportate

su [0, 1]. O

La soluzione di questo SDP produce i momenti delle misure p(s) per il
giocatore 1, una per ogni stato, negli stati in cui egli controlla le transizioni.
Normalizzando come indicato nella Sezione 4.4.3 ed utilizzando poi la proce-
dura indicata nella Sezione 3.3.2, & possibile ricostruire il supporto (finito) ed
i pesi della strategia del giocatore 1, ricavando una coppia supporto-pesi per
ogni stato in cui egli governa le transizioni.

Sono stati quindi derivati i quattro problemi di programmazione semidefi-
nita (SP3), (SP4), (DP3) e (DP4) che generalizzano i problemi di programma-
zione lineare utilizzati nel caso di spazi di strategie pure finiti. Nella prossima
sezione viene presentato l'algoritmo principale che, risolvendo iterativamente

questi SDP, converge ad una soluzione di e-equilibrio.

6.4.4 Descrizione dell’Algoritmo

Il seguente algoritmo, che permette di calcolare 1’e-equilibrio in un gioco di

questa classe, puo essere diviso in 4 fasi che vengono ora presentate.

Inizializzazione e calcolo dei valori massimi Come ¢ stato discusso nella
Sezione 2.3, la definizione di e-equilibrio richiede che i valori del gioco siano
normalizzati nell'intervallo [0, 1]. Per questo motivo, una volta fissato I'eq > 0,
e necessario calcolare il valore che assume uno stato sia quando entrambi i
giocatori giocano le strategie che avvantaggiano il piu possibile il giocatore 1,

sia quando entrambi i giocatori giocano le strategie che avvantaggiano il piu
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possibile il giocatore 2, ed utilizzare tali valori per eseguire la normalizzazione
del valore dello stato. Questi due problemi risultano pero essere dei problemi di
ottimizzazione polinomiale bivariata, in quanto € necessario massimizzare (nel
primo) e minimizzare (nel secondo) il valore degli stati facendo variare le due
strategie contemporaneamente. Come mostrato in [17], risolvere un problema
di ottimizzazione polinomiale multivariato invece che univariato richiede di
risolvere, invece di un unico SDP, una gerarchia di SDP di dimensione incre-
mentale; tale calcolo renderebbe molto pesante 'intero algoritmo. La soluzione
a questo problema ¢ nel non calcolare i valori degli stati con tali strategie ma
di considerare il massimo ed il minimo valore che puo assumere uno stato: in
questo modo, fissato uno stato s € S il fattore di normalizzazione risulta essere

il seguente

As)= — 2P

Cmaxgy, 6, 7(8, a1, a2)

E quindi necessario come prima cosa calcolare A(s) per ogni stato s del gioco.
Una volta calcolati tutti i fattori di normalizzazione, e possibile iniziare con le
iterazioni dell’algoritmo.

Si supponga di inizializzare il vettore w’(t) = 0Vt € Ss.

Calcolo delle soluzioni degli SDP  Si risolva il problema (SP4) ed il suo
duale (DP4) con w(t) = w(t),Vt € Sy. Sia (v9(s),u%(s),1°(s)),Vs € S la
soluzione ottima a tali problemi. Si risolva quindi il problema (SP3) ed il suo
duale (DP3) con 9(s) = 1%(s),Vs € Sy, e sia (wh(t), u'(t), v (t)),Vt € S, la

soluzione ottima ai due problemi di programmagzione semidefinita.

Calcolo del valore degli stati Le soluzioni dei 4 SDP producono un profilo
di strategie dei due giocatori su tutto lo spazio degli stati, ovvero una coppia
di strategie che chiamiamo p e vy. Tuttavia, i valori degli stati prodotti dalla
soluzione di questi SDP sono calcolati a partire dal valore noto di alcuni stati,
percio non rispecchiano i valori reali degli stati quando si gioca quel profilo di
strategie. Per questo motivo ¢ necessario calcolare il valore degli stati quando
si applica il profilo di strategie calcolato. Conoscendo le strategie dei giocatori,
il vettore dei valori degli stati vy puo essere semplicemente calcolato risolvendo

un banale sistema di NV equazioni lineari in /N incognite.
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Verifica della condizione di termine Nel caso di spazi di strategie pure
finiti, la condizione di termine dell’algoritmo dipendeva dalle basi corrispon-
denti alle soluzioni degli LP. Nella programmazione semidefinita, pero, non
esiste un analogo diretto della soluzione di base ammissibile. Per questo mo-
tivo ¢ necessario utilizzare una condizione di termine diversa, che consenta di
avere comunque delle garanzie sul risultato finale dell’algoritmo. Si utilizza
quindi il concetto di e-equilibrio che, come e stato definito nella Sezione 2.3, ¢
un concetto di soluzione in cui all’equilibrio nessun giocatore riesce a guarda-
gnare piu di € cambiando la propria strategia.

Per questo motivo la condizione di termine dell’algoritmo ¢ ottenuta nel

seguente modo:

1. si calcola il vettore vy dei valori degli stati quando il giocatore 1 esegue

la sua miglior risposta alla strategia 1 del giocatore 2,

2. si calcola il vettore vy dei valori degli stati quando il giocatore 2 esegue

la sua miglior risposta alla strategia po del giocatore 1,

3. si calcolano i vettori differenza d; = vi — vy e dy = vg— vy e si moltiplica
ogni elemento di d; e dy per il corrispondente fattore di normalizzazione

A(s), ottenendo i vettori normalizzati "™ e d§°™™,

4. si considera il valore massimo tra tutti gli elementi dei vettori norma-
lizzati d7°"™ e d5°™™: tale valore ¢ il massimo che puo ottenere almeno
uno dei due giocatori cambiando la sua strategia nel caso 'avversario
mantenga la propria. Se tale valore e inferiore ad ¢, allora il profilo di
strategie (o, o) € un €p-equilibrio e l'algoritmo termina; viceversa, si
considera w(t) = w'(t),Vt € Sy e si ritorna al calcolo delle soluzioni dei
quattro SDP.

Le migliori risposte, come e stato discusso nella Sezione 5.4, possono essere
ottenute risolvendo un SDP per ognuna di esse. Questo significa che ogni

iterazione dell’algoritmo richiede la soluzione di 6 SDP.

6.4.5 Convergenza

Viene ora discussa la convergenza di questo algoritmo, introducendo prima di

tutto i seguenti lemmi.
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Lemma 20. Sia v(t) < o(t),Vt € S;. Sia (w(t),n(t)),Vt € Sy la solu-
zione ottima del problema (SP3) quando si ha o(t) = v(t),Vt € S;. Sia
(w(t), 1(t)), vt € Sy la soluzione ottima del problema (SP3) quando si ha
0(t) = 0(t),vt € §;. Allora w(s) < w(s),Vt € Ss.

Dimostrazione. Si pud notare che anche (w(t), u(t)),Vt € Sy rispetta tutti i
vincoli del problema (SP3) quando si ha v(t) = o(t),Vt € Si, mentre in generale
(w(t), 1(t)), vt € So non rispetta tuttii vincoli del problema (SP3) quando si ha
0(t) = v(t), vt € S;. Da questo si puo concludere che w(s) < w(s),Vt € Sy. O

Lemma 21. Sia w(t) < w(t), vVt € So. Sia (v(t),v(t)),¥t € S la solu-
zione ottima del problema (SP4) quando si ha w(t) = w(t),Vt € Sy. Sia
(0(t),o(t)),Vt € S; la soluzione ottima del problema (SP4) quando si ha
w(t) = w(t),Vt € Sy. Allora v(s) < v(s),Vt € Sy.

Dimostrazione. Si puo notare che anche (v(t),v(t)),Vt € S; rispetta tutti i
vincoli del problema (SP4) quando si ha w(t) = w(t),Vt € S,, mentre in
generale (0(t),7(t)),Vt € &) non rispetta tutti i vincoli del problema (SP4)
quando si ha w(t) = w(t),Vt € Sy. Si conclude quindi che v(s) < v(s),Vt €
Sy O

Lemma 22. Si consideri la sequenza di coppie di soluzioni
((0°,wh), (v', w?), ..., (" w"),...) dei quattro SDP (SP3), (SP4), (DP3) e

esima

(DP4), di cui ogni i coppia & calcolata nella i iterazione dell’algoritmo.

Si ha quindi il seguente risultato:
vt <"t <o* Vo, w' < wt <wt v,
dove v* e w* sono i valori ottimi del gioco stocastico.

Dimostrazione. Si pud notare che w’(t) = 0, quindi si ha w°(t) < w*(t), Vt €
S,. Dal Lemma 21 sappiamo che v%(s) < v*(s), Vs € S;. Poiche si sa che
w'(t) > 0, per il Lemma 20 sappiamo che w®(t) < w'(t) < w*(t), Vt € Ss.
Grazie ad una induzione elementare ¢ quindi possibile dimostrare il Lemma.

]

Teorema 19. Si supponga di avere le seguenti due coppie di vettori di valori

del gioco e strategie:

v(s),v(s,as), V1 <s<kay € Ay,
w(s), u(s,a1), VeE+1<s<N,a; € A;.

114



6.4 Caso con Spazi di Strategie Infiniti

dove (v(s),v(s,az), V1 < s < k,as € Ay) & ottima per il problema (SP4)
quando w(s) = w(s),k+1<s< N, e (w(s), u(s,a1),Vk+1 < s < N,a; €
Aj) ¢ ottima per il problema (SP3) quando o(s) = w(s), 1 < s < k.

Allora (v(1),...,v(k),w(k + 1), ...,w(N)) @ il vettore dei valori del gioco.

Dimostrazione. La dimostrazione si ha per diretta conseguenza del

Teorema 19. O
Questi risultati permettono di arrivare al seguente teorema.

Teorema 20.

lim (0", w") = (v*,w").

r—00

Dimostrazione. Dal Lemma 22 si sa che v" < o™ < o* V r, e che
wh < w't <wtVor.

Dal Teorema 19 si sa invece che se (v, w) = (v w'?) allora
(v'(1), ..., v (), w ™ (k + 1), ..., w" ™ (N)) & il vettore dei valori del gioco. Si sa
quindi che i valori del gioco nella sequenza ((vo, wh), (vl w?), ..., (v w"), )
sono non decrescenti, e risultano uguali solo quando si e raggiunto 'ottimo,

da cui si ha lim, (0", w") = (v*, w*). O

6.4.6 Ottimalita della Soluzione

Viene ora mostrato che la soluzione dell’algoritmo descritto e effettivamente

la soluzione d’equilibrio desiderata.

Teorema 21. Siano p* e v* le strategie miste dei giocatori calcolate dall’al-
goritmo, e sia v = v(u*, v*) il vettore del valore degli stati con tali strategie.

Allora v soddisfa la seguente disuguaglianza del punto di sella:
v(p, V") —eges < v(pt, v < v(pt,v) + ees

per ogni coppia di strategie miste (u, ), dove e, € R¥ & un vettore composto

unicamente da 1.

Dimostrazione. Viene ora mostrato per assurdo che v(u, v*)—epes < v(p*, v*).

Si supponga che esista una strategia p tale che
v(p, v*) > v(u*, ") + eoes. (6.15)
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Allora, indicando con i, la best response alla strategia v* nota, si ha
V(Mbrvy*) > V(/Jﬁ V*>' (616)

L’algoritmo ¢ terminato dando soluzione vy, e poiche la condizione di termine

era soddisfatta si sa che vale la seguente disequazione:
V(pr, V) < V(" V) + €ges. (6.17)
Dalle disequazioni (6.16) ed (6.17) si ha la disuguaglianza
v(p, V) < v (i, V) < vo(p', V") + €ges (6.18)

che dimostra che la disequazione (6.15) ¢ un assurdo.
Viene ora dimostrato per assurdo che v(u*, v*) < v(u*,v) + €pes.

Si supponga che esista una strategia v tale che vale la seguente disequazione:
vo(u*, V") > v(u*,v) + ees. (6.19)

Allora, indicando con 14, la best response alla strategia pu* nota, si ha
v(p®, vy) < v(p',v). (6.20)

L’algoritmo ¢ terminato dando soluzione vy, e poiche la condizione di termine

era soddisfatta si sa che vale la seguente disequazione:
V(" vy) > V(" vt — €es. (6.21)
Dalle disequazioni (6.20) ed (6.21) si ha la disuguaglianza
v(p*,v) > v(p ) > v(p", vt — epes. (6.22)

che dimostra che la disequazione (6.19) ¢ un assurdo, e conclude la dimostra-

zione. O

Le analisi fatte in questa sezione e nella Sezione 6.4.5 permettono quindi
di concludere che 'algoritmo presentato converge, e permette di ottenere un
e-equilibrio (con supporti finiti) in un gioco stocastico con switching control ad
azioni continue, con funzione di payoff e transizioni di probabilita polinomiali

rispetto alle azioni dei giocatori.
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Capitolo 7

Valutazione Sperimentale

7.1 Introduzione

In questo capitolo viene presentata una valutazione sperimentale delle presta-
zioni dell’algoritmo, al variare della dimensione del gioco (polinomiale stoca-
stico e con Switching Control) in ingresso. In particolare, vengono analizzate
le prestazioni all’aumentare del numero di stati del gioco e del grado delle
funzioni polinomiali, ovvero la funzione di payoff e le probabilita di transizio-
ne. Per poter eseguire questa valutazione, sono stati misurati due parametri
prestazionali dell’algoritmo. Il primo parametro ¢ il valore e dell’equilibrio
approssimato ottenuto, che indica la massima variazione nel reward che in
tale profilo di strategie un giocatore puo ottenere cambiando la propria stra-
tegia, supponendo che la strategia dell’avversario sia nota e fissata. Il secondo
parametro prestazionale e il tempo di computazione richiesto, che indica il
variare della velocita d’esecuzione dell’algoritmo al variare della dimensione
del problema in ingresso.

Nella Sezione 7.2 vengono descritti i modelli utilizzati nell’analisi sperimen-
tale. Nella Sezione 7.3 vengono considerati i risultati dell’algoritmo applicato
ad uno dei modelli analizzati sperimentalmente, mostrando che il risultato
ottenuto e effettivamente una soluzione di equilibrio. Nella Sezione 7.4 viene
valutata la velocita di convergenza dell’algoritmo basandosi sui risultati speri-
mentali. Infine, nella Sezione 7.5 vengono valutati i tempi di calcolo richiesti

dall’algoritmo, basandosi sui risultati sperimentali ottenuti.
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7.2 Descrizione dei Modelli Analizzati

Si considerino tre giochi polinomiali stocastici con Switching Control. Nel pri-
mo gioco vi sono solo due stati: nel primo stato le transizioni sono governate
dal giocatore 1, mentre nel secondo stato le transizioni sono governate dal gio-
catore 2. Nel secondo gioco vi sono tre stati: in due di questi le transizioni sono
governate dal giocatore 1, mentre nel terzo stato le transizioni sono governate
dal giocatore 2. Infine, nel terzo gioco vi sono quattro stati: il giocatore 1
governa le transizioni dei primi due stati, mentre negli altri stati le transizioni
sono governate dal giocatore 2.

Poiché in questa analisi sperimentale viene fatto variare anche il grado dei
polinomi, per semplicita, una volta fissato il grado delle funzioni polinomiali
le funzioni di payoff sono uguali da stato a stato, mentre le probabilita di

transizione seguono uno schema fissato. In particolare:

e nel caso di polinomi di grado 4, la funzione di payoff & data da
R(s,a1,a9) = (a; —a2)2, Vs € S, mentre per ogni s € S; e per ogni
s’ € Sy le probabilita di transizione sono le seguenti:

2 2

ai
t t =1
p( S al) |S| v 7&8 S S p(S,S,al) |S|7
(t,s',a1) = —=,Vt #s €5; (s’s'a)—l—a—f'
p 1 ’S| p ? s W2) — |S’7

e nel caso di polinomi di grado 6, la funzione di payoff e data da
R(s,a1,as) = (a1 — az)” +1.025 — a? + La? — a3 + 2a}a3, Vs € S, mentre

per ogni s € S e per ogni s € Sy le probabilita di transizione sono le

seguenti:
E a3
p(t,s,a1) = \S| ,Vt#seS; p(s,s,al)zl_m7
3
)
p(t s’ Cll) Vt?éé’ €S, p(s/,3/7a2):1__;
!SI B

e nel caso di polinomi di grado 8, la funzione di payoff ¢ data da
R(s,a1,az) = 0.908 + (a1 — az)® — a? + 2ajaj — aj + 1af, Vs € S, mentre
per ogni s € S e per ogni s € Sy le probabilita di transizione sono le
seguenti:

at

p(t,s,a1) = ‘S| ,Vit#£seS; p(S’S’al):l_E’
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a24

_E'

&24

— |S|,Vt7és’65; p(s', s as) =1

p(ta S/) al)

In queste definizioni il termine |S| indica il numero di stati del gioco. Il discount
factore f = % Ognuno di questi modelli e stato posto in ingresso all’algoritmo,
che ne ha calcolato le soluzioni di equilibrio: viene ora considerata la soluzione
di uno di questi modelli calcolata sperimentalmente, e ne viene mostrata la

correttezza.

7.3 Esempio di Soluzione

Prima di procedere alla valutazione sperimentale, viene presentata e discus-
sa, a scopo dimostrativo, la soluzione di equilibrio ottenuta sperimentalmente
dall’algoritmo applicandolo al modello a due stati, con funzioni polinomiali di
grado 4.

Supponendo € = 1073, il profilo di strategie di e-Nash calcolato dall’algo-

ritmo e il seguente in entrambi gli stati:

e il giocatore 1 esegue l'azione a; = 0 con probabilita u(s,0) = 0.5, e

'azione a; = 1 con probabilita p(s,1) = 0.5, Vs € S;
e il giocatore 2 esegue l'azione ay = 1 con probabilita v(s,1) =1, Vs € S.

Il valore degli stati calcolato dall’algoritmo e uguale per entrambi: si ha infatti
v(s1) = 0.5 e w(sg) = 0.5.

Per dimostrare che tale profilo di strategie e effettivamente un equilibrio, si
supponga di fissare la strategia del giocatore 2 in ogni stato, ponendola uguale
a quella calcolata dall’algoritmo. A questo punto si misura il massimo incre-
mento di rewards che il giocatore 1 puo ottenere variando la propria strategia.
Il valore dello stato 2, che dipende dall’azione a; e dal valore dello stato v(s;)

(avendo fissato ay = 1), & calcolabile con la seguente equazione:
w(sy) = aj +0.25 — a; + Bo(sy). (7.1)

L’equazione (7.1) riflette il concetto di “strategia miope”, in quanto si puo
notare che, indipendentemente dal valore dello stato 1, per massimizzare il
valore dello stato 2 il giocatore 1 cerchera unicamente di massimizzarne il

payoff immediato. Per questo motivo, nello stato 2, la miglior risposta del
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giocatore 1 alla strategia del giocatore 2 fissata, ¢ di scegliere I’azione a; = 0 o
I’azione a; = 1, che massimizzano il reward immediato: tale strategia coincide
con quella calcolata dall’algoritmo. I1 valore dello stato 2 con tali strategie ¢

quindi definito nel modo seguente:
w(se) = 0.25 + [o(sy).

A questo punto si considera lo stato 1. Il valore di tale stato, conoscendo

I’azione del giocatore 2, ¢ dato dalla seguente equazione:
v(s1) = a? +0.25 —ay + (1 — a?) Bu(sy) + B a?0.25 + 32 a v(sy),

che puo essere riscritta nel seguente modo:

v(s1) =

0.5
0.45—
0.4+

0.351-

> 0251
0.2
0.15-

0.1+

0.05- I b

Figura 7.1: Valore dello stato 1 in funzione dell’azione a1 del giocatore 1, fissata la

strategia del giocatore 2.

Come si puo notare, per massimizzare il valore dello stato 1 il giocatore
scegliera un’azione tra a; = 0 ed a; = 1, portando il valore dello stato a
v(s1) = 0.5 ed applicando la stessa strategia calcolata dall’algoritmo. In questo
modo, anche il valore dello stato 2 risultera essere w(ss) = 0.25+ fv(s1) = 0.5.

E stato quindi dimostrato che la strategia del giocatore 1 calcolata dall’algo-

ritmo e effettivamente la miglior risposta alla strategia del giocatore 2: questo
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dimostra che il valore di € massimo che puo ottenere il giocatore 1 cambiando
la propria strategia ¢ zero. In modo del tutto analogo ¢ possibile dimostrare
che la strategia del giocatore 2 calcolata dall’algoritmo e la miglior risposta alla
strategia fissata del giocatore 1: il profilo di strategie calcolato dall’algoritmo
e quindi effettivamente un equilibrio, ed il valore degli stati calcolato coincide

con il valore ottimo degli stati del gioco stocastico.

7.4 Valutazione della Convergenza

Viene ora presentata una valutazione della velocita sperimentale di convergen-
za (i.e. la velocita di diminuzione della variazione massima e del reward), al
variare sia del numero degli stati del gioco sia del grado delle funzioni poli-
nomiali: vengono prima presentati i risultati sperimentali ottenuti, facendone
poi un’analisi volta a valutare le prestazioni dell’algoritmo.

Per realizzare questa analisi sperimentale ¢ stato utilizzato YALMIP [18],
un toolbox per MATLAB che permette di modellizzare in modo efficiente dei
problemi di ottimizzazione, utilizzando poi dei risolutori esterni per calcolare
la soluzione. Come risolutore ¢ stato utilizzato SeDulMi [29], un pacchetto
software per risolvere problemi di programmazione semidefinita.

I risultati sperimentali al variare del numero di stati del gioco sono rap-
presentati in Figura 7.2: il primo grafico mostra il rapporto tra il valore € ed
il numero di iterazioni nel caso di funzioni polinomiali di grado 4, il secondo
grafico mostra il rapporto nel caso di funzioni polinomiali di grado 6, ed il
terzo grafico mostra il rapporto nel caso di funzioni polinomiali di grado 8.

I risultati sperimentali ottenuti, invece, all’aumentare del grado delle fun-
zioni polinomiali nel modello analizzato sono rappresentati in Figura 7.3: il
primo grafico mostra il rapporto tra il valore € ed il numero di iterazioni nel
caso di gioco a due stati, il secondo grafico mostra il rapporto nel caso di gioco
a tre stati, ed il terzo grafico mostra il rapporto nel caso di gioco a quattro
stati.

Da questi risultati e possibile trarre alcune conclusioni sulle prestazioni
dell’algoritmo in termini di velocita di convergenza. In primo luogo, si puo
notare che la velocita di convergenza dell’algoritmo ¢ molto alta, qualsiasi
sia il modello analizzato tra quelli considerati. In particolare, gia a seguito

della seconda iterazione si ottiene un valore di e prossimo allo zero, quindi
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Polinomi di grado 4

0.3 T
02l —x— 2 stati | |
w —*— 3 stati
0'13\ St
E
0
1 2 3
Numero di iterazioni
Polinomi di grado 6
0.2k —*— 2 stati | |
w —x— 3 stati
01r —*— 3 stati | ]
0 S
1 2 3
Numero di iterazioni
Polinomi di grado 8
0.3 T
E .
0.2k —— 2 stati |
w —*— 3 stati
01r —*— 4 stati 7
0 *
1 2 3

Numero di iterazioni

Figura 7.2: Analisi sperimentale della convergenza al variare del numero di stati.

supponendo di voler calcolare un e-Nash con € < 1072, I'algoritmo impiega
solamente due iterazioni per fornire tale risultato.

Inoltre, la velocita di convergenza dell’algoritmo applicato ai modelli ana-
lizzati risulta essere indipendente sia dal numero di gradi delle funzioni polino-
miali utilizzate, sia dal numero di stati nel modello. Anche questo e un risultato
positivo, in quanto indica che, almeno per i modelli analizzati, si ha un’ottima
scalabilita rispetto alla dimensione del problema in ingresso all’algoritmo.

Facendo riferimento al terzo grafico della Figura 7.3, si puo notare che la
velocita di convergenza nel caso si considerino funzioni polinomiali di grado
6 ¢ addirittura inferiore alla velocita di convergenza nel caso si considerino
funzioni polinomiali di grado 8. Questo risultato ¢ motivato dal fatto che la
velocita di convergenza dell’algoritmo dipende significativamente dai dati del

modello analizzato, come i coefficienti delle funzioni polinomiali, oltre che dalla
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Gioco a 2 stati

0.3 T
0.2k —*— Grado 4 |
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w —*— Grado 6
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0 *
1 2 3
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Figura 7.3: Analisi sperimentale della convergenza al variare del grado delle funzioni

polinomiali.

dimensione del problema analizzato. A riprova di questa motivazione, durante
la sperimentazione sono emersi anche casi in cui, applicando ’algoritmo a fun-
zioni polinomiali di grado crescente, la velocita di convergenza dell’algoritmo
e risultata crescente.

Per quanto discusso in questa sezione, la valutazione delle prestazioni
dell’algoritmo in termini di velocita di convergenza, almeno per i modelli

analizzati, risulta quindi essere positiva.

7.5 Valutazione dei Tempi di Calcolo

Per fornire una maggiore valutazione delle prestazioni dell’algoritmo, oltre alla

velocita di convergenza ¢ stato considerato anche il tempo di computazione
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richiesto per raggiungere la soluzione d’equilibrio, al variare sia del numero
degli stati del gioco sia del grado delle funzioni polinomiali.

Per ogni modello di gioco considerato sono stati misurati 20 campioni di
tempi di computazione, dove per ogni singolo modello ed ogni campione sono
state eseguite 4 iterazioni dell’algoritmo. La scelta di limitarsi a 4 iterazioni ¢
stata motivata dal fatto che, come mostrato nelle Figure 7.2 e 7.3, la velocita
di convergenza dell’algoritmo ¢ tale da ottenere ¢ < 1072 gia alla seconda
iterazione.

I risultati sperimentali, ottenuti sia al variare del numero di stati del gioco,
sia all’aumentare del grado delle funzioni polinomiali nel modello analizzato,

sono rappresentati in Figura 7.4.

19 + B
N *
185 ‘ + -
_ e @ T T —
T | i + | !
’——‘—‘ L |
- I 1 : | f 1 —ﬂ—‘
8 18 R o -
o ’ i
o + ! I [
8 o | |
E 1750 —= IR
|_
+ +
+ + +
+ +
+
17 - i + + N
+
16.5 —
+
| | | | | | | | |
2 stati, 3 stati, 4 stati, 2 stati, 3 stati, 4 stati, 2 stati, 3 stati, 4 stati,

4° grado 4° grado 4° grado 6° grado 6° grado 6° grado 8° grado 8° grado 8° grado

Modello di riferimento

Figura 7.4: Analisi sperimentale del tempo di computazione richiesto, al variare sia

del numero di stati del gioco sia del grado delle funzioni polinomiali.

Dal grafico in figura, si puo notare che vi e una differenza molto piccola
tra i tempi di computazione impiegati dall’algoritmo, qualsiasi sia il modello
di gioco considerato. Inoltre, contrariamente a quanto ci si poteva aspettare,
all’aumentare della dimensione del problema in ingresso all’algoritmo i tempi
di computazione non aumentano, ma in molti casi addirittura decrescono.

Questo risultato € motivato dal fatto che i tempi di computazione richiesti
dall’algoritmo sono molto bassi, ed il loro aumento al crescere delle dimensio-

ni del problema e addirittura “mascherato” dal tempo di overhead. Poiché,
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quindi, la maggiore componente nel tempo impiegato ¢ dovuta all’overhead
computazionale, anche all’aumentare degli stati e del grado dei polinomi nel
modello di gioco considerato, il tempo impiegato dall’algoritmo non subisce
variazioni.

Ovviamente, e possibile cambiare la configurazione hardware e software
utilizzata per cercare di diminuire 'overhead computazionale: questo porte-
rebbe quindi ad una grande riduzione dei tempi di computazione impiegati
dall’algoritmo, quando applicato a modelli di gioco della stessa dimensione
di quelli che sono stati considerati, ovvero con un massimo di 4 stati e con

funzioni polinomiali di grado 8 o inferiore.
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Capitolo 8

Conclusioni e Sviluppi Futuri

8.1 Conclusioni

In questa tesi e stata studiata la classe dei giochi polinomiali stocastici a due
giocatori e somma zero con Switching Control, estendendo i giochi polinomiali
in forma normale e generalizzando la classe dei giochi polinomiali stocastici
con Single Controller. Inoltre, sono stati studiati i processi di decisione di
Markov polinomiali, estendendo i processi di decisione di Markov al caso in
cui lo spazio delle azioni dell’agente ¢ infinito e non numerabile.

Inizialmente sono stati presentati i risultati ottenuti da Parrilo sui gio-
chi polinomiali in forma normale ed i giochi polinomiali stocastici con Single
Controller: ¢ stata discussa la caratterizzazione e l'esistenza degli equilibri in
queste classi di giochi, e sono stati presentati i rispettivi algoritmi in grado di
calcolarne la soluzione.

E stato poi discusso il calcolo della soluzione di un gioco polinomiale sto-
castico con Switching Control, presentando un algoritmo in grado di calcolare
sia il valore degli stati sia un profilo di strategie di e-Nash, risolvendo iterati-
vamente dei problemi di programmazione semidefinita positiva. Per ottenere
tali problemi di programmazione semidefinita positiva, sono state considerate
due coppie di problemi di ottimizzazione primali e duali di sistemi di polinomi
univariati, con vincoli sui momenti delle misure di probabilita, e sono state
utilizzate delle tecniche classiche della teoria dei momenti e della riduzione in
somma di quadrati per ridurre tali problemi a dei problemi primali e duali di

programmazione semidefinita positiva. Inoltre, per determinare la condizione



Conclusioni e Sviluppi Futuri

di termine dell’algoritmo presentato ¢ stato discusso il rapporto tra la miglior
risposta di un giocatore ad una strategia dell’avversario, in un gioco di questa
classe, e la soluzione di un processo di decisione di Markov polinomiale. E
stato percio discusso il calcolo della politica ottima in un processo di decisione
di Markov polinomiale, ed ¢ stato presentato un algoritmo in grado di calcolare
il valore ottimo degli stati risolvendo un unico problema di programmazione
semidefinita positiva.

Per i giochi polinomiali stocastici con Switching Control ¢ stata dimostra-
ta sia la convergenza dell’algoritmo proposto sia l'ottimalita della soluzione
calcolata. Un’importante proprieta dei profili di strategie di e-Nash calcolati
dall’algoritmo e quella di avere un supporto finito, di dimensione proporzionale
al grado delle funzioni di payoff polinomiali del gioco analizzato.

Nel corso di questo lavoro i principali problemi sono stati riscontrati nella
fase di progettazione dell’algoritmo. Per i polinomi multivariati di grado mag-
giore o uguale a quattro, stabilire la non negativita ¢ un problema NP-hard.
Per questo motivo, nella formulazione dei problemi di ottimizzazione polino-
miale, ci si € potuti concentrare unicamente sui polinomi univariati. Inoltre,
durante la derivazione dal caso di azioni finite ad infinite, si sono dovute risol-
vere alcune problematiche dovute alla non esistenza del concetto di “soluzione
di base” nei problemi di programmazione semidefinita positiva.

E stata infine eseguita una valutazione sperimentale delle prestazioni del-
I’algoritmo al variare della dimensione del problema in ingresso: per ogni
modello di gioco considerato, 1’algoritmo ha dimostrato di avere una buona
velocita di convergenza. Inoltre, per i modelli di gioco considerati I'algoritmo
ha dimostrato una buona scalabilita, mostrando che sia la velocita di conver-
genza sia i tempi di calcolo impiegati sono indipendenti dall’aumento della

dimensione del problema in ingresso.

8.2 Sviluppi Futuri

Una naturale prosecuzione del lavoro qui presentato e quella di eseguire una
valutazione sperimentale con un alto numero di modelli di grandi dimensioni,
facendo variare i parametri di tali modelli. Questo permetterebbe di ottenere

una stima piu accurata delle prestazioni dell’algoritmo.

128



8.2 Sviluppi Futuri

Una possibile prospettiva futura e nell’estensione delle classi di giochi qui
presentate al caso dei giochi separabili a somma non zero, una classe di giochi
continui in cui i payoffs sono in somma di prodotti e di cui i giochi polinomiali
sono una sottoclasse.

Un’altra possibile direzione di ricerca futura potrebbe essere quella di esten-
dere le classi di giochi qui presentate alla classe dei giochi a tempo continuo.
Nello sviluppo di questa tesi era stata esaminata anche questa classe di giochi:
il problema di ottimizzazione polinomiale nel caso dei giochi a tempo continuo
e pero multivariato, e non permette quindi 1'utilizzo delle tecniche di deriva-
zione dei problemi di programmazione semidefinita positiva che sono state qui
utilizzate. Si potrebbe quindi provare ad applicare le tecniche presentate in
[17], utilizzando delle gerarchie di SDP per risolvere problemi di ottimizzazione
polinomiale multivariati, ottenendo un algoritmo in grado di risolvere i giochi
polinomiali stocastici con Switching Control a tempo continuo, e valutando
poi I'impatto sulle prestazioni dell’algoritmo di tali gerarchie.

Un ulteriore sviluppo futuro potrebbe essere quello di considerare dei mo-
delli iniziali di giochi non polinomiali, calcolandone quindi un’approssimazione
polinomiale delle funzioni di payoff e delle probabilita di transizione, e cercando
di valutare lo scostamento tra la soluzione calcolata con il modello polinomiale

derivato e la soluzione del modello reale.
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