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Sommario

Il fenomeno della risonanza al suolo dell'elicottero rappresenta un aspetto
fondamentale nell'ambito della progettazione degli smorzatori di ritardo del
rotore. I parametri utili alla modellazione di tali componenti, a causa del
relativo comportamento fortemente non lineare, sono spesso a�etti da signi-
�cative incertezze. Inoltre, la necessità di usufruire di un sistema di controllo
del volo (FCS) che vada a ridurre in sicurezza l'impegno del pilota sta dive-
nendo sempre più attuale; per questo motivo è opportuno veri�care a priori
l'in�uenza di tale accorgimento sulla ground resonance.
L'obiettivo di questa trattazione è lo sviluppo di modalità generalizzate di
progetto che permettano di quanti�care la robustezza delle scelte operative
per non compromettere la stabilità aeroelastica della macchina. A tale sco-
po sono state adottate delle tecniche di analisi robusta dei sistemi dinamici
provenienti dalla letteratura scienti�ca dell'ingegneria del controllo, quali il
criterio generalizzato di Nyquist (GNC) e la µ-Analisi.
La prima parte della tesi verte principalmente sulla valutazione dell'impatto
di incertezze parametriche e non su sistemi lineari tempo invarianti. In pri-
mo luogo, nel Capitolo 2, è stata a�rontata la modellazione e lo studio della
stabilità di un elicottero sempli�cato in presenza di incertezze sulle caratte-
ristiche elastoviscose degli smorzatori di ritardo e sulle proprietà strutturali
della fusoliera.
Successivamente, nel Capitolo 3, si è passati alla valutazione della risonanza
al suolo dell'elicottero quadripala Puma IAR 330. É stata quindi veri�cata la
stabilità alla ground resonance in presenza di incertezze sia sugli smorzatori
di ritardo che sulla funzione di trasferimento di un eventuale FCS installato
sulla macchina. Le potenzialità o�erte dai metodi di progetto sintetizzati
vanno ricercate nella loro generalità di applicazione per qualsiasi elicottero
con rotore articolato o soft-in-plane.
In�ne, nel Capitolo 4, sfruttando le funzioni descrittive, sono stati sviluppa-
te delle procedure per adattare le tecniche di progetto robusto anche al caso
di sistema dinamico periodico. La di�erenza sostanziale che intercorre tra
l'uso di metodi classici per le analisi parametriche di sistemi tempo varianti
e quelli robusti qui presentati risiede nella valutazione della sensibilità della
soluzione rispetto ai parametri incerti. Da un lato occorre eseguire un'analisi
di�erente per ogni elemento della mappatura mentre dall'altro è possibile
sfruttare i risultati ottenuti dall'analisi robusta del sistema lineare, condu-
cendo un unico studio per tutti i parametri ritenuti incerti.

Parole chiave: Ground Resonance - Stabilità robusta - µ-Analisi - Funzioni
Descrittive - Rottura dello smorzatore





1
Analisi robusta dei sistemi dinamici

In questo capitolo vengono tracciate le linee guida per lo studio della sta-
bilità di un sistema dinamico in presenza di incertezze associate a determinati
parametri appartenenti al modello; in particolare, viene mostrato come pos-
sono essere sfruttate di�erenti tecniche di analisi robusta del sistema che
potrebbero essere utilizzate sin dalla fase di progettazione preliminare.
In questo modo, non solo viene valutata la sensibilità del sistema rispetto
a determinate caratteristiche che esso presenta, bensì, si ha la possibilità di
valutare l'escursione massima ammissibile di tali valori mantenendo la stabi-
lità.
Si evince pertanto che col termine robustezza si fa riferimento alla capacità
del sistema di sopportare un discostamento più o meno considerevole delle
grandezze costitutive del modello rispetto al relativo valore nominale. Pri-
ma di procedere alla delineazione delle modalità di analisi, risulta quindi
opportuno sottolineare le possibili fonti di incertezza associate al sistema in
esame.

1.1 Rappresentazione delle incertezze

Durante la modellazione, l'analisi, la sperimentazione e la validazione di
un qualsiasi sistema dinamico associato ad un velivolo, le incertezze pos-
so provenire da vari aspetti, dei quali vengono riportati di seguito quelli
fondamentali:

- nel modello lineare (o linearizzato) del sistema vi sono dei parametri
noti in maniera approssimativa grazie ad esempio ad una campagna di
prove sperimentali o altrimenti non noti e che, se pur selezionati con
buon senso, potrebbero non aderire alle reali condizioni in cui si trova
il sistema;

9



Capitolo 1

- i medesimi parametri del modello lineare potrebbero cambiare a causa
della presenza di non linearità geometriche o delle leggi costitutive o di
modi�che causate dalle condizioni operative;

- anche quando si ha a disposizione un modello strutturale molto detta-
gliato del velivolo si preferisce sfruttarne una condensazione per dimi-
nuire il costo computazionale, pertanto, la dinamica tipicamente della
deformabilità alle alte frequenze, rappresenta una fonte di incertezza
del modello;

- in�ne, le dinamiche associate al sistema di misurazione ed attuazione
potrebbero modi�care il comportamento di eventuali sistemi di con-
trollo attivo sia a causa della presenza di un'imperfezione della misura
sia a causa di disturbi sugli ingressi di controllo.

Per quali�care al meglio le tipologie di incertezze che sono state ispezionate in
questa trattazione si opera una macro suddivisone di quest'ultime in 3 gruppi
principali riproposta in [10]; in particolare, è stata a�rontata una di�erente
attività di analisi di problemi dinamici in ambito elicotteristico facente capo
ad ognuna della seguente classi�cazione:

- incertezze parametriche, ovvero il caso in cui è nota la natura e l'ordine
del modello del sistema ma alcune proprietà pi presentano una parti-
colare variabilità percentuale rp∆ contenuta in un intorno del relativo
valore nominale p̄.

pi � p̄p1� rp∆q

rp∆ �
pmax � pmin
pmax � pmin

∆, in cui ∆ ¤ 1

Si faccia riferimento alla modellazione del sistema dinamico incerto
degli smorzatori di ritardo del Puma IAR 330 per l'analisi della ground
resonance (pag. 65);

- dinamiche non modellate, ossia viene inserita nel modello globale un'in-
certezza riferita a dinamiche che sono state trascurate in prima analisi
ma che risultano essere particolarmente in�uenti in determinate con-
dizioni operative dell'elicottero; ad esempio nel caso in cui non sia
possibile e�ettuare la media sul giro dei coe�cienti delle matrici del
sistema lineare tempo periodico, ovvero in caso di malfunzionamento
o rottura di uno smorzatore di ritardo (Cap. 4). É pertanto, possibile
introdurre un'incertezza sul sistema che inglobi eventuali dinamiche lo-
cali, ad esempio degli smorzatori stessi o del sistema di attuazione, che
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sono state tralasciate per quali�care esclusivamente il comportamento
globale del sistema.

- incertezze raggruppate, in cui esistono incertezze parametriche o di-
namiche trascurate che vengono raggruppate complessivamente in un
unico blocco di perturbazioni sul sistema di struttura arbitraria (Fi-
gura 1.1). Si inserisce nella funzione di trasferimento G del sistema
una perturbazione o sull'ingresso ∆i o sull'uscita ∆o con i relativi pesi
Wi,Wo che modi�ca la trasformazione di uscita ottenendo una nuova
funzione di trasferimento Gp.

Figura 1.1: Incertezza moltiplicativa applicata all'ingresso del sistema.

Gp � Gp1�Wi∆iq � Gp1�Wo∆oq

Per quanto riguarda questa modalità di applicazione delle incertezze è
stato analizzato il caso della ground resonance dell'elicottero sempli�-
cato proposto da C. E. Hammond in [9] a pag. 20.

Un ulteriore caratterizzazione delle incertezze è sostanzialmente riferita
alle proprietà del blocco di perturbazione ∆. Infatti, considerando l'esempio
precedente di sistema con matrice di trasferimento Gppjωq riportato in Figu-
ra 1.1, è evidente che il comportamento e le prestazioni del sistema in anello
chiuso dipendano dalla morfologia e dal valore delle varie componenti di ∆i

o ∆o. Al �ne di tenere in considerazione la modalità di applicazione della
perturbazione di ciascun anello del sistema, in letteratura si distinguono due
principali tipologie di incertezze:

- non strutturate, ossia è nota la norma ||∆||8 della perturbazione senza
imporre nessun ulteriore vincolo;

- strutturate, ovvero non solo viene adottata una precisa struttura della
matrice di perturbazione, bensì è possibile de�nire dei valori minimi e
massimi entro cui può estendersi l'incertezza.
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Capitolo 1

L'utilizzo delle tipologie appena illustrate implica un di�erente approccio
per lo studio della robustezza della stabilità del sistema; in questa trattazio-
ne sono state adottate entrambe le modalità di perturbazione veri�candone
gli e�etti e le conseguenze sui risultati ottenuti per ciascuna tecnica di anali-
si. Inoltre, è stata investigata la possibilità di introdurre una perturbazione
che sfrutti i bene�ci di entrambe le incertezze; infatti, si è previsto di analiz-
zare vari sistemi dinamici di elicotteri con complessità variabile associando
ai modelli un'incertezza con una struttura ben de�nita ma senza alcuna im-
posizione sull'intervallo di appartenenza degli elementi della matrice ∆. Per
un maggior approfondimento sulle modalità con cui i sistemi dinamici incerti
sono stati analizzati si rimanda ai capitoli successivi.

1.2 De�nizione delle matrici N ed M

In generale nell'ambito della letteratura dell'analisi robusta dei sistemi
dinamici sono de�nite delle matrici di trasferimento signi�cative utili allo
studio della stabilità e delle prestazioni in senso robusto del sistema.

In particolare, con N si intende la funzione di trasferimento del sistema in
anello chiuso tra ingressi ed uscite generalizzati. I primi sono rappresentati da
errori normalizzati sul riferimento desiderato w e perturbazioni u∆ imputabili
alla presenza di incertezze nell'anello del sistema; mentre i secondi sono le
uscite del sistema z e la quota parte di uscita dovuta alle incertezze y∆. Si
separa pertanto la matrice N dalla perturbazione ∆ che agisce sul sistema
ottenendo lo schema esempli�cativo riportato in Figura 1.2.

Figura 1.2: Struttura N �∆ del sistema.

Così facendo, a partire da un sistema MIMO a�etto da molteplici per-
turbazioni (Figura 1.3) si risale alla struttura N � ∆ andando ad escludere
il blocco di perturbazione ∆, come visibile in Figura 1.4.
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Figura 1.3: Sistema MIMO originario a�etto da molteplici incertezze [10].

Figura 1.4: Ridisposizione del sistema [10].

A questo punto, nel caso in cui si fosse interessati allo studio della sola
stabilità robusta del sistema è possibile escludere gli ingressi desiderati e le
uscite al �ne di ottenere la strutturaM�∆ attraverso una Linear Fractional
Transformation superiore (LFTu) .

F p∆q � FupN,∆q � N22 �N21∆pI �N11∆q�1N12 (1.1)

M � N11 (1.2)
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Capitolo 1

Figura 1.5: Struttura M �∆ del sistema.

1.3 De�nizione di Stabilità robusta (RS)

L'analisi di stabilità robusta del sistema prevede di determinare con cer-
tezza quando il sistema rimane stabile a fronte della variazione dei parametri
incerti entro un determinato intervallo; considerando l'espressione (1.1) si no-
ti come l'unica possibile fonte di instabilità derivi dal termine pI�N11∆q�1, è
pertanto necessario stabilire una condizione di limite di stabilità della strut-
tura M �∆.
Dato il sistema nominale stabile Mpsq e la perturbazione stabile ∆psq, si
ricorre al Criterio Generalizzato di Nyquist (GNC), ovvero valutando il dia-
gramma di Nyquist associato a ciascun anello del sistema si richiede che esso
non circondi l'origine per ogni ∆, ossia:

pRSq ô det pI�M∆pjωqq � 0, @ω, @∆ (1.3)

ó

pRSq ô λipM∆q � 1, @i, @ω, @∆ (1.4)

Questa modalità di valutazione prevede che l'incertezza sia di tipo non strut-
turata in quanto non vengono imposti dei limiti speci�ci sulla perturbazione
del sistema. Viceversa, nel caso in cui si introduca un'incertezza di tipo
strutturata, in cui ∆ è un blocco diagonale contenente delle perturbazioni δi
con una struttura ben de�nita, il problema può essere riformulato generando
una nuova matrice M con gli ingressi e le uscite scalati attraverso la matrice
D � diagtdiIiu.

∆i � di∆id
�1
i

∆ � D∆D�1

Si mostra quindi la nuova struttura M �∆ del sistema in Figura 1.6, in cui
la nuova perturbazione ∆ risulta essere un blocco diagonale in cui ciascun
termine è stato normalizzato con un limite superiore ed inferiore.

14
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Figura 1.6: Nuova struttura M �∆ del sistema.

A questo punto la de�nizione di stabilità robusta del sistema passa attra-
verso una maggior quali�cazione del termine di perturbazione e, pertanto è
possibile introdurre una ulteriore speci�ca ad esso relativa:

pRSq ô det pI�M∆pjωqq � 0, @ω, @∆, σ̄p∆pjωqq ¤ 1 (1.5)

A di�erenza del GNC, grazie a questo di�erente approccio, si introduce mol-
to più facilmente il concetto di margine di stabilità robusta, in quanto si
cerca il valore del coe�ciente moltiplicativo km con cui, scalando l'incertezza
normalizzata, è possibile porsi in una condizione limite di stabilità robusta
(RS).
Per completezza se ne riporta nella relazione seguente la de�nizione formale.

detpI� kmM∆q � 0, @ω, @∆, con σ̄p∆pjωqq ¤ 1, @ω (1.6)

Per un maggior approfondimento riguardo la derivazione di km e la pro-
cedura di limitazione del blocco di perturbazione attraverso la matrice D si
fa riferimento a [22]; in generale si sottolinea come in questa trattazione, pur
applicando principalmente le tecniche di µ-Analisi, si è cercato di sfrutta-
re sempre un termine confronto rappresentato sostanzialmente dai risultati
provenienti dal criterio generalizzato di Nyquist.
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Capitolo 1

1.4 Proprietà dello Structured Singolar Value

µ

Lo structured singolar value µ è una funzione che generalizza il concetto
di massimo valor singolare σ̄ e di raggio spettrale ρ1. La nascita di questo
parametro per lo studio della stabilità e delle prestazioni in anello chiuso
di un determinato sistema dinamico deriva dalla necessità di determinare
la più piccola perturbazione diagonale ∆ P Cq�p tale che, data la matrice
M P Cp�q, veri�chi la seguente relazione:

detpI�M∆q � 0, @ω, @∆ (1.7)

Come accennato in precedenza, la possibile fonte di incertezza che viene
introdotta all'interno del sistema attraverso la matrice di perturbazione ∆
può essere di natura reale, complessa o un caso misto tra i primi due; a
seconda delle caratteristiche strutturali di tale matrice, il relativo coe�ciente
di scalatura µ � 1{km presenterà delle proprietà di continuità di�erenti;
per questo motivo è necessario porsi nel caso più generale possibile per la
de�nizione delle incertezze che portano a veri�care la relazione (1.7).

Pertanto, dato l'ordine n del sistema dettato dalla matrice M, si de�nisce
un'insieme di indici interiK � t1, ...,mr, 1, ...,mc, 1, ...,mCu tali da rispettare
la relazione di consistenza dimensionale del problema (1.8); è possibile quindi
de�nire attraverso la relazione (1.9) lo spazio XK delle possibili perturbazioni
agenti sul problema dinamico che in letteratura viene de�nito generalmente
come complex block structure [23].

mr �mc �mC ¤ n (1.8)

XK � t ∆ � diag δr1Ik1 , ..., δ
r
mrIkmr

, δc1Ikmr�1 , ..., δ
c
mcIkmr�mc

,

∆C
1 , ...,∆

C
mC

: δri P R, δci P C,∆C
i P Cpkmr�mc�iq�pmr�mc�iq u (1.9)

A questo punto si può dare una de�nizione formalmente corretta dello struc-
tured singolar value sia come µ∆pMq nella (1.11) in relazione ad una qualsiasi
possibile perturbazione ∆ P XK , che come µpMq nella (1.12) considerando

1Si ricorda che in questa trattazione, con raggio spettrale ρp.q si intende il massimo
autovalore in modulo della matrice (.).

16



Analisi robusta dei sistemi dinamici

l'insieme delle incertezze ∆ P BXK .

BXK � t ∆ P XK : σ̄p∆q ¤ 1 u (1.10)

µ∆pMq �
1

min tσ̄p∆q| detpI�M∆q � 0,∆ P XK

(1.11)

µpMq �
1

mintσ̄pMq| detpI� kmM∆q � 0, σ̄p∆pjωqq ¤ 1u
(1.12)

Dalla de�nizione di µ è possibile mettere in evidenza i limiti entro i quali
risulta essere compreso grazie alla disuguaglianza seguente:

ρpMq ¤ µ∆pMq ¤ σ̄pMq (1.13)

Tuttavia, al livello quantitativo, i valori di σ̄pMq e di ρpMq possono essere
signi�cativamente distanti; di conseguenza è opportuno andare a limitare
l'intervallo in cui µ risulta essere contenuto sfruttando il Lemma 1 in [35],
come segue:

DK � t D � diag ejθ1D1, ..., e
jθmrDmr , Dmr�1, ..., Dmr�mc ,

d1Ikmr�mc�1 , ..., dmCIkmr�mc�mC
, u : θi P

�
�
π

2
,
π

2

�
,

0 ¤ Di � D�
i P Cki�ki , 0 ¤ di P R (1.14)

µ∆pMq � µ∆pDMD�1q, @D P DK (1.15)

Considerando, in seguito, una perturbazione Q a norma unitaria de�nita
dallo spazio QK (1.16) è possibile ricorrere all'importante teorema (1.17) per
la delineazione concreta a livello computazionale dei margini superiore ed
inferiore di µ.

QK � t ∆ P XK : δri P �1, 1, δci δ
c�
i � 1,∆C�

i ∆C
i � Ikmr�mc�i

u (1.16)

max
QPQK

ρpQMq ¤ max
∆PBXK

ρp∆Mq � µ∆pMq ¤ inf
DPDK

σ̄pDMD�1q (1.17)

Pertanto la determinazione di µ comporta l'utilizzo di un algoritmo itera-
tivo che permette di ottenerne il limite inferiore, rappresentato dal raggio
spettrale ρpQMq. Per chiarimenti riguardo alla procedura di calcolo si fa
riferimento a [35].

Va sottolineato che, nonostante la rapidità appurata del metodo, come
verrà illustrato in seguito, la convergenza e�ettiva tra ρpQMq e µ∆pMq può
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Capitolo 1

essere violata se la matrice di perturbazione Q contiene esclusivamente va-
riazioni dei parametri incerti reali. Una possibile soluzione per determinare
un compromesso tra la convergenza del metodo iterativo delle potenze e la
bontà della soluzione determinata può essere quella di introdurre nel sistema
una perturbazione �ttizia complessa.

Dal momento che non sempre in questo modo si riesce a garantire la con-
tinuità di µ è stata prevista un'ulteriore procedura per il calcolo del relativo
limite inferiore basata su un'ottimizzazione. Tale approccio risulta essere
sostanzialmente basato sul guadagno generalizzato del sistema; per visionare
le modalità di implementazione dell'algoritmo sfruttato si fa riferimento alla
guida di Matlab.

Dal punto di vista dell'e�cienza, poiché l'ottimizzazione adattiva sul bloc-
co di perturbazione chiama internamente il metodo delle potenze, è evidente
che essa comporti un costo computazionale maggiore; d'altra parte come vie-
ne mostrato in seguito, il metodo iterativo è molto più e�cace in presenza di
una perturbazione esclusivamente complessa, mentre in un caso reale o misto
produce delle discontinuità con salto nell'andamento di µ. Di conseguenza,
dal momento che il divario tra i costi computazionali non è considerevole
e che l'ottimizzazione produce dei risultati che poco si discostano quelli ot-
tenuti tramite GNC, in generale si predilige l'algoritmo di coordinate-wise
optimization.
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2
Stabilità robusta della Ground Resonance:

elicottero sempli�cato a 4 gdl

In questo capitolo è stata condotta un'analisi della robustezza della stabi-
lità dell'elicottero rispetto al fenomeno della ground resonance. Esso consiste
nell'insorgere di un'instabilità aeromeccanica dovuta all'accoppiamento tra
il moto di ritardo delle pale del rotore e i moti del centro di gravità dell'in-
tero velivolo. L'instabilità è caratterizzata dalla coalescenza della frequenza
regressiva del modo di ritardo del rotore con la frequenza propria della strut-
tura su cui il rotore risulta essere vincolato.
Poiché la frequenza di ritardo dipende dalla velocità di rotazione delle pale,
è possibile andare a de�nire un certo range di velocità Ω critico, tipicamente
collocato tra il 40% e il 120% del valore di regime, in cui νξΩ è minore della 1
per giro; in questo caso, per rotori così detti soft-in-plane o di tipo articolato,
potrebbe innescarsi ground resonance a causa dell'interazione tra i modi di
oscillazione della fusoliera del velivolo messo a terra tramite il carrello di at-
terraggio e i modi laterali e longitudinali generati dall'oscillazione nel piano
del baricentro del rotore stesso.
Dal momento che questa tipologia di instabilità aeromeccanica risulta essere
potenzialmente molto distruttiva, è inevitabile che lo studio di tale fenomeno
debba essere previsto in sede di progetto sin dalle fasi iniziali, imponendo che
la ground resonance rimanga al di fuori della vita operativa dell'elicottero.
A tal �ne, poiché l'apporto di smorzamento strutturale non è su�ciente, è
necessario soprattutto per i rotori articolati, l'introduzione di un componen-
te associato a ciascuna pala in grado di fornire rigidezza e smorzamento al
sistema tali da prevenire l'insorgere di instabilità, ovvero lo smorzatore di
ritardo. Lo sviluppo tecnologico associato alla progettazione di tali compo-
nenti ha portato ad un passaggio da dissipatori di tipo idraulici a smorzatori
elastoviscosi di tipo elastomerico in grado di dissipare energia tramite dei
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processi isteretici dovuti alla particolare relazione costitutiva del materiale
di cui sono principalmente composti ([25] e [3]).

Assodata la natura fortemente non lineare e di di�cile determinazione
della risposta dinamica degli smorzatori, è evidente che potrebbero esserci
delle incertezze nella de�nizione delle costanti dei modelli matematici o delle
relazioni costitutive che li caratterizzano; pertanto, lo studio della stabilità
del sistema a fronte di possibili incertezze nello smorzamento e nella rigidezza
equivalenti condotto attraverso un'analisi robusta, non solo potrebbe andare
ad a�nare la conoscenza dei margini di stabilità associati alla ground reso-
nance, ma, a priori, potrebbe risultare una tecnica di progetto preliminare e
di dettaglio degli smorzatori stessi [32].
Nell'ottica di e�ettuare una µ-Analisi dell'elicottero a terra per lo studio
della ground resonance sono stati modellati due di�erenti velivoli con com-
plessità crescente sia per la validazione delle procedure di calcolo che per
l'applicazione di quest'ultime a problemi elicotteristici più complessi.

2.1 Equazioni di equilibrio e modello agli stati

In questa sezione verrà e�ettuata una validazione dell'approccio robusto
applicato ad un sistema MIMO, Lineare Tempo Invariante di un elicotte-
ro sempli�cato riproposto da C. Hammond in [9]; le ipotesi alla base della
formulazione di questo modello per l'analisi dell'instabilità aeromeccanica
sono:

à il comportamento dinamico della fusoliera dell'elicottero e del relativo
carrello d'atterraggio è ridotto ad uno schema a parametri concentrati
(Figura 2.1) applicato al collegamento con il rotore principale;

à si considera per ciascuna pala esclusivamente il grado di libertà di
ritardo ξi, tralasciando le restanti coordinate libere in quanto non
signi�cative per lo studio della ground resonance (Figura 2.2).
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Figura 2.1: Modello a parametri concentrati della fusoliera dell'Hammond
[1].

Figura 2.2: Modello sempli�cato della pala [1].

Per ricavare le equazioni associate alle Nb pale dell'elicottero è necessario
innanzitutto scrivere la posizione del generico punto di massa dm appar-
tenente alla pala rispetto al sistema di riferimento �sso (2.1)-(2.2) per poi
andarne a ricavare le accelerazioni (2.4)-(2.5) per la determinazione delle
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forze d'inerzia.

xi � xh � e cosψi � r cosψi � ξi (2.1)

yi � yh � e sinψi � r sinψi � ξi (2.2)

ψi � Ωt� 2π
i� 1

N
; i � 1, 2, ..., N (2.3)

in cui Ω è la velocità angolare del rotore nota e �ssata al valore di regime.

ẍi � ẍh � eΩ2 cosψi � rpΩ� ξ̇iq
2 cosψi � ξi � rξ̈i sinψi � ξi (2.4)

ÿi � ÿh � eΩ2 sinψi � rpΩ� ξ̇iq
2 sinψi � ξi � rξ̈i cosψi � ξi (2.5)

Successivamente, una volta de�niti i momenti d'inerzia del primo ordine Sb
e del secondo ordine Ib associati a ciascuna pala, derivanti dall'integrazione
sul volume dell'elemento in�nitesimo di massa dm, si procede con la scrittu-
ra delle equazioni di equilibrio della pala in forma non lineare nei rispettivi
gradi di libertà di ritardo; si e�ettua la linearizzazione di quest'ultime ipo-
tizzando piccole perturbazioni di ritardo rispetto alla condizione di equilibrio
di riferimento (cos ξi � 1 e sin ξi � ξi).

Ibξ̈i � eΩ2Sb sin ξi � Sbpẍh sinψi � ξ̇iq � ÿh cosψi � ξ̇i � kiξi � ciξ̇i � 0

ξ̈i � ηiξ̇i � pω2
0i
� Ω2ν2

0qξi �

�
ν2

0

e



pẍh sinψi � ÿh cosψiq � 0

i � 1, 2, ..., N

Per poter mostrare le equazioni in una forma più compatta e familiare per
problemi di tipo elicotteristico sono stati de�niti i seguenti parametri:

ν2
0 �

eSb
Ib

ω2
0i

�
kb
Ib

ηi �
cb
Ib

in cui e, kb e cb rappresentano rispettivamente l'eccentricità, la rigidezza e lo
smorzamento associati al ritardo di ciascuna pala.
Sulla base della modellazione a parametri concentrati precedentemente ac-
cennata, sono poi state ricavate le equazioni di equilibrio della fusoliera. Si
nota come la presenza del rotore accoppi le equazioni relative a traslazione
longitudinale e laterale con quelle di ritardo associate a ciascuna pala.
Dopo aver esplicitato l'escursione del baricentro del rotore a causa della ro-
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tazione delle pale, è stato possibile determinare le equazioni di moto riferite
al mozzo.

xC � xh �
ρc
N

Ņ

i�1

ξi sinψi

yC � yh �
ρc
N

Ņ

i�1

ξi cosψi

mxẍh � cxẋh � kxxh � �NmbẍC

myÿh � cyẏh � kyyh � �NmbÿC

pmx �Nmbqẍh � cxẋh � kxxh � Sb

Ņ

i�1

rpξ̈i � Ω2ξiq sinψi � 2Ωξ̇i cosψis

pmy �Nmbqÿh � cyẏh � kyyh � �Sb

Ņ

i�1

rpξ̈i � Ω2ξiq cosψi � 2Ωξ̇i sinψis

in cui ρc rappresenta la distanza radiale del baricentro di ciascuna pala dal
centro dell'albero del rotore. In particolare, si noti come le equazioni sopra
riportate, se a�ancate con quelle del moto di ritardo delle pale del rotore,
rappresentano un sistema di equazioni linearizzate tempo variante. Infatti,
la presenza della posizione azimutale ψi di ciascuna pala, non solo sottolinea
il sistema di riferimento utilizzato per la scrittura dell'equilibrio, ossia quello
rotante, ma palesa la dipendenza dal tempo dei vari coe�cienti delle equa-
zioni di�erenziali.
Con l'ipotesi di rotore a comportamento perfettamente isotropo, ossia per
cui le caratteristiche strutturale degli smorzatori di ritardo risultano essere
identiche per ciascuna pala, è possibile ovviare al problema della periodici-
tà dei coe�cienti passando ad un sistema di riferimento non rotante con la
trasformazione in coordinate multipala.

ξ0 �
1

N

Ņ

i�1

ξi (2.6)

ξC �
2

N

Ņ

i�1

ξi cosψi (2.7)

ξS �
2

N

Ņ

i�1

ξi sinψi (2.8)
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ξ0 rappresenta il passo collettivo di ritardo, mentre ξC e ξS sono rispettiva-
mente i modi ciclici di coseno e seno delle pale. In questo modo è possibile
esprimere il grado di libertà di ritardo di ciascuna pala e le rispettive derivate
come elencato di seguito:

ξC � ξ0 � ξC cosψi � ξS sinψi (2.9)

ξ̇i � pξ̇C � ΩξSq cosψi � pξ̇S � ΩξCq sinψi (2.10)

ξ̈i � pξ̈C � 2Ωξ̇S � Ω2ξCq cosψi � pξ̈S � 2Ωξ̇C � Ω2ξSq sinψi (2.11)

Si riportano quindi le equazioni �nali associate alla dinamica dell'elicottero
sempli�cato1 in cui il modello è costituito sostanzialmente da 4 gradi di
libertà: lo spostamento longitudinale xh e laterale yh della fusoliera e le
coordinate multipala di ritardo ξC e ξS.
Il movimento collettivo delle pale risulta essere disaccoppiato con le restanti
equazioni e pertanto inin�uente nello studio della ground resonance.

ξ̈C �
Cb
Ib
ξ̇C � Ω2

�
ν2

0 � 1�
kb
IbΩ2



ξC � 2Ωξ̇S �

Cb
Ib

ΩξS �
ν2

0

e
ÿh � 0

ξ̈S �
Cb
Ib
ξ̇S � Ω2

�
ν2

0 � 1�
kb
IbΩ2



ξS � 2Ωξ̇C �

Cb
Ib

ΩξS �
ν2

0

e
ẍh � 0

pmx �Nmbqẍh � Cxẋh �Kxxh �
SbN

2
ξ̈S � 0

pmy �Nmbqÿh � Cyẏh �Kyyh �
SbN

2
ξ̈C � 0

Dal momento che l'obiettivo è quello di ottenere un modello agli stati per
l'analisi della stabilità robusta della ground resonance, è necessario e�ettuare
una manipolazione delle equazioni sopra riportate per esplicitare le derivate
seconde associate a ciascun grado di libertà dell'elicottero; pertanto risul-
ta essere utile operare una contrazione di notazione andando a de�nire le
seguenti grandezze:

Mx � mx �Nmb (2.12)

My � my �Nmb (2.13)

MI � 1�
ν2

0SbN

2eMy

(2.14)

MII � 1�
ν2

0SbN

2eMx

(2.15)

1Si noti come dapprima siano state ricavate le accelerazioni ξ̈C e ξ̈S dalle (2.7), (2.8)
per poi riconoscerne la presenza nelle equazioni di equilibrio alla traslazione lognitudinale
e laterale della fusoliera.
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Esplicitando quindi le accelerazioni del mozzo e andando a sostituirle nelle
equazioni di equilibrio associate alle coordinate multipala si ottengono delle
espressioni che possono essere facilmente riportate agli stati adottando come
incognita il vettore x � tξ̇C , ξ̇S, ẋ, ẏ, ξC , ξS, x, yu

T .

ẍh � �
Cx
Mx

ẋh �
Kx

Mx

xh �
SbN

2Mx

ξ̈S (2.16)

ÿh � �
Cy
My

ẏh �
Ky

My

yh �
SbN

2My

ξ̈C (2.17)

ξ̈C � �
cb

MIIb
ξ̇C �

Ω2

MI

�
ν2

0 � 1�
kb

Ω2Ib



ξC �

2Ω

MI

ξ̇S �
cbΩ

MIIb
ξS �

�
Ω2

eMI

�
Cy
My

ẏh �
Ky

My

yh



(2.18)

ξ̈S � �
cb

MIIIb
ξ̇S �

Ω2

MII

�
ν2

0 � 1�
kb

Ω2Ib



ξS �

2Ω

MII

ξ̇C �
cbΩ

MIIIb
ξC �

�
Ω2

eMII

�
Cx
Mx

ẋh �
Kx

Mx

xh



(2.19)

Per studiare il sistema con approccio robusto risulta utile scomporlo in
modo da esplicitare le caratteristiche degli smorzatori di ritardo come ele-
menti in retroazione rispetto al sistema dinamico che rappresenta il velivolo.
In particolare andando a invertire la matrice di trasformazione dalle coordi-
nate �siche del sistema di riferimento rotante a quelle multipala del sistema di
riferimento non rotante (2.6-2.8) è possibile ottenere l'espressione delle cop-
pie agenti in coordinate multipala e chiudere l'anello del sistema inserendo
così in retroazione l'e�etto stabilizzante degli smorzatori di ritardo.

Per un rotore isotropo in cui rigidezza kb e smorzamento cb sono identi-
ci per ogni pala, l'espressione delle reazioni elastoviscose multipala rimane
tempo invariante evitando di ottenere delle matrici agli stati periodiche.

CNR � �KNR
b ξNR �CNR

b ξ̇NR � �Kpkb, cbqy (2.20)
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Tale procedura verrà tuttavia illustrata e utilizzata in maniera estensiva
per problemi dinamici più complessi in cui la diminuzione del costo compu-
tazionale per il trattamento delle risposte dinamiche e dell'analisi robusta
rappresenta un requisito necessario; pertanto, in questo caso sempli�cato, si
riporta direttamente il sistema nella forma matriciale agli stati esplicitando
a pag. 27 la struttura e le varie parti della matrice Ā.

ẋ � pApCx, Kxq �BKpkb, cbqCqx � Āx

y � Cx

Si riassumono quindi le caratteristiche principali del rotore di Hammond
[9] nella Tabella 2.1, facendo particolare attenzione ai valori nominali di
rigidezza e smorzamento equivalenti associati agli smorzatori dell'elicottero
sempli�cato.

Numero di pale Nb 4 [-]
o�set cerniera di ritardo e 0.3048 [m]

Massa della pala mb 94.9 [kg]
Momento statico della pala Sb 289.1 [kg m]
Momento d'inerzia della pala Ib 1084.7 [kg m2]
Rigidezza di ritardo smorzatori kb 0 [N m /rad]

Smorzamento di ritardo smorzatori cb 4067.5 [N m s/rad]
Massa longitudinale equivalente mx 8026.7 [kg]

Massa laterale equivalente my 3283.6 [kg]
Rigidezza longitudinale equivalente Kx 1240481.8 [N/m]

Rigidezza laterale equivalente Ky 1240481.8 [N/m]
Smorzamento longitudinale equivalente Cx 51078.7 [N s/m]

Smorzamento laterale equivalente Cy 25539.3 [N s/m]

Tabella 2.1: Parametri del modello del rotore di Hammond [9].
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Tabella 2.2: Matrici di stato del sistema dinamico dell'elicottero sempli�cato
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Dal sistema in anello chiuso sopra riportato attraverso Ā si nota come
gli ingressi di controllo sono sostanzialmente rappresentati da delle coppie
di ritardo espresse direttamente in coordinate multipala e suddivise in un
contributo elastico e viscoso rispettivamente rappresentato dalla rigidezza
equivalente kb e dallo smorzamento equivalente cb.
Per quanto concerne invece le uscite si suppone di avere a disposizione dei
sensori di velocità e posizione in ritardo di ciascuna pala espresse anche in
questo caso direttamente in coordinate multipala.
Riassumendo, il sistema in esame ha 8 stati contenuti nel vettore x, 4 uscite
di misura in posizione e velocità di ritardo associate a ciclico coseno e ciclico
seno (ξC , ξS, ξ̇C , ξ̇S) e 2 ingressi di controllo rappresentate dalle coppie di
reazione di ritardo elastoviscose cicliche coseno e cicliche seno (Cξ

C , C
ξ
S).

2.2 Analisi di stabilità robusta

In questo paragrafo vengono riportati i passi successivi che hanno porta-
to alla determinazione dei margini di stabilità robusta del sistema dinamico
associato all'elicottero sempli�cato a 4 gradi di libertà.
In primo luogo, sono stati selezionati alcuni parametri di progetto che potreb-
bero essere a�etti da una possibile incertezza, mentre successivamente, dopo
aver appurato la stabilità del sistema nominale, si è costruita la cosiddetta
struttura N �∆ del sistema agli stati. Pertanto, dopo aver isolato il sistema
nominale dall'azione delle incertezze contenute esclusivamente nella matrice
∆, si è studiato l'andamento al variare della frequenza del massimo valore
singolare strutturato µ della matrice di trasferimento tra ingresso e uscita
delle perturbazioni, ovvero quella precedentemente de�nita con il simbolo
M.

2.2.1 De�nizione delle incertezze di modello

Gli elementi maggiormente incerti nel modello del rotore per lo studio
della ground resonance sono sicuramente rappresentati dalle caratteristiche
elastoviscose degli smorzatori di ritardo di ciascuna pala; essendo il rotore
isotropo, è possibile localizzare in kb e cb tali parametri incerti e, visualizzarne
la posizione all'interno della matrice Ā. Si de�niscono pertanto gli interval-
li di variabilità di rigidezza e smorzamento rispetto al valore nominale di
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riferimento.

kb � kNb

�
1�

δkb
kNb



in cui δ1 �

δkb
kNb

� r�100%, 100%s (2.21)

cb � cNb

�
1�

δcb
cNb



in cui δ2 �

δcb
cNb

� r�100%, 100%s (2.22)

Inizialmente, sono state considerate esclusivamente tali fonti di incertezza,
mentre in un secondo momento sono state introdotte ulteriori variabilità
associate a rigidezza e smorzamento del moto longitudinale della fusolie-
ra, in quanto risultato maggiormente critico per il fenomeno della ground
resonance.

Kx � KN
x

�
1�

δKx

KN
x



in cui δ3 �

δKx

KN
x

� r�50%, 50%s (2.23)

Cx � CN
x

�
1�

δCx
CN
x



in cui δ4 �

δCx
CN
x

� r�50%, 50%s (2.24)

Pertanto, sostituendo le espressioni sopraelencate all'interno della matrice del
sistema è possibile identi�care l'implicazione delle incertezze introdotte sulla
dinamica complessiva; in particolare la tipologia di incertezza che si è intro-
dotta si può identi�care come inverse additive uncertainty sulla ApKx,Cxq
da un lato e sulla BKpkb, cbqC dall'altro.
Infatti, attraverso l'espressione (2.25) e il diagramma a blocchi riportato in
Figura 2.3, è stato possibile trattare in un unico blocco di perturbazione
applicato esclusivamente alle uscite y del sistema sia l'incertezza contenuta
all'interno del controllore che quella rappresentata dalla struttura della fuso-
liera del velivolo a terra.
Tale procedura è stata ottenuta andando a applicare alle uscite delle matrici
peso W1 e W2 che tenessero conto della struttura del controllore per l'ap-
plicazione delle incertezze kb e cb attraverso BK̃C e della dinamica associata
alla fusoliera per quelle su Kx e Cx attraverso i coe�cienti K̃x, C̃x nella Ā.
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Figura 2.3: Diagramma a blocchi per la rappresentazione dell'incertezza sulla
psrIs � rAsq�1.

Ap � ApKN
x ,C

N
x q �

¸
δiAi � A�W1∆W2, i � tkb, cb, Kx, Cxu (2.25)

Pertanto nel caso in cui si considerino solo le due incertezze legate agli smor-
zatori si ottengono le matrici riportate di seguito, mentre quando viene in-
trodotta una certa variabilità delle caratteristiche strutturali della fusoliera
si utilizzano le matrici contenute a pag. 31.
Sono state quindi costruite le matrici Ai per ogni variabile incerta inserita
nella dinamica del sistema. Si ricorda, inoltre, che all'interno del blocco di
perturbazioni compare il parametro δi tante volte quanto è il rango della ma-
trice Ai; pertanto, maggiore è il numero delle occorrenze di δi, maggiore sarà
il rango della Ai e quindi la dimensione della matrice delle perturbazioni ∆,
con un conseguente aumento del costo computazionale della µ-Analisi.
In questo caso quindi si ha che l'incertezza su kb e su cb compaiono entrambi
due volte ottenendo una matrice di perturbazione 4x4.

∆ �

����
δ1 0 0 0
0 δ1 0 0
0 0 δ2 0
0 0 0 δ2

���� W2 �

����
1 0 0 0 0 Ω 0 0
0 �1 0 0 Ω 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0

����
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W1 �

�������������

� 1
IbMI

0 � 1
IbMI

0

0 1
IbMII

0 1
IbMII

0 SbN
2IbMxMII

0 SbN
2IbMxMII

SbN
2IbMyMI

0 SbN
2IbMyMI

0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

�������������
Tabella 2.3: Rappresentazione delle incertezze sugli smorzatori di ritardo.

Analogamente si mostrano le matrici di perturbazione e relativi pesi per
il caso in cui sono state trattate ulteriori incertezze applicate alla struttura
della fusoliera del modello sempli�cato dell'elicottero; in questo caso il rango
delle matrici corrispondenti alla perturbazione sul sistema dinamico è pari
a uno sia per Kx che per Cx quindi all'interno dell'analisi robusta verrà
aumentata la dimensione della matrice di perturbazione �no ad ottenere una
6x6.

∆ �

��������

δ1 0 0 0 0 0
0 δ1 0 0 0 0
0 0 δ2 0 0 0
0 0 0 δ2 0 0
0 0 0 0 δ3 0
0 0 0 0 0 δ4

�������� W2 �

��������

1 0 0 0 0 Ω 0 0
0 �1 0 0 Ω 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0

��������

W1 �

���������������

� 1
IbMI

0 � 1
IbMI

0 0 0

0 1
IbMII

0 1
IbMII

�
ν20

eMIIMx

ν20
eMIIMx

0 SbN
2IbMxMII

0 SbN
2IbMxMII

�

�
ν20SbN

2eMxMII
� 1



1
Mx

�

�
ν20SbN

2eMxMII
� 1



1
Mx

SbN
2IbMyMI

0 SbN
2IbMyMI

0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

���������������
Tabella 2.4: Rappresentazione delle incertezze sugli smorzatori e sulla
struttura della fusoliera.
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2.2.2 Dinamica delle incertezze

Un'ulteriore aspetto da tenere in considerazione come accennato prece-
dentemente e come viene rimarcato da [27] e [23] riguarda le problematiche
legate alla continuità del margine di stabilità robusta km.
Infatti, in presenza di perturbazioni reali come in questo caso, può avvenire
che all'interno delle frequenze di interesse µ presenti delle discontinuità con
salto causate dalla migrazione dei poli dal piano stabile a quello instabile
nell'intorno stretto di una particolare frequenza o addirittura solo in corri-
spondenza di quest'ultima.
In questo caso, innanzitutto può essere utile un opportuno in�ttimento del-
la griglia di calcolo in frequenza, in modo da riuscire a cogliere in manie-
ra su�cientemente corretta l'andamento del margine di stabilità nei pressi
dell'eventuale frequenza critica. Oppure, è possibile introdurre una rapida
dinamica di transizione associata a ciascuna incertezza in modo da eliminare
le discontinuità al variare della frequenza. In questo caso, si va ad aggiun-
gere una dinamica ai guadagni puri del sistema e se questa tende a zero, i
margini di stabilità calcolati per il problema modi�cato convergono a quelli
del problema originario.

A partire dai valori di incertezza introdotti, si è quindi associata a ciascun
parametro δi una dinamica, la quale, pur imponendo una determinata per-
centuale di variazione in senso conservativo del modulo della perturbazione,
generalmente non più del 5 %, permettese di evitare di sottostimare il valore
di µ grazie all'aggiunta di una incertezza �ttizia sulla parte complessa.
La di�coltà maggiore legata a questa procedura è il raggiungimento del giu-
sto compromesso tra complessità aggiunta per la convergenza del metodo e
la perturbazione del sistema dinamico originario.
In questo senso, qualora la perturbazione dovesse essere eccessiva sarebbe
necessario utilizzare degli algoritmi di ottimizzazione più complessi basati
sul guadagno del sistema con conseguente maggior costo computazionale.
Per meglio comprendere le implicazioni di tale procedura si fa riferimento ai
risultati ottenuti nei paragra� successivi.

2.2.3 µ-Analisi

Attraverso la schematizzazione sempli�cata di Figura 2.4, a partire dal-
la conoscenza della matrice di trasferimento PpKN

x , C
N
x q che lega ingresso

tu∆, u, wu
T e uscite tz � y∆, y, vu

T del sistema e della matrice associata al
sistema di controllo KpkNb , c

N
b q, si è costruita la struttura N � ∆ riportata

in Figura 2.5 ricorrendo ad una LFT inferiore. Si ricorda che l'ingresso w
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è rappresentato da uscite desiderate r, disturbo d sul sistema e disturbo di
misura delle uscite n.

N � FlpP,Kq � P11 � P12KpI � P22Kq
�1P21 (2.26)

Figura 2.4: Con�gurazione generale del sistema dinamico dell'elicottero con
P ed N .

Figura 2.5: Struttura N �∆ per l'analisi robusta della stabilità.

Come descritto in precedenza, considerando gli ingressi esogeni w (distur-
bi e e segnali di riferimento normalizzati) e le uscite esogene z (errori nor-
malizzati) è possibile de�nire un'unica funzione di trasferimento della quale
minimizzare la norma H8 rappresentata da F p∆q, ovvero la LFT superiore.

F p∆q � FupN,∆q � N22 �N21∆pI �N11∆q�1N12 (2.27)

Si evince quindi che il primo requisito per la stabilità robusta è evidentemente
rappresentato dalla stabilità nominale del sistema (NS); ossia è necessario
andare a veri�care i poli del sistema con i valori nominali per kb, cb, Kx e Cx.
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Posto che la perturbazione ∆ sia stabile e che sia veri�cata la relazione
||∆||8   1, l'unica fonte di instabilità per il sistema a�etto dalle incertezze è
rappresentata dalla parte pI �N11∆q�1 della LFT; pertanto questo assunto
porta allo studio della stabilità tramite la strutturaM�∆ riportata in Figura
2.6.

Figura 2.6: Struttura M �∆ del sistema.

Infatti, l'algoritmo implementato determina esclusivamente la parte N11

della LFT, ossia si ottiene la matrice di trasferimento M tra ingresso u∆ e
uscita y∆ del blocco della perturbazione.
A questo punto si riporta la condizione limite di stabilità robusta del sistema
(RS) nella (2.29) andando a identi�care il massimo valor singolare strutturato
µ non solo a livello matematico come parametro generalizzato della decom-
posizione ai valori singolari ma anche come inverso del margine di stabilità
robusta del sistema.

NS ô N11 stabile (2.28)

RS ô detpI�M∆pjwqq � 0, @w, @∆

ô λipM∆pjwqq � 1, @i, @w, @∆ (2.29)

A livello operativo occorre quindi esplicitare una modalità di calcolo del
margine di stabilità km del sistema a partire dalla condizione si/no riportata
precedentemente; pertanto è stato necessario determinare un algoritmo che
scalasse la perturbazione attraverso il valore km con ∆ diagonale in modo da
localizzare al variare della frequenza e degli autovalori il più piccolo km che
rendesse singolare l'espressione I�M∆pjwq.
Si ottiene quindi la de�nizione di µ, la quale porta ad una nuova condizione
per la caratterizzazione della stabilità robusta del velivolo.

µpMq �
1

min km|detpI� kmM∆pjwqq � 0
(2.30)

RS ô µpMpjwqqσp∆pjwqq   1@w (2.31)
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2.2.4 Criterio Generalizzato di Nyquist (GNC)

Prendendo in considerazione il modello del sistema dinamico a�etto esclu-
sivamente dalle incertezze associate alle caratteristiche elastoviscose degli
smorzatori di ritardo dell'elicottero, è stato possibile condurre parallelamente
alla µ-Analisi, uno studio di stabilità robusta facendo riferimento a [32].

Nella trattazione dell'articolo citato, è stato utilizzato un procedimento
di�erente ma analogo; infatti, per il sistema MIMO in questione, è stato
sfruttato il Criterio di Nyquist Generalizzato (GNC) [34], secondo cui, posto
che il sistema nominale controllato sia stabile, la condizione limite di stabilità
viene raggiunta quando è veri�cata la seguente relazione:

detpI�Mpsq∆psqq � 0, per s � jω (2.32)

In particolare quindi è stata adottata la tecnica del Caracteristic Loci, ovvero
è stata veri�cata la stabilità di ciascun autovalore della funzione di trasferi-
mento del sistema a fronte di un introduzione di un incertezza ∆pjωq sup-
posta limitata e stabile. Questa caratterizzazione, partendo dall'andamento
del diagramma di Nyquist della funzione d'anello Lpjωq nel piano complesso
(Fig. 2.7), valuta lo scostamento della curva dal punto -1 per assodarne la
stabilità.
Gli autovalori del sistema incerto in anello chiuso devono quindi essere di-
stanti dal punto critico in -1.

λipMpsq∆psqq � �1, @ω per i � 1, ..., n (2.33)

Per quanto concerne invece la modalità con cui è stata quanti�cata la ro-
bustezza del sistema a�etto dalle incertezze sui parametri kb e cb, è stato
identi�cato come visibile in Figura 2.8 il margine di stabilità ρiejθi come la
distanza del diagramma di Nyquist dal punto -1 lungo il vettore congiungente
quest'ultimo e Lpjωq.
Infatti, è possibile identi�care l'e�etto della presenza della perturbazione su
ciascun autovalore del sistema incerto tramite l'espressione di zi.

zi � λipL0psqq � ρie
jθi (2.34)

in cui λipL0pjωqq rappresentano gli autovalori della funzione d'anello asso-
ciata al sistema dinamico nominale, ossia veri�cano le seguenti espressioni:

ui
Tλ � ui

TL0pjωq (2.35)

λvi � L0pjωqvi (2.36)

in cui L0pjωq � Mpjωq∆0pjωq.
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Si sottolinea che il contributo degli smorzatori di ritardo è formalmente in-
serito nella dinamica completa del sistema attraverso una legge di controllo
lineare in controreazione sulle uscite di velocità e posizione di ritardo delle
pale. In questo modo, da un lato si avrà una perturbazione nominale del
sistema data da ∆0pjωq in cui si presuppone un funzionamento degli smor-
zatori pari alla condizione di progetto, mentre dall'altro una perturbazione
δ∆pjωq rappresentata dalle possibili incertezze su kb e cb.

∆pjωq � ∆0pjωq � δ∆pjωq (2.37)

Si distinguono i due di�erenti casi presi in esame, rispettivamente con 2
incertezze δkb e δcb sugli smorzatori e con 4 incertezze δkb, δcb, δKx e δCx
su smorzatori e caratteristiche strutturali della fusoliera; se ne riporta la
di�erente matrice di perturbazione. Nel caso di 4 incertezze è stato necessario
introdurre sia un'ulteriore uscita di posizione associata al moto longitudinale
x della fusoliera che un ingresso di controllo in controreazione diretta su tale
misura che producesse una forza proporzionale alle incertezze di modello δKx

e δCx.

à 2 incertezze

∆0 �
Nb
2

�
kNb � jωcNb ΩcNb
�ΩcNb kNb � jωcNb

�
; δ∆ � Nb

2

�
δkb � jωδcb Ωδcb
�Ωδcb δkb � jωδcb

�

à 4 incertezze

∆0 �
Nb
2

�
� kNb � jωcNb ΩcNb 0

�ΩcNb kNb � jωcNb 0
0 0 0

�
� ;

δ∆ � Nb
2

�
� δkb � jωδcb Ωδcb 0

�Ωδcb δkb � jωδcb 0
0 0 2

Nb
pδKx � jωδCxq

�
�

Ponendosi nel caso limite di autovalore pari a -1 è possibile determinare il
margine di stabilità del sistema come distanza tra Lpjωq e -1 del diagramma
di Nyquist lungo la congiungente tra i due punti (esempio in Figura 2.7).
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Figura 2.7: Possibile diagramma di Nyquist della funzione d'anello
perturbata.

ρipωqe
jθi � �pλipL0pjωqq � 1q � uipωq

TMpjωqδ∆pjωqvipωq (2.38)

Valutando dalla relazione soprastante la parte reale e quella immaginaria, è
possibile ricavare rispettivamente la condizione limite di stabilità e lo sfasa-
mento introdotto nel sistema dalle incertezze per ogni autovalore.

Figura 2.8: Determinazione di ρiejθi per ogni autovalore del sistema.

|λipL0pjωqq � 1| ¥ |uipωq
TMpjωqδ∆pjωqvipωq| (2.39)

θipwiq � argpuipωq
TMpjωqδ∆pjωqvipωqq (2.40)
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Una volta noto l'andamento di ρiejθi è possibile impostare un sistema lineare
attraverso la (2.38) nelle incognite δ∆pjωq col quale per ogni autovalore si
determinano gli scostamenti ∆kb, ∆cb, ∆Kx e ∆Cx rispetto ai relativi va-
lori nominali che porterebbero il sistema alla condizione di instabilità. La
procedura adottata è di�erente a seconda delle incertezze da cui il sistema è
a�etto, in particolare si avrà:

à 2 incertezze: (δkb, δcb)

K̃b �

�
1 0
0 1

�
; C̃b �

�
0 1
�1 0

�

�
ui
TMK̃bvi jωui

TMK̃bvi � Ωui
TMC̃bvi

� " δkb
δcb

*
�
 
ρie

jθi
(

Si separa quindi la parte reale da quella immaginaria ricavando il siste-
ma lineare risolvente in 2 equazioni e 2 incognite δkb e δcb come segue:

�
Repui

TMK̃bviq Repjωui
TMK̃bvi � Ωui

TMC̃bviq

Impui
TMK̃bviq Impjωui

TMK̃bvi � Ωui
TMC̃bviq

�"
δkb
δcb

*
�

"
ρi cos θi
ρi sin θi

*

Analogamente vengono calcolate le variazioni che inducono un margine
complessivo del sistema km pari al 15 %, tenendo conto della direzione
iρ della congiungente tra funzione di trasferimento del sistema e punto
-1.

Iρi � 1� 0.15
ρipωqe

jθipωq

|ρipωqejθipωq|
(2.41) 

ρipωqe
jθipωq

(
km�15%

� Iρi � λipL0pjωqq (2.42)
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à 4 incertezze: (δkb, δcb, δKx, δCx)

K̃b �

�
� 1 0 0

0 1 0
0 0 0

�
� ; C̃b �

�
� 0 1 0
�1 0 0
0 0 0

�
� ; K̃x �

�
� 0 0 0

0 0 0
0 0 1

�
� ;

�
ui
TMK̃bvi jωui

TMK̃bvi � Ωui
TMC̃bvi 0 0

0 0 ui
TMK̃xvi jωui

TMK̃xvi

�$''&
''%

δkb
δcb
δKx

δCx

,//.
//- �

 
ρie

jθi
(

Tuttavia, in questo caso, la separazione della parte reale da quella im-
maginaria porterebbe ad un sistema lineare a 2 equazioni e 4 incognite
δkb, δcb, δKx e δCx. Ossia in presenza di 4 incertezze il sistema è sotto
determinato; per giungere alla chiusura del bilancio incognite ed equa-
zioni ed ottenere dei valori limite confrontabili con quelli forniti dalla
µ-Analisi sono state utilizzate due modalità di risoluzione:

å Valori esterni delle incertezze
sfruttando la linearità nelle incognite, una volta ricavate δkb e
δcb in funzione delle restanti due incognite, vengono �ssati i va-
lori di δKx e δCx al valore della massima escursione possibile;
pertanto, analizzando per ogni frequenza considerata il segno dei
termini di parte reale e immaginaria di Gb

�1Gx è stato possibi-
le identi�care la peggior combinazione tra δKLIM

x � �50%Kx e
δCLIM

x � �50%Cx che minimizzasse lo scostamento di δcb rispetto
al valore nominale.

�
ui
TMK̃bvi jωui

TMK̃bvi � Ωui
TMC̃bvi

� " δkb
δcb

*
�

�
 
ρie

jθi
(
�
�

ui
TMK̃xvi jωui

TMK̃xvi

� " δKLIM
x

δCLIM
x

*
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�
Repui

TMK̃bviq Repjωui
TMK̃bvi � Ωui

TMC̃bviq

Impui
TMK̃bviq Impjωui

TMK̃bvi � Ωui
TMC̃bviq

�"
δkb
δcb

*
�

�

"
ρi cos θi
ρi sin θi

*
�

�
Repui

TMK̃xviq Repjωui
TMK̃xviq

Impui
TMK̃xviq Impjωui

TMK̃xviq

�"
δKLIM

x

δCLIM
x

*

ó

"
δkb
δcb

*
� rGbs

�1

"
ρi cos θi
ρi sin θi

*
� rGbs

�1 rGxs

"
δKLIM

x

δCLIM
x

*

å Ottimizzazione
la determinazione dei parametri limite dello smorzatore di ritardo
si basa sulla combinazione lineare delle incertezze delle caratteri-
stiche strutturali della fusoliera del velivolo tale da minimizzare
la seguente funzione di merito F.

x �

"
δKx

δCx

*
;

"
δkbpxq
δcbpxq

*
� Gb

�1

"
ρi cos θi
ρi sin θi

*
�Gb

�1Gxx

minF pxqrxPR2�1s �

d�
δkbpxq

kNb


2

�

�
δcbpxq

cNb


2

(2.43)

Per essere il più possibile coerenti con la dinamica del sistema
si è scelto di attivare un ulteriore algoritmo per il calcolo della
stima iniziale dell'ottimizzatore; in particolare si è impostato il
sistema come se fosse a�etto dalle sole incertezze strutturali di
fusoliera e con smorzatori nominali. Risolvendo quindi il sistema
di equazioni lineari riportato in seguito si ottengono i massimi
valori ammissibili di ∆Kx e ∆Cx che causerebbero la migrazione
dei poli del sistema nel semipiano destro del piano di Argan.

�
ui
TMK̃xvi jωui

TMK̃xvi

� " δKx

δCx

*
�
 
ρie

jθi
(
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In questo caso K̃x � 1 essendo incerto solo l'anello del moto lon-
gitudinale della fusoliera. Dividendo la parte reale da quella im-
maginaria si ricava il sistema lineare risolvente in 2 equazioni e 2
incognite δKx e δCx come nel caso precedente di due sole incogni-
te.

�
Repui

TMK̃xviq Repjωui
TMK̃xvi

Impui
TMK̃xviq Impjωui

TMK̃xvi

�"
∆KAMM

x

∆CAMM
x

*
�

"
ρi cos θi
ρi sin θi

*

Si sceglie, pertanto come x0 il 50 % del valore limite così de-
terminato in modo da agevolare il solutore fornendogli un punto
di partenza frequenza per frequenza coerente con l'andamento di
∆KAMM

x e ∆CAMM
x .

2.3 Risultati ottenuti

2.3.1 Stabilità nominale

Per quanto concerne la stabilità, per il caso sempli�cato in analisi è possi-
bile andare a visualizzare la parte reale degli autovalori del sistema per poter
appurare la stabilità nominale di quest'ultimo; in particolare, si nota dalla
Tabella 2.5 non solo che i poli sono tutti stabili ma anche che la norma H8

della funzione di trasferimento tra ingressi e uscite risulta essere piuttosto
piccola, praticamente nulla.

Autovalori
Repλq Imagpλq

-2.9059 +29.2239
-2.9059 -29.2239
-0.9922 +15.8364
-0.9922 -15.8364
-3.5038 +16.2629
-3.5038 -16.2629
-3.1993 +11.7828
-3.1993 -11.7828

H8 6.4700e-004

Tabella 2.5: Poli del sistema in anello chiuso con valori nominali.
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Come ulteriore veri�ca della stabilità del sistema, utilizzando il modello
MASST dell'elicottero è stata e�ettuata un'analisi di continuazione per l'in-
seguimento degli autovalori del sistema; in particolare sono stati introdotto
i gradi di libertà di fusoliera associati a spostamento laterale e longitudinale
x e y del velivolo e le coordinate multipala di variazione passo ciclico coseno
e ciclico seno ξC e ξS, esattamente come il modello a 8 stati costruito per
l'analisi robusta del sistema.
Si riporta quindi l'andamento, rispettivamente in Figura 2.9 e 2.10, della
parte reale e immaginaria degli autovalori del sistema in funzione della 1 per
giro avendo �ssato la velocità di rotazione del rotore al relativo valore di
regime di Ω � 200 RPM. Inoltre, come visibile dalla Figura 2.11, anche il
diagramma di Nyquist associato alla funzione di trasferimento d'anello di ξS
conferma che il sistema nelle condizioni nominali garantisce la stabilità per
ogni frequenza considerata.

Figura 2.9: Andamento della parte reale degli autovalori del rotore di
Hammond.
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Figura 2.10: Andamento della parte immaginaria degli autovalori del rotore
di Hammond.

Figura 2.11: Diagramma di Nyquist associato all'anello ξS.

Ancora una volta è evidente come il sistema nominale rimanga sempre
stabile globalmente, tuttavia, già da questa analisi di continuazione è possi-
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bile osservare due interazioni critiche: da un lato tra la frequenza di ritardo
regressiva riportata in colore rosso e il modo longitudinale x di fusoliera in
verde al 65 % della Ω, mentre dall'altro tra la regressiva e il modo laterale y
della fusoliera in blu al 105 % Ω. Tali risultati hanno nuovamente confermato
la necessità di studiare il comportamento del sistema al variare delle caratte-
ristiche strutturali della fusoliera ed elastoviscose degli smorzatori di ritardo
per meglio comprendere le dinamiche associate al fenomeno della risonanza
al suolo.

2.3.2 Curve limite GNC

In ambiente MATLAB è stato implementato un algoritmo per la deter-
minazione degli autovalori del sistema in anello chiuso tramite un metodo di
continuazione in un intervallo di frequenze compreso tra l'1% e il 150% della
velocità di rotazione di regime del rotore.
Sfruttando le relazioni (2.38) e (2.42), è stato determinato sia il valore del
guadagno generalizzato del sistema che le variazioni ammissibili attraverso
l'ottimizzazione in (2.43) o la risoluzione del sistema lineare2.

Figura 2.12: Determinazione del margine di stabilità ρi di ciascun autovalore
di Lpjωq (2 incertezze).

2Per il caso di 2 incertezze si fa riferimento alla (2.2.4), mentre per 4 incertezze alla
(2.2.4) utilizzando i valori esterni per ∆Kx e ∆Cx
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Figura 2.13: Determinazione del margine di stabilità ρi di ciascun autovalore
di Lpjωq (4 incertezze).

Nelle Figure 2.12 e 2.13 si riportano gli andamenti del guadagno del si-
stema per 2 e 4 incertezze in funzione della frequenza sia per la condizione di
limite di stabilità che con un margine di distanza percentuale dall'instabilità
pari al 15%.

La stabilità è garantita come sottolineato precedentemente, quando il
guadagno generalizzato del sistema soddisfa la seguente disuguaglianza.

|λipL0pjωqq � 1| ¡ |uipωq
TMpjωqδ∆pjωqvipωq|, @ω, @i (2.44)

Da questo punto di vista, la condizione (2.44) risulta essere soddisfatta per
ogni frequenza pari o inferiore alla velocità di rotazione di regime delle pale
Ω sia in presenza di 2 incertezze (Figura 2.15), che per il caso di 4 incertezze
di modello (Figura 2.15).
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Figura 2.14: Veri�ca della condizione di stabilità sul guadagno generalizzato
del sistema ρi (2 incertezze).

Figura 2.15: Veri�ca della condizione di stabilità sul guadagno generalizzato
del sistema ρi (4 incertezze).
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Al �ne di quanti�care il margine del sistema in termini di variazioni dei
parametri ammissibili si deve identi�care nello spazio delle variazioni possibili
rappresentato dal piano ∆kb-∆cb, quali incertezze risultano essere rispettose
della �sicità del problema.
Infatti, in Figura 2.16 e 2.19, si mostra solo la parte di piano signi�cativa della
curva limite delle incertezze non strutturate, ossia lontano dalla situazione di
smorzamento totale nullo corrispondente a ∆cb{c

N
b � �1 o ∆Cx{C

N
x � �13.

Nonostante il sistema sia a�etto dalle incertezze, il punto di progetto rappre-
sentato nel gra�co come scostamento nullo dei parametri dello smorzatore
rispetto ai rispettivi valori nominali, risulta essere ben collocato in quanto
su�cientemente distante dalla curva limite. Questa procedura mostra come
il criterio generalizzato di Nyquist potrebbe essere sfruttato non solo come
tecnica di analisi o veri�ca a posteriore rispetto alla progettazione, ma anche
come parte integrante della progettazione preliminare stessa.
Infatti, sin dalle prime fasi del dimensionamento dello smorzatore, si è im-
mediatamente in grado di quanti�care la robustezza delle eventuali scelte
progettuali prese in considerazione.

Si riportano inoltre, in Figura 2.17 le incertezze limite in funzione della
frequenza; in questo caso, in tale gra�co multiscala è possibile identi�care la
regione di stabilità come compresa tra kbpωq e cbpωq. Si può notare, inoltre,
che alle basse frequenze normalizzate rispetto alla 1 per giro, il sistema non
necessita di un ulteriore smorzamento cb per rimanere stabile, bensì, è pos-
sibile aumentare signi�cativamente la rigidezza degli smorzatori.
Chiaramente, all'aumentare della frequenza ci si avvicina alla condizione li-
mite di stabilità �no al momento in cui lo smorzamento richiesto raggiunge
asintoticamente il valore in�nito, sintomo dell'incapacità dello smorzatore di
stabilizzare la ground resonance per quell'intervallo critico di frequenze.

3Nel caso della µ-Analisi, invece, la conoscenza dell'andamento di µ include intrinse-
camente il massimo valor ammissibile per ciascun parametro in quanto esso rappresenta
il coe�ciente moltiplicativo della matrice di perturbazione tale da indurre in instabilità il
sistema (per delucidazione si veda il par. 1.4 a pag. 16).
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Figura 2.16: Andamento delle variazioni dei parametri incerti ∆kb e ∆cb al
limite di stabilità e con km � 15% (2 incertezze).

Figura 2.17: Andamento delle variazioni dei parametri incerti ∆kb e ∆cb in
funzione della frequenza (2 incertezze).
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Allo stesso modo si mostrano in Figura 2.18 i limiti ottenuti con 4 in-
certezze nello spazio dei parametri ∆kb �∆cb a di�erenti valori della coppia
p∆Kx,∆Cxq �ssati in modulo dal 10% al 50 % del relativo nominale. Si noti
come la presenza di due ulteriori incertezze del sistema, come atteso, mostra
un vincolo tanto più stringente quanto più viene aumentata la possibile va-
riabilità di Kx e Cx.
Sebbene siano state introdotto altre 2 fonti di incertezza, il punto di pro-
getto risulta essere ancora una volta soddisfacente rispetto ai requisiti di
stabilità dinamica del sistema; pertanto, si sottolinea ulteriormente l'even-
tuale possibilità di determinare la robustezza del sistema sin dalle prime fasi
della progettazione, durante le quali la conoscenza di alcuni parametri di
modellazione potrebbe essere approssimativa o del tutto teorica.

Figura 2.18: Andamento delle variazioni dei parametri incerti ∆kb e ∆cb al
limite di stabilità al variare di ∆Kx e ∆Cx.

Si confrontano nelle Figure 2.19 e 2.20, i risultati ottenuti attraverso valori
esterni di ∆Kx e ∆Cx e processo di ottimizzazione; in particolare, soprattutto
nel intervallo di frequenze di interesse, ossia approssimativamente tra il 20%
e il 100% della 1 per giro, i due metodi risultano essere praticamente in
accordo, ovvero la condizione peggiore è e�ettivamente caratterizzata da una
variazione di �50% rispetto al valore nominale.
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Figura 2.19: Limite di stabilità nello spazio dei parametri incerti ∆kb e ∆cb
(4 incertezze).

Figura 2.20: Andamento delle variazioni dei parametri incerti ∆kb e ∆cb in
funzione della frequenza (4 incertezze).
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Si riportano in�ne in Figura 2.21 l'andamento delle caratteristiche strut-
turali limite del moto longitudinale della fusoliera in funzione della frequen-
za; in particolare, si nota come alle basse frequenze per la tecnica dei valori
esterni le incertezze ammissibili siano negative, ovvero, il sistema rimane co-
munque stabile a fronte di una signi�cativa diminuzione della rigidezza Kx

e dello smorzamento Cx. Al contrario, a partire dal 77.4% della 1 per giro
si ha un cambio di tendenza ovvero la condizione peggiore è dettata da un
aumento delle grandezze incerte; ciò denota che il sistema per poter rima-
nere all'interno della regione di stabilità richiede un considerevole apporto
di smorzamento sia da parte del modo strutturale che dagli smorzatori di
ritardo. Si noti inoltre, che la discontinuità che presenta l'andamento delle
incertezze limite sulle caratteristiche strutturali della fusoliera si ripercuo-
te inevitabilmente, come visibile dal ginocchio in Figura 2.19, sull'aumento
repentino dello smorzamento cb necessario alla stabilizzazione.

Attraverso l'ottimizzazione viene sostanzialmente colto il medesimo com-
portamento dinamico anche se il grado di dettaglio dei risultati ottenuti è
molto maggiore in quanto si riesce ad indicare nello speci�co per ogni fre-
quenza il valore delle variazioni ∆Kx e ∆Cx che conducono ad instabilità.

Figura 2.21: Andamento delle variazioni dei parametri incerti Kx e Cx in
funzione della frequenza.
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2.3.3 Validazione della µ-Analisi

É quindi possibile e�ettuare una validazione della µ-Analisi implementa-
ta andando a considerare l'andamento delle incertezze che portano il sistema
a violare la condizione limite di stabilità.
Le due tipologie di analisi robusta si prestano ad una interpretazione di�e-
rente in quanto nel caso del GNC l'incertezza applicata non è strutturata
mentre nel caso della µ-Analisi esiste un e�ettivo intervallo di variabilità dei
parametri imposto a priori dall'utente.
Infatti, se da un lato la µ-Analisi permette di stabilire la massima varia-
zione dei parametri che il sistema è in grado di sopportare senza giungere
alla condizione di instabilità, dall'altro, considerando il GNC, non si hanno
informazioni immediate sulle grandezze �siche, bensì occorre ricavarle grazie
a procedure di calcolo a posteriori.

Si mostra quindi nello spazio dei parametri il confronto degli andamenti
delle variazioni delle incertezze, sia per il caso del GNC che per la µ-Analisi,
rispettivamente in Figura 2.22 con 2 incertezze e in Figura 2.23 con 4 incer-
tezze.
Si ricorda che, come esposto precedentemente una problematica associata al-
la determinazione di µ è la relativa oscillazione al variare della frequenza nel
caso in cui la perturbazione sia esclusivamente reale; pertanto, per contene-
re tali oscillazioni è stato su�ciente introdurre una dinamica alle incertezze
imponendo una componente complessa a δi tale da garantire un buon com-
promesso tra stabilità numerica dell'algoritmo e variazione del modulo della
perturbazione (non superiore del 2 % rispetto al valore dell'incertezza mas-
sima).
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Figura 2.22: Andamento delle variazioni dei parametri incerti ∆kb e ∆cb al
limite di stabilità (2 incertezze).

Figura 2.23: Andamento delle variazioni dei parametri incerti ∆kb e ∆cb al
limite di stabilità (4 incertezze).
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Entrambi i metodi dimostrano che il sistema a cui sono associate le carat-
teristiche elastoviscose nominali degli smorzatori di ritardo è stabile in senso
robusto in quanto distante dalla curva limite.
Mediamente, il criterio generalizzato di Nyquist risulta essere più conserva-
tivo dei risultati ottenuti con la µ Analisi soprattutto all'aumentare della
frequenza.
Le variazioni delle incertezze in funzione della frequenza per 2 incertezze so-
no equivalenti per i due metodi, come visibile in Figura 2.24, nel caso in
cui viene utilizzata una coordinate-wise optimization per il calcolo del limite
inferiore di µ sulla base del guadagno del sistema.

Figura 2.24: Variazioni dei parametri incerti ∆kb e ∆cb al limite di stabilità
(ottimizzazione con 0% di complessità).

D'altra parte, in Figura 2.25, si nota che la soluzione numerica per fre-
quenze prossime alla 1 per giro rilascia delle oscillazioni non �siche essenzial-
mente dovute alle discontinuità numeriche che µ presenta quando la pertur-
bazione introdotta dalle incertezze è esclusivamente reale.
Se viene invece aggiunta parte complessa per aumentare la possibilità di con-
vergenza del metodo delle potenze o dell'ottimizzazione associato alla deter-
minazione di µ, nell'intorno della 1 per giro il comportamento delle variazioni
dei parametri di incertezza al limite di instabilità è corretto.
Tuttavia, in questo sistema la parte complessa della perturbazione risulta es-
sere tale da modi�care le caratteristiche originarie alle basse frequenze dove
i valori limite si discostano dal metodo del GNC (Figura 2.26).
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Come visibile dall'ingrandimento, inoltre, il metodo del GNC approssima
meglio il comportamento asintotico per ω{Ω � 1, simulando correttamente
dal punto di vista �sico l'andamento delle variazione dei parametri incerti.

Figura 2.25: Andamento delle variazioni dei parametri incerti kb e cb in
prossimità di 1 per giro.

In questi casi, per la µ-Analisi la scelta di una formulazione basata sul
guadagno del sistema e sulle tecniche di ottimizzazione di Figura 2.26 espo-
ste in precedenza (pag. 16) a scapito del metodo delle potenze di Figura
2.27 è necessaria, in quanto permette di ottenere dei risultati che si correlano
molto bene con quelli a disposizione. L'inconveniente è sicuramente rappre-
sentato da due aspetti: da un lato l'aumento del costo computazionale legato
all'utilizzo di queste tecniche di ottimizzazione, dall'altro dalla maggior com-
plessità implementativa ad esse legata rispetto al metodo delle potenze e alla
formulazione secondo il GNC.
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Figura 2.26: Variazioni dei parametri incerti ∆kb e ∆cb (ottimizzazione con
2% di complessità).

Figura 2.27: Variazioni dei parametri incerti ∆kb e ∆cb (metodo delle potenze
con 5% di complessità).
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Al �ne di veri�care e validare i risultati sopra proposti sono state condotte
varie analisi nel tempo e agli autovalori del sistema avente smorzatori con
caratteristiche sia all'interno che all'esterno della regione di stabilità tracciata
dalle curve limite. Queste analisi di validazione sono riportate nel paragrafo
A.1 dell'appendice A.

2.3.4 Margini di stabilità robusta

E�ettuata la validazione dell'algoritmo implementato per l'analisi di sta-
bilità robusta, vengono esposti nei paragra� seguenti i risultati ottenuti in
termini di valori limite di incertezza, frequenza critica del sistema, margini e
diagramma di Bode associato alla condizione limite di stabilità. In partico-
lare, come precedentemente stabilito, dapprima sono stati considerati come
elementi incerti all'interno della modellazione dinamica le caratteristiche ela-
stoviscose equivalenti degli smorzatori kb e cb, successivamente, invece, sono
state introdotte ulteriori incertezze associate alle caratteristiche strutturali
della fusoliera del velivolo, identi�cate rispettivamente con rigidezza Kx e
smorzamento Cx longitudinali.

à 2 incertezze pδkb, δcbq: �100%
Per quanto concerne l'andamento delle variazione dei parametri rispet-
to al valore nominale in funzione della frequenza si riportano in Figura
2.28 i valori limite determinati attraverso il calcolo di µ; si nota come
la curva in tratto nero rappresentante lo scostamento ∆kb normalizza-
to rispetto alla rigidezza centrifuga kNb � eSbΩ

2 delle pale, delinei un
limite al di sopra del quale si ha il cambio di segno della parte reale dei
poli del sistema con l'insorgere di un'instabilità.
Per quanto riguarda invece lo smorzamento normalizzato denomina-
to con ∆cb, si ha che la porzione di piano soprastante la curva limite
rappresenta il luogo dei punti in cui il sistema ha uno smorzamento
su�cientemente elevato.
Di conseguenza, alle basse frequenze si ha che a fronte di una variazione
molto elevata, �no a 10 volte in più rispetto a valore nominale della
rigidezza centrifuga delle pale, è necessario un quantitativo limitato di
smorzamento, infatti la relativa curva presenta un asintoto verticale in
-1.

Come riscontrato dalle precedenti analisi di continuazione, anche in
questo caso, i valori di rigidezza e smorzamento raggiungono i limi-
ti �sici in 2 condizioni particolarmente critiche per il fenomeno della
ground resonance, ovvero in prossimità del 48 % e del 111 % della 1
per giro.
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Nell'intorno della velocità di rotazione del rotore, si ha che lo smorza-
mento necessario alla stabilizzazione tende all'in�nito mentre la rigi-
dezza raggiunge dei valori negativi non realistici.

Figura 2.28: Variazioni dei parametri incerti ∆kb e ∆cb.

Avendo normalizzato la matrice diagonale delle incertezze si ha che
σ̄p∆q ¤ 1 e quindi la stabilità robusta risulta essere violata diretta-
mente quando il valore di µ attraversa il limite 1. Come mostrato dalla
Figura 2.29, µ assume valori superiori a quello unitario tra il 60 % e l'87
% della 1 per giro. Ossia, all'interno di tale intervallo il sistema non è
in grado di sopportare la variazione imposta dalle incertezze; di conse-
guenza si ha che la frequenza critica per la ground resonance si trova
a ω � 16.21 rad/s � 77.57%Ω. Per tale valore è possibile determi-
nare in base al margine di stabilità inferiore corrispondente all'inverso
del limite superiore di µ, gli scostamenti normalizzati dalla condizione
nominale che comportano l'insorgere dell'instabilità:

∆kb � �30.46%

∆cb � �31.93%
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Figura 2.29: Limite inferiore e superiore di µ con 2 incertezze.

Con una lieve perturbazione complessa, secondo [23], non solo si riesce
a garantire la continuità di µ come visibile dai limiti superiori ed infe-
riori sopra riportati, bensì, si ha che il margine di stabilità kmpδr � jεq
tende a kmpδrq per ε tendente a zero. Inoltre, si è dimostrato sempre in
riferimento alle proprietà di µ esposte precedentemente (pag. 16), che
il margine così determinato risulta essere limitato superiormente dal
margine con perturbazione esclusivamente reale, pertanto, da un pun-
to di vista ingegneristico, tale procedura risulta essere su�cientemente
conservativa per la ground resonance della macchina.

Si evidenziano in Figura 2.30, i valori di frequenza destabilizzante
e minimo margine del sistema per confermare il valore di incertezza
normalizzata determinato al di sopra del quale si avrebbe l'insorgere
dell'instabilità.

Come ulteriore veri�ca del comportamento del sistema al limite di sta-
bilità è stata analizzata la condizione di guadagno peggiore andando a
considerare il diagramma di Bode associato a ciascun canale del siste-
ma MIMO completo paragonato con quello del sistema nominale.
In Figura 2.31 si nota come in corrispondenza della frequenza critica
determinata in precedenza si ha un picco in frequenza della funzione di
trasferimento input/output.
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Figura 2.30: Margine di stabilità km del sistema con 2 incertezze.

Figura 2.31: Confronto del diagrammi di Bode tra caso nominale e peggiore
per ogni canale.
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à 4 incertezze: pδkb, δcbq: �100%; δKx, pδCxq: �50%
Analogamente al caso precedente, si impongono delle incertezze del 50
% in modulo sulla conoscenza delle caratteristiche strutturali della fu-
soliera combinate con quelle al 100 % degli smorzatori per veri�care il
comportamento del sistema in termini di limiti di stabilità, di variazio-
ne dei parametri considerati e margini limite km.
In particolare, si riporta in Figura 2.32 l'andamento delle variazioni
dei parametri incerti in funzione della frequenza per la condizione di
100%Ω dell'elicottero. Si riscontra che alle basse frequenze, come nel
caso precendente, il sistema non necessita complessivamente di un ap-
porto signi�cativo di smorzamento, anzi, si nota come è possibile una
sottostima del 97.13 % anche sullo smorzamento strutturale senza in�-
ciare la stabilità globale del sistema.

Figura 2.32: Variazione delle incertezze ∆Kx, ∆Cx, ∆kb e ∆cb rispetto al
relativo valore nominale.

Al contrario, in corrispondenza del 50 % e del 122 % della velocità
di rotazione di regime del rotore, si ha un aumento dello smorzamento
equivalente sia della fusoliera che degli smorzatori. Inoltre, ad eccezione
del caso di ω � Ω in cui le rigidezze raggiungono dei valori negativi
non �sici, per le frequenze menzionate occorrerebbe una fusoliera circa
2 volte più rigida rispetto alla condizione nominale (tratto rosso).
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Come visibile dalla Figura 2.33 esiste un intervallo di frequenze in cui
il sistema non è stabile in senso robusto in quanto µ supera il valore
unitario.
In particolar modo, facendo riferimento al valore del margine di stabi-
lità limite riportato in Figura 2.34, si mostrano di seguito la combina-
zione di incertezze limite che il sistema è in grado di sopportare senza
incappare in una condizione di instabilità dinamica:

∆Kx � �14.41%

∆Cx � �14.41%

∆kb � �28.81%

∆cb � �28.81%

Figura 2.33: Limite inferiore e superiore di µ con 4 incertezze.

Si confrontano le curve limite nello spazio delle incertezze ∆kb�∆cb in
Figura 2.35 con i di�erenti approcci e 2 o 4 incertezze; in questo caso si
evidenzia il di�erente risultato che si ottiene considerando da un lato
incertezze non strutturate per il GNC e dall'altro incertezze strutturate
per la µ-Analisi.
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Figura 2.34: Margine di stabilità km del sistema con 4 incertezze.

Figura 2.35: Confronto delle curve limite con incertezze non strutturate
(GNC) e strutturate (µ-Analisi).
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La richiesta di un forte smorzamento della curva associata alla µ-Analisi
alle basse frequenze è dovuta al basso smorzamento fornito dall'incertezza
∆Cx sulla fusoliera (Figura 2.32). Pertanto si nota che in questo caso associa-
re un possibile intervallo di variazione delle incertezze strutturate comporta
un risultato di�erente rispetto all'imposizione di ∆Cx e ∆Kx fatta trami-
te GNC. Nonostante ciò, come mostrano le analisi nel tempo contenute in
appendice entrambe le soluzioni fornite dai due di�erenti approcci di anali-
si robusta producono delle curve rappresentative del limite di stabilità del
sistema.

Si e�ettua, in�ne un confronto tra margine di stabilità ottenuto con 2 e
con 4 incertezze di modello, in Figura 2.36. Si evince che nel primo caso il
sistema è molto più stabile in senso robusto del secondo infatti globalmente
è in grado di sopportare per un maggior intervallo di frequenze una varia-
zione dei parametri di progetto in modulo maggiore rispetto al caso con 4
incertezze.

Figura 2.36: Confronto tra i margini di stabilità km del sistema con 2 e 4
incertezze.
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Stabilità robusta della Ground Resonance:

Puma IAR 330

Il Puma IAR 330 è un elicottero fabbricato dalla IAR Brasov attraverso
l'acquisto della licenza di produzione dell'SA 330 Puma alla francese Aéro-
spatiale. Dal 1974 al 2008 sono state sviluppate varie versioni del velivolo
adottate sia in ambito civile che in ambito militare, in particolare si mostra in
Figura 3.1 la versione di supporto System Optronic de Cercetare si Anti-Tank
(SOCAT).

Figura 3.1: Versione SOCAT del Puma IAR 330.

Il suo largo utilizzo nel corso degli ultimi 40 anni mostra certamente
che l'elicottero non presenta problemi di instabilità legati al fenomeno della
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ground resonance; tuttavia, avendo a disposizione le caratteristiche generali
del velivolo e in particolare degli smorzatori di ritardo, risulta essere inte-
ressante valutare la robustezza della stabilità del sistema dinamico associato
all'elicottero a terra.

Pertanto, in questo capitolo si mostra la procedura con cui è stato otte-
nuto il modello agli stati del Puma IAR 330 e la relativa analisi di stabilità
robusta focalizzando l'attenzione sul fenomeno della risonanza al suolo. La
modellazione del velivolo si avvale del codice Modern Aeroservoelastic State
Space Tools (MASST) implementato in ambiente MATLAB presso il Politec-
nico di Milano in collaborazione con AgustaWestland; gli elementi necessari
alla costruzione del modello del Puma possono essere sintetizzati come segue:

å Fusoliera
ovvero il modello del velivolo a terra composto sostanzialmente dalla
struttura della fusoliera, dagli ammortizzatori e dagli pneumatici del
carrello d'atterraggio; per lo studio della ground resonance si presup-
pone che le forze aerodinamiche provengano esclusivamente dal rotore
dell'elicottero trascurando l'eventuale contributo associato alla mecca-
nica del volo della fusoliera e del pianetto di coda per la stabilizzazione
in volo. In questo caso, l'aspetto fondamentale per la modellazione
strutturale risulta essere la corretta ricostruzione della frequenza e del
modo di rollio della fusoliera, in quanto responsabile del fenomeno della
risonanza a suolo;

å Rotore
si tratta di una sotto-struttura che simula il comportamento aeroela-
stico del rotore articolato del Puma immerso in una corrente d'aria;
in generale, le forze aerodinamiche derivanti dal movimento delle pale
dell'elicottero assumono una natura intrinsecamente non lineare e pe-
riodica, tuttavia, al �ne di poter generare un modello lineare tempo
invariante agli stati, viene fornita a MASST una collezione di model-
li linearizzati del rotore generati attraverso il programma commercia-
le CAMRAD/JA. In questo modo, una volta noto il comportamento
del rotore nell'intorno di determinati punti di equilibrio MASST ope-
ra un'interpolazione ai minimi quadrati per i casi in cui ci si trovi in
condizioni intermedie;

å Attuatori
ovvero sotto-strutture in grado di modellare la risposta dinamica di ser-
voattuatori dal punto di vista della catena di trasmissione del coman-
do e della cedevolezza statica o dinamica che caratterizza la reazione
fornita dal sistema di attuazione;
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å Sensori
essi rappresentano tutte le misurazioni che vengono e�ettuate sul mo-
dello; possono essere sia ideali che dotati di una propria risposta di-
namica che viene inclusa all'interno del modello completo. In realtà,
per l'analisi robusta mostrata in seguito e in generale per la progetta-
zione si tende a considerare in prima battuta i sensori come ideali per
poi andare ad includerli nella dinamica del sistema solo come veri�ca a
posteriori, considerando eventualmente anche gli e�etti del travaso di
controllo.

å Controllori
si tratta sostanzialmente di leggi di controllo che agiscono in contro-
reazione rispetto alle misure a disposizione dai sensori, in particolare,
sono stati sfruttati controllori di tipo schedulato, proporzionali e �ight
control system (FCS) per il grado di libertà di rollio della macchina.

Una volta generato il modello completo del Puma, vengono avviate delle
procedure quali ad esempio riduzione modale per le strutture o metodo di
Rogers-Richardson per l'aerodinamica, atte alla determinazione di modelli
ridotti nell'ambito della aeroelasticità moderna; in questo modo si ha la pos-
sibilità di e�ettuare l'analisi robusta tramite criterio generalizzato di Nyquist
e µ-Analisi sfruttando le procedure illustrate precedentemente.
In questo caso, le possibili incertezze di modello, associate sia alle caratte-
ristiche elastomeccaniche degli smorzatori di ritardo che alla presenza di un
sistema di controllo del volo, sono dovute a di�erenti fattori:

- le varie condizioni operative dell'elicottero;

- la non linearità geometriche e di materiale dei componenti;

- eventuali contributi di secondo ordine trascurati dal processo di linea-
rizzazione dei modelli (dinamiche locali).

Così facendo si è in grado di stabilire la robustezza della stabilità del sistema
a fronte di un possibile comportamento dinamico di�erente degli smorzatori;
inoltre, è possibile determinare i limiti in termini di guadagno e ritardo del-
l'FCS entro i quali il sistema rimarrebbe comunque al di fuori della condizione
di ground resonance.

67



Capitolo 3

3.1 Modello MASST

3.1.1 La fusoliera a terra

Al �ne di poter analizzare gli e�etti sulla stabilità dinamica in senso ro-
busto dell'elicottero, è stato necessario determinare un modello modale della
fusoliera dello stesso sfruttando una rappresentazione a parametri concentra-
ti (Figura 3.4) basata su massa e molle relative al sistema fusoliera-carrello;
in questo modo è stato possibile collegare il rotore alla fusoliera grazie al-
l'imposizione della congruenza dei gradi di libertà all'interfaccia tra le due
componenti attraverso il programma MASST [26].
In particolare, a partire dalle dimensioni geometriche della fusoliera ricavate
dal trittico in Figura 3.3 in [24], dalla conoscenza delle inerzie e da una ra-
gionevole stima delle frequenze, sono stati determinati i valori delle rigidezze
concentrate necessarie ad ottenere le frequenze proprie desiderate.

Figura 3.2: Sistema di riferimento e gradi di libertà adottati.

Le caratteristiche inerziali della fusoliera sono note e possono essere rias-
sunte in:

• M , massa totale del sistema fusoliera-carrelli;

• Jx, momento d'inerzia di rollio;

• Jy, momento d'inerzia di beccheggio;

• Jz, momento d'inerzia d'imbardata.
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Figura 3.3: Trittico del Puma IAR 330.
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Per quanto riguarda il carrello anteriore, sono state utilizzate secondo
il sistema di riferimento riportato in Figura 3.4, delle molle con rigidezze
incognite de�nite come KAx, KAy, KAz; mentre, per il carrello principale,
posto che per simmetria non si è di�erenziato il gruppo ruote sinistro da
quello destro, sono state utilizzate delle molle per ciascun collegamento al
suolo di rigidezza KBx, KBy, KBz.

Figura 3.4: Modello a parametri concentrati della fusoliera.

Una volta de�niti i gradi di libertà di avanzamento longitudinale, late-
rale, verticale e rotazione di rollio, beccheggio ed imbardata della fusoliera
attraverso il vettore x � tx, y, z, ϕ, ϑ, ψuT , sono state ricavate le equazioni di
moto ricorrendo al formalismo lagrangiano. Sono state quindi esplicitate le
6 equazioni di equilibrio del sistema sintetizzate dalla seguente espressione:

L � T � V
d

dt

�
BL

Bq̇k



�
BL

Bqk
� 0; k � tx, y, z, ϕ, ϑ, ψu
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Esplicitando i termini di energia cinetica e potenziale associata al sistema
si ottiene:

T �
1

2
Mẋ2 �

1

2
Mẏ2 �

1

2
Mż2 �

1

2
Jxϕ̇

2 �
1

2
Jyϑ̇

2 �
1

2
Jzψ̇

2

V �
1

2
KAx∆xA

2 �
1

2
KAy∆yA

2 �
1

2
KAz∆zA

2 �

�
1

2
KBx∆xB1

2 �
1

2
KBy∆yB1

2 �
1

2
KBz∆zB1

2 �

�
1

2
KBx∆xB2

2 �
1

2
KBy∆yB2

2 �
1

2
KBz∆zB2

2

in cui è necessario determinare gli spostamenti relativi di ciascuna molla in
funzione dei gradi di libertà del sistema rappresentati dagli spostamenti e
dalle rotazioni del baricentro della fusoliera; considerando le distanze a, b,
c e h riportate in Figura 3.4 gli schiacciamenti delle molle possono essere
riassunti dalle relazioni (3.1-3.9) in cui si è utilizzata un'approssimazione
lineare alle piccole perturbazioni considerando cosα � 1 e sinα � α.

∆xA � x� ap1� cosψ � 1� cosϑq � h sinϑ� d sinψ �

� x� hϑ� dψ (3.1)

∆yA � y � a sinψ � h sinϕ� dp1� cosψ � 1� cosϕq �

� y � aψ � hϕ (3.2)

∆zA � z � a sinϑ� hp1� cosϕ� 1� cosϑq � d sinϕ �

� z � aϑ� dϕ (3.3)

∆xB1 � x� bp1� cosϑq � h sinϑ� pc� dq sinψ �

� x� hϑ� pc� dqψ (3.4)

∆yB1 � y � pd� cqp1� cosϕ� 1� cosψq � hϕ� b sinψ �

� y � hϕ� bψ (3.5)

∆zB1 � z � pd� cq sinϕ� b sinϑ� hp1� cosϕ� 1� cosϑq �

� z � pc� dqϕ� bϑ (3.6)

∆xB2 � x� bp1� cosϑq � h sinϑ� pc� dq sinψ �

� x� hϑ� pc� dqψ (3.7)

∆yB2 � y � pc� dqp1� cosϕ� 1� cosψq � h sinϕ� b sinψ �

� y � hϕ� bψ (3.8)

∆zB2 � z � pc� dq sinϕ� b sinϑ� hp1� cosϕ� 1� cosϑq �

� z � pc� dqϕ� bϑ (3.9)
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Successivamente, applicando il formalismo lagrangiano si ottengono le
equazioni di equilibrio del sistema riscritte in forma esplicita e in forma ma-
triciale nelle seguenti espressioni:

$''''''''''''''''''''''&
''''''''''''''''''''''%

Mẍ� pKAx � 2KBxqx� pKAx � 2KBxqhϑ� pKAx � 2KBxqdψ � 0

Mÿ � pKAy � 2KByqy � pKAy � 2KByqhϕ� p2KByb�KAyaqψq � 0

Mz̈ � pKAz � 2KBzqz � pKAz � 2KBzqdϕ� pKAza� 2KBzbqϑ � 0

Jxϕ̈� rpKAy � 2KByqh
2 �KAzd

2 � 2KBzpc
2 � d2qsϕ� pKAy � 2KByqhy�

� pKAz � 2KBzqdz � p2KBzb�KAzaqdϑ� p2KByb�KAyaqhψ � 0

Jyϑ̈� rpKAx � 2KBxqh
2 � 2KBxb

2 �KAza
2sϑ� pKAx � 2KBxqhx�

� pKAza� 2KBzbqz � p2KBzb�KAzaqdϕ� pKAx � 2KBxqhdψ � 0

Jzψ̈ � pKAxd
2 � 2KBxpc

2 � d2q �KAya
2 � 2KByb

2qψ � pKAx � 2KBxqdx�
� p2KByb�KAyaqy � p2KByb�KAyaqhϕ� pKAx � 2KBxqhdϑ � 0

Mẍ�Kx � 0 (3.10)

in cui:

M �

��������

M 0 0 0 0 0
0 M 0 0 0 0
0 0 M 0 0 0
0 0 0 Ixx 0 Ixz
0 0 0 0 Iyy 0
0 0 0 Ixz 0 Izz

�������� x �

$''''''&
''''''%

x
y
z
ϕ
ϑ
ψ

,//////.
//////-
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K �

��������

pKAx � 2KBxq 0 0
0 pKAy � 2KByq 0
0 0 pKAz � 2KBzq
0 pKAy � 2KByqh �pKAz � 2KBzqd

�pKAx � 2KBxqh 0 KAza� 2KBzb
pKAx � 2KBxqd 2KByb�KAya 0

������������������������

0 �pKAx � 2KBxqh
pKAy � 2KByqh 0
�pKAz � 2KBzqd KAza� 2KBzb

pKAy � 2KByqh
2 �KAzd

2 � 2KBzpc
2 � d2q p2KBzb�KAzaqd

p2KBzb�KAzaqd pKAx � 2KBxqh
2 � 2KBzb

2 �KAza
2

p2KByb�KAyaqh �pKAx � 2KBxqhd

������������������������

pKAx � 2KBxqd
2KByb�KAya

0
p2KByb�KAyaqh
�pKAx � 2KBxqhd

KAxd
2 � 2KBxpc

2 � d2q �KAya
2 � 2KByb

2

��������

Si imposta la risoluzione di un sistema non lineare attraverso il metodo di
Newton-Raphson applicato all'equazione di uguaglianza tra il quadrato delle
frequenze proprie stimate della fusoliera w2

EX e le frequenze proprie w2 de-
terminate dal sistema riportato nella (3.10). Va sottolineato che esiste un
ulteriore vincolo sottinteso per la risoluzione del problema. Infatti, è neces-
sario che le frequenze determinate in funzione delle incognite per ciascuna
iterazione del metodo corrispondano e�ettivamente ai modi a cui sono asso-
ciati. Pertanto, una volta ottenute le w2

i e la matrice degli autovettori U con
normalizzazione a spostamento/rotazione unitaria è stato fatto un controllo
sulla massima componente di ciascun autovettore per poter identi�care se la
frequenza ad esso corrispondente fosse di moto longitudinale, laterale, verti-
cale, di rollio, beccheggio o imbardata.
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z � tKAx, KAy, KAz, KBx, KBy, KBzu
T

fpzq � w2pzq � w2
EX � 0 ñ fpziq �

�
Bfpzq

Bz

�
z�zi

∆zi�1 � 0

∆zi�1 � �

�
Bf

Bz

��1

z�zi

fpziq ñ zi�1 � zi �∆zi�1

Parallelamente, come veri�ca del risultato ottenuto è stata e�ettuata una
minimizzazione del funzionale ||w2pzq � w2

EX ||, imponendo come vincoli sul-
le rigidezze incognite che fosse maggiori di zero; dal momento che i valori
così determinati risultano essere praticamente identici a quelli ricavati dal-
la risoluzione del sistema non lineare, si è concluso che la scelta e�ettuata
rappresenta e�ettivamente una combinazione ottimale delle rigidezze per ot-
tenere le frequenze proprie desiderate.
In particolare, nelle Tabelle 3.2-3.4 vengono riportati i valori numerici di tali
frequenze e le corrispondenti ottenute attraverso l'ottimizzazione al variare
della condizione operativa della fusoliera stessa, ovvero a di�erenti weigth on
wheels e quindi trazione agente sul rotore.
I valori delle rigidezze incognite sono elencati di seguito.

Rigidezze T � 0% T � 40% T � 75%

KAx [N/m] 746882.57 54065.08 267539.50
KAy [N/m] 84225.25 221545.07 145017.65
KAz [N/m] 870486.97 274393.44 246704.12
KBx [N/m] 138837.03 81366.88 59694.69
KBy [N/m] 136728.64 195853.98 72190.19
KBz [N/m] 271969.78 198671.53 226208.02

Tabella 3.1: Valore dei parametri di rigidezza al variare della trazione.
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T � 0%
wEX [rad/s] w [rad/s] Errore % [-]

1.6698 3.5393 -47.12 %
1.3248 0.9060 -31.61 %
2.1307 2.1644 1.58 %
3.9946 4.0060 0.28 %
3.5371 3.5393 0.06 %
2.0689 2.0689 0.00 %

Tabella 3.2: Frequenze proprie desiderate e ottenute della fusoliera, weigth
on wheels = 100%.

T � 40%
wEX [rad/s] w [rad/s] Errore % [-]

1.3133 0.5671 -56.81 %
1.1437 0.9786 -14.42 %
1.4526 1.4961 2.99 %
4.1921 4.1938 0.04 %
1.736 1.7594 1.34 %
1.9115 1.9110 -0.02 %

Tabella 3.3: Frequenze proprie desiderate e ottenute della fusoliera, weigth
on wheels = 60%.

T � 75%
wEX [rad/s] w [rad/s] Errore % [-]

1.3159 2.1209 61.17 %
1.1501 0.8089 -29.66 %
1.4879 1.5521 4.31 %
3.6783 3.6841 0.15 %
2.1369 2.1209 -0.74 %
1.5299 1.5364 0.43 %

Tabella 3.4: Frequenze proprie desiderate e ottenute della fusoliera, weigth
on wheels = 25%.
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Come visibile dalle precedenti tabelle, sono state rispettate con un'ottima
approssimazione le frequenze proprie di traslazione verticale, rollio, beccheg-
gio e imbardata; tuttavia, per garantire la convergenza desiderata sui modi di
maggior interesse associati al problema della ground resonance dell'elicotte-
ro, ossia rollio e beccheggio, si è ottenuto un errore abbastanza elevato nella
stima delle frequenze proprie di traslazione longitudinale e laterale.

Questa discordanza con le frequenze a disposizione in x e y è stata giudi-
cata inin�uente ai �ni dello studio della stabilità della macchina, in quanto,
nonostante i valori numerici non corrispondessero, si è riscontrata una buona
approssimazione delle forme modali della fusoliera.
Infatti, come visibile nelle Figure 3.5, pur emergendo un certo grado di accop-
piamento tra spostamenti e rotazioni della fusoliera, andando a confrontare
con la con�gurazione iniziale riportata in blu, è possibile notare per cia-
scun grado di libertà una buona approssimazione della forma modale ad esso
associato.

(a) Forma modale in x. (b) Forma modale in y.

(c) Forma modale in z. (d) Forma modale in ϕ.
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(a) Forma modale in ϑ. (b) Forma modale in ψ.

Figura 3.5: Visualizzazione delle forme modali della fusoliera.

3.1.2 Il rotore principale

Il rotore principale del Puma IAR 330 è un quadripala di tipo comple-
tamente articolato servo assistito con asse di �appeggio disassato rispetto
al centro di rotazione del mozzo; esso è dotato di smorzatori di ritardo
elastomerici (Figura 3.6).

Figura 3.6: Visualizzazione del rotore del Puma IAR 330.

La dinamica di un rotore di questa tipologia viene genericamente espressa
attraverso dei sistemi di equazioni di�erenziali ordinarie non lineari a coef-
�cienti periodici che derivano dalle equazioni di moto delle pale. In Figura
3.7 si riporta il sistema di riferimento del mozzo utilizzato per la scrittura di
tali equazioni.
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Figura 3.7: Sistema di riferimento locale per il rotore [12].

Per la de�nizione del sistema di riferimento in MASST è necessario co-
noscere l'orientazione del rotore rispetto alla fusoliera; infatti, come visibile
in Figura 3.8, il rotore presenta un angolo di inclinazione rispetto all'asse y
della fusoliera di �5�.

Figura 3.8: Orientazione del rotore rispetto alla fusoliera.

Si de�niscono quindi i versore del riferimento locale del rotore come segue:

αx � t0.99619, 0, 0.08716u

αy � t0, 1, 0u

αz � αx � αy

Al �ne di poter condurre un'analisi dinamica e un'analisi robusta alle piccole
perturbazioni, è necessario operare una linearizzazione delle forze d'inerzia
e delle forze aerodinamiche nell'intorno di una condizione di equilibrio di
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riferimento; tale soluzione è di tipo stazionaria di regime a controlli �ssati e
senza forzanti esterni. In particolare, essa è costituita dai seguenti parametri:

- densità dell'aria ρAIR;

- velocità angolare di rotazione del rotore Ω [RPM];

- velocità asintotica del vento che investe il rotore v8;

- angolo di incidenza α tra asse xh del riferimento locale del rotore e
vettore velocità asintotica v8;

- comando di passo collettivo θ0;

- comando di passo ciclico laterale θ1

- comando di passo ciclico longitudinale θ2;

- forza aerodinamica di trazione T [N] sviluppata dal rotore in direzione
αz del riferimento locale;

- forza aerodinamica di resistenzaD [N] sviluppata dal rotore in direzione
αx del riferimento locale;

- forza aerodinamica laterale FL [N] sviluppata dal rotore in direzione αy
del riferimento locale;

- momento di rollio L [Nm] sviluppato dal rotore attorno all'asse αx del
riferimento locale;

- momento di rollio M [Nm] sviluppato dal rotore attorno all'asse αy del
riferimento locale;

- momento di rollio N [Nm] sviluppato dal rotore attorno all'asse αz del
riferimento locale;

Linearizzando opportunamente attraverso CAMRAD/JA si determina una
collezione di rotori che possono essere rappresentati attraverso dei modelli
quasi-stazionari del secondo ordine del tipo:

Mq̈�Cq̇�Kq � Bθθ (3.11)

Le matrici a coe�cienti costanti1 di massa, smorzamento e rigidezza rac-
chiudono il comportamento strutturale e quasi-stazionario aerodinamico del

1In caso di matrici a coe�cienti periodici viene e�ettuata una media sul giro per
eliminare la dipendenza dal tempo.
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rotore, il vettore di forzante θ rappresenta gli ingressi di comando di passo
collettivo e passi ciclici, mentre q sono i gradi di libertà del rotore riportati
nella Tabella 3.5. Si noti che per l'analisi robusta della ground resonance
sono stati eliminati i gradi di libertà di ritardo collettivo e di velocità di ro-
tazione del rotore in quanto non è stata modellata la trasmissione del motore
che mette in rotazione il rotore.
Inoltre, come illustrato in seguito, sono stati generati sostanzialmente due
di�erenti modelli per e�ettuare le analisi: il primo in cui si è considerato
solo la fusoliera e i gradi di libertà multipala di ritardo mentre il secondo, di
veri�ca, in cui sono stati introdotti tutti i rimanenti gradi di libertà per quan-
ti�care l'in�uenza dell'accoppiamento �appeggio-ritardo e ritardo-variazione
passo.

Figura 3.9: Visualizzazione del modello del rotore in MASST.

In linea teorica, al variare delle condizioni operative del velivolo sarebbe
necessario produrre un relativo modello di rotore generalizzato; tuttavia que-
sto approccio porterebbe ad una mole eccessiva di dati da gestire da parte
del codice, pertanto, a partire dai modelli linearizzati CAMRAD/JA forniti
in ingresso, MASST opera un interpolazione ai minimi quadrati delle varie
soluzioni di equilibrio per determinare il modello linearizzato di rotore di una
condizione operativa intermedia tra quelle a disposizione.

Per lo studio della risonanza al suolo del velivolo sono stati generati 6
modelli di rotore corrispondenti a 6 di�erenti velocità di rotazione delle pale
per ogni trazione considerata nella modellazione della fusoliera.
Posto che Ω = 270 RPM sono state selezionati:

Ω

Ω
� t10%, 25%, 50%, 75%, 100%, 120%u, con T � t0%, 40%, 75%uW
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q Descrizione

AIRFRAME_FORE/AFT Spostamento longitudinale rigido
AIRFRAME_LATERAL Spostamento laterale rigido
AIRFRAME_HEAVE Spostamento verticale rigido
AIRFRAME_ROLL Rotazione attorno all'asse αx
AIRFRAME_PITCH Rotazione attorno all'asse αy
AIRFRAME_YAW Rotazione attorno all'asse αz
COLL_BEND_1

Modo rigido di ritardo in multipala
CYCLIC_COS_1_BEND_1
CYCLIC_SIN_1_BEND_1
REACTIONLESS_BEND_1

COLL_BEND_2

Modo rigido di �appeggio in multipala
CYCLIC_COS_1_BEND_2
CYCLIC_SIN_1_BEND_2
REACTIONLESS_BEND_2

COLL_BEND_3

I Modo elastico di �appeggio in multipala
CYCLIC_COS_1_BEND_3
CYCLIC_SIN_1_BEND_3
REACTIONLESS_BEND_3

COLL_PITCH

Modo di elasticità della catena di comando
CYCLIC_COS_1_PITCH
CYCLIC_SIN_1_PITCH
REACTIONLESS_PITCH

COLL_TORS_2

I Modo elastico torsionale in multipala
CYCLIC_COS_1_TORS_2
CYCLIC_SIN_1_TORS_2
REACTIONLESS_TORS_2

ROTOR_SPEED velocità di rotazione del rotore

Tabella 3.5: Gradi di libertà del rotore.
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La presenza nella Tabella 3.5 dei 6 gradi di libertà rigidi del rotore è
giusti�cata dalla procedura di assemblaggio del modello ridotto del rotore
col modello modale di fusoliera generato precedentemente. Infatti, si utilizza
un approccio alla Craig-Bampton in cui vengono considerati come gradi di
libertà di contorno ub della sottostruttura rotore e della struttura principale
proprio i 6 sopracitati modi rigidi.

u � UCB

"
ub

qi

*
�

�
I 0

UR UL

�"
ub

qi

*

qi e UL sono rispettivamente i gradi di libertà e la matrice degli autovetto-
ri dei modi propri delle strutture da collegare considerando tutti i gradi di
libertà di collegamento bloccati; mentre UR è la matrice dei modi di vin-
colo ottenuta bloccando i gradi di libertà interni e imponendo spostamento
unitario su quelli di contorno.

3.1.3 Il rotore di coda

Come visibile in Figura 3.10, il rotore di coda del Puma IAR 330, è dotato
di 5 pale e, come la maggior parte dei rotori di tale tipologia, è comandato
esclusivamente attraverso la variazione del passo collettivo θTR0 .
La modellazione di questa sotto-struttura risulta essere fondamentale so-
prattutto per la stabilizzazione del movimento di imbardata dell'elicottero,
in quanto è in grado di fornire una coppia attorno all'asse zh.

Figura 3.10: Visualizzazione del rotore di coda del Puma IAR 330.

Tuttavia, non avendo a disposizione il modello CAMRAD/JA del rotore
in questione, lo si è introdotto �ttiziamente come un controllore statico; ossia,
supponendo di avere a disposizione la misura del passo collettivo e un sistema
di attuazione in grado di generare un ingresso di controllo in corrispondenza
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del rotore di coda, si è implementata una legge di controllo schedulata in
funzione della velocità di volo che restituisse in uscita le forze e i momenti
aerodinamici scaricati dal rotore sulla coda.

Nota la collocazione del rotore grazie al trittico, si è sfruttata la cono-
scenza tramite [24] delle relative derivate di controllo Xθ, Yθ, Zθ, Lθ, Mθ,
Nθ. Dopo aver accurato, come ragionevolmente ci si potesse attendere, che
l'unico contributo signi�cativo delle derivate di controllo a disposizione pro-
venisse dalla forza laterale Yθpv8qθ, è stato implementato una procedura in
ambiente MATLAB che a partire dal collettivo di coda e dalla velocità di
volo restituisse la forza laterale corrispondente.

I valori a disposizione in letteratura adimensionalizzati rispetto alla massa
del velivolo vengono riportati in Figura 3.11; per velocità superiori a quelle
riportate nel gra�co viene e�ettuata una estrapolazione costante pari al valore
della derivata in v � 140 Knots.

Y pθTR0 q �MYθθ
TR
0

Figura 3.11: Andamento della derivata di controllo Yθ del rotore di coda.
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3.1.4 I Sensori

Il modello dei sensori in MASST è stato introdotto per la de�nizione di
controllori retroazionati sulla base delle uscite misurate; si è deciso di tra-
scurare la dinamica associata a questi componenti ai �ni dell'analisi robusta
in quanto il numero di sensori e le eventuali caratteristiche meccaniche, in
questo caso, non avrebbero sicuramente in�uenzato in maniera ingegneristi-
camente signi�cativa i risultati ottenuti. Pertanto sono stati posizionati 10
sensori per la misurazione ideale delle grandezze desiderate i quali vengono
riassunti nella Tabella seguente.

Sensore Tipologia Collocazione Grado di libertà

AIRFRAME_ROLL Posizione Baricentro del velivolo Rotazione attorno all'asse x
COLL_BEND_1P

Posizione Cerniera di ritardo di ogni pala Rotazione di ritardo in multipala
CYCLIC_COS_1_BEND_1P
CYCLIC_SIN_1_BEND_1P
REACTIONLESS_BEND_1P

COLL_BEND_1V

Velocità Cerniera di ritardo di ogni pala Velocità di ritardo in multipala
CYCLIC_COS_1_BEND_1V
CYCLIC_SIN_1_BEND_1V
REACTIONLESS_BEND_1V

COLL_TR Posizione Rotore di coda Passo collettivo del rotore di coda

Tabella 3.6: Riassunto dei sensori utilizzati.

Per quanto concerne le misurazioni e�ettuate per le sotto-strutture rotori,
è conveniente andare a sfruttare i gradi di libertà in coordinate multipala,
ovvero è stato de�nito durante la modellazione un nodo �ttizio come scalar
point in corrispondenza della cerniera di ritardo di ciascuna pale. Ad esso
sono state assegnate rotazione e velocità di ritardo della pala stessa. In questo
modo date le 4 generiche grandezze di ritardo misurate ξ̂i si ha in uscita:

ξ̂0 �
1

Nb

Nb̧

i�1

ξ̂i

ξ̂S �
2

Nb

Nb̧

i�1

ξ̂i sinnψi

ξ̂C �
2

Nb

Nb̧

i�1

ξ̂i cosnψi

ξ̂R �
1

Nb

Nb̧

i�1

ξ̂ip�1qi

Analogamente per il rotore di coda si ottiene attraverso il sensore di posizione
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sopraindicato il valore del passo collettivo attuale.

θ̂TR0 �
1

Nb

Nb̧

i�1

θ̂TRi

3.1.5 I controllori

Avendo a disposizione delle uscite di misura è necessario de�nire oppor-
tunamente in funzione di esse degli ingressi di controllo da inviare al sistema
di attuazione.

Per la modellazione dei sistemi di controllo in MASST, oltre a indicare
gli attuatori corrispondenti, illustrati in seguito, è necessario indicare il sen-
sore dal quale proviene la misura e i parametri utili a stabilire delle leggi di
controllo; in particolare sono stati previsti:

¬ un sistema di controllo per la stabilizzazione del moto di ritardo delle
pale assistito da attuatori ideali elastoviscosi rappresentati �sicamente
dagli smorzatori di ritardo;

 un sistema di controllo per la ricostruzione della meccanica del volo del
rotore di coda assente nel modello completo;

® un Flight Control System (FCS) con guadagno e ritardo arbitrario per
simulare la presenza di un eventuale controllore per la stabilizzazione
in volo.

In Tabella 3.7 vengono riportati gli ingressi de�niti per l'introduzione dei
sistemi sopraindicati.

Forza esterna Sensore Attuatore Architettura del controllore

F_COLL_MR

AIRFRAME_ROLL

Servo-attuatori del
F_CYCLIC_COS_MR rotore principale e Imposizione di guadagno KFCS

F_CYCLIC_SIN_MR del rotore di coda e ritardo TFCS
F_COLL_TR

C_COLL
COLL_BEND_1P

Ideale

CYCLIC_COS_1_BEND_1P

C_CYC_COS1
CYCLIC_SIN_1_BEND_1P Proporzionale a rotazione e
REACTIONLESS_BEND_1P velocità di ritardo

C_CYC_SIN1
COLL_BEND_1V attraverso kb e cb

CYCLIC_COS_1_BEND_1V

C_REA
CYCLIC_SIN_1_BEND_1V
REACTIONLESS_BEND_1V

Tabella 3.7: Sistemi di controllo adottati.

Per quanto concerne l'architettura degli smorzatori di ritardo si rimanda
per un maggior approfondimento al paragrafo successivo per meglio compren-
dere il signi�cato delle forze esterne generalizzate in coordinate multipala.
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Nel caso del rotore di coda come precedentemente illustrato, ci si avvale
dei risultati presenti in letteratura [24], in�ne, per quanto riguarda la deter-
minazione dell'FCS si è semplicemente impostata una funzione Matlab che
riproducesse gli e�etti equivalenti di un sistema di controllo del volo in termi-
ni di guadagno e ritardo. Si sottolinea che è stato adottato questo approccio
sempli�cato in quanto non è oggetto di questa trattazione una progettazione
dettagliato di un FCS per il Puma IAR 330, bensì si desidera quanti�care in
maniera equivalente gli e�etti della presenza di tale sistema sulla robustezza
della stabilità alla risonanza al suolo del velivolo.

3.1.6 Gli smorzatori di ritardo

Per quando riguarda l'introduzione dell'e�etto stabilizzante dovuto alla
coppia di ritardo fornita dagli smorzatori di ritardo di ciascuna pala, ai �ni
della modellazione delle incertezze relative a questi importanti componenti
del velivolo, è stato necessario generare all'interno del modello MASST della
macchina un sistema di controllo �ttizio, che andasse a manipolare l'azione
degli smorzatori sulle pale senza modi�care il modello CAMRAD/JA del
rotore stesso.

Come speci�cato in precedenza, il modello modale ridotto del rotore del-
l'elicottero disponibile attraverso il software CAMRAD/JA contiene di per
sé gli smorzatori utili alla soppressione del fenomeno della ground resonance;
tuttavia, dovendo quanti�care la stabilità della macchina a fronte di possibili
incertezze2 associate a rigidezza e smorzamento equivalenti kb e cb, sono state
estratte dal modello di base del velivolo le caratteristiche degli smorzatori.
Seguendo tale procedura, è stato notevolmente diminuito il numero di occor-
renze dei parametri incerti all'interno del modello, circoscrivendole alla sola
matrice di controllo.

u � �Kppiqx (3.12)

Kppiq � Kpp0iq �∆Kpδpiq; pi � p0i � δpi � p0ip1� δiq (3.13)

Un vantaggio di tale scelta operativa è sicuramente rappresentato dal fat-
to che la modellazione ha richiesto un unico modello MASST dell'elicottero
ed un unico modello camrad del rotore, rendendo molto più automatica la
procedura di manipolazione delle matrici agli stati e la trattazione successiva
dei risultati.
D'altra parte, è doveroso evidenziare l'approssimazione che una simile mo-
dellazione comporta, ossia, utilizzando un unico modello di rotore, le forme

2Per determinare la fonte di incertezza associata alla dinamica dei dampers si faccia
riferimento alla parte introduttiva del capitolo (pag. 67).
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modali ad esso associate risultano essere corrette per la condizione di smorza-
tori nominali ma formalmente errate al di fuori di tale condizione di partenza,
avendo variato le caratteristiche elastoviscose di quest'ultimi.
Nonostante questo limite, dal momento che l'incertezza associata alle carat-
teristiche nominali degli smorzatori è comunque circoscritta all'interno di un
ristretto intervallo di variazione e poiché il sistema è lineare, l'errore che si è
commesso sulla ricostruzione modale è stato ritenuto sicuramente trascura-
bile per lo studio della ground resonance dell'elicottero.
Per ottenere tramite MASST il sistema di controllo associato agli smorzatori
di ritardo è stato necessario esplicitare la relazione di guadagno che intercorre
tra i modi di ritardo multipala associati al rotore e le coppie di ritardo fornite
per la stabilizzazione del sistema (Tabella 3.7). In questo senso è stata quindi
determinata una relazione matriciale per la determinazione della matrice dei
guadagni Kpkb, cbq che andasse a legare le coordinate multipala ξ0, ξC , ξS e
ξN{2 con le coppie di ritardo espresse nel sistema di riferimento non rotante.
Viene riportata l'espressione formale delle coppie fornite nel sistema di ri-
ferimento non rotante del rotore grazie alla relazione che intercorre tra la
rotazione e la velocità angolare di ritardo di ciascuna pala e le coordinate
multipala per il caso di rotore quadripala.

ξi � ξ0 � ξC1 cosψi � ξS1 sinψi � ξN{2p�1qi; ψi � Ωt�
2πi

N
ξR � TptqξNR (3.14)

ξR � ṪptqξNR �Tptqξ̇NR (3.15)

CNR � Tptq�1CR � �Tptq�1KR
b ξ

R �Tptq�1CR
b ξ̇

R (3.16)

da cui

CNR � �pTptq�1KbTptq �Tptq�1CbṪptqqξNR �

�Tptq�1CbTptqξ̇R �

� �KNR
b ξNR �CNR

b ξ̇NR (3.17)

Avendo e�ettuato l'ipotesi di rotore isotropo, ovvero avente caratteristiche
elastoviscose uguali per gli smorzatori di ciascuna pala, si avrà non solo
che le matrici KR

b e CR
b risultano essere praticamente diagonali ma che il

contributo delle matrici di guadagno su rotazioni e velocità angolari di ritardo
nel sistema di riferimento non rotante è tempo invariante.
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3.1.7 I servo-attuatori

A seguito dell'imposizione da parte del pilota di un comando durante
una determinata missione, per poter raggiungere la condizione desiderata
del velivolo, ovvero garantirne la manovrabilità, deve esistere una catena di
comando articolata in modo da tradurre lo spostamento della barra di co-
mando in forza/coppia di attuazione. In questo modo, viene innescato il
moto delle super�ci aerodinamiche per la generazione della forza/coppia ne-
cessaria al soddisfacimento della richiesta del pilota. Sostanzialmente occorre
conoscere:

- il comando di riferimento δc e la funzione di trasferimento che ne
permetta la realizzazione;

- l'impedenza dinamica che lega la forza/coppia generalizzata di rea-
zione Mc al movimento relativo δ tra condizione attuale e condizione
richiesta.

Nelle Figure 3.12 si mostra la collocazione sia per il rotore principale che
per il rotore di coda dei 4 servo-attuatori introdotti nel modello MASST; in
questo caso il grado di libertà ad essi associato risulta essere l'allungamento
del pistone idraulico, ossia lo scostamento relativo tra il nodo di collegamento
del servo-comando sulla fusoliera in blu e il nodo di collegamento sul rotore
in corrispondenza del piatto oscillante �sso in verde (Figura 3.13).

(a) Rotore principale. (b) Rotore di coda

Figura 3.12: Collocazione nel modello MASST dei servoattuatori.
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Figura 3.13: Schema dell'assieme del rotore [1].

A questo punto è possibile introdurre la dinamica dei 4 servoattuatori
considerati uguali per ogni grado di libertà δi attraverso il contributo della
funzione di trasferimento associata alla dinamica della catena di comando
HδB2S e alla cedevolezza della reazione ottenuta HM dell'attuatore.

δ � Hδδ̂c �HMMc � HδB2Sδc �HMMc (3.18)

in cui δ̂c � t∆x1,∆x2,∆x3,∆x4u sono gli allungamenti dei servoattuatori.
É necessario ricostruire la catena cinematica di comando grazie alla cono-

scenza della geometria del piatto del rotore in modo da determinare il legame
che intercorre tra gli allungamenti δ̂c e i comandi ciclici e collettivi δc imposti
dall'inclinazione del piatto stesso.

δ̂c �

$''&
''%

∆x1

∆x2

∆x3

∆x4

,//.
//- �

����
xl r xl

dl
cos 60� � αl r xl

dl
sin 60� � αl 0

xl r xl
dl

cos 120� � αl r xl
dl

sin 120� � αl 0

xl r xl
dl

cos 180� � αl r xl
dl

sin 180� � αl 0

0 0 0 B2STR

����
$''&
''%

θMR
0

θMR
1

θMR
2

θTR0

,//.
//- � B2Sδc

Per quanto concerne, invece, le funzioni di trasferimento nella (3.18), con-
siderando la banda passante del sistema dell'elicottero e sulla base di velivoli
della medesima classe è stata selezionata una cedevolezza statica costante
per HM e una funzione del secondo ordine per la dinamica di trasmissione
del comando che presentasse due poli in alta frequenza, uno a w1 � 10 Hz e
uno a w2 � 60 Hz.

Hδ �
w1

s� w1

w2

s� w2

HM � F �
1

K
(3.19)
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Si riportano in Figura 3.14 i diagrammi di bode di ampiezza e fase delle
funzioni di trasferimento adottate per la modellazione dei servo-comandi3.

Figura 3.14: Ampiezza e fase delle funzioni di trasferimento caratteristiche
dei servo-attuatori.

Il termine Mc nella (3.18) rappresenta le forze di controllo che vengono
generate dall'FCS riportato precedentemente nella Tabella 3.7; in questo mo-
do, non solo è possibile sostituireMc nelle equazioni aeroelastiche del velivolo
inglobando così la dinamica dei servoattuatori nel sistema complessivo ma,
dal punto di vista del sistema di controllo signi�ca che è possibile controrea-
zionare l'uscita della velocità angolare di rollio con l'ingresso nel sistema di
un ciclico laterale imposto dal pilota.

δc � HFCSp

HFCS � B2S~1KFCSe
jωTFCS

in cui ~1 � t0, 1, 0, 0uT , in quanto si desidera imporre proprio un comando
ciclico laterale al rotore.

3Ragionevolmente sono stati utilizzati gli stessi servo-attuatori sia per i tre presenti sul
rotore principale che per quello del rotore di coda.
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Dal punto di vista della modellazione l'approccio di assemblaggio tra
fusoliera, rotori e servo-attuatori sfrutta ancora una volta una procedura
riconducibile a quella di Craig-Bampton citato precedentemente; infatti, la
condensazione dei vari modelli è stata e�ettuata grazie alla determinazione
dei modi di vincolo dei servo-attuatori imponendo per ciascuno di essi un
allungamento unitario e mantenendo bloccati i restanti gradi di libertà.

3.2 Modello agli stati

Grazie a MASST, viene fatta una ricostruzione del modello aeroelastico
agli stati ottenendo il sistema strettamente proprio nella forma generica4:

ẋae � Aaexae � rBξ Bθstuξ δcu
T

y � pCξ �Cpqxae

In particolare, come accennato precedentemente, sono stati previsti due dif-
ferenti modelli in tempo: uno ridotto a 12 gradi di libertà utilizzato per le
analisi ed uno di dimensioni maggiori a 28 gradi di libertà per la veri�ca.
Si distinguono, pertanto nella Tabella seguente i due di�erenti casi trattati,
evidenziando che per il modello di veri�ca sono stati introdotti anche i gradi
di libertà del rotore principale in coordinate multipala associati al �appeggio
rigido ed elastico e alla torsione delle pale sia rigida che elastica.
In questo modo è possibile veri�care l'in�uenza sulla stabilità robusta alla
ground resonance dell'accoppiamento �appeggio-ritardo e ritardo-variazione
passo.

4Si ricorda che il sistema di controllo �ttizio per la modellazione del rotore di coda
non viene considerato come tale bensì è stato inglobato all'interno della matrice Aae in
corrispondenza del passo collettivo del rotore di coda.
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Modello ridotto Modello di veri�ca

Airframe x, y, z, ϕ, ϑ, ψ x, y, z, ϕ, ϑ, ψ

Rotore
xr, yr, zr, ϕr, ϑr, ψr, ξ

NR,
xr, yr, zr, ϕr, ϑr, ψr, ξ

NR βNR
r ,βNR

e

ϑr
NR,ϑe

NR

Servo-comandi
θMR

0 , θMR
1 , θMR

2 , θTR0 θMR
0 , θMR

1 , θMR
2 , θTR0ciclici e collettivi

Uscite ξNR, ξ̇NR, p ξNR, ξ̇NR, p

Ingressi CNR, δc CNR, δc

Tabella 3.8: Modello ridotto e modello di veri�ca del Puma IAR 330.

3.3 Analisi di stabilità robusta

In questo paragrafo vengono riportati i passi successivi che hanno portato
alla determinazione dei margini di stabilità robusta del sistema dinamico
associato al problema della ground resonance per il Puma IAR 330.

In primo luogo, sono stati selezionati 4 parametri di progetto che potreb-
bero essere a�etti da una possibile incertezza, mentre successivamente, dopo
aver appurato la stabilità del sistema nominale, si è costruita la cosiddetta
struttura N �∆ del sistema agli stati. Pertanto, dopo aver isolato il sistema
nominale dall'azione delle incertezze contenute esclusivamente nella matrice
∆, si è e�ettuata una µ-Analisi e un'analisi robusta secondo il criterio genera-
lizzato di Nyquist focalizzando l'attenzione, da un lato sui limiti forniti dalle
incertezze strutturate del primo metodo e dall'altro andando a localizzare
i valori ammissibili dei parametri nello spazio delle possibili incertezze non
strutturate. In�ne, come ulteriore scopo della trattazione si è ispezionata la
sensibilità dei risultati ottenuti rispetto alla trazione agente sull'elicottero a
terra, andando a confrontare la robustezza di 3 di�erenti modelli generati
(nominale con T = 0 %, con T = 45% e T = 75%).

3.3.1 De�nizione delle incertezze di modello

Come visualizzato precedentemente, il dimensionamento degli smorzatori
di ritardo per la tutela del velivolo rispetto al fenomeno della ground reso-
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nance assume un'importanza primaria; inoltre, è possibile che in particolari
situazioni il �ight control system dell'elicottero vada ad in�uenzare il com-
portamento dinamico del velivolo a terra.
Ad esempio, in alcuni casi risulta essere necessario inserire a posteriore un
�ltro per il controllore in grado di rigettare quella determinata frequenza
che genera una critica interazione con la dinamica del velivolo (Notch �lter).
Tuttavia, in questi casi, la presenza di un �ltro di questa tipologia va inevita-
bilmente a degradare le prestazioni globali del sistema di controllo in quando
nella realtà non è possibile escludere solo una determinata frequenza senza
introdurre un certo ritardo più o meno signi�cativo su tutte le altre.
Per tali ragioni, si è deciso di ispezionare attraverso tecniche di analisi robu-
sta l'e�etto della presenza di incertezza sul guadagno e sul ritardo dell'FCS,
favorendo la possibilità sin dalle fasi preliminare del progetto di localizzare
eventuali bande critiche di frequenza, evitando l'inserimento a posteriori di
un �ltraggio di tipo notch.

Analogamente a quanto fatto per il rotore sempli�cato a 4 gradi di li-
bertà, vengono scelti come parametri incerti del modello le caratteristiche
elastoviscose degli smorzatori di ritardo presenti nel modello CAMRAD/JA
di rotore. Successivamente, per quanti�care l'e�etto di un eventuale FCS si
considerano incerti anche il relativo guadagno e ritardo.
L'intervallo di variabilità di kb e cb è stabilito dalle seguenti relazioni:

kb � kNb

�
1�

δkb
kNb



in cui δ1 �

δkb
kNb

� r�100%, 100%s (3.20)

cb � cNb

�
1�

δcb
cNb



in cui δ2 �

δcb
cNb

� r�100%, 100%s (3.21)

Per quanto concerne invece il limite dell'FCS si è scelto ragionevolmente in
senso conservativo una variazione massima del guadagno pari a �2; mentre
per quanto riguarda l'incertezza sul ritardo si fa riferimento agli articoli [21],
[8], in cui viene illustrato attraverso l'istogramma riportato in Figura 3.15 e
lo schema in Figura 3.16 le cause di ritardo del sistema di controllo.
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Figura 3.15: Istogramma dei tempi di aggiornamento e ritardo dell'FCS.

Figura 3.16: Schema per la de�nizione del ritardo complessivo dell'FCS.

Pertanto alla luce dei vari tempi necessari all'FCS per stabilizzare il volo
sono stati scelti come limite di variazione dei due parametri incerti i seguenti:

KFCS � KN
FCS

�
1�

δKFCS

KN
FCS



in cui δ3 �

δKFCS

KN
FCS

� r�2, 2s (3.22)

TFCS � TNFCS

�
1�

δTFCS
TNFCS



in cui δ4 �

δTFCS
TNFCS

� r0, 0.5s s (3.23)

Avendo predisposto la modellazione dell'elicottero in modo che le incertezze
ricadessero esclusivamente nei vari sistemi di controllo, la scelta più conve-
niente dal punto di vista implementativo è quella di considerare l'apporto di
incertezze del sistema come una perturbazione agente sugli ingressi attraver-
so un incertezza di tipo parametrico. É nota la natura e l'ordine del modello
del sistema ma le proprietà p � tkb, cbKFCS, TFCSu

T presentano una parti-
colare variabilità percentuale rp∆ contenuta in un intorno del relativo valore
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nominale p̄.

pi � p̄p1� rp∆q

rp∆ �
pmax � pmin
pmax � pmin

∆, in cui ∆ ¤ 1

Lo schema esempli�cativo è riportato in Figura 3.17; per la pesatura della
perturbazione, in questo caso viene introdotta direttamente dall'architettura
lineare del sistema.

Figura 3.17: Schema per l'introduzione della perturbazione.

Se vengono considerate solo due incertezze viene chiusa la linea di addi-
zione della perturbazione dell'FCS ritenendo nulli i termini δKFCS e δTFCS.

A di�erenza di quanto fatto precedentemente col modello sempli�cato
dell'elicottero, non è conveniente andare ad esplicitare il contributo della
perturbazione parametrica sulla matrice degli stati Aae in quanto i processi
che portano alla determinazione delle struttureN�∆ eM�∆ per la µ-Analisi
passano attraverso LFT numeriche.

3.3.2 Criterio Generalizzato di Nyquist con FCS

La procedura per il trattamento del caso di due incertezze sugli smorzatori
è del tutto analoga a quella utilizzata per il rotore dell'Hammond, pertanto
si fa riferimento al paragrafo 2.2.4 a pag. 35.

Per quanto concerne invece la modellazione delle 4 incertezze compren-
denti anche il sistema di controllo FCS, si mostra la matrice di perturbazione
nominale del sistema e la variazione rispetto alla condizione di riferimento.
Per sempli�care la trattazione si è considerata la perturbazione dell'FCS
KFCSe

jωTFCS come parte reale ReFCS e immaginaria ImFCS.
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∆0 �
Nb
2

������
kNb � jωcNb 0 0 0 0

0 kNb � jωcNb ΩcNb 0 0
0 �ΩcNb kNb � jωcNb 0 0
0 0 0 kNb � jωcNb 0
0 0 0 0 0

������ ;

δ∆ � Nb
2

������
δkb � jωδcb 0 0 0 0

0 δkb � jωδcb Ωδcb 0 0
0 �Ωδcb δkb � jωδcb 0 0
0 0 0 δkb � jωδcb 0

0 0 0 0 2
Nb

B2S1̃pδReFCS � δImFCSq

������

Si ricorda quindi l'espressione del guadagno generalizzato come distanza
tra la funzione di trasferimento di ciascun anello Lipjωq e il punto -1 lungo
la relativa congiungente sul piano complesso.

ρipωqe
jθi � �pλipL0pjωqq � 1q � uipωq

TMpjωqδ∆pjωqvipωq (3.24)

Una volta veri�cata la condizione di limite di stabilità si cercano nello spazio
delle possibili incertezze i valori ammissibili per ciascun parametro impo-
stando come in precedenza un sistema lineare che assume, in questo caso, la
forma seguente:

K̃b �

�
14�4 04�1

04�4 04�1

�
; C̃b �

�
Ω̃ 04�1

04�4 04�1

�
; C̃L �

�
04�4 04�1

04�4 B2S1̃

�
;

�
ui
TMK̃bvi jωui

TMK̃bvi � Ωui
TMC̃bvi 0 0

0 0 ui
TMC̃Lvi jui

TMC̃Lvi

�$''&
''%

δkb
δcb

δReFCS
δImFCS

,//.
//- �

 
ρie

jθi
(

Valutando la parte reale e quella immaginaria di ciascuna equazione si
procede sia con la tecnica dei valori esterni delle incertezze sull'FCS che im-
postando un'ottimizzazione per la minimizzazione dello scostamento rispet-
to al sistema nominale delle caratteristiche elastoviscose degli smorzatori di
ritardo5.

5Per maggior chiarezza si veda l'impostazione di tale procedura illustrata a pag. 39.
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3.4 Risultati ottenuti

3.4.1 Stabilità nominale

Condizione necessaria allo studio della robustezza del sistema è garan-
tire la stabilità nominale di quest'ultimo, pertanto si riporta l'andamento
della parte reale e della parte immaginaria degli autovalori del sistema nor-
malizzati rispetto alla velocità di regime Ω. In particolare, tali analisi sono
state condotte senza smorzamento fornito dagli smorzatori nelle Figure 3.18
e 3.19, mentre con smorzamento nominale nelle Figure 3.20 e 3.21. Si nota
come nel caso non smorzato esista un'interazione tra il modo di rollio della
fusoliera e la regressiva di ritardo; infatti nell'intervallo di frequenze tra il 60
% e il 80 % della Ω lo smorzamento diventa positivo, sintomo dell'insorgere
dell'instabilità aeromeccanica di ground resonace.

Figura 3.18: Andamento della parte reale degli autovalori del sistema (cb �
0).

97



Capitolo 3

Figura 3.19: Andamento della parte immaginaria degli autovalori del sistema
(cb � 0).

Figura 3.20: Andamento della parte reale degli autovalori del sistema (cb �
cNb ).
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Figura 3.21: Andamento della parte immaginaria degli autovalori del sistema
(cb � cNb ).

Va sottolineato che alle basse frequenze, nell'intorno del 23 % di Ω i modi
di spostamento longitudinale e laterale x ed y della macchina presentano uno
smorzamento positivo se pur molto contenuto.
É stato deciso di non tenere in considerazione questa possibile instabilità
in quanto essa rappresenta una condizione operativa molto improbabile per
il velivolo, poichè nella fase di avviamento della macchina tale situazione
viene immediatamente superata. In questo modo prima che si inneschi il
meccanismo di instabilità la frequenza critica viene scavalcata e il rotore, in
condizioni nominali di funzionamento si colloca operativamente in velocità
di rotazione che non comportano mai l'insorgere di risonanza al suolo.
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3.4.2 Curve limite GNC e µ-Analisi

Dapprima si mostra nelle Figure 2.12 e 2.13 l'andamento del guadagno ge-
neralizzato per ogni anello chiuso del sistema; secondo il GNC, la condizione
limite di stabilità viene raggiunta se viene violata la seguente disuguaglianza:

|λipL0pjωqq � 1| ¡ |uipωq
TMpjωqδ∆pjωqvipωq|, @ω, @i (3.25)

Pertanto, viene visualizzato a livello gra�co sia per tutte le frequenze di
interesse in Figura 3.24, che per la banda di maggior interesse per la ground
resonance (tra 70% e 85 % della 1 per giro) in Figura 3.25, la veri�ca del
soddisfacimento della (3.25).

Figura 3.22: Guadagno generalizzato per gli anelli LξC pjωq e LξSpjωq (2
incertezze).
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Figura 3.23: Guadagno generalizzato per gli anelli LξC pjωq e LξSpjωq (4
incertezze).

Figura 3.24: Condizione limite di stabilità per gli anelli LξC pjωq e LξSpjωq.
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Figura 3.25: Particolare della condizione limite di stabilità per gli anelli
LξC pjωq e LξSpjωq.

Risolvendo il sistema lineare (3.24) si ottengono il limiti �sici ammissibili
per le incertezze sulle caratteristiche elastoviscose degli smorzatori di ritardo;
se ne riportano gli andamenti in Figura 3.26 e 3.27, rispettivamente sul piano
∆kb � ∆cb e in funzione della banda di frequenze normalizzate di interesse.
I risultati mostrano come il punto di progetto sia ben collocato all'interno
della regione di stabilità tracciata dalle curve limite, inoltre, si evidenzia co-
me l'apporto di smorzamento utile alla stabilizzazione sia complessivamente
basso ad eccezione dell'intorno dell'85% della 1 per giro in cui a causa della
possibilità di ground resonance si ha un aumento di ∆cb necessario.

102



Stabilità robusta della Ground Resonance: Puma IAR 330

Figura 3.26: Andamento dei parametri incerti al limite di stabilità e con
margine km � 15% (2 incertezze).

Figura 3.27: Andamento dei parametri incerti al limite di stabilità in funzione
della frequenza (2 incertezze).
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Figura 3.28: Andamento dei parametri incerti al limite di stabilità in funzione
della frequenza (4 incertezze).

Figura 3.29: Confronto delle curve limite ∆kb�∆cb per GNC e µ-Analisi (2
incertezze).
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I risultati della µ-Analisi sono in accordo con quelli del GNC come mo-
strato dal confronto riportato nella Figura 3.29 per 2 incertezze e nella 3.30
nel caso di 4 incertezze.

Figura 3.30: Confronto delle curve limite ∆kb�∆cb per GNC e µ-Analisi (4
incertezze).

Allo stesso modo, si mostra in Figura 3.31 il modulo limite per l'eventuale
FCS; si riscontra che alle basse frequenze, il sistema è in grado di sopportare
ampi guadagni dell'FCS è un ritardo massimo di 0.5 s senza incappare mai
in ground resonance.
La permanenza di KFCS � 2 per il metodo dei valori esterni signi�ca che
il guadagno per il caso del GNC non è vincolante dal punto di vista della
stabilità al di fuori dell'intervallo critico tra 80% e 85% della 1 per giro. In-
fatti, anche tramite l'ottimizzazione e la µ-Analisi si nota come il guadagno
del sistema di controllo può essere maggiore di 2 per la maggior parte delle
frequenze e al limite 1.14 in corrispondenza della banda di interesse della
ground resonance. Per quanto riguarda il ritardo, invece il comportmento
è di�erente in quanto il sistema è in grado di sopportare per ogni frequen-
za considerata il ritardo massimo imposto pari a 0.5 s, in quanto anche se
l'FCS introducesse un aumento di fase questo non comporterebbe l'insorgere
dell'instabilità.
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Figura 3.31: Modulo limite dell'FCS.

Va evidenziato che, nell'ambito della progettazione preliminare del siste-
ma di controllo del volo, avere a disposizione dei limiti in termini di modulo
e fase della funzione di trasferimento ad esso associata può essere molto utile
per e�ettuarne una progettazione più mirata e robusta.

3.4.3 Margini di stabilità robusta

Vengono esposti nei paragra� seguenti i risultati ottenuti in termini di
valori limite di incertezza, frequenza critica del sistema e margini di stabilità.

à 2 incertezze pδkb, δcbq: �100%
Per quanto concerne l'andamento delle variazione dei parametri rispet-
to al valore nominale in funzione della frequenza si riportano in Figura
3.32 i valori limite determinati attraverso il calcolo di µ. Si nota che,
concordemente con quanto ottenuto attraverso lo studio sempli�cato
del rotore dell'Hammond, alle basse frequenze si ha che a fronte di
una variazione �no a 12 volte in più rispetto a valore nominale della
rigidezza centrifuga delle pale, è necessario un quantitativo limitato di
smorzamento per la stabilizzazione. Al contrario, alle alte frequenze i
valori di rigidezza e smorzamenti raggiungono i limiti �sici in 2 condi-
zioni particolarmente critiche per il fenomeno della ground resonance,
ovvero in prossimità della 1 per giro e nell'intorno dell'80% di quest'ul-
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tima. In questo caso l'apporto di smorzamento deve essere maggiore
per evitare di incappare in un'instabilità del sistema.

Figura 3.32: Variazioni dei parametri incerti ∆kb e ∆cb.

Avendo normalizzato la matrice diagonale delle incertezze si ha che
σ̄p∆q ¤ 1 e quindi la stabilità robusta risulta essere violata diretta-
mente quando il valore di µ attraversa il limite 1. Come mostrato dalla
Figura 3.33, µ assume valori superiori a quello unitario tra il 60 % e
l'87 % della 1 per giro; la frequenza critica per la ground resonance si
trova al ω � 24.10 rad/s = 85.22 % Ω. Per tale valore è possibile de-
terminare in base al margine di stabilità, gli scostamenti normalizzati
dalla condizione nominale che comportano l'insorgere dell'instabilità:

∆kb � �77.55%

∆cb � �77.55%
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Figura 3.33: Limite inferiore e superiore di µ con 2 incertezze.

Si ricorda che i risultati sono stati ottenuti introducendo una percen-
tuale di complessità alla perturbazione sul sistema; in questo modo si
garantisce la continuità di µ e il margine determinato tende a quello del
sistema reale al tendere a zero della perturbazione complessa introdotta
[23].

Si evidenziano in Figura 3.34, i valori di frequenza destabilizzante
e minimo margine del sistema per confermare il valore di incertezza
normalizzata determinato al di sopra del quale si avrebbe l'insorgere
dell'instabilità.
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Figura 3.34: Margine di stabilità km del sistema con 2 incertezze.

à 4 incertezze: pδkb, δcbq: �100%; δKFCS : r0,2s, δTFCS : r0,0.5 ss

Analogamente al caso precedente, si sono imposte delle incertezze sul
guadagno e sulla fase dell'FCS; come visibile dalla Figura 3.35 esiste
un intervallo di frequenze in cui il sistema non è stabile in senso robu-
sto in quanto µ supera il valore unitario, in particolar modo, facendo
riferimento al valore del margine di stabilità limite riportato in Figura
3.36, si mostrano di seguito la combinazione di incertezze limite che il
sistema è in grado di sopportare senza incappare in nessuna ω in una
condizione di instabilità dinamica:

∆KFCS � �1.14

∆TFCS � �0.5

∆kb � �77.55%

∆cb � �77.55%
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Figura 3.35: Limite inferiore e superiore di µ con 4 incertezze.

Figura 3.36: Margine di stabilità km del sistema con 4 incertezze.
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3.4.4 Sensibilità rispetto alla Trazione

Come esposto nei paragra� precedenti sono stati generati 3 di�erenti mo-
delli del velivolo in cui si è fatto variare sia per la fusoliera che per il rotore
il valore della trazione T . In particolare sono state correlate le frequenze
proprie della fusoliera e i parametri di trimmaggio del rotore sulla base di
T � t0%, 40%, 75%uW . Tali valori corrispondono ad un weight on wheels di
t100%, 60%, 25%uW .

I risultati della µ-Analisi e della trattazione secondo GNC sono approssi-
mativamente i medesimi pertanto si mostrano esclusivamente quelli associati
alla µ-Analisi sia in termini di incertezze limite in Figure 3.37 che di margini
di stabilità robusta nella 3.38.

Figura 3.37: Incertezze limite di stabilità al variare della trazione.

Si nota come la presenza della trazione tende ad aumentare la regione di
stabilità delimitata dalla curva limite sul piano ∆kb � ∆cb sia per 2 che per
4 incertezze. Inoltre, si riportano i massimi scostamenti dai valori nominali
sopportabili dal sistema senza giungere ad instabilità nella Tabella 3.9.
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Figura 3.38: Margini di stabilità robusta al variare della trazione.

2 incertezze T � 0%W T � 40%W T � 75%W

∆kb -77.55 % -80.23 % -77.10 %
∆cb -77.55 % -79.67 % -74.01 %

4 incertezze T � 0%W T � 40%W T � 75%W

∆kb -77.55 % -80.23 % -77.10 %
∆cb -77.55 % -79.67 % -74.01 %

∆KFCS 1.14 1.13 1.13
∆TFCS 0.5 s 0.5 s 0.5 s

Tabella 3.9: Massime incertezze ammissibili al variare di T.
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Sia dai gra�ci che dai valori numerici sopra riportati si nota che per il
guadagno e il ritardo dell'FCS non ci sono sostanziali di�erenze. Per quan-
to concerne le caratteristiche elastoviscose degli smorzatori si ha che per
T � 40%W la rigidezza e lo smorzamento richiesti per la stbilizzazione in
qualsiasi frequenza sono più piccoli del 3% rispetto a T � 0%W ; pertanto,
lo scarico inerziale che produce una diminuzione del weight on wheels favo-
risce la stabilità del sistema. Tuttavia ciò non è completamente applicabile
per T � 75%W , in quanto, indubbiamente la regione di stabilità aumenta
notevolemente (Figura 3.37), ma esiste un range di frequenza assimilabile tra
il 75% e l'85% della 1 per giro in cui la richiesta di smorzamento aumenta
determinando dei requisiti di progetto più restringenti.

3.4.5 Modello di veri�ca

Al �ne di meglio quali�care la dinamica del velivolo a terra si è deciso
di condurre un'analisi di veri�ca dei risultati ottenuti, che prevedesse una
µ-Analisi introducendo i gradi di libertà rigidi ed elastici di �appeggio e va-
riazione passo.
In questo modo sii è voluto quanti�care l'e�etto dell'accoppiamento inevita-
bile che esiste tra �appeggio-ritardo e ritardo-variazione passo. In generale,
questo fenomeno, legato principalmente alla cinematica ed alla struttura del
rotore articolato del velivolo, viene trascurato in fase di progettazione degli
smorzatori per la ground resonance.
Per l'analisi viene sfruttato il modello riportato nella Tabella 3.8 a pag. 92.
Come mostrato in Figura 3.39, i modi di �appeggio e variazione passo ri-
gidi ed elastici, contribuiscono signi�cativamente sulla rigidezza di ritardo
ammissibile; in particolare si ha che la regione di stabilità viene ridotta a
causa di una richiesta di una maggior kb. Il punto di progetto rimane in ogni
caso ben collocato ma, avendo constatato questo e�etto sul sistema, sarebbe
opportuno inserire una rigidezza positiva di precarico sullo smorzatore in mo-
do da avere la certezza di evitare ground resonance per qualsiasi condizione
operativa.
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Figura 3.39: Parametri limite del modello di veri�ca.

In questo caso gli scostamenti dei parametri limite per evitare instabilità
devono essere maggiori dei seguenti:

∆kb � �22.50% (3.26)

∆cb � �13.42% (3.27)

Per validare la presenza del ginocchio della curva limite si eseguono tre ana-
lisi nel tempo utilizzando i parametri riportati in Figura 3.40 ponendosi al
di sopra e al di sotto del limite imposto sia dalla µ-Analisi che dal GNC.
Nelle Figure 3.41, 3.42 e 3.43 si mostra come un eccessivo apporto di smor-
zamento associato al modo di ritardo di ciascuna pala porta in presenza del
�appeggio e della torsione ad una risposta divergente nel tempo.
Al contrario, immettendo uno smorzamento tale da rientrare nella regione di
stabilità dello spazio delle incertezze ∆kb � ∆cb, le oscillazioni del moto di
ritardo vengono smorzate nel tempo sino al raggiungimento della condizio-
ne di regime, sia entro la regione del GNC che entro quella della µ-Analisi
(Figure 3.45 e 3.46).
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Figura 3.40: Parametri limite del modello di veri�ca per validare il limite di
stabilità.

Figura 3.41: Risposta nel tempo con parametri al di sopra del 2% della curva
limite del GNC.
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Figura 3.42: Risposta nel tempo con parametri al di sopra del 52% della
curva limite del GNC.

Figura 3.43: Risposta nel tempo con parametri al di sopra del 1% della curva
limite della µ-Analisi.
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Figura 3.44: Risposta nel tempo con parametri al di sotto del 5% della curva
limite del GNC.

Figura 3.45: Risposta nel tempo con parametri al di sotto del 40% della
curva limite della µ-Analisi.
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Figura 3.46: Risposta nel tempo con parametri al di sotto del 55% della
curva limite della µ-Analisi.
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Analisi robusta dei sistemi LTV

4.1 Studio delle non linearità dei sistemi dina-

mici: le Funzioni Descrittive

Come largamente trattato in [4], la funzione descrittiva è una linearizza-
zione di un elemento non lineare soggetto ad un ingresso arbitrario. La for-
ma di quest'ultima viene assunta a priori facendo riferimento a tre principali
macro gruppi di classi�cazione degli ingressi:

- Bias : una possibile componente costante nell'ingresso dovuta alla pro-
pagazione all'interno dell'anello di un bias dell'uscita contenuto nel
blocco non lineare, oppure, un errore di accumulo dovuto a integratori
contenuti nella parte lineare del sistema;

- Sinusoidale: qualsiasi segnale periodico contenuto all'interno del siste-
ma tende a mostrarsi come sinusoide per �ltraggio della parte lineare
o per propagazione attraverso la non linearità;

- Processo Gaussiano: la presenza di segnali non deterministici con den-
sità spettrale di potenza �nita tende a ripresentarsi all'ingresso del
blocco non lineare come processi di tipo gaussiano.

In Figura 4.1, viene illustrato uno schema rappresentativo della possibile
approssimazione quasi-lineare che si adotta per valutare il comportamento
del sistema in presenza di non linearità.
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Figura 4.1: Schema generale per l'approssimazione di non linearità del
sistema [4].

Lo scopo della sintesi di una adeguata funzione descrittiva è quello di
generare un'opportuna operazione di �ltraggio dinamico sull'ingresso sinu-
soidale/bias/random del sistema, in modo da ottenere un guadagno statico,
lineare, complesso equivalente.
In generale, è possibile ottenere una funzione di pesatura per il �ltro tra-
mite un approccio ai minimi quadrati che abbatta l'errore di ricostruzione
dell'uscita.

eptq � yaptq � yptq (4.1)

Tramite semplici operazioni riportate in [4], si giunge all'espressione generale
della funzione di trasferimento del �ltro:» 8

0

w0ipτ2qφiipτ1 � τ2qdτ2 � �yptqxipt� τ1q, τ1 ¥ 0, i � 1, ..., Ni (4.2)

in cui φiipτq è l'autocorrelazione degli Ni ingressi xiptq.
Per quanto concerne il caso in esame di ingressi armonici se ne presuppone
una struttura sinusoidale con sfasamento θ e residuo del segnale xrptq:

xiptq � A sinpω0t� θq � xrptq (4.3)
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Sviluppando i calcoli nella (4.2), grazie al teorema del campionamento del-
la delta di dirac, si ottiene l'espressione della funzione di trasferimento del
�ltraggio della non linearità del sistema; si tratta appunto della funzione
descrittiva per ingressi sinusoidali.

nApτ2q �
2

A
�yp0q sin θδpτ2q �

2

Aω0

�yp0q cos θδ̇pτ2q

In generale, considerando l'ingresso non lineare ypxptq, ẋptqq, è possibile espli-
citare la funzione descrittiva in termini di funzione di trasferimento pro-
porzionale derivativa da applicare allo stato del sistema in esame (ψ �
ω0t).

NA � np � jnq (4.4)

np �
2

A
�yp0q sin θ �

1

Aπ

» 2π

0

ypA sinψ,Aω0 cosψq sinψdψ (4.5)

nq �
2

A
�yp0q cos θ �

1

Aπ

» 2π

0

ypA sinψ,Aω0 cosψq cosψdψ (4.6)

ypxptq, ẋptqq �

�
nppA, ω0q �

nqpA, ω0q

ω0

s

�
x � NApA, ω0qx (4.7)

Il caso di forzanti sinusoidali applicate al sistema è rappresentato in Figu-
ra 4.2; esso è sicuramente quello più signi�cativo per questa trattazione in
quanto come verrà largamente illustrato in seguito, una caratteristica prin-
cipale dei sistemi dinamici associati a velivoli ad ala rotante è sicuramente
la periodicità della soluzione.
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Figura 4.2: Schema della funzione descrittiva per ingresso sinusoidale [4].

In letteratura esistono svariati esempi di utilizzo di una funzione descrit-
tiva per ingresso sinusoidale (SIDF); in particolare in [7], [18], [6] lo scopo
principale è quello di caratterizzare il comportamento di un sistema non linea-
re in termini di progettazione di controllori o studio delle possibili soluzioni di
ciclo limite. Quest'ultima applicazione è certamente fondamentale per quan-
to concerne lo studio e il progetto dell'elicottero, in quanto, un'opportuna
conoscenza delle possibili soluzioni di ciclo limite permette di determinare
le eventuali sollecitazioni a fatica dei vari componenti installati. Duran-
te i capitoli successivi si cercherà pertanto di a�rontare il problema della
determinazione dei limiti di stabilità del sistema attraverso un utilizzo con-
giunto, da un lato delle funzioni descrittive per ottenere un approssimazione
quasi-lineare del sistema, e dall'altro della µ-Analisi per stabilire il range di
possibile variazione di alcuni parametri di modello per evitare o contenere le
soluzioni di ciclo limite.
Al �ne di acquisire una su�ciente con�denza con le tecniche sopra descrit-
te, è stato analizzato il caso sempli�cato SISO dell'equazione di Mathieu,
riportato nel Capitolo B dell'appendice.
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4.2 Analisi robusta della rottura dello smorza-

tore di ritardo

Dopo aver appurato l'e�cacia dell'analisi dei sistemi non lineari SISO at-
traverso le funzioni descrittive, si procede valutandone l'applicazione al caso
MIMO dell'elicottero. La necessità di tale scelta operativa risiede sostanzial-
mente nella valutazione della ground resonance della macchina in presenza
di malfunzionamento o rottura di uno degli smorzatore di ritardo. Eviden-
temente, soprattutto per il rotore di elicottero il caso di maggior interesse è
caratterizzato da un ingresso di tipo sinusoidale con frequenza proporzionale
alla 1 per giro; ovvero la non linearità con cui opera la funzione descrittiva è
da intendersi come introduzione nel sistema di un elemento periodico.
In generale, le matrici di stato del sistema lineare del velivolo sono tempo
varianti, tuttavia viene operata una media sul giro dei relativi coe�cienti
che permette l'utilizzo di tecniche consolidate di analisi di stabilità e sintesi
dei controllori. Esistono delle particolari condizioni operative del velivolo,
come ad esempio in presenza di un rotore non isotropo, in cui l'operazione di
media sul giro non è più rappresentativa della �sica del sistema reale. Poiché
da normativa è necessario ispezionare le condizioni operative dell'elicotte-
ro valutate critiche e/o dimensionanti per la progettazione della macchina,
l'analisi con malfunzionamento o assenza di uno smorzatore di ritardo è un
requisito indispensabile alla stesura del progetto.
Nelle espressioni delle coppie di ritardo fornite dagli smorzatori nel riferimen-
to non rotante la dipendenza dal tempo permane sotto forma di non-linearità
armoniche che moltiplicano posizione e velocità di ciascun modo multipala
di ritardo.

CNR � �pTptq�1KbTptq �Tptq�1CbṪptqqξNR �

�Tptq�1CbTptqξ̇R �

� �KNR
b ptqξNR �CNR

b ptqξ̇NR

La modellazione e lo studio della stabilità della ground resonance di un elicot-
tero con rottura di uno degli smorzatori necessita inevitabilmente l'utilizzo
di simulazioni di risposta nel tempo o come previsto in [9] del metodo di Flo-
quet. Nel caso dell'elicottero sempli�cato il costo computazionale derivante
dalla scelta del corretto passo di integrazione per la determinazione della
matrice di transizione di Floquet e dal numero di gradi di libertà del sistema
non risulta essere particolarmente elevato. Tuttavia, nel caso di analisi di
stabilità di un velivolo completo come il Puma IAR 330 si potrebbe incorrere
in tempi di calcolo considerevoli.
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Da qui nasce l'esigenza di poter caratterizzare il comportamento di un si-
stema lineare tempo variante (LTV) con i medesimi approcci utilizzati in
precedenza per il caso tempo invariante (LTI). A tale scopo, isolando dal
sistema esclusivamente il contributo periodico degli smorzatori è necessario
ricorrere alla tecnica di quasi-linearizzazione delle funzioni descrittive per
determinare un equivalente LTI del modello privo di uno smorzatore. Nel
seguito si mostra come poter ottenere le matrici di funzioni descrittive con
ingresso sinusoidale per analizzare la robustezza della stabilità del sistema
al variare delle caratteristiche elastoviscose del singolo smorzatore non fun-
zionante. Analogamente, si e�ettua un'analisi robusta utile a determinare
quanto sia e�ettivamente possibile o necessario variare lo smorzamento e la
rigidezza nominali degli altri smorzatori operativi.

4.2.1 Funzione descrittiva per ingresso sinusoidale (SI-
DF MIMO)

La presenza della non linearità può essere sempre ritenuta come una per-
turbazione tempo variante del sistema nominale a coe�cienti costanti; come
precedentemente accennato, l'idea fondamentale alla base della tecnica del-
le funzioni descrittive e quella di replicare tale perturbazione LTV con un
termine di guadagno funzione della frequenza e dell'ampiezza dell'uscita del
sistema. Per la tipologia di problema in esame, come suggerito largamente
in [4], è opportuno ipotizzare che l'uscita di ritardo multipala assuma un
andamento assimilabile a quello di una sinusoide:

ξNRptq � ANR sin pωtq

Si tratta, pertanto, di andare a caratterizzare la dipendenza dal tempo at-
traverso una matrice di funzioni non lineari Fpt, ω,Ω,ANR, δki, δciq, in cui
con i si intende che l'i-esimo smorzatore di ritardo è mal funzionante o
danneggiato.

uptq � CNRptq � BKpkNb , c
N
b qCx� Fpt, ω,Ω,ANR, δki, δciqx

F � B
�
KNR

b ptq CNR
b ptq

�
Cx

ẋ � pA�BKpkNb , c
N
b qCqx� Fpt, ω,Ω,ANR, δki, δciqx

y � Cx
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Il caso dell'elicottero sempli�cato risulta essere molto signi�cativo in quanto,
grazie alle ridotte dimensioni del sistema è possibile condensare l'e�etto delle
funzioni descrittive esclusivamente sui gradi di libertà di ciclico coseno e cicli-
co seno. Per un velivolo completo, invece, occorre includere nella procedura
di calcolo anche i modi collettivo e gli eventuali reactionless.
Il vantaggio signi�cativo è rappresentato dalla possibilità di adottare per
qualsiasi elicottero una procedura analitica per la determinazione delle fun-
zioni descrittive, le quali saranno, �ssato il numero di pale uguali per tutti.
Sono state quindi sfruttate direttamente le espressioni derivanti dall'integra-
zione simbolica dell'uscita funzione dei parametri pωu,Ω,ANR, δki, δciq.

Per ogni elemento della matrice F si utilizzano le seguenti formule per la
determinazione delle funzioni descrittive:

NAkl � npkl � jnqkl , con pk, lq � 1, 2, 3, 4.

npkl �
ω

ANRk π

» 2π{w

0

FklpA
NR
l sinωt, ANRl ω cosωtq sinωtdt

npkl �
ω

ANRk π

» 2π{w

0

FklpA
NR
l sinωt, ANRl ω cosωtq cosωtdt

F � nppω,Ω,A
NR, δki, δciqξ

NR � jnqpω,Ω,A
NR, δki, δciqξ̇

NR (4.8)

Si sottolinea come le varie ampiezze dell'uscita, conoscendo gli autovalo-
ri e autovettori di ogni anello, possono essere parametrizzate con un uni-
ca ampiezza incognita A andando a scalare ciascuno stato con la relativa
componente dell'autovettore vi.

ANR � Av (4.9)

Inoltre, in questo caso in cui il comportamento dell'uscita viene assimilato a
quello di un'unica sinusoide di frequenza ω si ha che i termini delle funzioni
descrittive, così come era avvenuto per l'equazione di Mathieu con A sin pωtq
(Cap. B), perdono la dipendenza dal parametro dell'ampiezza divenendo
esclusivamente una funzione non lineare della frequenza dell'uscita e lineare
delle caratteristiche elastoviscose dello smorzatore non funzionante. Per que-
sto motivo è possibile per ogni anello del sistema evidenziare la dipendenza
dalla frequenza ω � ωu dell'uscita e dalla combinazione lineare della coppia
pδki, δciq dello smorzatore non funzionante.
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NApωu, δki, δciq � rKDFpωuq CDFpωuqs

"
δki
δci

*
� NApωuq∆i

4.2.2 Parametri limite di rottura

Ricorrendo alla notazione sfruttata nel paragrafo 2.2, si mostra in Figura
4.3 uno schema del modello dell'Hammond in presenza della perturbazione
LTV utile a capire come sia possibile sfruttare nuovamente la µ-Analisi e il
criterio generalizzato di Nyquist.

Figura 4.3: Diagramma a blocchi per la rappresentazione dell'incertezza LTV
dovuta al rotore non isotropo.

Dal calcolo e�ettuato nei Capitoli 2 e 3 per la valutazione della robu-
stezza della stabilità del sistema, è stato ricavato il guadagno generalizzato
come distanza al variare della frequenza tra la funzione di trasferimento in
anello chiuso, rappresentata da ciascun autovalore, e il punto p�1 � 0jq del
piano complesso. É evidente che se la parte lineare tempo variante dovuta
al malfunzionamento di uno smorzatore è vista come possibile perturbazione
agente sul sistema, sarà possibile valutare l'entità della variazione delle ca-
ratteristiche dello smorzatore che portano il sistema al limite di stabilità.
A tal �ne si impone che il guadagno generalizzato funzione di δki e δci egua-
gli quello determinato tramite analisi robusta facendo variare la possibile
frequenza dell'uscita ωu � Ω{n con N subarmoniche della 1 per giro.

ukpjωqMpjωqNApωu, δki, δciqvkpjωq � ρkpjωqe
jθkpjωq

@k, ωu �
Ω

n
, n � 1, ..., N (4.10)

Come e�ettuato nel paragrafo 2.2.4 per la determinazione delle incertezze li-
mite ammissibili per il sistema, si imposta un sistema lineare nelle incognite
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pδki, δciq valutando parte reale e immaginaria della relazione (4.10) per ogni
k-esimo anello.�

Repuk
TMpjωqKDFpωuqvkq Repuk

TMpjωqCDFpωuqvkq
Impuk

TMpjωqKDFpωuqvkq Impuk
TMpjωqCDFpωuqvkq

�"
δki
δci

*
�

"
ρk cos θk
ρk sin θk

*

Così facendo, �ssata la frequenza dell'uscite come subarmonica ωu si ot-
tengono delle curve limite nello spazio delle incertezze associate ad un unico
smorzatore in funzione della frequenza del sistema. Ovvero, è possibile quan-
ti�care con precisione il livello di smorzamento o rigidezza δci e δki necessario
alla stabilizzazione delle soluzione di ciclo limite alla frequenza ωu conside-
rata. Tale procedura disponibile sin dalle prime fasi di progettazione della
macchina, risulta essere indubbiamente un ottimo strumento per evitare de-
terminate condizioni di ciclo limite che potrebbero instaurarsi nel moto di
ritardo di ciascun pala, con evidenti implicazioni dal punto di vista della
sollecitazione a fatica degli smorzatori.

4.2.3 Risultati ottenuti: elicottero sempli�cato

Dopo aver mostrato le modalità per lo studio della stabilità in presenza
di malfunzionamento o rottura di un'unico smorzatore di ritardo, in questo
paragrafo si intende illustrare a livello quantitativo i risultati ottenuti dal-
l'azione congiunta di funzioni descrittive e tecniche di analisi della stabilità
robusta.
Si mostrano le curve limite dello smorzatore danneggiato in di�erenti con-
dizioni operative della macchina. La validazione di quanto ottenuto, come
fatto in precedenza si rifa al modello completamente periodico del velivolo
generato in Simulink.

Curve limite con GNC e µ-Analisi

A partire dallo studio eseguito in [9], è possibile confrontare i risultati
in termini di stabilità con uno smorzatore non operativo; in particolare sono
stati esaminate due condizioni del velivolo a terra:

å velocità angolare di regime Ω � 200 RPM;

å velocità angolare Ω � 255 RPM1.

1Si è deciso tale valore in quanto corrispondente ad un punto di instabilità all'interno
del diagramma di Coleman riportato in [9].
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Sono state inoltre analizzate di�erenti subarmoniche con cui valutare l'in-
�uenza della funzione descrittiva sul sistema; ossia dato n � r1, ..., 10, 15, 20s,
sono stati considerate le subarmoniche:

ωu �
Ω

n
ñ NA � NApωu, δki, δciq

Si ricorda che la scelta di quale smorzatore sia inattivo di fatto è inin�uente
sul risultato �nale. Si espongono rispettivamente nelle Figure 4.4 e 4.5 gli
scostamenti ammissibili δki e δci di rigidezza e smorzamento dello smorzatore
selezionato al variare della frequenza del segnale in ingresso alla funzione
descrittiva. Ancora una volta sia sfruttando la µ-Analisi che il GNC i risultati
rimangono i medesimi.

Figura 4.4: Curve limite dello smorzatore non operativo a Ω � 200 RPM.
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Figura 4.5: Curve limite dello smorzatore non operativo a Ω � 255 RPM.

Figura 4.6: Legenda delle frequenze dell'uscita ωu per la DF.
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Nello spazio delle incertezze la curva limite più conservativa denota una
zona di ciclo limite lungo la quale si innescano delle oscillazioni che perdu-
rano nel tempo senza essere smorzate. L'atteggiamento delle curve sembra
appiattirsi attorno ad un asintoto al diminuire della frequenza dell'ingresso
della funzione descrittiva; al di sopra di tale asintoto non sussistono condi-
zioni di instabilità.
Si evidenzia quindi la necessità di una veri�ca dei risultati attraverso il me-
todo classico dell'analisi di risposta nel tempo (Par. 4.2.3). Si mostra per
chiarezza di esposizione, l'andamento dello smorzamento limite determinato
al variare della frequenza dell'uscita ωu, sia per il caso di 255 RPM in Fi-
gura 4.7 che per il caso di 200 RPM in Figura 4.8. Come a�ermato in [9],
per quest'ultimo caso lo smorzamento rimane sempre sotto al limite �sico
-1 confermando la stabilità alla risonanza al suolo della macchina in caso di
inattività di uno smorzatore.
Al contrario, per Ω � 255 RPM esiste una regione in cui lo smorzamento
richiesto per la stabilizzazione è maggiore di zero. Pertanto, è evidente che
occorre selezionare un ∆ci tale da garantire la stabilità della curva di ciclo
limite con frequenza minore di tutte.
Infatti, stabilizzare le subarmoniche a frequenza maggiore sarebbe inutile a
fronte di un comportamento divergente di una inferiore.

Figura 4.7: Smorzamento limite ∆ci al variare della frequenza ωu della
funzione descrittiva (Ω � 255 RPM).
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Figura 4.8: Smorzamento limite ∆ci al variare della frequenza ωu della
funzione descrittiva (Ω � 200 RPM).

Si riporta, per il caso della µ-Analisi l'andamento del massimo valor sin-
golare strutturato µ al variare della frequenza nelle Figure 4.10 e 4.9 per
200 RPM e 255 RPM. Si ricorda che i valori delle incertezze struttura-
te implementate prevedono la completa perdita di uno degli smorzatori di
ritardo:

ki � kNi

�
1�

δki
kNi



in cui δ1 �

δki
kNi

� r�100%, 100%s (4.11)

ci � cNi

�
1�

δci
cNi



in cui δ2 �

δci
cNi

� r�100%, 100%s (4.12)
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Figura 4.9: Andamento di µ al variare della frequenza del sistema (Ω � 255
RPM).

Figura 4.10: Andamento di µ al variare della frequenza del sistema (Ω � 200
RPM).
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Come dimostrato dai gra�ci soprastanti in caso di Ω � 255 RPM µ supera
il valore unitario proprio in prossimità della frequenza di ground resonance
ω � 70.65%Ω, confermando che il sistema con uno smorzatore inattivo non
è stabile in senso robusto.

In�ne, adottando una logica di tipo progettuale, è necessario determinare
di quanto sia possibile variare lo smorzamento e la rigidezza nominale dei 3
smorzatori attivi per garantire la stabilità della ground resonance con failure.
Le analisi sono state condotte sia per Ω � 200 RPM che per Ω � 255
RPM; nel primo caso, come visibile in Figura 4.11, si ottiene che utilizzando
uno smorzamento inferiore del 16.90% rispetto al valore nominale il sistema
rimarrebbe comunque stabile con uno smorzatore non operativo.

Figura 4.11: Curve limite ∆kb � ∆cb per gli smorzamenti attivi in caso di
failure (Ω � 200 RPM).

In Figura 4.12, si riporta la condizione di ciclo limite in cui si incapperebbe
con la rottura di uno smorzatore e diminuzione dello smorzamento per gli altri
come indicato in precedenza.
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Figura 4.12: Risposta nel tempo ξptq con smorzamento limite ∆cb � �16.90%
(Ω � 200 RPM).

Per quanto riguarda invece la condizione operativa Ω � 255 RPM, in Fi-
gura 4.13 si mostra come la curva limite peggiore (ωu � 1{20Ω) presenta un
asintoto verticale in ∆kb � 0; ossia, con rigidezza nominale nulla non esiste
nessun valore di smorzamento da aggiungere a quello nominale in grado di
stabilizzare il sistema.
Il risultato è validato dalle analisi nel tempo condotte inserendo per gli smor-
zatori operativi uno smorzamento 100 volte superiore a quello nominale (Fi-
gura 4.14). La pala in cui è stato tolto lo smorzatore a Ω � 255 RPM
raggiunge una condizione di instabilità locale della dinamica ad essa relativa.
Pertanto una qualsiasi modi�ca delle caratteristiche elastoviscose delle altre
pale non può in nessun modo contribuire alla stabilizzazione globale della
macchina.
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Figura 4.13: Curve limite ∆kb � ∆cb per gli smorzamenti attivi in caso di
failure (Ω � 255RPM).

Figura 4.14: Risposta nel tempo ξptq con smorzamento limite ∆cb � �100cNb
(Ω � 255RPM).
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Validazione attraverso la risposta nel tempo

Per confermare l'a�dabilità della procedura progettuale sintetizzata è ne-
cessario ricorre a varie analisi nel tempo del sistema dinamico con smorzatori
al limite di stabilità.
Innanzitutto, è opportuno evidenziare in questo caso le frequenze dominanti
del moto di ritardo delle pale del velivolo rappresentate sostanzialmente dal
moto della progressiva Ωp1� νξq e della regressiva Ωp1� νξq. In questo sen-
so, come nel caso sempli�cato dell'equazione di Mathieu, si ha una maggior
in�uenza sul sistema da parte di tale frequenza signi�cativa, indipendente-
mente dalla valutazione di ωu. Dalle caratteristiche geometriche ed inerziali
degli smorzatori del velivolo si ricava dunque:

νξ �

c
eSb
Ib

Ω � 0.29Ω �
1

3
Ω

Considerando le curve tracciate al variare di ωu vengono selezionati tre valori
di variazione di smorzamento δci nell'intorno del caso maggiormente critico
per Ω � 255 RPM(Figura 4.15):

å in corrispondenza della curva limite;

å al di sotto dell'1% della curva limite;

å al di sopra dell'1% della curva limite.

Grazie alla modellazione attraverso l'ambiente Simulink di Matlab è stato
generato un modello periodico dell'elicottero; rispettivamente nelle Figure
4.16, 4.17 e 4.18 si riporta la risposta nel tempo della coordinata libera di
ritardo ξi dell'i-esimo smorzatore del velivolo.
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Figura 4.15: Scelta dei parametri di smorzamento per la veri�ca a Ω � 255
RPM con rigidezza δki � 0.

Figura 4.16: Risposta nel tempo con smorzamento sulla curva di ciclo limite.

137



Capitolo 4

Figura 4.17: Risposta nel tempo con smorzamento sotto la curva di ciclo
limite.

Figura 4.18: Risposta nel tempo con smorzamento sopra la curva di ciclo
limite.

Per quanto concerne la risposta nel tempo al limite di stabilità, non solo
viene confermato che la metodologia di azione congiunta tra funzione descrit-
tiva e tecniche di analisi robusta restituisce dei risultati attendibili, bensì la
frequenza di ciclo limite risulta essere come atteso pari a Ω{3. Al di sotto e
al di sopra dei valori di instabilità chiaramente il sistema assume rispettiva-
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mente un comportamento divergente o asintoticamente stabile. Per quanto
riguarda invece la validazione dei parametri ammissibili a Ω � 200 RPM,
come ottenuto da C. Hammond in [9], la possibilità di totale inattività di
uno degli smorzatori di ritardo non in�cia la stabilità alla ground resonance
dell'elicottero con Ω di regime (Figura 4.19).

Figura 4.19: Risposta nel tempo con smorzamento nullo per Ω � 200 RPM.

4.2.4 Risultati ottenuti: Puma IAR 330

Dopo aver investigato la stabilità della risonanza al suolo del sistema in
presenza di malfunzionamento di un'unico smorzatore di ritardo per l'elicot-
tero sempli�cato, in questo paragrafo si intende mostrare a livello quantita-
tivo i risultati ottenuti per il Puma IAR 330.
Si mostrano le curve limite dello smorzatore danneggiato in di�erenti con-
dizioni operative della macchina. La validazione di quanto ottenuto pas-
sa attraverso la generazione di un modello in ambiente Simulink di Matlab
completamente periodico, includendo anche modi collettivo e reactionless di
ritardo.
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Curve limite con GNC e µ-Analisi

Sono stati esaminate due condizioni del velivolo a terra:

å velocità angolare di regime ΩREG � 270 RPM2;

å velocità angolare Ω � 324 RPM � 120%ΩREG;

Analogamente a quanto fatto in precedenza sono state utilizzate varie subar-
moniche ωu per la funzione descrittiva attraverso n � r1, ..., 10, 15, 20s.

ωu �
Ω

n
ñ NA � NApωu, δki, δciq

Si espongono rispettivamente nelle Figure 4.20 e 4.21 gli scostamenti am-
missibili δki e δci di rigidezza e smorzamento dello smorzatore selezionato al
variare della frequenza del segnale in ingresso alla funzione descrittiva.

Figura 4.20: Curve limite dello smorzatore non operativo a Ω � ΩREG.

2Per questa casistica è stato utilizzato sia il modello ridotto che quello di veri�ca (cfr.
Par. 3.2 a pag. 91)
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Figura 4.21: Curve limite dello smorzatore non operativo a Ω � 120%ΩREG.

Figura 4.22: Legenda delle frequenze dell'uscita ωu per la DF.
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Per tutti i casi di interesse, nello spazio delle incertezze le curve limite
non presentano la possibilità per il sistema di incappare in una condizione di
ciclo limite.
Si evidenzia la necessità, ancora una volta, di una veri�ca dei risultati attra-
verso il metodo classico dell'analisi di risposta nel tempo (Par. 4.2.4).

L'andamento dello smorzamento limite al variare della frequenza dell'u-
scita ωu a rigidezza nulla è illustrato nelle Figure 4.23 e 4.24. Lo smorzamento
rimane sempre sotto al limite �sico -1 confermando la stabilità alla risonanza
al suolo della macchina in caso di inattività di uno smorzatore per ciascuna
condizione operativa.

Figura 4.23: Smorzamento limite ∆ci al variare della frequenza ωu (Ω �
ΩREG).
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Figura 4.24: Smorzamento limite ∆ci al variare della frequenza ωu della
funzione descrittiva (Ω � 120%ΩREG).

In�ne, si è determinato tramite le medesime procedure, il valore di scosta-
mento di rigidezza e smorzamento che permetterebbe al sistema di rimanere
comunque stabile in caso di rottura di uno smorzatore �no al 120% della
velocità angolare di regime. Questo accorgimento permette non tanto di ef-
fettuare una veri�ca di stabilità, quanto di stabilire una modalità di progetto
degli smorzatori stessi.
Infatti, nelle Figure 4.25 e 4.26 si mostrano rispettivamente gli scostamenti
limite rispetto ai valori nominali e la risposta di ciclo limite corrispondente
con rigidezza ∆kb � 0.
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Figura 4.25: Curve limite ∆kb � ∆cb per gli smorzamenti attivi in caso di
failure (Ω � 120%ΩREG).

Figura 4.26: Risposta nel tempo ξptq con smorzamento limite ∆cb � �70.64%
(Ω � 120%ΩREG).
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Questo approccio evidenzia la buona collocazione del punto di progetto
per gli smorzatori del Puma IAR 330, ma una notevole possibilità di riduzio-
ne dello smorzamento nominale fornito. Infatti, sarebbe possibile diminuire
del 70.64% lo smorzamento nominale garantendo comunque la stabilità, d'al-
tra parte converrebbe adottare comunuque almeno un margine del 10% per
ovviare alle eventuali alterazioni rispetto al comportamento nominale di pro-
getto degli smorzatori di ritardo.
Infatti, a causa di perdite per tra�lamento o condizioni ambientali di�erenti,
si potrebbe incorrere in una diminuzione della risposta della coppia fornita
dallo smorzatore. Sfruttando quindi questa metodologia di progetto si è cer-
ti che, in caso di rottura di uno smorzatore e funzionamento non ottimale
degli altri, il velivolo non rischia comunque di incappare in una condizione
di ground resonance.
In�ne, essendo noto il valore dello smorzamento e della rigidezza limite, è
possibile determinare con maggior accuratezza i tempi di manutenzione e
controllo degli smorzatori, valutando la perdita per tra�lamento che porte-
rebbe ad una diminuzione ad esempio del 10% imposto dello smorzamento
equivalente.

Validazione attraverso la risposta nel tempo

Per confermare l'a�dabilità dell'analisi sul Puma IAR 330 è necessario
ricorre a varie analisi nel tempo del sistema dinamico con uno smorzatore
assente.
Grazie alla modellazione attraverso l'ambiente Simulink di Matlab è stato
generato un modello periodico dell'elicottero; rispettivamente nelle Figure
4.27 e 4.28 si riporta la risposta nel tempo della coordinata libera di ritardo
ξi dell'i-esimo smorzatore del velivolo.
Il sistema come atteso risulta essere sempre stabile anche in caso di rottura
di uno degli smorzatori di ritardo.
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Figura 4.27: Risposta nel tempo per Ω � ΩREG senza uno smorzatore.

Figura 4.28: Risposta nel tempo per Ω � 120%ΩREG senza uno smorzatore.
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Come ulteriore conferma, si riportano per la velocità di rotazione di regi-
me anche i risultati ottenuti con l'analisi del modello di veri�ca, in cui sono
compresi i modi rigidi ed elastici di �appeggio e variazione passo. Come visi-
bile dalla Figura 4.29, analogamente a quanto riscontrato nell'analisi robusta
del sistema lineare, il punto di progetto è sicuramente ben collocato, tale da
evitare situazioni di ciclo limite.
Tuttavia sarebbe maggiormente conservativo aumentare la rigidezza dello
smorzatore per allontanarsi dalla curva di limite di stabilità. Quanto af-
fermato risulta essere avvalorato dalla risposta nel tempo di tale modello
(Figura 4.30).
Infatti, essa presenta a parità di perturbazione del sistema un andamento più
oscillante rispetto al caso del modello ridotto.

Figura 4.29: Curve limite dello smorzatore non operativo a Ω � ΩREG

(modello di veri�ca).
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Figura 4.30: Confronto della risposta nel tempo ξ1ptq per Ω � ΩREG.
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5
Conclusioni

La realizzazione di metodologie generalizzate di progetto che garantisca-
no la robustezza della stabilità alla risonanza al suolo dell'elicottero è sicura-
mente il �lo conduttore delle varie attività esposte in questa trattazione. La
necessità di adottare di�erenti tecniche di analisi robusta per lo studio del
sistema dinamico del velivolo è dettata da tre aspetti fondamentali presi in
considerazione:

å il progetto degli smorzatori di ritardo per rotori articolati e soft-in-
plane;

å l'in�uenza di un eventuale sistema di controllo del volo �y-by-wire
(FCS);

å la possibilità di ispezionare con approcci alternativi a quelli classici
l'assenza di uno smorzatore di ritardo.

Quanti�care sin dalle fasi preliminare del progetto la sensibilità del sistema
a delle variazioni dei parametri principali rappresenta uno strumento utile
a conoscere l'e�ettivo margine della macchina. Non solo si è in grado di
quali�care una particolare condizioni di stabilità, bensì si ha la possibilità di
valutare l'impatto sui parametri �sici stessi di tutte le condizioni operative
del velivolo considerate.
Per quanto concerne il primo aspetto sopra riportato, analizzando il sistema
del Puma IAR 330, è stato riscontrato che il punto di progetto nominale
risulta essere su�cientemente ben collocato. D'altra parte, nella veri�ca dei
risultati ottenuti includendo l'accoppiamento �appeggio-ritardo e ritardo-
variazione passo, è emerso che sarebbe opportuno adottare un precarico di
rigidezza sugli smorzatori di ritardo per consolidare la stabilità alla ground
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resonance. Allo stesso modo si è appurato che un ulteriore apporto di smor-
zamento rispetto al valore nominale determinerebbe in realtà un comporta-
mento divergente del velivolo al suolo.
Inoltre, l'impatto dell'FCS sulla stabilità del Puma IAR 330 nell'intorno del-
la frequenza di ground resonance ha dimostrato la possibilità di stabilire una
soglia per il guadagno di tale sistema di controllo. Comparando i tempi utili
complessivi necessari all'intervento dell'FCS disponibili in letteratura è stato
accertato che il ritardo imposto non compromettesse la stabilità globale della
macchina.
Per quanto riguarda invece, lo studio condotto per il sistema periodico è stata
validata la procedura di analisi congiunta tra linearizzazione armonica delle
funzioni descrittive e parametri incerti per la µ-Analisi. Infatti, come da
normativa, presumendo la possibilità di inattività di uno degli smorzatori di
ritardo, occorre prevedere l'insorgere di condizioni di ciclo limite di stabilità.
Attraverso tale approccio, è stata confermata non solo la possibilità di sta-
bilire se il sistema è stabile o meno, bensì si è fornita anche l'escursione delle
caratteristiche elastoviscose dello smorzatore danneggiato che provochereb-
bero la manifestazione di un ciclo limite.
Si sottolinea come in [33], sia già stata condotta un'analisi robusta dell'eli-
cottero sempli�cato qui considerato, introducendo le non linearità derivanti
dalle leggi costitutive degli smorzatori di ritardo attraverso le funzioni de-
scrittive.
Si ricorda come tali studi sul comportamento non lineare del sistema sia-
no fondamentale dal punto di vista strutturale della sollecitazione a fatica
dei componenti del velivolo. De�nendo un valore limite di smorzamento
necessario a stabilizzare qualsiasi condizione di ciclo limite è possibile sia
evitare la rottura del componente che, eventualmente, prolungare i tempi di
manutenzione e controllo degli smorzatori stessi.

I possibili sviluppi futuri della trattazione vertono innanzitutto sull'even-
tuale in�uenza dell'introduzione di armoniche a frequenza superiore rispetto
a quella fondamentale nelle funzioni descrittive adottate per il caso periodico.
In secondo luogo, si prevede la possibilità di adottare le tecniche utilizzate
per lo studio della stabilità robusta di ulteriori sistemi dinamici elicotteri-
stici, quali, ad esempio, la stabilità longitudinale o latero-direzionale della
macchina.
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Analisi agli autovalori e risposta nel tempo

(LTI)

A.1 Validazione dei risultati per l'elicottero sem-

pli�cato

Al �ne di quali�care la bontà dei risultati di robustezza ottenuti per l'eli-
cottero in [9] è opportuno condurre delle analisi agli autovalori e di risposta
nel tempo del sistema a�etto dalle incertezze limite illustrate nel capitolo
2.3.
Pertanto, parallelamente sia con la µ-Analisi che con il criterio generalizzato
di Nyquist, sono stati selezionati i valori di ∆kb, ∆cb, ∆Kx e ∆Cx delle curve
limite di ciascun metodo a di�erenti frequenze secondo le Tabelle sottostanti.
Per ciascuna tupla di quest'ultime sono state condotte tre analisi agli autova-
lori e tre analisi di risposta nel tempo per ciascun approccio di analisi robusta
del sistema, ovvero rispettivamente per ogni riga con:

- GNC con valori tabulati;

- GNC con valori tabulati aumentati dell'1%;

- GNC con valori tabulati diminuiti dell'1%;

- µ-Analisi con valori tabulati;

- µ-Analisi con valori tabulati aumentati dell'1%;

- µ-Analisi con valori tabulati diminuiti dell'1%;
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GNC µ-Analisi
ω{Ω0 ∆kb ∆cb ∆kb ∆cb

5% 10.1031 -1.0000 9.4746 -1.0000
10% 8.9491 -0.9999 8.4082 -0.9999
15% 7.8899 -0.9999 7.4510 -0.9995
20% 6.8614 -0.9999 6.4946 -0.9911
25% 5.9247 -0.9996 5.5906 -0.9996
30% 5.0236 -0.9989 4.7473 -0.9989
35% 4.2121 -0.9971 4.0078 -0.9971
40% 3.4420 -0.9925 3.2810 -0.9924
45% 2.7392 -0.9815 2.6155 -0.9813
50% 2.1185 -0.9588 2.0087 -0.9576
55% 1.5341 -0.9189 1.4843 -0.9198
60% 1.0179 -0.8691 0.9747 -0.8685
65% 0.5512 -0.8063 0.5458 -0.7692
70% 0.1696 -0.7067 0.1542 -0.6662
75% -0.1600 -0.5027 -0.1555 -0.4794
80% -0.4484 -0.1098 -0.4402 -0.1014
85% -0.7557 0.6229 -0.7409 0.6373
90% -1.0658 1.8508 -1.0797 1.7169

Tabella A.1: Parametri limite per le analisi nel tempo e agli autovalori del
sistema (2 incertezze).
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Si distinguono le analisi condotte con di�erenti incertezze presenti nel
sistema, evidenziando in ogni caso gli autovalori stabili con colore nero, quelli
al limite di stabilità con colore verde e quelli instabili con colore rosso.

GNC µ-Analisi
ω{Ω0 ∆kb ∆cb ∆Kx ∆Cx ∆kb ∆cb ∆Kx ∆Cx

5% 10.1031 -1.0000 -0.5000 0.5000 1.0108 1.0028 -0.9713 -0.9713
10% 8.9491 -0.9999 -0.5000 0.5000 1.0400 1.0609 -0.9481 -0.9481
15% 7.8900 -0.9999 -0.5000 0.5000 0.8998 0.9589 -0.9148 -0.9148
20% 6.8619 -0.9996 -0.5000 0.5000 0.7498 0.7464 -0.8779 -0.8779
25% 5.9260 -0.9988 -0.5000 0.5000 0.8741 0.1682 -0.8117 -0.8971
30% 5.0264 -0.9964 -0.5000 0.5000 1.8176 0.6745 -0.7284 -0.9088
35% 4.2161 -0.9902 -0.5000 0.5000 1.8319 0.5629 -0.6364 -0.9159
40% 3.4436 -0.9748 -0.5000 0.5000 1.8377 0.1187 -0.5249 -0.9188
45% 2.7221 -0.9437 -0.5000 0.5000 1.8253 0.3238 -0.4020 -0.9126
50% 2.1097 -0.8761 -0.5000 -0.5000 1.7173 0.6535 -0.2786 -0.8586
55% 1.4372 -0.8083 -0.5000 -0.5000 1.3589 0.8643 -0.2320 -0.6794
60% 1.1497 -0.7290 0.5000 -0.5000 0.9072 0.8702 -0.1956 -0.4536
65% 0.5857 -0.5739 0.5000 -0.5000 0.5873 0.6708 0.2623 -0.3354
70% 0.1249 -0.4647 0.5000 -0.5000 0.1512 0.5549 0.2774 -0.2774
75% -0.0865 -0.2708 0.5000 0.5000 -0.1771 -0.4161 0.2080 -0.2080
80% -0.4067 0.1731 0.5000 0.5000 -0.4228 -0.1288 -0.2114 0.2114
85% -0.7353 0.9793 0.5000 0.5000 -0.7135 0.5860 -0.3567 0.3567
90% -1.0593 2.3497 0.5000 0.5000 -1.0599 1.4765 -0.7382 -0.7382

Tabella A.2: Parametri limite per le analisi nel tempo e agli autovalori del
sistema (4 incertezze).

Per quanto riguarda, invece le analisi nel tempo, si mostra per ogni fre-
quenza delle Tabelle A.1 e A.2, un confronto tra GNC e µ-Analisi in termini
di risposta nel tempo delle uscite di posizione di ritardo cicliche ξC e ξS do-
vute ad una forzante a gradino applicata alle coppie cicliche degli smorzatori
di ritardo CC e CS.

à 2 incertezze
Nelle Figure A.1, A.2 e A.3 si mostra la scelta dei parametri limite
secondo le direttive sopra elencate per meglio comprendere le condizioni
del sistema nelle analisi presentate in seguito.
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Figura A.1: Visualizzazione dei parametri limite al -1% di variazione (2
incertezze).

Figura A.2: Visualizzazione dei parametri limite allo 0% di variazione (2
incertezze).
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Figura A.3: Visualizzazione dei parametri limite all'1% di variazione (2
incertezze).

Come visibile nelle Tabelle A.3 e A.4, nel caso in cui vengano sele-
zionati esattamente i valori limite forniti dalle curve nello spazio delle
incertezze degli smorzatori, gli autovalori sono stabili o al più al limite
di instabilità con parte reale associata ad almeno un autovalore nulla
o praticamente nulla1.
Parallelamente, si propone nelle Figure A.4 e A.5 l'analisi nel tem-
po associata alla scelta dei parametri tabulati a ω{Ω0 � 50% e a
ω{Ω0 � 10%. Come atteso la soluzione mostra un ciclo limite con
oscillazioni che non si smorzano nel tempo.

1Si ricorda che per sempli�care l'esposizione dei risultati sono stati riportati omessi i
complessi coniugati degli autovalori riportati nelle tabelle.
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ω{Ω0
GNC con 2 incertezze: δ∆ � δ∆LIM

λ1pLq λ2pLq λ3pLq λ4pLq

5 % -0.29-42.34 i -0.00-1.05 i -3.41-17.99 i -3.02-11.75 i
10 % -0.30-41.29 i 0.00-2.11 i -3.40-17.97 i -3.02-11.74 i
15 % -0.32-40.28 i 0.00-3.14 i -3.38-17.95 i -3.02-11.74 i
20 % -0.34-39.24 i 0.00-4.20 i -3.37-17.93 i -3.01-11.73 i
25 % -0.36-38.24 i 0.00-5.23 i -3.36-17.91 i -3.01-11.73 i
30 % -0.38-37.22 i -0.00-6.30 i -3.34-17.87 i -3.01-11.72 i
35 % -0.41-36.24 i -3.32-17.84 i -0.00-7.33 i -3.00-11.70 i
40 % -0.45-35.24 i -3.30-17.79 i -0.00-8.39 i -3.00-11.68 i
45 % -0.51-34.26 i -3.27-17.73 i -0.00-9.45 i -3.01-11.66 i
50 % -0.59-33.33 i -3.25-17.65 i 0.00-10.48 i -3.04-11.63 i
55 % -0.72-32.39 i -3.22-17.55 i 0.00-11.54 i -3.09-11.62 i
60 % -0.88-31.48 i -3.20-17.40 i 0.00-12.57 i -3.14-11.64 i
65 % -1.09-30.58 i -3.22-17.20 i 0.00-13.64 i -3.16-11.68 i
70 % -1.37-29.78 i -3.31-16.94 i -0.00-14.67 i -3.17-11.71 i
75 % -1.90-29.00 i -0.00-15.73 i -3.57-16.62 i -3.17-11.74 i
80 % -2.85-28.16 i -0.00-16.76 i -4.15-16.38 i -3.16-11.78 i
85 % -4.67-26.84 i -0.00-17.82 i -5.19-16.61 i -3.13-11.81 i
90 % -8.67-23.87 i -0.00-18.86 i -5.99-18.52 i -3.08-11.82 i

Tabella A.3: Autovalori del sistema con valori limite delle incertezze (GNC).
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ω{Ω0
µ-Analisi con 2 incertezze: δ∆ � δ∆LIM

λ1pLq λ2pLq λ3pLq λ4pLq λ5pLq

5 % -4.33e6 -0.29-41.79 i -3.40-17.98 i -3.02-11.75 i -0.84-1.71 i
10 % -0.30-40.814374 i -3.39-17.96 i -3.02-11.74 i 0.00-2.14 i -1.65-2.49 i
15 % -0.32-39.885179 i -3.38-17.95 i -3.01-11.74 i -0.00-3.14 i -2.39-3.16 i
20 % -0.35-38.903844 i -3.36-17.92 i -3.01-11.73 i 0.00-4.21 i -3.20-3.85 i
25 % -3.49e6 -0.36-37.91 i -3.35-17.90 i -3.01-11.72 i -0.00-5.27 i
30 % -0.39-36.942122 i -3.33-17.86 i -3.00-11.71 i -0.00-6.33 i -5.92-0.56 i
35 % -5.66e7 -0.42-36.02 i -3.31-17.83 i -3.00-11.70 i 0.00-7.33 i
40 % -0.46-35.068585 i -3.29-17.78 i -0.00-8.40 i -3.00-11.68 i -8.08-0.43 i
45 % -0.52-34.124522 i -3.26-17.72 i -0.00-9.46 i -3.01-11.65 i -9.20-0.36 i
50 % -8.05e6 -0.61-33.19 i -3.24-17.64 i -0.00-10.52 i -3.04-11.63 i
55 % -1.40e6 -0.73-32.33 i -3.21-17.54 i 0.00-11.52 i -3.08-11.61 i
60 % -5.52e5 -0.90-31.42 i -3.20-17.39 i -0.00-12.59 i -3.13-11.63 i
65 % -1.15-30.577779 i -3.22-17.20 i 0.00-13.65 i -3.16-11.68 i -13.63-0.05 i
70 % -7.01e5 -1.45-29.75 i 0.00-14.71 i -3.32-16.93 i -3.17-11.71 i
75 % -1.13e5 -1.93-29.01 i 0.00-15.71 i -3.57-16.63 i -3.17-11.75 i
80 % -2.86-28.183780 i 0.00-16.78 i -4.17-16.39 i -3.16-11.78 i -16.84-0.09 i
85 % -4.70-26.879347 i -0.00-17.84 i -5.21-16.66 i -17.94-0.17 i -3.13-11.82 i
90 % -2.48e4 -8.48-23.78 i 0.00-18.90 i -6.16-18.59 i -18.98-0.16 i

ω{Ω0 λ6pLq λ7pLq λ8pLq λ9pLq λ10pLq

5 % 0.00-1.08 i -1.17-0.88 i -0.60-0.30 i -0.76-0.76 i -0.76-0.76 i
10 % -2.00-1.47 i -1.52-0.55 i -1.51-1.51 i -1.51-1.51 i -1.00-0.00 i
15 % -2.57-0.67 i -2.64-2.09 i -0.00-0.00 i -2.22-2.22 i -2.22-2.22 i
20 % -3.86-0.69 i -3.31-2.79 i -0.08-0.00 i -2.97-2.97 i -2.97-2.97 i
25 % -4.80-0.62 i -3.91-4.52 i -4.02-3.59 i -3.73-3.73 i -3.73-3.73 i
30 % -4.65-5.18 i -4.73-4.35 i -4.48-4.48 i -4.48-4.48 i -0.00-0.00 i
35 % -6.97-0.50 i -5.34-5.80 i -5.40-5.07 i -5.18-5.18 i -5.18-5.18 i
40 % -6.07-6.46 i -6.12-5.84 i -5.94-5.94 i -5.94-5.94 i -0.00-0.00 i
45 % -6.81-7.12 i -6.84-6.61 i -6.69-6.69 i -6.69-6.69 i -1.00+0.00 i
50 % -10.31-0.29 i -7.54-7.79 i -7.56-7.38 i -7.44-7.44 i -7.44-7.44 i
55 % -11.36-0.23 i -8.23-8.42 i -8.24-8.10 i -8.15-8.15 i -8.15-8.15 i
60 % -12.47-0.15 i -8.95-9.09 i -8.96-8.87 i -8.90-8.90 i -8.90-8.90 i
65 % -9.76-9.58 i -9.64-9.65 i -0.00-0.00 i -9.65-9.65 i -9.65-9.65 i
70 % -14.69-0.05 i -10.50-10.33 i -10.39-10.40 i -10.40-10.40 i -10.40-10.40 i
75 % -15.70-0.03 i -11.19-11.05 i -11.10-11.11 i -11.11-11.11 i -11.11-11.11 i
80 % -11.83-11.74 i -11.83-11.88 i -0.00-0.00 i -11.86-11.86 i -11.86-11.86 i
85 % -12.58-12.36 i -12.56-12.65 i -0.01-0.00 i -12.61-12.61 i -12.61-12.61 i
90 % -3.09-11.82 i -12.76-13.51 i -13.40-13.38 i -13.37-13.37 i -13.37-13.37 i

Tabella A.4: Autovalori del sistema con valori limite delle incertezze (µ-
Analisi).
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Figura A.4: Risposta nel tempo con parametri limite a ω � 10%Ω0.

Figura A.5: Risposta nel tempo con parametri limite a ω � 50%Ω0.
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Al �ne di confermare la correttezza delle analisi robuste e�ettuate ven-
gono mostrati rispettivamente nelle Tabelle A.5 e A.6 gli autovalori del
sistema calcolati imponendo i parametri limite al di sotto dell'1% della
curva determinata come segnalato in Figura A.1.
Si sottolinea in questo caso la presenza di veri e propri autovalori in-
stabili sia utilizzando i parametri limite di rigidezza e smorzamento del
GNC che quelli della µ-Analisi.

ω{Ω0
GNC con 2 incertezze: δ∆ � 101%δ∆LIM

λ1pLq λ2pLq λ3pLq λ4pLq

5 % -0.27-42.33 i 0.01-1.06 i -3.41-17.99 i -3.02-11.75 i
10 % -0.28-41.28 i 0.01-2.12 i -3.40-17.97 i -3.02-11.74 i
15 % -0.30-40.27 i 0.01-3.15 i -3.38-17.95 i -3.02-11.74 i
20 % -0.32-39.23 i 0.01-4.21 i -3.37-17.93 i -3.01-11.73 i
25 % -0.34-38.23 i 0.01-5.25 i -3.36-17.91 i -3.01-11.73 i
30 % -0.36-37.21 i 0.01-6.31 i -3.34-17.87 i -3.01-11.72 i
35 % -0.39-36.22 i -3.32-17.84 i 0.01-7.34 i -3.00-11.70 i
40 % -0.43-35.23 i -3.30-17.79 i 0.01-8.40 i -3.00-11.68 i
45 % -0.49-34.25 i -3.27-17.73 i 0.01-9.47 i -3.01-11.66 i
50 % -0.57-33.32 i -3.25-17.65 i 0.02-10.50 i -3.04-11.63 i
55 % -0.70-32.37 i -3.22-17.54 i 0.02-11.56 i -3.09-11.62 i
60 % -0.87-31.46 i -3.21-17.40 i 0.02-12.59 i -3.14-11.64 i
65 % -1.07-30.56 i -3.22-17.20 i 0.02-13.66 i -3.16-11.68 i
70 % -1.36-29.75 i -3.31-16.94 i 0.02-14.69 i -3.17-11.71 i
75 % -1.88-28.97 i 0.02-15.75 i -3.58-16.62 i -3.17-11.74 i
80 % -2.83-28.14 i 0.02-16.77 i -4.16-16.39 i -3.16-11.78 i
85 % -4.66-26.82 i 0.02-17.84 i -5.19-16.62 i -3.13-11.81 i
90 % -8.66-23.86 i 0.01-18.87 i -5.98-18.52 i -3.08-11.82 i

Tabella A.5: Autovalori del sistema con valori limite delle incertezze al di
sotto dell'1% del limite minimo (GNC).

Infatti, nelle Figure A.6 e A.7 si instaura un comportamento divergente
per entrambi gli esempi di soluzione di risposta nel tempo rispettiva-
mente a ω � 25%Ω0 e ω � 65%Ω0, il moto di ritardo risulta quindi
essere globalmente instabile.
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ω{Ω0
µ-Analisi con 2 incertezze: δ∆ � 101%δ∆LIM

λ1pLq λ2pLq λ3pLq λ4pLq λ5pLq

5 % -4.33e6 -0.27-41.78 i -3.40-17.98 i -3.02-11.75 i -0.83-1.71 i
10 % -0.28-40.80 i -3.39-17.96 i -3.02-11.74 i 0.01-2.16 i -1.65-2.48 i
15 % -0.30-39.87 i -3.38-17.95 i -3.01-11.74 i 0.01-3.16 i -2.39-3.16 i
20 % -0.33-38.89 i -3.36-17.92 i -3.01-11.73 i 0.01-4.22 i -3.19-3.84 i
25 % -3.49e6 -0.34-37.90 i -3.35-17.90 i -3.01-11.72 i 0.01-5.28 i
30 % -0.37-36.93 i -3.33-17.86 i -3.00-11.71 i 0.01-6.35 i -5.92-0.56 i
35 % -5.66e7 -0.40-36.01 i -3.31-17.83 i -3.00-11.70 i 0.01-7.35 i
40 % -0.44-35.05 i -3.29-17.78 i 0.01-8.41 i -3.00-11.68 i -8.08-0.43 i
45 % -0.50-34.10 i -3.26-17.72 i 0.01-9.48 i -3.01-11.65 i -9.20-0.36 i
50 % -8.05e6 -0.59-33.18 i -3.24-17.64 i 0.01-10.54 i -3.04-11.63 i
55 % -1.40e6 -0.71-32.31 i -3.21-17.54 i 0.02-11.54 i -3.08-11.62 i
60 % -5.52e5 -0.88-31.40 i -3.20-17.39 i 0.02-12.61 i -3.13-11.64 i
65 % -1.13-30.55 i -3.22-17.20 i 0.02-13.67 i -3.16-11.68 i -13.63-0.05 i
70 % -7.01e5 -1.43-29.72 i 0.02-14.74 i -3.32-16.93 i -3.17-11.71 i
75 % -1.13e5 -1.92-28.99 i 0.02-15.73 i -3.58-16.64 i -3.17-11.75 i
80 % -2.85-28.16 i 0.02-16.79 i -4.18-16.40 i -3.16-11.78 i -16.84-0.09 i
85 % -4.69-26.85 i 0.02-17.85 i -5.21-16.67 i -17.94-0.17 i -3.13-11.81 i
90 % -2.48e4 -8.47-23.77 i 0.02-18.91 i -6.15-18.59 i -18.98-0.15 i

ω{Ω0 λ6pLq λ7pLq λ8pLq λ9pLq λ10pLq

5 % 0.00-1.09 i -1.17-0.88 i -0.60-0.30 i -0.76-0.76 i -0.76-0.76 i
10 % -2.00-1.47 i -1.53-0.55 i -1.51-1.51 i -1.51-1.51 i -1.00+0.00 i
15 % -2.57-0.66 i -2.64-2.09 i -2.22-2.22 i 0.00-0.00 i -2.22-2.22 i
20 % -3.86-0.69 i -3.30-2.80 i -0.08-0.00 i -2.97-2.97 i -2.97-2.97 i
25 % -4.80-0.62 i -3.90-4.51 i -4.02-3.59 i -3.73-3.73 i -3.73-3.73 i
30 % -4.65-5.17 i -4.73-4.35 i -4.48-4.48 i -4.48-4.48 i 0.00+0.00 i
35 % -6.97-0.50 i -5.34-5.80 i -5.40-5.07 i -5.18-5.18 i -5.18-5.18 i
40 % -6.07-6.46 i -6.12-5.84 i -5.94-5.94 i -5.94-5.94 i 0.00+0.00 i
45 % -6.81-7.12 i -6.84-6.61 i -6.69-6.69 i -6.69-6.69 i -1.00+0.00 i
50 % -10.31-0.29 i -7.54-7.79 i -7.56-7.38 i -7.44-7.44 i -7.44-7.44 i
55 % -11.36-0.23 i -8.22-8.42 i -8.24-8.10 i -8.15-8.15 i -8.15-8.15 i
60 % -12.47-0.15 i -8.95-9.09 i -8.96-8.87 i -8.90-8.90 i -8.90-8.90 i
65 % -9.76-9.58 i -9.64-9.65 i 0.00-0.00 i -9.65-9.65 i -9.65-9.65 i
70 % -14.70-0.05 i -10.50-10.33 i -10.39-10.40 i -10.40-10.40 i -10.40-10.40 i
75 % -15.70-0.03 i -11.19-11.05 i -11.10-11.11 i -11.11-11.11 i -11.11-11.11 i
80 % -11.83-11.74 i -11.83-11.88 i 0.00-0.00 i -11.86-11.86 i -11.86-11.86 i
85 % -12.58-12.36 i -12.56-12.65 i -0.01-0.00 i -12.61-12.61 i -12.61-12.61 i
90 % -3.09-11.82 i -12.76-13.51 i -13.40-13.38 i -13.37-13.37 i -13.37-13.37 i

Tabella A.6: Autovalori del sistema con valori limite delle incertezze al di
sotto dell'1% del limite minimo µ-Analisi).
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Figura A.6: Risposta nel tempo con parametri limite a ω � 25%Ω0 al di
sotto dell'1% del limite minimo .

Figura A.7: Risposta nel tempo con parametri limite a ω � 65%Ω0 al di
sotto dell'1% del limite minimo .
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Viene analizzato il caso di sistema a�etto da incertezze pari al 101%
del valore limite e quindi all'interno della regione di stabilità.

ω{Ω0
GNC con 2 incertezze: δ∆ � 99%δ∆LIM

λ1pLq λ2pLq λ3pLq λ4pLq

5 % -0.31-42.35 i -0.01-1.04 i -3.41-17.99 i -3.02-11.75 i
10 % -0.32-41.30 i -0.01-2.10 i -3.40-17.97 i -3.02-11.74 i
15 % -0.34-40.29 i -0.01-3.13 i -3.38-17.95 i -3.02-11.74 i
20 % -0.36-39.25 i -0.01-4.19 i -3.37-17.93 i -3.01-11.73 i
25 % -0.38-38.25 i -0.01-5.22 i -3.36-17.91 i -3.01-11.73 i
30 % -0.40-37.23 i -0.01-6.28 i -3.34-17.87 i -3.01-11.72 i
35 % -0.43-36.25 i -3.32-17.84 i -0.01-7.31 i -3.00-11.70 i
40 % -0.47-35.25 i -3.30-17.79 i -0.01-8.37 i -3.00-11.68 i
45 % -0.53-34.28 i -3.27-17.73 i -0.01-9.44 i -3.01-11.66 i
50 % -0.61-33.35 i -3.25-17.65 i -0.02-10.47 i -3.04-11.63 i
55 % -0.74-32.40 i -3.22-17.55 i -0.02-11.53 i -3.09-11.62 i
60 % -0.90-31.50 i -3.20-17.41 i -0.02-12.56 i -3.14-11.64 i
65 % -1.11-30.60 i -3.21-17.20 i -0.02-13.61 i -3.16-11.67 i
70 % -1.39-29.80 i -3.30-16.94 i -0.02-14.64 i -3.17-11.71 i
75 % -1.91-29.02 i -0.02-15.71 i -3.56-16.62 i -3.17-11.74 i
80 % -2.87-28.19 i -0.02-16.75 i -4.14-16.37 i -3.16-11.78 i
85 % -4.69-26.86 i -0.02-17.81 i -5.20-16.60 i -3.13-11.81 i
90 % -8.68-23.89 i -0.02-18.85 i -6.00-18.51 i -3.08-11.82 i

Tabella A.7: Autovalori del sistema con valori limite delle incertezze al di
sopra dell'1% del limite minimo (GNC).

In questo caso, si mostra come gli autovalori siano complessivamente
stabili e quindi tali da evitare l'insorgere di un comportamento dina-
mico divergente nelle risposte nel tempo; infatti, dai gra�ci riportati
in Figura A.8 e A.9, si nota come l'andamento del moto ciclico seno
e ciclico coseno di ritardo sia stabile a fronte di una perturbazione a
gradino delle coppie di ritardo in ingresso (sono stati riportati solo gli
esempi relativi a ω � 20%Ω0 e ω � 85%Ω0 ma qualitativamente la
risposta del sistema rimane invariata per tutti i restanti casi).
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ω{Ω0
µ-Analisi con 2 incertezze: δ∆ � 99%δ∆LIM

λ1pLq λ2pLq λ3pLq λ4pLq λ5pLq

5 % -4.33e6 -0.31-41.80 i -3.40 -17.98 i -3.02-11.75 i -0.85-1.72 i
10 % -0.32-40.82 i -3.39-17.96 i -3.02 -11.74 i -0.01-2.13 i -1.66-2.50 i
15 % -0.34-39.89 i -3.38-17.95 i -3.01 -11.74 i -0.01-3.13 i -2.40-3.17 i
20 % -0.37-38.91 i -3.36-17.92 i -3.01 -11.73 i -0.01-4.19 i -3.20-3.85 i
25 % -3.49e6 -0.38-37.93 i -3.35 -17.90 i -3.01-11.72 i -0.01-5.26 i
30 % -0.41-36.95 i -3.33-17.86 i -3.00 -11.71 i -0.01-6.32 i -5.92-0.57 i
35 % -5.66e7 -0.44-36.04 i -3.31 -17.83 i -3.00-11.7 i -0.01-7.32 i
40 % -0.48-35.08 i -3.29-17.78 i -0.01 -8.38 i -3.00-11.6 i -8.08-0.44 i
45 % -0.54-34.13 i -3.26-17.72 i -0.01 -9.44 i -3.01-11.6 i -9.20-0.36 i
50 % -8.05e6 -0.63-33.21 i -3.23 -17.64 i -0.01-10.5 i -3.04-11.63 i
55 % -1.40e6 -0.75-32.34 i -3.21 -17.54 i -0.02-11.5 i -3.08-11.61 i
60 % -5.52e5 -0.92-31.43 i -3.19 -17.40 i -0.02-12.5 i -3.14-11.63 i
65 % -1.17-30.59 i -3.22-17.21 i -0.02 -13.63 i -3.16-11.6 i -13.63-0.05 i
70 % -7.01e5 -1.47-29.77 i -0.02 -14.69 i -3.31-16.9 i -3.17-11.71 i
75 % -1.13e5 -1.95-29.03 i -0.02 -15.69 i -3.56-16.6 i -3.17-11.75 i
80 % -2.88-28.20 i -0.02-16.76 i -4.17 -16.39 i -3.16-11.7 i -16.84-0.09 i
85 % -4.72-26.89 i -0.02-17.83 i -5.21 -16.65 i -17.94-0.1 i -3.13-11.82 i
90 % -2.48e4 -8.48-23.80 i -0.02 -18.89 i -6.18-18.5 i -18.98-0.15 i

ω{Ω0 λ6pLq λ7pLq λ8pLq λ9pLq λ10pLq

5 % -0.00-1.07 i -1.17-0.88 i -0.60-0.308018 i -0.76-0.76 i -0.76-0.76 i
10 % -2.01-1.47 i -1.52-0.56 i -1.51-1.518950 i -1.51-1.51 i -1.00-0.00 i
15 % -2.56-0.67 i -2.64-2.08 i -0.01-0.000000 i -2.22-2.22 i -2.22-2.22 i
20 % -3.86-0.70 i -3.31-2.79 i -0.08-0.000002 i -2.97-2.97 i -2.97-2.97 i
25 % -4.80-0.62 i -3.91-4.52 i -4.02-3.590370 i -3.73-3.73 i -3.73-3.73 i
30 % -4.65-5.18 i -4.73-4.35 i -4.48-4.481762 i -4.48-4.48 i 0.00+0.00 i
35 % -6.97-0.50 i -5.34-5.80 i -5.40-5.077391 i -5.18-5.18 i -5.18-5.18 i
40 % -6.07-6.46 i -6.12-5.84 i -5.94-5.941057 i -5.94-5.94 i 0.00+0.00 i
45 % -6.81-7.13 i -6.69-6.69 i -6.84-6.612848 i -6.69-6.69 i -1.00+0.00 i
50 % -10.31-0.29 i -7.54-7.79 i -7.56-7.380422 i -7.44-7.44 i -7.44-7.44 i
55 % -11.36-0.23 i -8.23-8.42 i -8.24-8.102693 i -8.15-8.15 i -8.15-8.15 i
60 % -12.47-0.15 i -8.95-9.09 i -8.96-8.869988 i -8.90-8.90 i -8.90-8.90 i
65 % -9.76-9.58 i -9.64-9.65 i -0.01-0.000000 i -9.65-9.65 i -9.65-9.65 i
70 % -14.69-0.05 i -10.50-10.33 i -10.39-10.402588 i -10.40-10.40 i -10.40-10.40 i
75 % -15.70-0.03 i -11.19-11.05 i -11.10-11.111126 i -11.11-11.11 i -11.11-11.11 i
80 % -11.83-11.74 i -11.83-11.88 i -0.01-0.000000 i -11.86-11.86 i -11.86-11.86 i
85 % -12.58-12.36 i -12.56-12.65 i -0.01-0.000000 i -12.61-12.61 i -12.61-12.61 i
90 % -3.09-11.82 i -12.76-13.51 i -13.40-13.383023 i -13.37-13.37 i -13.37-13.37 i

Tabella A.8: Autovalori del sistema con valori limite delle incertezze al di
sopra dell'1% del limite minimo (µ-Analisi 2 incertezze).
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Figura A.8: Risposta nel tempo con parametri limite a ω � 20%Ω0 al di
sopra dell'1% del limite minimo .

Figura A.9: Risposta nel tempo con parametri limite a ω � 85%Ω0 al di
sopra dell'1% del limite minimo .
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à 4 incertezze
In questo caso, la determinazione delle incertezze limite è di�erente in
quanto se per la µ-Analisi è comunque possibile imporre delle incertez-
ze di tipo strutturato con un intervallo di variabilità ben de�nito, al
contrario attraverso il GNC le incertezze sono di tipo non strutturato.
Pertanto, come mostrato in precedenza, sono state utilizzate sostanzial-
mente due soluzioni di�erenti: assumendo un massimo scostamento in
modulo di ∆Kx e ∆Cx oppure cercando tramite l'ottimizzazione (2.43)
la combinazione lineare di ∆Kx e ∆Cx che conducesse alla peggior
condizione di instabilità del sistema.

Questa discrepanza tra i due approcci di analisi robusta ha portato
comunque al raggiungimento di condizioni di instabilità per il sistema
ma con di�erenti valori delle curve limite per ∆kb e ∆cb. Tuttavia,
è necessario anche in questo caso andare a veri�care con delle analisi
agli autovalori e di risposta nel tempo se e�ettivamente i limiti imposti
rappresentano delle condizioni di divergenza del sistema. I valori forniti
dagli algoritmi di calcolo sono riportati nella Tabella A.2, mentre la
modalità utilizzata è analoga al caso precedente con 2 incertezze, come
riportato nelle Figure A.10, A.11 e A.12.

Figura A.10: Visualizzazione dei parametri limite al -1% di variazione (4
incertezze).
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Figura A.11: Visualizzazione dei parametri limite allo 0% di variazione (4
incertezze).

Figura A.12: Visualizzazione dei parametri limite all'1% di variazione (4
incertezze).
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Si mostrano pertanto gli autovalori del sistema in Tabella A.9e A.13
in cui vengono utilizzati esattamente i valori limite forniti dall'analisi
robusta.

ω{Ω0
GNC con 4 incertezze: δ∆ � δ∆LIM

λ1pLq λ2pLq λ3pLq λ4pLq

5 % -0.31-42.31 i -3.41-17.99 i 0.00-1.05 i -4.55-7.28 i
10 % -0.33-41.26 i -3.40-17.97 i 0.00-2.11 i -4.54-7.28 i
15 % -0.34-40.25 i -3.38-17.95 i 0.00-3.14 i -4.54-7.27 i
20 % -0.36-39.21 i -3.37-17.93 i 0.00-4.20 i -4.54-7.27 i
25 % -0.38-38.21 i -3.35-17.90 i 0.00-5.23 i -4.54-7.27 i
30 % -0.41-37.18 i -3.34-17.87 i 0.00-6.29 i -4.54-7.26 i
35 % -0.45-36.20 i -3.32-17.83 i -0.00-7.32 i -4.54-7.26 i
40 % -0.51-35.20 i -3.29-17.78 i -0.02-8.37 i -4.54-7.25 i
45 % -0.61-34.19 i -3.26-17.72 i -0.06-9.44 i -4.55-7.25 i
50 % -0.71-33.30 i -3.23-17.65 i -0.14-10.38 i -1.57-8.46 i
55 % -0.90-32.20 i -3.19-17.51 i -0.26-11.60 i -1.55-8.47 i
60 % -1.10-31.78 i -3.17-17.48 i -0.40-12.54 i -1.53-14.35 i
65 % -1.50-30.70 i -3.12-17.25 i -0.14-14.03 i -2.05-14.16 i
70 % -1.82-29.73 i -3.13-16.88 i -0.00-14.92 i -2.43-14.61 i
75 % -2.46-29.14 i -0.25-15.86 i -3.65-16.65 i -4.72-13.84 i
80 % -3.55-28.17 i -0.13-16.92 i -4.24-16.47 i -4.87-13.92 i
85 % -5.62-26.59 i -0.07-17.96 i -5.32-16.75 i -4.90-14.19 i
90 % -10.97-23.28 i -0.03-18.98 i -5.50-18.94 i -4.72-14.27 i

Tabella A.9: Autovalori del sistema con valori limite delle incertezze (GNC
4 incertezze).

Sia dalla Tabella A.13 che dalle Figure A.132, A.14 e A.15 per la ri-
sposta nel tempo, si dimostra che, a fronte di diversi limiti forniti dalla
µ-Analisi e dal GNC il sistema si trova comunque in una condizione di
limite di stabilità, presentando delle oscillazioni nella risposta che non
vengono né abbattute né eccitate nel tempo.

2Si noti che per la µ-Analisi si è preferito riportare gli autovalori in formato gra�co
in quanto l'aggiunta della dinamica associata alle incertezze porta ad un aumento delle
dimensioni del problema (26 autovalori).
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Figura A.13: Andamento della parte reale degli autovalori in funzione della
frequenza (µ-Analisi con δ∆ � δ∆LIM ).

Figura A.14: Risposta nel tempo con parametri limite a ω � 10%Ω0 (GNC
4 incertezze).
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Figura A.15: Risposta nel tempo con parametri limite a ω � 50%Ω0 (µ-
Analisi 4 incertezze).

Per confermare tali risultati, si analizzano dapprima gli autovalori per
perturbazioni che non comportano una fuoriuscita dalla regione di sta-
bilità tracciata dai metodi (δ∆ � 99%δ∆LIM) e, in seguito con para-
metri che coporterebbero un passaggio dei poli nel semipiano destro
dello spazio di Argan (δ∆ � 101%δ∆LIM). I risultati per entrambe le
casistiche vengono riportati rispettivamente nelle Tabelle A.10 e A.11
per GNC e nelle Figure A.16 e A.17 per µ-Analisi.
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ω{Ω0
GNC con 4 incertezze: δ∆ � 99%δ∆LIM

λ1pLq λ2pLq λ3pLq λ4pLq

5 % -0.35-42.30 i -3.41-17.99 i -0.03-1.07 i -4.49-7.51 i
10 % -0.37-41.25 i -3.39-17.97 i -0.03-2.13 i -4.48-7.51 i
15 % -0.38-40.23 i -3.38-17.95 i -0.03-3.16 i -4.48-7.51 i
20 % -0.40-39.19 i -3.37-17.93 i -0.03-4.22 i -4.48-7.51 i
25 % -0.42-38.19 i -3.35-17.90 i -0.03-5.26 i -4.47-7.50 i
30 % -0.45-37.16 i -3.33-17.87 i -0.03-6.32 i -4.47-7.50 i
35 % -0.49-36.18 i -3.31-17.83 i -0.04-7.34 i -4.48-7.49 i
40 % -0.55-35.17 i -3.29-17.78 i -0.05-8.40 i -4.48-7.49 i
45 % -0.65-34.16 i -3.26-17.72 i -0.09-9.48 i -4.49-7.48 i
50 % -0.75-33.27 i -3.23-17.64 i -0.17-10.41 i -1.64-8.62 i
55 % -0.94-32.16 i -3.19-17.51 i -0.29-11.64 i -1.62-8.63 i
60 % -1.15-31.74 i -3.17-17.47 i -0.43-12.60 i -1.60-14.23 i
65 % -1.55-30.66 i -3.12-17.23 i -0.15-14.05 i -2.13-14.10 i
70 % -1.87-29.68 i -3.14-16.85 i -0.10-14.94 i -2.47-14.56 i
75 % -2.49-29.18 i -0.31-15.82 i -3.63-16.64 i -4.67-13.76 i
80 % -3.49-28.23 i -0.16-16.86 i -4.20-16.46 i -4.81-13.85 i
85 % -5.55-26.67 i -0.10-17.91 i -5.30-16.71 i -4.83-14.10 i
90 % -10.80-23.33 i -0.07-18.95 i -5.56-18.92 i -4.65-14.18 i

Tabella A.10: Autovalori del sistema con valori limite delle incertezze al di
sopra dell'1% del limite minimo (GNC 4 incertezze).
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ω{Ω0
GNC con 4 incertezze: δ∆ � 101%δ∆LIM

λ1pLq λ2pLq λ3pLq λ4pLq

5 % -0.29-42.32 i -3.41-17.99 i 0.01-1.04 i -4.58-7.16 i
10 % -0.31-41.27 i -3.40-17.97 i 0.01-2.10 i -4.57-7.16 i
15 % -0.32-40.26 i -3.38-17.95 i 0.01-3.13 i -4.57-7.15 i
20 % -0.34-39.22 i -3.37-17.93 i 0.01-4.19 i -4.57-7.15 i
25 % -0.36-38.22 i -3.35-17.90 i 0.01-5.22 i -4.57-7.15 i
30 % -0.39-37.19 i -3.34-17.87 i 0.01-6.28 i -4.57-7.14 i
35 % -0.43-36.21 i -3.32-17.83 i 0.01-7.30 i -4.57-7.14 i
40 % -0.49-35.21 i -3.29-17.79 i -0.00-8.36 i -4.57-7.13 i
45 % -0.59-34.20 i -3.27-17.72 i -0.04-9.43 i -4.58-7.13 i
50 % -0.68-33.31 i -3.23-17.65 i -0.12-10.36 i -1.54-8.38 i
55 % -0.88-32.21 i -3.19-17.52 i -0.25-11.58 i -1.52-8.39 i
60 % -1.08-31.80 i -3.17-17.48 i -0.39-12.51 i -1.50-14.41 i
65 % -1.48-30.73 i -3.12-17.26 i -0.14-14.02 i -2.00-14.19 i
70 % -1.80-29.75 i -3.12-16.90 i 0.16-14.90 i -2.41-14.64 i
75 % -2.45-29.12 i -0.22-15.88 i -3.66-16.66 i -4.75-13.88 i
80 % -3.58-28.14 i -0.12-16.95 i -4.26-16.48 i -4.91-13.96 i
85 % -5.66-26.55 i -0.05-17.98 i -5.33-16.77 i -4.94-14.23 i
90 % -11.05-23.25 i -0.02-18.99 i -5.46-18.95 i -4.75-14.31 i

Tabella A.11: Autovalori del sistema con valori limite delle incertezze al di
sotto dell'1% del limite minimo(GNC 4 incertezze).
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Figura A.16: Andamento della parte reale degli autovalori in funzione della
frequenza (µ-Analisi con δ∆ � 99%δ∆LIM ).

Figura A.17: Andamento della parte reale degli autovalori in funzione della
frequenza (µ-Analisi con δ∆ � 101%δ∆LIM ).
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Si considerano a titolo esempli�cativo due analisi di risposta nel tempo per
GNC e µ-Analisi; in particolare in Figure (A.18, A.19) e (A.20, A.21) si mo-
strano rispettivamente i ciclici coseno e seno ottenuti attraverso la risposta
allo scalino selezionando i valori limite al 101 % e al 99 %. Come atteso,
nel rispetto delle analisi agli autovalori riportate, nel primo caso si ha un
andamento divergente della risposta in quanto il sistema si presenta instabi-
le; nell'altro, invece, avendo selezionato dei valori contenuti all'intenro della
regione di stabilità delimitata dalle curve limite delle incertezze, si ha un
andamento smorzato nel tempo che tende a raggiungere il relativo valore di
regime.

Figura A.18: Risposta nel tempo con parametri limite a ω � 10%Ω0 (GNC
con δ∆ � 101%δ∆LIM ).
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Figura A.19: Risposta nel tempo con parametri limite a ω � 50%Ω0 (µ-
Analisi con δ∆ � 101%δ∆LIM ).

Figura A.20: Risposta nel tempo con parametri limite a ω � 5%Ω0 (GNC
con δ∆ � 99%δ∆LIM ).
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Figura A.21: Risposta nel tempo con parametri limite a ω � 40%Ω0 (µ-
Analisi con δ∆ � 99%δ∆LIM ).

A.2 Validazione dei risultati per il Puma IAR

330

Al �ne di quali�care la bontà dei risultati ottenuti attraverso l'analisi
robusta e�ettuata sul Puma IAR 330 è necessario condurre delle analisi agli
autovalori e di risposta nel tempo del sistema a�etto dalle incertezze limite
riportate nel paragrafo 3.4.
Pertanto, parallelamente sia con la µ-Analisi che con il criterio generalizzato
di Nyquist, sono stati selezionati i valori di ∆kb, ∆cb, ∆KFCS e ∆TFCS delle
curve limite di ciascun metodo a di�erenti frequenze secondo le seguenti
tabelle.
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GNC µ-Analisi
ω{Ω ∆kb ∆cb ∆kb ∆cb

5% 11.3343 -1.0158 10.1541 -1.0175
10% 10.0846 -1.0158 8.9955 -1.0172
15% 8.9066 -1.0159 8.0783 -1.0231
20% 7.8998 -0.9735 7.0548 -0.9273
25% 6.6951 -1.0120 5.9839 -1.0216
30% 5.6723 -1.0137 5.2139 -1.0087
35% 4.7582 -1.0138 4.3283 -1.0138
40% 3.9115 -1.0130 3.5142 -1.0127
45% 3.1361 -1.0068 2.8885 -1.0062
50% 2.3656 -1.0021 2.1410 -1.0056
55% 1.7317 -1.0126 1.5202 -1.0127
60% 1.1262 -1.0117 1.0457 -1.0116
65% 0.6164 -1.0060 0.5712 -0.9454
70% 0.1727 -0.9810 0.1768 -0.9192
75% -0.2486 -0.9631 -0.2712 -0.8988
80% -0.5406 -0.9745 -0.5743 -0.8885
85% -0.7858 -0.8230 -0.7624 -0.7624
90% -1.0419 -0.5532 -1.0154 -0.5420

Tabella A.12: Parametri limite per le analisi nel tempo e agli autovalori del
sistema (2 incertezze).
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GNC µ-Analisi
ω{Ω ∆kb ∆cb ∆KFCS ∆TFCS ∆kb ∆cb ∆KFCS ∆TFCS

5% 11.3461 -1.0158 2.0000 0.5000 10.1281 -1.0158 -20.2563 -2.2820
10% 10.0658 -1.0158 2.0000 0.5000 9.0410 -1.0159 -18.0821 -2.0102
15% 8.9296 -1.0159 2.0000 0.5000 8.0047 -1.0163 -16.0094 -1.7511
20% 7.8952 -0.9705 2.0000 0.5000 7.0473 -0.9135 14.0946 -1.5118
25% 6.6660 -1.0121 2.0000 0.5000 6.0451 -1.0131 -12.0903 -0.9109
30% 5.6667 -1.0137 2.0000 0.5000 5.1811 -1.0068 -10.3622 -1.0452
35% 4.7844 -1.0138 2.0000 0.5000 4.3704 -1.0050 -8.7409 -0.8426
40% 3.9157 -1.0130 2.0000 0.5000 3.5799 -1.0129 -7.1599 1.1449
45% 3.1220 -1.0064 2.0000 0.5000 2.8736 -1.0056 -5.7472 0.9684
50% 2.3369 -1.0038 2.0000 0.5000 2.1932 -1.0036 -4.3865 0.7983
55% 1.7266 -1.0126 2.0000 0.5000 1.5843 -1.0098 -3.1686 -0.1460
60% 1.1341 -1.0117 -2.0000 -0.5000 1.0461 -1.0116 -0.0137 0.2499
65% 0.6116 -1.0059 -2.0000 -0.5000 0.6058 -0.9470 1.8940 0.0132
70% 0.1582 -0.9793 -2.0000 -0.5000 0.1613 -0.9207 1.8414 0.0198
75% -0.2482 -0.9630 -2.0000 -0.5000 -0.2596 -0.9042 -1.8084 0.0239
80% -0.5464 -0.9734 2.0000 0.5000 -0.5484 -0.8974 -1.7949 0.0256
85% -0.7859 -0.8228 2.0000 0.5000 -0.7636 -0.7636 -0.0010 0.2500
90% -1.0478 -0.5483 2.0000 0.5000 -1.0043 -0.5514 0.0010 0.2500

Tabella A.13: Parametri limite per le analisi nel tempo e agli autovalori del
sistema (4 incertezze).

Per veri�care che e�ettivamente il sistema dotato delle caratteristiche
sopra elencate fosse e�ettivamente al limite di stabilità sono state considerate
come in precedenza le seguenti condizioni:

- GNC con valori tabulati;

- GNC con valori tabulati aumentati dell'1%;

- µ-Analisi con valori tabulati;

- µ-Analisi con valori tabulati aumentati dell'1%;

Si evidenziano gli autovalori stabili con colore nero, quelli al limite di stabilità
con colore verde e quelli instabili con colore rosso.
Per quanto riguarda, invece le analisi nel tempo, si mostra per ogni frequenza
delle Tabelle A.12 e A.13, un confronto tra GNC e µ-Analisi in termini di
risposta nel tempo delle uscite di posizione di ritardo ξ0, ξC , ξS e ξN{2 dovute
ad una forzante a gradino applicata alle coppie degli smorzatori C0, CC , CS
e CN{2.
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à 2 incertezze
Nelle Figure A.22 e A.23 si mostra la scelta dei parametri limite secondo
le direttive sopra elencate per meglio comprendere le condizioni del
sistema nelle analisi presentate in seguito.

Come visibile nelle Figure A.24 e A.25, nel caso in cui vengano sele-
zionati esattamente i valori limite forniti dalle curve nello spazio delle
incertezze degli smorzatori, gli autovalori sono stabili3.
Parallelamente, si propone nelle Figure A.26 e A.27 l'analisi nel tempo
associata alla scelta dei parametri tabulati a ω{Ω � 10% e a ω{Ω �
90%. Come atteso la soluzione mostra un ciclo limite con oscillazioni
che non si smorzano nel tempo.

Figura A.22: Visualizzazione dei parametri limite allo 0% di variazione (2
incertezze).

3Si ricorda che per sempli�care l'esposizione dei risultati sono stati omessi i complessi
coniugati degli autovalori riportati nelle tabelle.
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Figura A.23: Visualizzazione dei parametri limite all'1% di variazione (2
incertezze).

Figura A.24: Autovalori nelle frequenze selezionate per GNC (2 incertezze).
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Figura A.25: Autovalori nelle frequenze selezionate per µ-Analisi (2
incertezze).

Figura A.26: Risposta nel tempo con parametri limite a ω � 10%Ω (2
incertezze).
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Figura A.27: Risposta nel tempo con parametri limite a ω � 90%Ω (2
incertezze).

Al �ne di confermare la correttezza delle analisi robuste e�ettuate ven-
gono mostrati rispettivamente nelle Figure A.28 e A.29 gli autovalori
del sistema calcolati imponendo i parametri limite al di sopra dell'1%
della curva determinata come segnalato in Figura A.23.
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Figura A.28: Autovalori per GNC con parametri al di sopra dell'1% del limite
minimo (2 incertezze).

Figura A.29: Autovalori per µ-Analisi con parametri al di sopra dell'1% del
limite minimo (2 incertezze).
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In questo caso, si mostra come gli autovalori siano complessivamente
stabili e quindi tali da evitare l'insorgere di un comportamento dina-
mico divergente nelle risposte nel tempo; infatti, dai gra�ci riportati
in Figura A.30 e A.31, si nota come l'andamento del moto ciclico se-
no e ciclico coseno di ritardo sia stabile a fronte di una perturbazione
a gradino delle coppie di ritardo in ingresso (sono stati riportati solo
gli esempi relativi a ω � 20%Ω e ω � 70%Ω ma qualitativamente la
risposta del sistema rimane invariata per tutti i restanti casi).

Figura A.30: Risposta nel tempo con parametri limite a ω � 20%Ω al di
sopra dell'1% del limite minimo (2 incertezze).
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Figura A.31: Risposta nel tempo con parametri limite a ω � 70%Ω al di
sopra dell'1% del limite minimo (2 incertezze).

à 4 incertezze
Si riportano i risultati anche per il caso di 4 incertezze evidenziando
come i risultati ottenuti siano del tutto analoghi ai precedenti e di-
mostrino sostanzialmente che entrambi i metodi stabiliscono dei valori
limite di stabilità dei parametri incerti. Se ne riporta una selezione
nelle Figure A.32 e A.33.
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Figura A.32: Visualizzazione dei parametri limite allo 0% di variazione (4
incertezze).

Figura A.33: Visualizzazione dei parametri limite all'1% di variazione (4
incertezze).
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Si mostrano pertanto gli autovalori del sistema in Figura A.34 e A.35
in cui vengono utilizzati esattamente i valori limite forniti dall'analisi
robusta.

Le risposte nel tempo nelle Figure A.14 e A.15 dimostrano il ciclo li-
mite che si instaura al limite di stabilità.

Figura A.34: Autovalori nelle frequenze selezionate per GNC (4 incertezze).
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Figura A.35: Autovalori nelle frequenze selezionate per µ-Analisi (4
incertezze).

Figura A.36: Risposta nel tempo con parametri limite a ω � 20%Ω (GNC 4
incertezze).
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Figura A.37: Risposta nel tempo con parametri limite a ω � 60%Ω (µ-Analisi
4 incertezze).

Per confermare tali soluzioni, si riportano gli autovalori per pertur-
bazioni che non comportano una fuoriuscita dalla regione di stabilità
tracciata dai metodi (δ∆ � 99%δ∆LIM).
I risultati vengono mostrati rispettivamente nelle Figure A.38 e A.39
per GNC e µ-Analisi ai quali si associano nelle Figure A.40 A.41 le
rispettive analisi di risposta nel tempo. Per tutti i parametri limiti
selezionati all'interno della regione di stabilità il sistema risulta essere
stabile per entrambi i metodi di analisi robusta.
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Figura A.38: Autovalori per GNC con parametri al di sopra dell'1% del limite
minimo (4 incertezze).

Figura A.39: Autovalori per µ-Analisi al di sopra dell'1% del limite minimo
(4 incertezze).
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Figura A.40: Risposta nel tempo con parametri limite a ω � 40%Ω al di
sopra dell'1% del limite minimo (GNC 4 incertezze).

Figura A.41: Risposta nel tempo con parametri limite a ω � 65%Ω al di
sopra dell'1% del limite minimo (µ-Analisi 4 incertezze).
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Analisi robusta dei sistemi SISO LTV:

l'equazione di Mathieu

Al �ne di acquisire dimestichezza con la derivazione delle funzioni de-
scrittive si è trattato il caso periodico sempli�cato associato all'equazione di
Mathieu. Essa rappresenta un oscillatore quasi-armonico la cui pulsazione è
una funzione sinusoidale del tempo.

ẍ�
�
w2
n �M sin pω0t� θq

�
x � 0, in cui |M |   w2

n (B.1)

In questo caso, la frequenza propria del sistema in assenza di periodicità ri-
sulta essere evidentemente wn; l'introduzione nel sistema di una variazione
∆ω2pM, θq della pulsazione critica ne modi�ca il comportamento dinamico.
In realtà, dal momento che in genere si è interessati alla asintotica stabilità,
omettere lo smorzamento all'interno della (B.1) porterebbe a ottenere una
soluzione oscillante per de�nizione; pertanto si considera il caso dell'equazio-
ne di Mathieu smorzata con un coe�ciente di smorzamento ξ � 0.001 e un
ipotetico ingresso di controllo u.

ẍ� 2ξnwnẋ�
�
w2
n �M sin pω0t� θq

�
� u � 0 (B.2)

Lo schema a blocchi del sistema è riportato in Figura B.1.
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Figura B.1: Schema a blocchi dell'equazioni di Mathieu [4].

Prima di procedere con la determinazione dei limiti ammissibile per ∆ω2pM, θq
occorre esplicitare il sistema agli stati del secondo ordine di tale equazione.
Detto x � tx, ẋuT il vettore degli stati e selezionati come uscite y � x si
ottiene:

A �

�
0 1

�w2
n �2ξnwn

�
; B �

�
0
1

�
; C �

�
0 1

�
.

ẋ � Ax�Bu

y � Cx

B.1 µ-Analisi e GNC

Si e�ettua quindi un'analisi robusta del sistema in presenza di incertezze
sul fattore di smorzamento δξ e sulla variazione della frequenza propria δω2

dovuta alla perturbazione armonica. I limiti considerati per la µ-Analisi sono
i seguenti:

δω2
n � w2

n

�
1�

δω2

w2
n



in cui δ1 �

δω2

w2
n

� r�50%, 50%s (B.3)

δξn � ξn

�
1�

δξ

ξn



in cui δ2 �

δξ

ξn
� r�50%, 50%s (B.4)

(B.5)
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Per quanto concerne invece il criterio generalizzato di Nyquist, si procede in
maniera analoga a quanto riportato per l'elicottero sempli�cato e il Puma
IAR 330, determinando guadagno generalizzato ρejθρ attraverso gli autovalori
del sistema in anello chiuso e valori limite delle incertezze δ∆ tramite la
risoluzione del sistema lineare Gbδ∆ � ρ.

ρipωqe
jθi � �pλipL0pjωqq � 1q

�
Repui

TMviq Repjωui
TMviq

Imp 1
2ωn

ui
TMviq Imp 1

2ωn
jωui

TMviq

�"
δω2

δξ

*
�

"
ρi cos θρi
ρi sin θρi

*

B.2 Funzione descrittiva per ingresso sinusoi-

dale (SIDF SISO)

Applicando le formule precedentemente determinate in (4.5) e (4.6), con-
siderando la presenza dell'operatore non lineare ypx, ẋq � �M sin pω0t� θqx,
è possibile determinare la funzione descrittiva NApM, θ, ω0, ωq parametrizza-
ta in funzione dell'ampiezza della sinusoide, della frequenza di disturbo del
sistema e dello sfasamento che essa introduce. Si ricorda che l'ottenimento
dell'espressione analitica in forma chiusa è circoscritto a semplici casi come
l'equazione di Mathieu, sostanzialmente utili più in senso didattico che ap-
plicativo.
Si consideri inizialmente il caso in cui il sistema si trova in stabilità semplice
con un'unica armonica:

xptq � A sinωt (B.6)

in cui:

nppM, θ, ωq �
2Mω3

�
� cos θ � cos

�
θ � 2πω0

ω

��
πpω3

0 � 4ω2ω0q
(B.7)

nqpM, θ, ωq �
Mω2

�
� sin θ � sin

�
θ � 2πω0

ω

��
πpω3

0 � 4ω2ω0q
(B.8)

NApM, θ, ω0, ωq � nppM, θ, ω0, ωq � jnqpM, θ, ω0, ωq (B.9)

La frequenza critica che occorre ispezionare è sicuramente quella che annulla
il denominatore della funzione descrittiva in quanto comporterebbe l'introdu-
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zione nel sistema di una forzante sinusoidale di ampiezza in�nita; si e�ettua
quindi un limite per ω Ñ 1{2ω0 di NApM, θ, ω0, ωq.

NApM, θq � lim
ωÑ 1

2
ω0

NApM, θ, ω0, ωq �
M

2
p� sin θ � j cos θq �

M

2
ejpθ�

π
2
q

Sfruttando lo schema riportato in Figura B.1 si determina la funzione di
trasferimento d'anello del sistema, la quale viene successivamente valutata in
corrispondenza della frequenza critica individuata in ω � 1{2ω0. In questo
modo è possibile determinare il limite di stabilità considerando il modulo di
Lpj1{2ω0q � 1. In base alla frequenza dell'armonica che perturba il sistema
è quindi possibile e�ettuare uno studio del limite di stabilità del sistema
periodico valutando l'in�uenza a ω0 �ssata di ampiezza M e fase θ sul valore
della frequenza propria w2

n.
La procedura di calcolo della DF è stata applicata anche con l'aggiunta di
ulteriori armoniche dispari alla soluzione, coerentemente a quanto fatto in
[4], in modo da poter e�ettuare un confronto dei risultati ottenuti.

xptq � A1 sinωt� A3 sin pωt� ψq (B.10)

xptq � A0 � A1 sinωt� A2 sin p2ωt� ψq (B.11)

xptq � A1 sinωt� A3 sin pωt� ψ3q � A5 sin pωt� ψ5q (B.12)

Vengono ricavate le funzioni descrittive ricorrendo nuovamente alla (4.4) per
ciascuna armonica. Per quanto riguarda la (B.10) si è ottenuto:

NA1pM, θq �
M

2
pejpθ�

π
2
q � ejpψ�θ�

π
2
qq, con ω Ñ

1

2
ω0

NA3pM, θq � �
M

2

A1

A3

ejpθ�ψ�
π
2
q, con ω Ñ

1

2
ω0

Per l'armonica pari le funzioni descrittive sono:

NA0pM, θq �
M

2
pejpθ�

π
2
q � e�jpθ�

π
2
qq, con ω Ñ ω0

NA1pM, θq �
M

2
p
A2

A1

ejpψ�θ�
π
2
q � 2

A0

A1

ejθq, con ω Ñ ω0

NA2pM, θq � �
M

2

A1

A2

ejpθ�
π
2
q, con ω Ñ ω0
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Con la quinta sinusoide della (B.12) invece si ha:

NA1pM, θq �
M

2
pejpθ�

π
2
q � ejpψ3�θ�

π
2
qq, con ω Ñ

1

2
ω0

NA3pM, θq �
M

2
p�
A1

A3

ejp
π
2
�ψ3�θq �

A5

A3

ejp
π
2
�ψ3�ψ5�θqq, con ω Ñ

1

2
ω0

NA5pM, θq �
M

2

A3

A5

ejpψ3�ψ5�θ�
π
2
q, con ω Ñ

1

2
ω0

In questo caso la modalità di analisi di stabilità considera un approccio simile
al characteristic loci in cui si considera l'anello di Figura B.2 al limite di
stabilità imponendo che

1�NAiLpjw
CR
i q � 0 (B.13)

LpjwCRi q �
1

NAi

, @i (B.14)

in cui, in questo caso wCRi � 1{2ω0 per le armoniche dispari e wCRi � ω0, per
il termine costante A0 e per le sinusoidi pari. Si evidenzia che al di fuori di en-
trambi i valori di frequenza, come noto da letteratura, la funzione descrittiva
si annulla, pertanto, al �ne di determinare la condizione di limite di stabilità,
in generale è necessario considerare un numero �nito di subarmoniche con
cui valutare ciascuna NA.

ω �
1

n
ω0, n P N

Figura B.2: Sistema non lineare (a) e sistema equivalente con la funzione
descrittiva (b) [4].
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Pertanto attraverso il sistema (B.14) si ricavano le equazioni caratteristi-
che in forma chiusa che legano i valori di ampiezza M e sfasamento θ alla
frequenza propria del sistema wn.

M � 2

�
w2
n �

�
1

2
ω0


2
�

�
M

2
ejpθ�

π
2
q �

�
M

2


2
1

w2
n � p3

2
ω0q2

�
�

�
w2
n �

�
1

2
ω0


2
�

�
�

�
M

2


2

ejψLpj2ω0q �
M2

2
pej2θ�

π
2 � jq

1

ω2
n

�
�

�
w2
n � ω2

0

�
�
M

2


2 �
1

1{Lpjω0{2q �M{2ejpθ�
π
2
q
� Lpj

5

2
ω0q

�
�

�
w2
n �

�
3

2
ω0


2
�

Parallelamente, è possibile combinare i risultati ottenuti attraverso la µ-
Analisi con quelli della funzione descrittiva parametrica; ovvero avendo a
disposizione il valore limite ammissibili in termini di variazione di frequenza
propria ∆ω2 e di smorzamento 2ωn∆ξ si imposta la risoluzione di un sistema
non lineare nelle incognite pθ,Mq.

�ω2x�
�
w2
n �NAipM, θ, ωq

�
x � 0 (B.15)

�ω2x�
�
w2
n � jω2wnδξ � δω2

�
x � 0 (B.16)

ó

|∆ω2
LIM � j2ωnω

CR
i ∆ξLIM | � |NAipM, θ, ωCRi q| (B.17)

=p∆ω2
LIM � j2ωnω

CR
i ∆ξLIMq � =pNAipM, θ, ωCRi qq (B.18)

Si veri�cano quindi per la validazione dei risultati le curve limite Mpω2
nq

determinate con le funzioni descrittive e con la µ-Analisi.
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B.3 Risultati ottenuti

In questo paragrafo si riporta la validazione della stabilità robusta dell'e-
quazione di Mathieu e delle curve limite dei parametri incerti in essa conte-
nuti; in particolar modo si è fatto riferimento all'applicazione del metodo di
Floquet per valutare l'a�dabilità dei risultati ottenuti attraverso la tecnica
della funzione descrittiva.
Successivamente si confrontano le incertezze che comportano l'insorgere di
instabilità in funzione di ampiezza e fase della perturbazione sinusoidale
introdotta tramite funzione descrittiva.

Confronto con il metodo di Floquet

Al �ne di confermare la validità della procedura di linearizzazione armo-
nica fornita dalla tecnica delle funzioni descrittive, si analizza l'equazione di
Mathieu con il Metodo di Floquet e si mettono a confronto gli andamenti
delle curve Mpω2

nq determinate per i di�erenti casi di soluzioni xptq.

Figura B.3: Curve limite di stabilità con la 1a sinusoide (B.6).
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Figura B.4: Curve limite di stabilità con le 1a, 2a sinusoidi e il termine
costante (B.11).

Figura B.5: Curve limite di stabilità con le 1a e 3a sinusoidi (B.10).
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Figura B.6: Curve limite di stabilità con le 1a, 3a e 5a sinusoidi (B.12).

Si sottolinea come le armoniche pari e quelle dispari portino a delle curve
limite di�erenti ma comunque su�cientemente aderenti a quelle del metodo
di Floquet (Figura B.7).

Figura B.7: Confronto generale tra metodo di Floquet e metodo delle DF.
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Pertanto, la linearizzazione armonica delle funzioni descrittive del caso
sempli�cato dell'equazione di Mathieu è in grado di delineare le condizioni
di limite di stabilità anche per matrici di stato a coe�cienti periodici.
Si passa quindi dalla necessità di integrare il sistema nel tempo per ottenere
la matrice di transizione di Floquet, un processo tanto più oneroso all'au-
mentare delle dimensioni del sistema, all'integrazione su un unico periodo
delle funzioni descrittive poste in retroazione al sistema non periodico.

Curve limite dell'analisi robusta

Dopo aver appurato l'e�cacia delle funzioni descrittive per la caratteriz-
zazione di fenomeni periodici, si è cercato di legare questa tecnica con quella
della µ-Analisi.
Come precedentemente illustrato sono stati determinati i valori limite in ter-
mini di variazione di smorzamento e di frequenza propria del sistema senza la
perturbazione periodica. Imponendo quindi le relazioni (B.17) e (B.18) nel-
l'incognita Mpω2

nq, sono state ricavati gli andamenti dell'ampiezza M della
perturbazione sinusoidale dell'equazione di Mathieu al variare della ω2

n.

Figura B.8: Confronto le curve limite DF e le curve limite con µ-Analisi.
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Si visualizzano inoltre, il valore limite di incertezze ∆ω2 e ∆ξ valutati
con la µ-Analisi sia a di�erenti valori dell'ampiezza della parte periodica
della perturbazione in Figura B.9, che al variare di ω2

n in corrispondenza di
ωi � ωCRi in Figura B.10.

Figura B.9: Parametri limite di frequenza propria e smorzamento a di�erenti
ampiezze M .

I limiti riscontrati sono i medesimi ottenuti attraverso lo studio delle
funzioni descrittive operato in precedenza; si evince quindi la possibilità di
combinare in maniera molto più e�ciente la linearizzazione fornita dalle DF
con i limiti dell'analisi robusta tramite GNC o µ-Analisi.
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Figura B.10: Andamento delle incertezze limite ∆ω2pω2
nq e ∆ξpω2

nq.

Questa procedura innovativa, rispetto al metodo di Floquet, risulta essere
sicuramente più adatta ad un analisi di tipo parametrico del sistema; essa
infatti non solo comporta un costo computazionale minore, ma si avvale
della possibilità di valutare i limiti delle incertezze tramite GNC un'unica
volta �ssato il numero di parametri. Al contrario con Floquet si dovrebbe
determinare la risposta nel tempo con tutti i gradi di libertà del sistema e
per ogni valore desiderato dei parametri.

In�ne, come veri�ca del comportamento del sistema agli stati dell'equa-
zione di Mathieu si è implementato un modello in ambiente Simulink per il
calcolo della risposta del sistema a seguito dell'applicazione di un gradino in
ingresso; come visibile dalla Figura B.11, si ha che a parità di M = 0.9595,
imponendo per il sistema rispettivamente ω2

n � 0.4488 e ω2
n � 0.9837 cor-

rispondenti a i due di�erenti rami delle soluzioni di Figura B.8 (il primo a
ω � 1{2ω0 e il secondo a ω � ω0), si ricavano due di�erenti condizione di
ciclo limite per il sistema dominate da un comportamento sinusoidale con
periodo T e 2T , con T � 2π

ω0
.
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Figura B.11: Cicli limite determinati per l'equazione di Mathieu attraverso
le funzioni descrittive.
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Lista degli acronimi

Acronimo Descrizione

SISO Sistema dinamico Single Input - Single Output.

MIMO Sistema dinamico Multiple Input - Multiple Output.
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Lista dei simboli
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Simbolo Descrizione

pi parametro di modello incerto.

p̄ parametro di modello medio.

rp massimo variazione in modulo del parametro p.

∆ incertezza di modello   1.

∆ matrice di incertezze di modello, ||∆||8 ¤ 1.

G funzione di trasferimento dei sistemi SISO.

L funzione di trasferimento dei sistemi SISO in anello chiuso.

Gp funzione di trasferimento dei sistemi SISO incerti.

G matrice di funzioni di trasferimento dei sistemi MIMO.

Gp matrice di funzioni di trasferimento dei sistemi
MIMO incerti.

P matrice di funzioni di trasferimento tra ingressi e
uscite generalizzati.

w errore normalizzato sul generico riferimento desiderato w0.

u ingresso di controllo.

u∆ perturbazione sull'ingresso dovuta alle incertezze.

z uscite del sistema.
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Simbolo Descrizione

v misure del sistema.

y∆ perturbazione suul'uscita dovuta alle incertezze.

K matrice dei guadagni di controllo.

N LFT inferiore tra ingressi e uscite generalizzati in presenza
di incertezze ∆.

M LFT superiore tra ingressi u∆ e uscite y∆ in presenza
di incertezze ∆.

D matrice di precondizionamento della struttura M �∆.

σ̄p.q massimo valor singolare della matrice p.q.

mr numero di perturbazioni reali e diagonali sul sistema.

mc numero di perturbazioni complesse e diagonali sul sistema.

mC numero di perturbazioni complesse e generiche sul sistema.

n ordine complessivo del sistema.

XK spazio delle possibili incertezze.

µ∆p.q massimo valor singolare strutturato di (.) per incertezze
∆ generiche.

BXK spazio delle possibili incertezze tali che σ̄p∆q ¤ 1.
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Simbolo Descrizione

µp.q massimo valor singolare strutturato di (.) per incertezze
∆ P BXK .

km margine di stabilità robusta inverso di µ.

QK spazio delle possibili incertezze a norma unitaria.

ρp.q raggio spettrale di (.).

yaptq uscita reale del sistema tempo variante.

yptq uscite del sistema approssimate tramite funzioni descrittive.

NA funzione descrittiva della non linearità.

np parte reale della funzione descrittiva.

nq parte complessa della funzione descrittiva.
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