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punti di griglia e 50 particelle/cella. In questo caso il tem-
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A.5 Densità elettronica con normalizzazione ne/nc generata da un

impulso di ampiezza a = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
A.6 Risultati dell’approccio semi-analitico per onde di plasma non-

lineari . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

vii





Sommario

Lo sviluppo della tecnologia laser ha portato all’esplorazione di regimi di in-

terazione con la materia, e in particolare con i plasmi, nei quali gli aspetti

non-lineari e relativistici rivestono un ruolo determinante. La descrizione teo-

rica di questi fenomeni, oltre che per un interesse fondamentale, è di grande

rilevanza anche in relazione alle numerose possibili applicazioni. Tra queste,

uno degli ambiti di maggior interesse per lo studio dell’interazione tra laser

e plasma è la fusione a confinamento inerziale. In questo contesto, numerosi

studi hanno mostrato come nel plasma possano formarsi particolari strut-

ture elettromagnetiche a causa di instabilità dovute agli effetti non lineari

dell’interazione con un impulso laser di elevata intensità. Queste struttu-

re, caratterizzate da una concentrazione spazialmente localizzata di energia

elettromagnetica, sono chiamate Solitoni Elettromagnetici. I solitoni elettro-

magnetici ricoprono un ruolo di particolare importanza poiché in essi viene

immagazzinata parte dell’energia del laser che interagisce con il plasma. Inol-

tre, si è osservato che al loro interno possono instaurarsi campi elettrostatici

molto intensi (anche dell’ordine del GV/cm). Risulta quindi chiaro come i

solitoni elettromagnetici siano di notevole interesse anche per possibili ap-

plicazioni nell’ambito dell’accelerazione di particelle cariche. La descrizione

teorica di queste strutture elettromagnetiche costituisce ancora oggi un ar-

gomento di ricerca in piena evoluzione. Scopo del seguente lavoro di tesi è lo

sviluppo di descrizioni analitiche e numeriche dei solitoni elettromagnetici.

Viene innanzitutto sviluppato un modello analitico di tipo cinetico in grado di

descrive in modo soddisfacente tali strutture. In seguito viene condotta un’a-

nalisi numerica sulla dinamica e sulla stabilità dei solitoni elettromagnetici,

tramite l’utilizzo di codici cinetici di tipo Particle-In-Cell.
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Abstract

The development of laser technology has led to the exploration of new ways of

interaction with matter, particularly with plasmas, in which non-linear and

relativistic aspects assume a key role. The theoretical description of these

phenomena, other than being of fundamental interest, is also very relevant

relating to many achievable applications. Among these, one of the most inte-

resting field in laser-plasma interaction is the inertial confinement fusion. In

this context, many studies showed how in plasma particular electromagnetic

structures could be formed, characterized by a spatial localized concentration

of electromagnetic energy, because of instability due to non-linear effects of

interaction with high intensity laser pulse. These structures are called Elec-

tromagnetic Solitons. Electromagnetic solitons have a central role because a

fraction of laser pulse energy, interacting with plasma, is accumulated inside

them. Furthermore, it is observed that inside these structures electrosta-

tic fields of very high intensity (of the order of GV/cm) can be established.

Therefore, it is clear why electromagnetic solitons are very interesting with

regards to possible applications in charged particles acceleration. The theo-

retical description of these electromagnetic structures represents a developing

research topic still today. The aim of this thesis is devoted to the develo-

pment of analytical and numerical descriptions of electromagnetic solitons.

On the one hand an analytical kinetic model, that satisfactorily describes

these structures, is developed. On the other hand a numerical analysis about

dynamics and stability of electromagnetic solitons is pursued, making use of

Particle-In-Cell kinetic codes.
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Prefazione

Questa tesi presenta un lavoro di tipo teorico-numerico dedicato alla fisica

dell’interazione laser-plasma. In particolare essa si focalizza sui Solitoni elet-

tromagnetici nei plasmi, strutture elettromagnetiche che si possono formare

a seguito dell’interazione tra impulsi laser ad alta intensità e plasma. La de-

scrizione teorica di questi fenomeni, oltre che per un interesse fondamentale,

è di grande rilevanza anche in relazione alle numerose possibili applicazio-

ni. Si sottolineano in particolare le applicazioni nell’ambito della fusione

a confinamento inerziale e dell’accelerazione di particelle cariche, argomenti

particolarmente rilevanti per un corso di studi in Ingegneria Nucleare. La

fase di studio, affrontata anche nel contesto del percorso ASPRI, degli aspet-

ti fondamentali della propagazione di onde elettromagnetiche nei plasmi in

regime non lineare, della loro descrizione analitica e numerica, risulta quindi

fondamentale. In questo lavoro di tesi, viene innanzitutto sviluppato un mo-

dello analitico di tipo cinetico in grado di descrivere le strutture solitoniche;

inoltre viene condotto uno studio numerico di tipo cinetico attraverso codici

Particle-In-Cell, particolarmente indicati per la descrizione di fenomeni di

interazione tra laser e plasmi.

Viste queste premesse, la tesi è strutturata come segue:

• Il capitolo 1 contestualizza il lavoro di tesi prestando particolare at-

tenzione agli argomenti che sottolineano l’importanza dello studio dei

solitoni elettromagnetici. A questo scopo introduce gli aspetti generali

della fusione a confinamento inerziale per comprendere come la fase di

interazione sia fondamentale nel trasferimento di energia tra un onda

elettromagnetica e la materia. Vengono, inoltre, introdotti brevemente
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concetti propri dell’interazione essenziali per la comprensione della te-

si. Infine, si presta particolare attenzione ai metodi disponibili per la

studio di questo fenomeno fisico.

• Nel capitolo 2 l’attenzione è posta sulla fisica dell’interazione tra laser

e plasma. Ne sono discussi, quindi, gli aspetti centrali con lo scopo di

comprendere da dove nasce l’interesse per solitoni elettromagnetici nei

plasmi. Viene poi evidenziato il ruolo fondamentale dei metodi di tipo

cinetico per la descrizione di solitoni elettromagnetici. Infine, alla luce

di quanto esposto nei primi due capitoli, vengono enunciati gli obiettivi

della tesi.

• Nel capitolo 3 viene sviluppato un modello analitico cinetico di soli-

toni elettromagnetici relativistici (RES) per le due tipologie di plasmi

analizzati: i plasmi di elettroni-positroni e i plasmi di ioni-elettroni.

Si presta particolare attenzione alle grandezze di interesse per lo stu-

dio dei solitoni elettromagnetici. Vengono, infine, discussi i risultati

ottenuti con tale modello.

• Il capitolo 4 presenta i risultati dello studio di carattere numerico sul-

l’evoluzione temporale dei RES. Tale studio è stato effettuato tramite

codici cinetico di tipo Particle-In-Cell. La discussione dei risultati, otte-

nuti nel lavoro di tesi, presta particolare attenzione ai limiti di validità

delle ipotesi adottate nello sviluppo del modello analitico.

• Il capitolo 5 illustra le conclusioni della tesi e presenta i possibili svi-

luppi futuri.

• L’appendice A descrive il fenomeno del wake-field generation poiché

questo costituisce uno dei fenomeni più studiati dal punto di vista sia

teorico che sperimentale, rappresentando un punto di riferimento per

la fisica dell’interazione non lineare tra onde elettromagnetica e pla-

sma. In particolare vengono presentati sia un approccio teorico che uno

numerico che sono stati utili, nell’approfondimento ASPRI, per fami-

liarizzare con i mezzi analitici e computazionali utilizzati nei problemi

riguardanti l’interazione tra laser e plasma.
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Alcune Notazioni

Nel testo il sistema di misura maggiormente utilizzato è il cgs, di gran lunga

il più diffuso nella letteratura scientifica specializzata. Si è fatto uso anche

di alcune unità miste, come ad esempio il W/cm2 per la misura dell’intensità

degli impulsi laser, in accordo con quanto avviene in letteratura. È presente

un’unica bibliografia in fondo al testo e i riferimenti bibliografici sono indicati

secondo una numerazione progressiva: per esempio, [4] è il riferimento al

quarto lavoro citato nella bibliografia. Le equazioni sono numerate secondo

il formato (capitolo.paragrafo.equazione): per esempio (2.1.4) è la quarta

formula del primo paragrafo del secondo capitolo. In esse, si sono adottate

le seguenti notazioni:

- ‘ · ’ : prodotto scalare,

- ‘ ∧ ’ : prodotto vettore,

- ‘ ∇ ’ : gradiente,

- ‘ ∇2 ’ : laplaciano,

- ‘ ∇· ’ : divergenza,

- ‘ ∇∧ ’ : rotore.

In alcuni capitoli, per semplificare le notazioni, le derivate si sono espresse

con apici e pedici, dove l’apice indica l’ordine della derivata mentre il pedice

indica rispetto a quale variabile essa viene effettuata: ad esempio, a′x è la

derivata prima della funzione a rispetto ad x (da non confondere con ax che

rappresenta invece la componente lungo x del vettore a).
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Capitolo 1

Introduzione

In questo primo capitolo verranno introdotti gli argomenti che hanno portato

allo sviluppo della tesi. L’interesse per il regime di interazione tra laser ad

alta intensità (dell’ordine di 1015W/cm2 o superiori) e potenza (dell’ordine

dei centinaia di TW ) e plasmi è nato negli studi sulla fusione a confinamento

inerziale. Infatti la fase di cessione di energia al combustibile attraverso un

onda elettromagnetica intensa è uno degli aspetti fondamentali degli esperi-

menti sulla fusione inerziale, come si vedrà nel paragrafo 1.1.3. In particolare

lo studio dell’interazione tra radiazione elettromagnetica intensa e materia

(soprattutto nello stato di plasma) ha messo in luce la presenza di fenomeni

non lineari. L’introduzione, verso la fine degli anni ’80, della tecnica di am-

plificazione d’impulsi laser CPA ha permesso di investigare anche dal punto

di vista sperimentale tali fenomeni.

Il paragrafo 1.1 introdurrà quindi gli aspetti fondamentali della fusione

nucleare utili ad introdurre il concetto di fusione a confinamento inerziale.

In questo paragrafo verrà sottolineato come l’interazione tra laser e plasma

riveste un ruolo centrale nella fusione inerziale. Infine, nel paragrafo 1.2, si

parlerà nello specifico dell’interazione tra radiazione elettromagnetica intensa

e materia con dei riferimenti all’interazione con il plasma ed i relativi approcci

di studio.
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Capitolo 1. Introduzione

1.1 La fusione inerziale

L’energia che viene prodotta da una reazione nucleare può arrivare da due

tipologie di processi differenti: la fusione di due nuclei leggeri o la fissione

di due nuclei pesanti. Questi processi possono essere introdotti osservando

l’energia di legame per nucleone (espressa in MeV) in funzione del numero di

massa (A) dei vari elementi presenti in natura, come mostrato in figura 1.1.

Per i nuclei leggeri l’energia di legame per nucleone cresce con l’aumentare

Figura 1.1: Energia di legame per nucleone in funzione del numero di massa

di A fino ad un massimo rappresentato dal nucleo con A=56 (Ferro). In

questo intervallo la fusione di due nuclei leggeri porta alla formazione di un

nucleo più stabile con un rilascio significativo (alcuni MeV ) di energia (si

noti la pendenza della curva per i nuclei con A<16). Per i nuclei pesanti la

situazione è opposta, cioè l’energia di legame per nucleone diminuisce con

l’aumentare di A, quindi con la fissione di un nucleo pesante in due nuclei

più leggeri si ottiene una rilevante quantità di energia (decimi di MeV per

nucleone).

Ad oggi, la produzione di energia elettrica da fonte nucleare è basata sulla

fissione. Tuttavia c’è una forte propensione alla ricerca sulla fusione poiché

tale processo, su cui si basa il funzionamento delle stelle, porterebbe grandi
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1.1. La fusione inerziale

vantaggi come la grande abbondanza di nuclei leggeri in natura, che porta

ad una disponibilità di combustibile pressoché illimitata [7]. Inoltre l’energia

rilasciata per nucleone è in media di 5 − 6MeV rispetto agli 0.8MeV della

classica reazione di fissione del 235U. Il problema principale per ottenere una

reazione di fusione sta nel fatto che i due nuclei reagenti, che hanno una carica

elettrica, devo vincere la repulsione della forza di Coulomb per avvicinarsi

ad una distanza dell’ordine di 10−15m, cioè il raggio del nucleo; le reazione di

fissione, invece, essendo innescate dall’impatto di un neutrone con il nucleo

non risentono di questa problematica.

Per vincere la repulsione Coulombiana è necessario quindi che l’energia

dei nuclei sia molto elevata. Un’altra possibilità è quella di sfruttare l’effetto

tunnel la cui probabilità comunque aumenta con l’aumentare dell’energia dei

nuclei coinvolti nella reazione. Dal punto di vista della produzione energetica

l’accelerazione di ioni che prevede l’utilizzo di un acceleratore di particelle,

non è percorribile perché la reazione più probabile è quella di ionizzazione dei

nuclei bersaglio. Per fornire quindi un elevata energia ai nuclei, la strada che

è state percorsa sino ad oggi è quella dell’utilizzo di un plasma termonucleare.

La realizzazione di un reattore per la produzione di energia elettrica, prevede

che il combustibile venga portato allo stato di plasma termonucleare, che

può raggiungere energie e temperature molto elevate, dell’ordine delle decine

di keV (circa 107K). Le principalmente strade intraprese per mantenere un

plasma in tali condizioni sono il confinamento magnetico e il confinamento

inerziale. Queste tipologie di approccio alla ricerca sulla fusione, che verranno

approfondite nel paragrafo 1.1.2 e nel paragrafo 1.1.3, presentano ancora

oggi dei problemi di carattere fisico oltre che tecnologico. Ad esempio la

ricerca nell’ambito dell’interazione tra radiazione elettromagnetica e plasma

costituisce uno degli aspetti centrali negli studi sulla fusione a confinamento

inerziale, tema che verrà in seguito trattato nel paragrafo1.1.3.

1.1.1 Reazioni di fusione nucleare

Come detto in precedenza, i nuclei più adatti ad effettuare una reazione di

fusione sono quelli leggeri. Di conseguenza le reazioni più studiate ad oggi
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Capitolo 1. Introduzione

sono quelle che coinvolgono in particolare gli isotopi dell’idrogeno.

D +D → T + 1H + 4.03MeV

D +D → 3He+ n+ 3.27MeV

D + T → 4He+ n+ 17.6MeV

D + 3He→ 4He+ 1H + 18.3MeV

H + 11B → 3 · 4He+ 8.7MeV

Analizzando le sezioni d’urto e i tassi di reazione di tali reazioni presentati

nella figura 1.2 è possibile fare alcune considerazioni.

Figura 1.2: (a) Sezione d’urto della reazione di fusione rispetto all’energia cinetica
dei nucleoni coinvolti e (b) tasso di reazione in funzione della temperatura ionica.
[1]

Le reazioni D - D hanno come vantaggio principale che coinvolgono solo

nuclei di deuterio che è un elemento non radioattivo, abbondante in natu-

ra e facilmente ottenibile dalla separazione isotopica e successiva elettrolisi

dell’acqua pesante. Nonostante questo pregio, la reazione ha un duplice

svantaggio: produce trizio, che è radioattivo, o neutroni, che possono provo-

care attivazione dei materiali strutturali, ed ha tassi di reazione ed energia

prodotta inferiori rispetto alle altre reazioni considerate.
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1.1. La fusione inerziale

La reazione D - T è la più promettente per la produzione di energia

poiché ha il miglior tasso di reazione e produce una rilevante energia. Tutta-

via necessita del trizio, che è un elemento radioattivo, che avendo un tempo

di dimezzamento di 12.33 anni va prodotto artificialmente. Inoltre il trizio

presenta dei notevoli problemi nello stoccaggio poiché i materiali che costi-

tuiscono i contenitori sono soggetti ad una permeabilità non trascurabile per

questo elemento. Può, però, essere prodotto dalle seguenti reazioni nucleari

sul litio:
6Li+ n→ 4He+ T + 4.8MeV

7Li+ n→ 4He+ T + n′ − 2.5MeV

la prima reazione è esotermica e più probabile con neutroni termici mentre la

seconda è endotermica e più probabile con neutroni veloci. Va sottolineato

che dalla reazione di fusione D - T viene prodotto un neutrone veloce di

energia 14,07 MeV che crea problemi di danneggiamento e di attivazione

della struttura del reattore ma che può essere sfruttato per produrre trizio

attraverso un blanket di litio attraverso le reazioni sopra indicate.

La reazione D - 3He risulta essere la più vantaggiosa dal punto di vista del-

l’energia prodotta, che è la maggiore tra le reazioni viste, e dei prodotti della

reazione che non sono radioattivi. Inoltre l’assenza di neutroni prodotti evita

l’attivazione e il danneggiamento della struttura. Tuttavia la sezione d’ur-

to molto bassa e la bassa concentrazione isotopica dell’3He ne impediscono

l’applicazione.

La reazione 11B - H come la reazione precedente non produce neutroni ed

elementi radioattivi ma il suo tasso di reazione risulta molto basso.

1.1.2 Confinamento di un plasma termonucleare

Per creare un plasma termonucleare e mantenere il combustibile in tale stato

è necessario che l’energia termica delle particelle sia sufficientemente elevata

da innescare la reazione di fusione e di conseguenza avere un guadagno netto

di energia. Ovviamente questa è la sfida principale, innanzitutto è necessario

portare il plasma a temperature dell’ordine di milioni di gradi Kelvin, ma
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una tale energia termica porterebbe il plasma ad una forte espansione che, se

non controllata, farebbe perdere tutta l’energia termica stessa in breve tem-

po. Da qui nasce il problema del confinamento del plasma termonucleare.

Se si guarda alle stelle dove la fusione nucleare garantisce la loro esistenza si

può osservare che il confinamento è dovuto all’enorme forza di gravità, per-

ciò in tal caso si parla di confinamento gravitazionale. Questo meccanismo di

confinamento non può essere utilizzato sulla terra perciò sono state studiate

altre tipologie di confinamento. Il confinamento del plasma, comunque, risul-

ta essere molto complesso a causa delle innumerevoli instabilità dovute alle

interazioni elettromagnetiche tra le sue componenti, perché queste instabilità

possono portare allo spegnimento del plasma prima del raggiungimento della

fusione nucleare.

Guardando, invece, al guadagno netto di energia è necessario prendere

in considerazione le perdite di energia intrinseche del sistema plasma termo-

nucleare, cioè le perdite dovute all’emissione di radiazione. Gli elettroni che

fanno parte del plasma perdono parte della loro energia emettendo radia-

zione di Bremsstrahlung a causa delle loro continue interazioni con le altre

specie del plasma che ne causano accelerazioni e decelerazioni. La radiazione

di Bremsstrahlung, alle tipiche temperature di plasma, è radiazione X che

abbandona il plasma andando persa. Fortunatamente la potenza creata per

unità di volume dalle reazioni di fusione aumenta con la temperatura molto

più velocemente che la potenza persa per unità di volume per l’emissione

di radiazione di frenamento. Considerando questo fatto è possibile definire

la temperatura di ignizione ideale cioè la temperatura alla quale si eguaglia-

no la potenza per unità di volume generata dalle reazioni di fusione e la

potenza per unità di volume persa per Bremsstrahlung. Considerando, ad

esempio, la reazione D - T il valore della temperatura di ignizione ideale è di

4, 4keV mentre per la reazione D - D è di 32keV , anche da questo si vede la

convenienza nell’utilizzare la reazione D - T come detto in precedenza.

Nel raggiungimento di un bilancio energetico favorevole, l’ignizione ideale

rappresenta solo una condizione necessaria poiché oltre alle perdite di energia

per radiazione di frenamento ci sono anche quelle dovute al trasporto di calo-

re come la conduzione termica e al fuga dei neutroni dal plasma che portano
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1.1. La fusione inerziale

con se una parte dell’energia creata nelle reazioni di fusione. Per raggiungere

la condizione di ignizione è necessario che l’energia delle reazioni di fusione

compensi le perdite di energia del plasma appena elencate, ma se le caratteri-

stiche del sistema (temepratura, densità ecc.) non sono in grado di soddisfare

questa condizione è necessario contribuire con una fonte esterna di energia.

La condizione di equilibrio è raggiunta quando la potenza generata della fu-

sione eguaglia la potenza esterna emessa, questa è la condizione per avere

un reattore a potenza nulla. L’obbiettivo finale della ricerca sulla fusione è,

però, quello di ottenere un sistema in condizioni di ignizione dove il processo

di fusione è auto-sostenuto da una frazione di energia di fusione trasferita

al plasma dalle particelle cariche prodotte dalla reazione (le particelle α nel

caso di D - T) che sono in grado di interagire con il plasma stesso. Il Criterio

di Lawson

pτE ≥ pτign (1.1.1)

che deriva da un semplice bilancio energetico garantisce la condizione di

auto-sostenibilità del plasma termonucleare. In questa relazione p = 2nT

rappresenta la pressione del plasma, τE il tempo di confinamento dell’energia

e τign il tempo di confinamento dell’energia nelle condizioni di ignizione. Nel

caso della reazione D - T, τign presenta un minimo quando la temperatura di

plasma vale 15keV , in queste condizioni pτign = 8.3 atm · s, che può essere

espresso come nτign = 2 · 1014 s/cm3. Dalla relazione 1.1.1 si nota che è

possibile utilizzare differenti combinazioni di n e τe per ottenere la condizione

di ignizione, esistono quindi almeno due possibili regimi di operazione per un

sistema di confinamento per applicazioni energetiche:

• configurazione di confinamento inerziale che prevede la densità n ele-

vata (∼ 1024 particelle/cm3) e il tempo di confinamento dell’energia τE

ridotto (∼ 10−10 s);

• configurazione di confinamento magnetico che prevede la densità n ri-

dotta (∼ 1014 particelle/cm3) e il tempo di confinamento dell’energia

τE elevato (∼ 100 s).
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Le problematiche fisiche e tecnologiche che caratterizzano i due metodi di

confinamento sono molto differenti, comunque, poiché gli argomenti di studio

della tesi derivano da problematiche legate alla fusione a confinamento iner-

ziale, nel prossimo paragrafo verranno descritti gli aspetti basilari di questo

tipo di approccio alla fusione nucleare al fine della produzione di energia.

1.1.3 L’approccio inerziale alla fusione: cenni e ruolo

dell’interazione laser-plasma

L’interesse per la fusione nucleare nasce nel secondo dopoguerra per la fabbri-

cazione di ordigni nucleari. In queste prime bombe termonucleari un esplo-

sione iniziale di un innesco a fissione crea le condizioni per una reazione a

fusione per la parte di combustibile costituito da atomi leggeri. Negli anni a

seguire si inizia a pensare anche alla possibile applicazione per la produzione

energetica della fusione nucleare, ed è proprio come conseguenza dei primi

studi in ambito militare che nasce l’idea degli attuali impianti di ricerca sulla

fusione inerziale.

Un impianto per la fusione inerziale si basa sulla presenza di un laser, det-

to driver le cui caratteristiche verranno introdotte nel seguito del paragrafo.

Il driver è composto un elevato numero di fasci che sono singolarmente am-

plificati e mandati alla camera dove avviene la reazione attraverso una serie

di specchi per colpire il combustibile da tutte le direzioni. L’elevata potenza

dei laser genera un’ablazione dello strato esterno del combustibile che va a

comprimere la zona più interna creando le condizioni ottimali per far avveni-

re la reazione di fusione. Questo processo è simile a quello che avviene nelle

bombe-H dove i raggi X generati dall’innesco a fissione vanno ad interagire

lo strato esterno del combustibile innescando l’ablazione e conseguentemente

la fusione.

Nell’ambito della fusione inerziale come detto in precedenza si opera con

τe dell’ordine del nanosecondo e densità n di 1023−1024particelle/cm3. Que-

sto comporta pressioni molto elevate dell’ordine di 10−102Gbar. Una simile

configurazione può essere ottenuta, oltre che negli ordigni nucleari, solo per

piccole quantità di materia. Poiché le densità e le pressioni in gioco hanno
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valori di questo ordine di grandezza, per comprendere al meglio le difficoltà

tecnologiche legate alla fusione inerziale è utile utilizzare un nuovo set di

grandezze di riferimento. Si può quindi passare dalla densità di particelle a

quella in massa n→ ρ ∼ mDTn e dal tempo di confinamento dell’energia al

range caratteristico del sistema τE → R ∼ vsτE. In questo modo è possibile

esprimere il criterio di Lawson (1.1.1) per la reazione D - T nel seguente

modo:

ρR ≥ 1
g

cm2
(1.1.2)

È utile ora andare a considerare un caso pratico per poter fare delle sti-

me appropriate. Considerando che la densità dell’idrogeno solido vale circa

0, 2 g/cm3 (temperatura T < 20 K), per rispettare la relazione 1.1.2 il siste-

ma deve presentare una dimensione dell’ordine del cm. Tale sistema, inoltre,

deve essere scalato fino alla temperatura di 15 keV mantenendo la propria

densità per avere una reazione di fusione. Alla densità considerata, la massa

di D - T per una volume di combustibile con dimensione caratteristica di

qualche cm è dell’ordine del grammo. Sapendo che la fusione completa di

1mg di D - T libera in energia tra i 300 e i 400 MJ se ne deduce che la fusione

di un grammo libererebbe un energia paragonabile ad un ordigno nucleare.

Per questo gli studi sulla fusione inerziale sono interessanti anche da un pun-

to di vista militare. Ai fini della produzione di energia elettrica una simile

quantità di energia sviluppata in tempi cos̀ı brevi (τE)non è gestibile. Per

questo motivo e per il fatto che servirebbe anche una considerevole quantità

di energia innescare la razione di fusione è necessario operare su scale più

piccole. Si considerano quindi quantità di combustibile nucleare dell’ordine

dei mg. Questo implica un aumentare del valore della densità di plasma ρ.

Infatti per una configurazione sferica si ha che

mDT =
4

3
πρR3 =

4

3
π

(ρR)3

ρ2
∝ ρ−2 ; (1.1.3)

in particolare, con mDT in mg, si ha che ρ ∼ 300/
√
mDT g/cm

3, che implica

una densità di 300 g/cm3 per 1 mg di combustibile nucleare. Questa densità

è superiore di circa 3 ordini di grandezza rispetto all’idrogeno solidificato. Da
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questa semplice stima si comprende una delle effettive problematiche tecnolo-

giche nell’applicazione pratica della fusione inerziale legate alla compressione

a cui deve essere soggetto il pellet.

È possibile effettuare anche una stima di carattere energetico per capire

quale energia debba fornire il driver. Nel caso della fusione di un mg di D

- T l’energia liberata è circa pari a 400 MJ . Sorge spontaneo chiedersi per

una tale quantità di energia ottenuta, quanta debba essere l’energia intro-

dotta dall’esterno attraverso il driver. A tal proposito è utile introdurre la

grandezza detta fattore di guadagno Q definito come

Q ≡ Potenza termica prodotta

Potenza termica introdotta da fonti esterne
(1.1.4)

questo parametro è utile per capire a che punto è una tecnologia volta alla

produzione energetica nell’ambito della fusione nucleare, nel caso della fusio-

ne a confinamento inerziale è più significativo definire il Q come il rapporto

tra l’energia fornita e l’energia generata per “singolo pellet”, tale definizio-

ne nasce dal fatto che la potenza media generata da un sistema a fusione a

confinamento inerziale dipende molto dalla frequenza dei processi coinvolti.

Tornando quindi alla domanda posta in precedenza, è possibile ora rispon-

dere che per ottenere un guadagno dell’ordine di 102 (per far fronte a tutte

le inefficienza) è necessario conferire al sistema un energia di ∼ 1 − 10 MJ

al pellet.

Per riuscire ad aumentare temperatura e densità e giungere ai valori ri-

chiesti si segue il processo schematizzato in figura 1.3. Nella fase iniziale si

irradia il combustibile sotto forma di pellet dall’esterno (1.), in tal modo si

innesca un processo che porta alla ionizzazione della superficie esterna e la

creazione di un plasma molto energetico con la pressione opportuna, l’abla-

zione del plasma causa un’implosione del core del pellet (2.). Tale implosione

genera un aumento di densità e di temperatura creando un punto “caldo”

detto hot-spot nel quale si può innescare la fusione (3.). Infine le particelle

α cedendo energia al di fuori del hot-spot, causano l’aumento di temperatura

della parte restante del pellet, fino a condizioni tali da innescare la fusione

nucleare (si ha un’onda di combustione nucleare) (4.).
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Figura 1.3: stadi della fusione inerziale

Il processo di ablazione del pellet è legato alla selezione del tipo di driver

da adottare. Una possibile selezione del driver può essere rappresentata da

un laser ad alta potenza impulsato. Come visto dalle stime precedenti gli im-

pulsi dovranno essere di energia dell’ordine del MJ e di breve durata ∼ ns

(paragonabile a τe). Questo apre un insieme di problematiche nell’ambito

del laser da utilizzare e dei relativi sistemi di amplificazione. Ad esempio

con laser come il Ti-sapphire è possibile generare, attraverso la tecnologia

mode-locking, impulsi molto brevi (dell’ordine dei femtosecondi) grazie alla

larghezza di banda molto ampia. Tuttavia la breve durata dell’impulso limita

la massima energia immagazzinabile nel laser (dell’ordine del J). Al contra-

rio con un laser di tipo Nd-glass si possono generare impulsi di una durata

maggiore (centinaio di femtosecondi) che permettono di creare fasci ad alta

energia (intorno al MJ). Essendo l’energia legata all’intensità dell’impulso

(si veda l’equazione 1.2.1), con laser di questo tipo si possono ottenere impul-

si ad alta intensità. Interagendo con la materia, un impulso di alta intensità

porta la materia stessa allo stato di plasma, tale aspetto verrà chiarito nel

paragrafo 1.2.1. In tali condizioni di interazione nascono dei fenomeni di

tipo non-lineare che possono influenzare il trasferimento di energia dal laser

al pellet come si vedrà nel capitolo 2.

Esistono varie possibilità per conferire al pellet, che normalmente è di

forma sferica, l’energia dell’impulso laser:

• Focalizzazione a waist “grande”: si esegue una focalizzazione con un

beam-waist (la sezione trasversale del fascio laser) delle stesse dimen-

sioni della sferetta di combustibile. Affinché l’irraggiamento siam uni-

forme deve avvenire da più direzioni. Lo svantaggio di questo metodo
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sta nel fatto che, ad inizio compressione, la sferetta diviene più piccola

del waist dell’impulso causando una perdita dell’energia fornita.

• Focalizzazione a waist “piccolo” - Schema Diretto (Fig.1.4): in que-

sto caso la focalizzazione da luogo ad un waist di dimensione molto

inferiore alla dimensione della sferetta. In questo tipo di sistema si

può raggiungere la condizione di irraggiamento uniforme facendo uso

di molti fasci che incidono a raggiera da tutte le direzioni sul pellet, gli

impulsi devono essere sincronizzati e alla stessa ampiezza.

• Cavità di corpo nero (hohlraum) - Schema Indiretto (Fig.1.4): in questo

caso viene sfruttata la radiazione di corpo nero che per definizione è

isotropa e uniforme. La cavità viene colpita all’esterno da driver ed,

alle energie considerate, emette con un picco sui raggi X che vanno a

incidere sul pellet in modo totalmente isotropo. Lo svantaggio di questa

configurazione è dato dalla bassa efficienza di conversione energetica.

Per quel che riguarda la fase di compressione del pellet, si cerca di avere

una compressione isoentropica della materia, che risulta essere nello stato

di plasma, per spendere la minor quantità di energia possibile. Tuttavia la

violenta compressione che si sviluppa su tempi caratteristici paragonabili al

nanosecondo non è isoentropica, cioè avviene per onde d’urto che causano

un aumento dell’entropia. Si cerca, quindi, di guidare la compressione attra-

verso opportune formazioni dell’impulso laser con l’obbiettivo di rendere la

compressione quanto più possibile vicina alla condizione di isotropia. Per tale

ragione si è abbandonata l’idea del pellet sferico pieno per un pellet sferico

cavo (figura 1.6), costituito da uno strato più esterno di materiale chiamato

“ablator” e uno più interno di D - T solido. La cavità interna viene riempita

con un gas di D - T in equilibrio di fase con il D - T solido. L’utilità di

avere D - T gassoso nel core della sfera cava al posto del vuoto è data dallo

sviluppo di entropia che si ha a fine compressione. Ciò causa un aumento

di temperatura che porta alla formazione della scintilla che accende la com-

bustione termonucleare, i prodotti di fusione scaldano la materia compressa

circostante facendole raggiungere la condizione per la fusione. Le dimensioni

della sferetta di combustibile sono dell’ordine del mm (figura 1.5).
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1.1. La fusione inerziale

Figura 1.4: Rappresentazione dello Schema Diretto (a destra) e dello Schema
Indiretto (a sinistra)

Figura 1.5: Pellet sferico a confronto con un dito umano

13



Capitolo 1. Introduzione

Il più promettente degli esperimenti sulla fusione a confinamento inerziale

è il NIF, acronimo di National Ignition Facility che si trova al Lawrence

Livermore Laboratory negli Stati Uniti, che è anche il laser più potente al

mondo. Proprio questa impianto quest’anno ha raggiunto per la prima volta

nella storia un fattore di guadagno Q maggiore dell’unità [2]. Sfruttando

192 laser che portano 1, 9 MJ di energia su un hohlraum d’oro (figura 1.6),

una cavità cilindrica, che emette cos̀ı radiazione X isotropa. Una frazione

di questi raggi X viene assorbita dalla capsula d combustibile generando

circa 100 Mbar di pressione sull’ablator, che va ad innescare il processo di

compressione che porta alla fusione nucleare nel core di D - T.

the hohlraum13–16. Although the hotspot shape changes that result
from these wavelength changes can be predicted to some extent17, in
practice the precise wavelengths needed to achieve the desired (that is,
round) shape are found empirically. For N130927, the choice of
l23.5 2 l30 5 0.7 Å between the 23.5u and 30.0u inner-cone beams was
chosen for azimuthal symmetry control, with Dl23.5–outer 5 9.2 Å and
Dl30–outer 5 8.5 Å (the respective laser wavelength differences between
the 23.5u and 30u inner-cone beams and the outer-cone beams) used for
equatorial symmetry control (see Fig. 1 for beam angles). For N131119,
Dl23.5–outer 5 9.5 Å and Dl30–outer 5 8.8 Å. These wavelength choices
were critical for keeping the hotspot shape under control as the implo-
sion was pushed to higher velocities, because previous experiments had
already shown the tendency for the hotspot to deform into an oblate
toroidal shape when laser power was increased3. There are limits to the
amount of control that can be exerted over the hotspot shape just

through wavelength changes alone, and physical changes to the hohl-
raum may also be required in future experiments to maintain hotspot
(and fuel) shapes that will achieve the desired results.

We used a gold hohlraum of 5.75-mm diameter and 9.425-mm
length, which are typical values in most high-foot cryogenic D–T
implosion experiments (Fig. 1). The same hohlraum geometry was
used during the NIC for most of the low-foot shots. As is typical for
the high-foot series, the hohlraum was filled with helium gas of 1.6 mg
cm23 density (as compared with 0.96 mg cm23 for the NIC), the pur-
pose of which is to restrict and delay ingress of gold plasma from the
inside wall of the hohlraum, which can impede laser beam propaga-
tion. The plastic capsule at the centre of the hohlraum for N130927 and
N131119 respectively had outer-shell radii of 1.1315 and 1.1241 mm
and inner-shell radii of 0.9365 and 0.9303 mm (Fig. 1). Layered on the
inner surface of the capsule shell for N130927 and N131119 were 71.4
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Figure 1 | Indirectly driven, inertially confined fusion target for NIF.
a, Schematic NIF ignition target showing a cut-away of the gold hohlraum and
plastic capsule with representative laser bundles incident on the inside surface
of the hohlraum. b, X-ray image of the actual capsule for N130927 with D–T

fuel layer and surrounding CH (carbon–hydrogen) plastic ablator. c, X-ray
radiation drive temperature versus time for the NIC low-foot implosion and the
post-NIC high-foot implosion.

Table 1 | Measured and derived implosion performance metrics
Quantity N131119425 TW

1:9 MJ N130927390 TW
1:8 MJ

N13092725 N13092726 N130927 (sim.)

Y13–15 (neutron) (5.2 6 0.097) 3 1015 (4.4 6 0.11) 3 1015 — — 7.6 3 1015

Tion (keV) D–T 5.0 6 0.2 4.63 6 0.31 — — 4.2
Tion (keV) D–D 4.3 6 0.2 3.77 6 0.2 — — 3.9
DSR (%) 4.0 6 0.4 3.85 6 0.41 — — 4.1
tx (ps) 152.0 6 33.0 161.0 6 33.0 — — 137
P0x, P0n (mm) 35.8 6 1.0, 34 6 4 35.3 6 1.1, 32 6 4 — — 32
P2/P0x 20.34 6 0.039 20.143 6 0.044 — — —
P3/P0x 0.015 6 0.027 20.004 6 0.023 — — —
P4/P0x 20.009 6 0.039 20.05 6 0.023 — — —
Ytotal (neutron) 6.1 3 1015 5.1 3 1015 — — 8.9 3 1015

Efusion (kJ) 17.3 14.4 — — 25.1
rhs (mm) 36.6 35.5 34.4–42.3 35.7–36.0 32.2
(rr)hs (g cm22) 0.12–0.15 0.12–0.18 0.13–0.19 0.1–0.14 0.15
Ehs (kJ) 3.9–4.4 3.5–4.2 3.7–5.5 3.71–4.56 4.1
Ea (kJ) 2.2–2.6 2.0–2.4 2.0–2.4 2.0–2.5 2.8
EDT,total (kJ) 8.5–9.4 10.2–12.0 10.0–13.9 10.92–11.19 13.4
Gfuel 1.8–2.0 1.2–1.4 1.04–1.44 1.28–1.31 1.9

Lines 1–9 for columns 2 and 3 are directly measured quantities; others are derived from the data. Columns 4–6 show results from two data-driven models and simulation, respectively.

RESEARCH LETTER

3 4 4 | N A T U R E | V O L 5 0 6 | 2 0 F E B R U A R Y 2 0 1 4

Macmillan Publishers Limited. All rights reserved©2014

Figura 1.6: Target a Schema indiretto per fusione a confinamento inerziale in
NIF. [2]

1.2 Interazione tra radiazione elettromagne-

tica intensa e plasmi

Come si è visto nel paragrafo precedente l’interazione tra il driver e il pel-

let (che raggiunge lo stato di plasma) costituisce una aspetto fondamentale
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1.2. Interazione tra radiazione elettromagnetica intensa e plasmi

nella ricerca sulla fusione nucleare a confinamento inerziale. In particolare

gli attuali studi sono focalizzati alla comprensione del processo di cessione

di energia del laser al plasma. Tuttavia come mostrato dai più recenti espe-

rimenti [2], in questo processo possono nascere delle instabilità che rendono

difficile controllare la cessione di energia. Queste instabilità possono essere

dovute a fenomeni non lineari dell’interazione tra radiazione elettromagnetica

intensa e plasma.

Prima di trattare approfonditamente l’interazione tra laser e plasma è

utile introdurre brevemente dei concetti generali riguardo l’interazione tra

la radiazione elettromagnetica e la materia. Per questo motivo tali aspetti

saranno trattati nel paragrafo paragrafo 1.2.1 ed in seguito nel capitolo 2 ci

si soffermerà maggiormente sull’interazione tra laser e plasma.

Come sottolineato più volte durante il capitolo il plasma ricopre un ruolo

centrale nella fusione inerziale. Per questo è importante introdurre breve-

mente le tipologie di modelli che sono utilizzate per descrivere questo stato

della materia, prestando particolare attenzione alla fase si interazione con la

radiazione elettromagnetica. Questa tematica verrà brevemente introdotta

nel paragrafo 1.2.2 e sarà successivamente approfondita nel capitolo 2.

1.2.1 Interazione tra radiazione elettromagnetica e ma-

teria: cenni

L’interazione tra la radiazione elettromagnetica e la materia è sempre stata

fonte di studio sia in ambito teorico, portando allo sviluppo di teorie fisiche,

che in ambito sperimentale con numerose applicazione pratiche. Proprio gli

studi sperimentali hanno fatto un significativo passo in avanti quando negli

anni ’60 è stata inventata la tecnologia dei laser che ha permesso di creare

sorgenti di radiazione elettromagnetica con caratteristiche peculiari come la

monocromaticità, la coerenza temporale e la possibilità di generare impulsi

di breve durata e focalizzati su piccole regioni di spazio. È utile introdurre

un parametro che consente di individuare gli aspetti fondamentali del regime

di interazione. Tale parametro è l’intensità cioè la potenza per unità di

superficie. Per un impulso laser l’intensità può essere espressa in funzione
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del campo elettrico dalla seguente relazione:

I

(
W

cm2

)
=
cE2

8π
' 1, 33× 10−3E2

(
V

cm

)2

. (1.2.1)

A intensità superiori a 1015−1016W/cm2 il campo elettrico dell’onda diviene

paragonabile al campo coulombiano che lega gli elettroni ai nuclei stimabile

attraverso il rapporto fra la carica fondamentale e e il quadrato del raggio

di Bohr (Ec ' 5, 15 × 109 V/cm). Per intensità maggiori di 1017 W/cm2 gli

impulsi laser in questa trattazione verranno definiti ultraintensi.

Lo sviluppo della tecnologia laser negli anni ha portato ad intensità sem-

pre maggiori grazie a tecniche di Q-switching e mode-locking negli anni ’60

e la Chirped Pulse Amplification (CPA) nella seconda metà degli anni ’80.

In questo modo è stato possibile raggiungere regimi di interazione completa-

mente nuovi sia di grande interesse teorico che per le possibili applicazioni

pratiche, proprio come la fusione a confinamento inerziale che richiede in-

tensità molto elevate. Un esempio è NIF che per riuscire a generare rea-

zioni di fusione è stato progettato per lavorare ad intensità dell’ordine di

1016 − 1017 W/cm2 [8].

È utile osservare la figura 1.7 che rappresenta l’evoluzione della tecnologia

laser mostrando la massima intensità raggiunta sperimentalmente di anno in

anno dall’invenzione dei laser. Si noti, come accenato in precedenza, l’ap-

porto dato dall’invenzione della tecnica CPA che ha permesso di compiere

in quindici anni un balzo di 5-6 ordini di grandezza nelle intensità ottenibili.

Tuttavia da inizio millennio il trend di crescita della massima intensità otte-

nibile è diminuito rispetto alle previsioni e si sono raggiunti valori dell’ordine

di 1023W/cm2. La figura 1.7 mostra anche che all’aumentare dell’intensità del

laser è possibile entrare in regimi fisici caratterizzati da fenomeni sempre più

complessi ed interessanti. Quando l’intensità supera il valore di 1015 W/cm2,

il campo elettrico associato all’impulso diventa dello stesso ordine di gran-

dezza o maggiore del campo coulombiano che lega gli elettroni al nucleo. In

questo regime gli atomi vengono ionizzati, per mezzo di meccanismi a più

fotoni (per frequenze dell’impulso dell’ordine del µm, l’energia associata ad

un singolo fotone non è sufficiente a ionizzare la materia) [9] e la dinamica
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1.2. Interazione tra radiazione elettromagnetica intensa e plasmi

Figura 1.7: Evoluzione della tecnologia laser. Da [3].

non lineare degli elettroni risulta essere determinata dall’effetto combinato

del campo oscillante del laser e del campo coulombiano. In mezzi gassosi,

ad esempio, questo tipo di interazione porta alla generazione di radiazione,

emessa dagli elettroni, a frequenze corrispondenti alle armoniche dell’impulso

laser, permettendo di ottenere sorgenti di radiazione X coerente.

Portando l’intensità a valori dell’ordine di 1016 W/cm2 il campo elet-

trico diventa maggiore di 109 V/cm (può raggiungere valori dell’ordine di

1012 V/cm per intensità di ∼ 1021 W/cm2). Un simile campo elettrico è

in grado di ionizzare completamente il mezzo materiale con cui interagisce

portando allo stato di plasma. Con intensità maggiori di 1018W/cm2 gli elet-

troni nel campo del laser raggiungono velocità confrontabili con quelle della

luce, in un singolo ciclo, perciò diventano importanti gli effetti relativistici

che influenzano le caratteristiche non lineari dell’interazione.

Questi processi sono accompagnati dalla generazione di fenomeni di gran-

de interesse, sia dal punto di vista teorico che per le applicazioni [10], come

ad esempio la produzione di impulsi di raggi X, la generazione di campi elet-
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trici e magnetici di elevata intensità, di fasci energetici di elettroni, ioni e

neutroni, e la realizzazione di reazioni nucleari indotte dall’interazione.

L’interazione di impulsi ultraintensi con la materia permette, in condi-

zioni opportune, di generare impulsi ultrabrevi di radiazione X, incoerente e

coerente, anche inferiori al ps [11]. A seguito dell’interazione è possibile ge-

nerare un plasma caratterizzato da elevate densità (∼ 1023 elettroni/cm2) e

temperatura (∼ keV ), un mezzo ideale per un’efficiente emissione di raggi X.

È stato possibile produrre impulsi caratterizzati da brillanze molto elevate,

fino a 1017W/cm2sr ed è stata sperimentalmente mostrata la possibilità di

utilizzare questi impulsi di raggi X in applicazioni radiografiche di precisione

e per lo studio dell’evoluzione dinamica delle molecole [12], [13].

La produzione di intensi campi elettrici quasi-statici (∼ 100GV/m) e

magnetici (∼ Ggauss) rappresenta uno degli effetti più caratteristici dell’in-

terazione tra impulsi ultraintensi e materia. Questi campi elettrici sono in

grado di generare fasci di elettroni, ben collimati, di energia ultrarelativistica

(dell’ordine del GeV ) su distanze dell’ordine del µm [14], [15].

Un aspetto molto interessante dell’interazione tra impulsi laser ultrain-

tensi e materia è la possibilità di realizzare reazioni nucleari. A seguito del-

l’interazione con un film solido sottile, un impulso laser è in grado di generare

un fascio di elettroni relativistici; questi ultimi, incidendo su un mezzo ad

elevato numero atomico, generano radiazione X e γ che può essere utilizzata

per indurre reazioni nucleari. In questo modo sono state ottenute diverse rea-

zioni indotte da laser, come ad esempio reazioni (γ, n) e fotofissioni [16], [17].

In particolare, attraverso questo tipo di reazioni è stata anche accertata la

possibilità di realizzare esperimenti di trasmutazione nucleare [18], anche di

elementi a vita lunga presenti nei prodotti di fissione dei reattori nucleari,

come lo iodio-129 [19]. L’interazione con film solidi sottili è in grado di ge-

nerare anche fasci di protoni e ioni. Questi fasci di ioni, soprattutto protoni

e ioni-deuterio, possono essere utilizzati per indurre reazioni nucleari (p, n)

e di fusione nucleare. Con queste tecniche, è stata possibile la produzione di

fasci di neutroni [20], la generazione di radionuclidi [21], [22], e in generale

la trasmutazione di elementi.
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1.2.2 Metodi per lo studio dell’interazione tra radia-

zione elettromagnetica intensa e plasmi

Come si è visto la tematica dell’interazione tra onde elettromagnetiche e pla-

smi è di grande interesse in numerosi settori. Dal punto di vista teorico e

della comprensione dei fenomeni fisici coinvolti, perciò è fondamentale capire

come descrivere un sistema costituito da un plasma in interazione con un’on-

da elettromagnetica. Scegliere il modello opportuno per descrivere un plasma

non è semplice per il fatto che tale stato della materia copre un range enorme

nei valori di parametri come la densità e la temperatura. Per averne un idea

è possibile osservare la figura 1.8 che riporta alcune tipologie di plasma in

funzione di densità elettronica e temperatura.

Figura 1.8: Classificazione dei plasmi nel piano densità-temperatura, da [4]

L’analogia con i gas o i liquidi è spesso utile per i plasmi ideali, a bassa

densità e in equilibrio termico che possono essere descritti con le equazioni di

Navier-Stokes. I plasmi ad alta densità, invece, possono essere trattati come

i sistemi a stato solido. Nel caso dell’interazione con radiazione elettroma-

gnetica ultraintensa e ultrabreve, la gran parte dei modelli che descrive un
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plasma può essere raggruppata in tre categorie: modelli statici, modelli fluidi

e modelli cinetici.

Il primo di questi approcci tratta il plasma come un mezzo passivo che vie-

ne creato dalla ionizzazione o alterato dalla propagazione del laser attraverso

il plasma stesso. Questa descrizione è particolarmente adatta per sistemi

a densità molto bassa dove il periodo di plasma 2π/ωp è lungo rispetto al

tempo di interazione. Perciò il plasma fa sentire la sua presenza attraverso

variazioni locali dell’indice di rifrazione, questo può a sua volta influenzare

la propagazione dell’impulso laser.

Un modello fluido, o idrodinamico, va oltre questo tipo di approccio sta-

tico e solitamente assume che il plasma sia almeno localmente in equilibrio

termico. Si assume quindi che le particelle seguono una funzione di distri-

buzione Maxwelliana con una temperatura ben definita per le singole specie

che compongono il plasma. Poste queste condizioni, il plasma può essere

descritto dalle sue variabili macroscopiche: densità (na), pressione (pa), ve-

locità fluida(ua) attraverso le equazioni di continuità 1.2.2, della quantità di

moto 1.2.3 e dell’energia interna 1.2.4:

dna
dt

+ na∇ · ua = 0 , (1.2.2)

mana
dua
dt

= −∇pa −∇ · ¯̄Πa + qana(E +
ua
c
∧B) + Ra , (1.2.3)

3

2
na
dTa
dt

= −∇·Qa−pa∇·ua− ¯̄Πa : ∇ua−ua ·Ra+

∫
v

Ca
1

2
mav d

3v (1.2.4)

dove E e B sono i campi elettrici e magnetici del sistema, ma la massa delle

particelle della popolazione a, ¯̄Πa la parte anisotropa del tensore delle pres-

sioni, Ra la variazione per unità di tempo della quantità di moto complessiva

dovuta alle collisioni, Ta la temperatura cinetica (Ta = pa/na), Qa il flusso

di calore associato alla popolazione a e
∫
v
Ca

1
2
mav d

3v l’energia dovuta allo

scambio collisionale.

Un modello idrodinamico viene utilizzato principalmente per studiare il

comportamento dinamico di un plasma sotto l’influenza di campi elettrici e

magnetici esterni o il riscaldamento da parte di fasci di particelle o laser. Le
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scale temporali d’interesse sono governate dal moto degli ioni; tipicamente i

tempi caratteristici in questione vanno dal picosecondo a diversi nanosecondi

per interazioni laser-plasma. Risulta quindi chiara l’utilità dei modelli di tipo

fluido per spiegare alcune fenomeni di tipo macroscopico nei plasmi. Perciò

nel paragrafo 2.1.2 si sfrutteranno modelli di tipo fluido per introdurre alcuni

fenomeni che avvengono nell’interazione tra onde elettromagnetiche e plasmi.

Un approccio cinetico, invece, cerca di determinare la funzione di distri-

buzione f(r, v) auto-consistente, senza assumere che le specie costituenti il

plasma assumano sempre una distribuzione Maxwelliana. Tipici esempi di

applicazioni dove utilizzare questo tipo di modello sono la propagazione dei

laser e la generazione di onde di plasma, dove ci si aspetta oscillazioni di

grande ampiezza. In questi casi la funzione di distribuzione può risultare for-

temente anisotropa, quindi un approccio cinetico che determina la funzione

di distribuzione è particolarmente indicato. Per questo il tema dei modelli ci-

netici è di particolare interesse per lo sviluppo della tesi e verrà approfondito

nel paragrafo 2.3.

È importante infine sottolineare che sia nell’approccio fluido che in quello

cinetico c’è la necessità di risolvere il modello di plasma con le equazioni

di Maxwell. Infatti accoppiare tali equazioni, di seguito riportate, con le

equazioni che descrivono il plasma permette di descrivere il laser e i campi

all’interno del plasma durante l’interazione.

∇ · E = 4πρ (1.2.5)

∇ ·B = 0 (1.2.6)

∇∧ E = −1

c

∂B

∂t
(1.2.7)

∇∧B =
4π

c
j +

1

c

∂E

∂t
(1.2.8)
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Capitolo 2

Fisica dell’interazione laser

plasma

Come si è visto nel capitolo 1 gli studi condotti negli anni riguardo la fusione

inerziale hanno mostrato la centralità dell’interazione tra radiazione elettro-

magnetica intensa e la materia allo stato di plasma. In particolare come

ricordato nel paragrafo 1.2, tali studi hanno messo in luce la presenza di una

grande varietà e complessità di fenomeni. L’obiettivo di questo capitolo è

quello di fornire una breve descrizione di alcuni di questi fenomeni, causa-

ti dalla non linearità dell’interazione, al fine di contestualizzare gli obiettivi

della tesi.

Il paragrafo 2.1 fornirà un introduzione generale in modo da poter pre-

sentare successivamente, nel paragrafo 2.2, una tipologia di strutture elettro-

magnetiche che possono essere prodotte nel plasma a seguito dell’interazione

con un impulso laser. Queste strutture, dette Solitoni elettromagnetici, ri-

vestono un ruolo centrale nel lavoro di tesi. Nel paragrafo 1.2.2 si discuterà

in che modo l’approccio cinetico introdotto nel paragrafo 1.2.2 possa essere

adattato per poter descrivere e analizzare l’evoluzione dei Solitoni elettroma-

gnetici nel plasma. Infine il paragrafo 2.4 illustrerà gli obbiettivi del lavoro

di tesi alla luce delle premesse effettuate nei primi due capitoli.
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Capitolo 2. Fisica dell’interazione laser plasma

2.1 Interazione tra radiazione elettromagne-

tica intensa e plasma in regime non linea-

re

In questo paragrafo vengono introdotti alcuni fenomeni caratteristici dell’in-

terazione tra radiazione elettromagnetica e plasma, di particolare rilevanza

per lo studio effettuato in questo lavoro di tesi. Inizialmente viene proposto il

caso in cui l’ampiezza della radiazione non è relativistica. In tal modo è pos-

sibile introdurre dei concetti generali utili per comprendere le caratteristiche

dell’interazione per passare poi alla trattazione in regime relativistico.

La propagazione di un’onda elettromagnetica descritta da un vettore d’on-

da k e una frequenza ω, in un plasma freddo, omogeneo non collisionale e

non relativistico di densità n può essere descritta da una relazione di disper-

sione del tipo kc =
(
ω2
pe − ω2

)1/2
, dove ωpe = (4πe2n/me)

1/2
è la frequenza

di plasma elettronica, che è la frequenza del moto collettivo degli elettroni

nel plasma [23]. Da questa relazione di dispersione si può osservare che esiste

un valore di densità critica nc tale per cui esistono due differenti regimi di

interazione. La densità critica di un plasma è quella per cui la frequenza di

plasma ωpe eguaglia la frequenza della radiazione elettromagnetica ω:

nc =
meω

2

4πe2
. (2.1.1)

Un plasma con densità inferiore alla critica viene definito sotto-denso, men-

tre nel caso in cui la densità sia maggiore di quella critica il plasma viene

detto sovra-denso. Classicamente, in regime lineare, non relativistico le onde

elettromagnetiche possono propagarsi liberamente solo in plasmi sotto-densi

mentre in plasmi sovra-densi vengono smorzate, decadendo esponenzialmen-

te, su distanze dell’ordine del cosiddetto skin-depth (ds ' c/ωpe). È quindi

possibile interpretare la frequenza di plasma ωpe anche come la minima fre-

quenza per un’onda elettromagnetica in grado di propagarsi nel plasma. Nel

caso in cui il plasma non sia omogeneo ci possono essere zone in cui la stessa

onda elettromagnetica può propagare e altre in cui non può propagarsi a
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causa della differente densità: tale densità può essere superiore o inferiore di

quella critica. All’interfaccia di queste zone possono verificarsi fenomeni di

riflessione che possono portare all’insorgere di instabilità.

Nel caso relativistico si hanno delle importanti differenze rispetto al ca-

so non relativistico poiché è differente la relazione di dispersione, quindi si

modifica la relazione 2.1.1. La relazione di dispersione relativisticamente

corretta è kc =
(
ω2
pe/γ − ω2

)1/2
dove γ è il fattore relativistico degli elettro-

ni (γ = 1/
√

1− u2/c2 con u modulo della velocità degli elettroni). Perciò

la densità critica viene aumentata di un fattore γ rispetto al valore non

relativistico per la stessa frequenza di radiazione:

nc = γ
meω

2

4πe2
= γ

1, 1 · 1021

λ2(µm)
cm−3 , (2.1.2)

dove λ è la lunghezza d’onda della radiazione espressa in micron. Da questa

relazione si può vedere che la densità critica non è più solo funzione della

frequenza dell’onda ma anche, tramite il parametro γ, della velocità di oscil-

lazione. La velocità di oscillazione è legata all’intensità dell’onda come si

vedrà nel prossimo paragrafo introducendo il caso apparentemente semplice

di dinamica di una particella carica in un’onda elettromagnetica piana.

Attraverso l’uso di laser ultraintensi si ha un aumento rilevante del fatto-

re relativistico γ e conseguentemente della densità critica. In questo modo è

permessa la propagazione di onde con frequenze tali che, ad intensità mino-

ri, ne sarebbe stata impedita la propagazione nel medesimo plasma, questo

fenomeno è detto “relativistic induced transparency” [24].

2.1.1 Dinamica di una particella carica in un’onda elet-

tromagnetica piana

Prima di analizzare l’interazione tra un plasma e un onda elettromagnetica, è

utile osservare ciò che accade per una particella singola carica che interagisce

con un onda elettromagnetica. Tale caso anche se di più semplice trattazione

è utile per introdurre alcuni concetti generali nell’interazione laser-plasma.
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Capitolo 2. Fisica dell’interazione laser plasma

Consideriamo il moto di una particella carica su un’onda piana (polariz-

zata linearmente per semplicità) descritta dal potenziale vettore

A = A0Re
{
e−i(ωt−kx)

}
êy,z . (2.1.3)

La dinamica della particella di carica q è descritta dall’equazione del moto:

m
dv

dt
= q

(
E +

v

c
∧B

)
≈ qE (2.1.4)

Trascurando la parte magnetica della forza di Lorentz (assunzione accet-

tabile per v � c), essa oscillerà sul piano perpendicolare alla direzione di

propagazione dell’onda con una velocità massima pari a:

v =
q

e
a0c (2.1.5)

dove a0 = eA0

mc2
è l’ampiezza normalizzata dell’onda e A0 è il modulo del po-

tenziale vettore che descrive il campo elettromagnetico. Si può facilmente

notare come la velocità di oscillazione diviene paragonabile a c per ampiezze

normalizzate dell’ordine dell’unità (alle quali corrispondono intensità dell’or-

dine dei 1018 W/cm2). Il valore di a0 = 1 definisce dunque il limite oltre

il quale l’ampiezza della radiazione dà luogo ad effetti relativistici. Risulta

quindi necessaria una trattazione relativistica per affrontare il problema.

A tale scopo è comodo sfruttare la formulazione di Lagrange, scrivendo

la lagrangiana in funzione il potenziale φ e il potenziale vettore A dell’onda

elettromagnetica.

L(r,v, t) = −mc2
√

1− v2

c2
+
q

c
v ·A− qφ (2.1.6)

Le equazioni del moto si possono ricavare risolvendo l’equazione di Eulero-

Lagrange:
d

dt

∂L

∂v
=
∂L

∂r
(2.1.7)

ottenendo
dp

dt
= q

(
E +

v

c
∧B

)
(2.1.8)
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dove p = mγv è la quantità di moto relativistica e γ = 1/
√

1− v2/c2 il

fattore relativistico. Inoltre nel caso trattato

∂L

∂v
= P = p +

q

c
A . (2.1.9)

La scelta di un’onda piana monocromatica permette di ricavare facilmente

alcune grandezze invarianti del sistema.

In primo luogo si può subito notare come un’onda piana dipenda dalla

sola coordinata spaziale che definisce la direzione di propagazione. Pertanto

la lagrangiana dovrà essere indipendente dalle altre due coordinate che defi-

niscono il piano perpendicolare a essa (in questa trattazione la direzione di

propagazione verrà presa parallela all’asse x), di conseguenza ∂L/∂r⊥ = 0;

questo implica:

d

dt

∂L

∂v⊥
= 0⇔ ∂L

∂v⊥
= p⊥ +

q

c
A⊥ = cost . (2.1.10)

Un’altra invariante si può ricavare notando come un’onda piana nel vuoto

dipenda dalle coordinate spazio-temporali attraverso la relazione t−x/c. Dal

momento che A = A(t − x/c), è possibile scrivere la derivata parziale nel

tempo della lagrangiana nella forma ∂L∂t = −c∂L∂x . Sfruttando questa

relazione e la relazione 2.1.7 (ricordando che nel caso di un’onda piana Ax =

0) si può scrivere la variazione dell’energia lagrangiana nella seguente forma:

dE

dt
= −∂L

∂t
= c

∂L

∂z
= c

d

dt

∂L

∂vx
= c

Px
dt

= c
d(px + qAx)

dt
= c

dpx
dt

(2.1.11)

da questa relazione si può ottenere facilmente la seconda invariante:

E − cpx = cost . (2.1.12)

È possibile ricavare la costante dell’equazione supponendo la particella ini-

zialmente in quiete, l’energia sarà data dalla sola energia a riposo e la co-

stante, di conseguenza, varrà mc2.

La relazione 2.1.12 permette di trarre importanti conclusioni sull’energia

cinetica della particella. Dal momento che Ek = E −mc2 = mc2(γ − 1) si
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Capitolo 2. Fisica dell’interazione laser plasma

può legare alla quantità di moto longitudinale px:

px = mc(γ − 1) . (2.1.13)

Combinando la relazione appena trovata con l’energia relativistica E =

γmc2 =
√

(mc2)2 + (pxc)2 + (p⊥c)2 si può ottenere un legame fra le com-

ponenti longitudinali e trasversali della quantità di moto.

2mpxc = (p⊥)2 (2.1.14)

Definendo le seguenti grandezze adimensionali p̃ = p/mc e a = eA/mc2 e

ricordando che si sta trattando il caso semplice di un’onda piana polarizzata

linearmente (facendo coincidere la direzione di A con y) è possibile scrivere

le equazioni che governano il moto:

p̃x =
γ

c

dx

dt
=
a2

2
(2.1.15)

p̃y =
γ

c

dy

dt
= ay (2.1.16)

Combinando l’equazione 2.1.14 con le relazioni appena ricavate si posso-

no trarre alcune importanti conclusioni sul moto della particella nei limiti

classico e ultra-relativistico.

vx
c

=
a2

2(1 + a2

2
)

(2.1.17)

vy
c

=
ay

2(1 + a2

2
)

(2.1.18)

Come si vede dalle relazioni sulla velocità sopra riportate per a << 1 (limite

classico) il moto è puramente trasversale esattamente come previsto nella

relazione 2.1.5, mentre nel limite a >> 1 (limite ultra-relativistico) si ha

un moto prevalentemente longitudinale. Si sottolinea, quindi, il fatto che,

all’aumentare dell’ampiezza normalizzata dell’onda, gli eletti non lineari di-

vengano via via più importanti fino a diventare dominanti rispetto al solo

moto di oscillazione lungo la direzione del campo elettrico.
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Introducendo la variabile τ = t−x/c le componenti del potenziale vettore

adimensionale per l’onda piana polarizzata linearmente sono ax = 0, ay =

a0 cos(ωτ) e az = 0. Con queste assunzioni è possibile risolvere le equazioni

del moto: x(t) =
ca20
a20+4

[
t+ sin(2ωτ)

2ω

]
y(t) = ca0

ω
sin(ωt)

(2.1.19)

Il moto longitudinale sarà quindi caratterizzato da un moto oscillatorio con

frequenza caratteristica pari a 2ω sovrapposto a un moto di deriva caratteriz-

zato da una velocità vd =
ca20
a20+4

. Questa trattazione permette di concludere

innanzitutto che la velocità di oscillazione è legata all’intensità dell’onda.

Inoltre è possibile notare che l’effetto delle non linearità è quello di legare fra

di loro la dinamica longitudinale e quella trasversale della particella.

Il caso di particella singola può anche essere utile per introdurre la forza

ponderomotrice che verrà descritta più approfonditamente nel paragrafo se-

guente. Si considera innanzitutto anche il campo magnetico nella relazione

2.1.4. In seguito tramite un approccio di tipo perturbativo (x = x(0) + x(1))

all’equazione si tratta il moto complessivo come la sovrapposizione di un mo-

to all’ordine zero (x(0)) e di un contributo correttivo al primo ordine (x(1)).

Sfruttando la legge di Faraday 1.2.7 e considerando, infine, il moto medio

‘perturbato’ della particella è possibile ottenere la relazione che descrive la

forza ponderomotrice:

d2
〈
x(1)
〉

dt2
= −∇

(
qE

2mω

)2

(2.1.20)

2.1.2 Forza ponderomotrice e Wake-field generation

Rispetto al caso di particella singola, un plasma si caratterizza per la compar-

sa di numerosi fenomeni non lineari di tipo collettivo. È possibile descrivere

alcuni di questi fenomeni non lineari tramite l’utilizzo di un modello di ti-

po fluidodinamico come già accennato nel paragrafo 1.2.2. Attraverso una

descrizione di tipo fluidodinamico del plasma è anche possibile mostrare le

conseguenze delle non linearità dovute agli effetti relativistici.
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Capitolo 2. Fisica dell’interazione laser plasma

Consideriamo innanzitutto l’equazione della quantità di moto 1.2.3 per

la j -esima specie per plasma freddo (si trascurano i termini legati al moto

termico), relativistico, non collisionale (si trascura Ra) espressa in funzione

dei potenziali (A e φ) anziché dei campi (E e B):(
∂

∂t
+ uj · ∇

)
pj = qj

[
−1

c

∂A

∂t
−∇φ+

uj
c
× (∇×A)

]
(2.1.21)

dove uj,pj, qj sono rispettivamente velocità, momento e carica delle particelle

della popolazione j mentre A, φ sono il potenziale vettore e il potenziale

scalare. Introducendo le seguenti grandezze adimensionali

u

c
= ũ,

p

mc
= p̃,

qA

mc2
= a,

qφ

mc2
= ϕ

e utilizzando alcune identità vettoriali, è possibile riscrivere la relazione 2.1.21

nella seguente forma:

∂

∂t
(p̃− a)− ũ× [∇× (p̃− a)] = ∇ϕ−∇(γ − 1) . (2.1.22)

Prendendo in considerazione un fluido inizialmente in quiete, si può scom-

porre l’equazione 2.1.22 nelle sue componenti perpendicolari e parallele alla

direzione del vettore d’ondap̃⊥ = a

1
c
∂
∂t

p̃// = ∇ϕ−∇(γ − 1)
(2.1.23)

con γ =
√

1 + p̃2
// + p̃2

⊥ '
√

1 + a2.

Il sistema 2.1.23 mostra un legame fra la dinamica longitudinale e quella

trasversale del fluido. Questa caratteristica ricalca quello che è stato visto

nel caso di particella singola nel paragrafo precedente. Si noti come sia stato

possibile giungere a queste conclusioni utilizzando un modello di tipo flui-

dodinamico che considera gli effetti non lineari. Con questo tipo di modello

(plasma freddo) tuttavia non viene considerato l’effetto della temperatura

che risulta centrale nei plasmi di tipo termonucleare dove l’energia termica
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non può essere trascurata. Come è stato anticipato nel capitolo 1, per te-

ner conto degli effetti termici è possibile utilizzare un modello cinetico che

consente lo studio delle anisotropie che nascono nell’interazione laser pla-

sma. Tale approccio risulta quindi più completo rispetto ad un modello di

tipo fluido con plasma caldo che considererebbe comunque gli effetti termi-

ci. Proprio per questa caratteristica i metodi di tipo cinetico sono centrali

in questo lavoro di tesi. Perciò il paragrafo 2.3 tratterà nello specifico dei

metodi di tipo cinetico per lo studio dell’interazione tra laser e plasma.

Tornando al sistema 2.1.23 è possibile notare che il secondo termine a

RHS della seconda equazione descrive una forza. La forza in questione è

detta forza ponderomotrice ed agisce longitudinalmente sul plasma con la

seguente forma:

fp = −mc2∇
(√

1 + a2 − 1
)
. (2.1.24)

La forza ponderomotrice può agire portando ad una variazione del profilo

di densità del plasma, modificando di conseguenza la propagazione dell’onda

stessa all’interno del plasma. La forza ponderomotrice è associata all’opposto

del gradiente longitudinale di intensità quindi è legata al profilo longitudinale

dell’impulso. Per tale motivo tende quindi ad espellere le particelle cariche

dalle zone di più alta intensità come si può vedere dalla figura 2.1. In par-

ticolare la forza ponderomotrice agisce con maggiore intensità sugli elettroni

poiché è inversamente proporzionale alla massa delle particelle come si può

vedere dalla relazione introdotta nel paragrafo precedente 2.1.20:

fp = −∇
(
qE

2mω

)2

(2.1.25)

dove E è il campo dell’impulso laser.

La forza ponderomotrice è quindi una forza che divide le componenti

del plasma e crea delle oscillazioni poiché nel plasma è presente una forza

di richiamo dovuta alla separazione di carica. Sotto opportune condizioni

sulla frequenza dell’onda (τpulse ≈ π/ωp) è possibile mandare in risonanza

l’impulso con l’oscillazione di carattere elettrostatico creando delle onde di

plasma.
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Figura 2.1: Un elettrone del plasma investito dall’impulso laser che si propaga
risente dapprima della spinta verso destra in figura, e viene cos̀ı spostata dalla
sua posizione di equilibrio. La forza elettrostatica che nasce però dalla differenza
di carica spaziale in tal modo creata tende del resto a riportarlo verso xeq. E’
questa la condizione ottimale in cui l’elettrone si deve trovare quando risentirà
della seconda spinta, stavolta nella direzione opposta, dell’impulso.

Come conseguenza di questo meccanismo, si ha la produzione di un’onda

di plasma nella scia dell’impulso laser che progressivamente attraversa il pla-

sma. In particolare interagendo con la popolazione elettronica, la radiazione

elettromagnetica è in grado di indurre nel plasma una significativa separazio-

ne di carica che genera nel plasma stesso onde di grande intensità. Alle spalle

dell’impulso, nella zona di interazione, si crea cioè il cosiddetto wake-field. Il

wake-field è un esempio di fenomeno legato alle non linearità del propagarsi

in un plasma sottodenso di un impulso laser ultraintenso. Essendo uno dei

fenomeni più studiati dal punto di vista sia teorico che sperimentale rap-

presenta un punto di riferimento per la fisica dell’interazione non lineare tra

onde elettromagnetica e plasma. Per questo tale argomento ha costituito un

punto di partenza nel lavoro di tesi per avvicinarsi ad un approccio teori-

co ma anche numerico dei problemi dell’interazione tra laser e plasma. In

particolare dopo uno studio di tipo analitico del fenomeno è stato eseguito

uno studio comparativo su simulazioni che coinvolgevano due codici nume-

rici differenti. Perciò l’appendice A tratta approfonditamente il fenomeno

del wake-field sia da un punto di vista analitico che numerico riportando i

risultati di tale studio.
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2.1.3 Instabilità Raman e Brilloiun

Come accennato in precedenza, la propagazione di onde elettromagnetiche

intense in plasmi non omogenei può essere accompagnata dall’insorgere di

instabilità [25]. La disomogeneità può essere dovuta alla presenza di un

gradiente di densità nel plasma, quando ciò accade nell’intorno della densità

critica si può verificare il fenomeno dell’assorbimento risonante (resonance

absorbtion), che non verrà qui trattato perché esula dagli scopi di questo

lavoro di tesi.

La disomogeneità, nello specifico una variazione spaziale della densità del

plasma, può essere anche dovuta alla presenza di onde di plasma ioniche

o elettroniche. Queste fluttuazioni di densità possono accoppiarsi ad onde

elettromagnetiche intense, generando meccanismi che vanno a far crescere

in modo instabile le fluttuazioni di densità stesse. Questi processi prendo-

no il nome di instabilità parametriche. Un esempio di queste instabilità

è proprio l’accoppiamento di un onda elettromagnetica di grande intensità

(I > 1015 W/cm2) con una fluttuazione di densità, che può essere o un onda

ionico-acustica o un onda di plasma elettronica. Tale accoppiamento genera

un onda elettromagnetica diffusa che a sua volta si accoppia con l’onda di

partenza e causa un aumento della fluttuazione di densità. Si crea, dunque,

un meccanismo di retroazione che è alla base dell’instabilità e che amplifica

l’onda elettromagnetica diffusa e l’onda di plasma sottraendo energia all’on-

da incidente. Nel caso in cui la fluttuazione di densità iniziale sia dovuta

ad un onda di plasma elettronica questa tipologia di instabilità prende il

nome di Stimulated Raman Scattering, altrimenti nel caso in cui la fluttua-

zione di densità nasca da un onda ionico-acustica il fenomeno viene chiamato

Stimulated Brillouin Scattering.

Per quel che riguarda l’interazione tra impulsi ultraintensi ultrabrevi e

plasmi l’instabilità dovuta allo Stimulated Raman Scattering [25] riveste un

ruolo fondamentale poiché è quella che si sviluppa più velocemente [10]. Tale

33



Capitolo 2. Fisica dell’interazione laser plasma

processo per avvenire deve soddisfare le condizioni sui parametri principali:ω0 = ωs + ωpe

k0 = ks + k
(2.1.26)

dove ω0 e k0 rappresentano rispettivamente la frequenza e il vettore d’onda

dell’onda elettromagnetica di intensità elevata (detta pump wave), ωpe e k

sono la frequenza e il vettore d’onda dell’onda di plasma elettronica che si

accoppia con la pump wave, infine ωs e ks sono i parametri analoghi che

descrivono l’onda elettromagnetica diffusa. Il nome di questo tipo di insta-

bilità deriva dall’analogia con il Raman scattering che avviene nei solidi: il

processo può essere interpretato come una diffusione anelastica di un fotone

incidente che provoca il decadimento del fotone iniziale in un fotone diffuso e

in un’onda di plasma o plasmone. Da questo punto di vista le condizioni in-

dicate nella relazione (2.1.26) esprimono le leggi di conservazione dell’energia

e della quantità di moto. Avendo poi chiaro che la minima frequenza che un

onda elettromagnetica può avere in un plasma è ωpe, tale relazione mostra che

lo sviluppo di questa instabilità e possibile solo se ω0 ? 2ωpe, in altre parole

se la densità n del plasma è tale che n > ncr/4. Guardando alla direzione

d’onda del vettore d’onda diffuso ks rispetto a quello incidente k0 si parla di

back-, forward- o side- scattering. Nel caso di interazione tra un impulso laser

ultraintenso ultrabreve e un plasma sottodenso il più veloce a svilupparsi è lo

Stimulated Backward Raman Scattering, cioè dove i vettori d’onda incidente

e diffuso sono antiparalleli (ks ≈ −k0 e k ≈ 2k0). Questo tipo di instabilità è

molto importante perché è uno dei principali attori nell’erosione dell’impulso

laser a favore della cessione della sua energia al plasma. Questo trasferimento

di energia è di grande importanza nelle applicazioni inerenti alla fusione a

confinamento inerziale [26], tuttavia ad oggi se ne stanno ancora studiando

le caratteristiche poiché risulta un fenomeno difficile da trattare proprio per

i valori estremi dei parametri utilizzati (come temperatura ∼ kev e intensità

della radiazione ∼ 1020W/cm2) negli esperimenti rivolti alla fusione inerziale.

Lo Stimulated Brillouin Scattering per avvenire deve soddisfare una re-

lazione simile a quella indica per lo Stimulated Raman Scattering ma che ne
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differisce per il fatto che coinvolge la frequenza e il vettore d’onda delle onde

di plasma ionico-acustiche in luogo della frequenza di plasma elettronica e

del vettore d’onda relativo. Coinvolgendo tali onde le instabilità nascono

su tempi più lunghi rispetto allo Stimulated Raman Scattering che nasce da

onde di plasma elettroniche, inoltre rispetto a quest’ultimo, lo SBS può av-

venire anche a densità critiche maggiori di nc/4, per questo può avvenire in

zone del plasma non interessate da SRS.

Come si vedrà nel prossimo paragrafo questo tipo di instabilità rivesto-

no un ruolo di grande importanza nella formazioni di particolari strutture

elettromagnetiche chiamate Solitoni Elettromagnetici Relativistici [27].

2.2 Solitoni elettromagnetici nei plasmi

Il termine solitone elettromagntico, viene usato nella fisica dell’interazione

tra laser ultraintensi e plasmi, per descrivere concentrazioni spazialmente

localizzate di energia elettromagnetica che possono nascere a causa delle forti

non linearità di tale interazione.

Il termine solitone, che in realtà può riguardare anche altri ambiti della

fisica e della matematica, è stato introdotto da N.J. Zabusky e M.D. Kruskal

nel 1965 [28] per indicare possibili soluzioni, analitiche e numeriche, di una

classe di equazioni di evoluzione non lineari alle derivate parziali, aventi la

proprietà di essere localizzate spazialmente e di sopravvivere a reciproche

collisioni e attraversamenti, nonostante il carattere fondamentalmente non

lineare di questo tipo di equazioni. In tal senso è possibile affermare che i so-

litoni, pur non essendo fenomeni lineari, godono della proprietà di effettuare

collisioni elastiche per le quali vale una sorta di principio di sovrapposizione

degli effetti.

Negli anni a seguire il concetto di solitone è stato esteso ad indicare ogni

componente, propagante o non, di una grandezza fisica continua (ad esempio

una densità o un campo), che presenti le caratteristiche di mantenersi loca-

lizzata spazialmente nel tempo, comportandosi come una particella. Quindi

l’equazione che descrive i solitoni può essere una generica equazione non li-

neare di tipo evolutivo. Questa nuova estensione del concetto di solitone non
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convince tutti, tanto che alcuni membri della comunità scientifica utilizzano

il termine solitone solo per descrivere soluzioni che non sono solamente loca-

lizzate ma che godono anche della proprietà di effettuare collisioni elastiche.

Per indicare, quindi, soluzioni di equazioni di tipo evolutivo localizzate spa-

zialmente è stato introdotto il termine più appropriato onda solitaria, inoltre

per sottolineare il comportamento simile a quello di una particella è stato

proposto il termine solitrone (ispirato da termini come elettrone, positrone,

ecc.). Nel caso in cui onde solitarie di questa tipologia collidano possono dar

luogo ad una fenomenologia più complessa rispetto alla collisione elastica che

avviene tra solitoni propriamente detti.

Nell’ambito della fisica dell’interazione tra laser e plasma, i termini soli-

tone e onda solitaria sono utilizzate indifferentemente per indicare la stessa

fenomenologia e cioè, come detto ad inizio paragrafo, la possibile presenza di

concentrazione di energia elettromagnetica in un plasma. La denominazione

solitone nel senso più stringente del termine sarebbe errata poiché come è

stato visto da alcune simulazioni numeriche [5], questi oggetti per effetto di

collisioni tendono a fondersi in strutture più estese e non ad effettuare col-

lisioni elastiche. Nonostante ciò, in questo lavoro di tesi conformemente a

quanto avviene in letteratura, vengono utilizzati indifferentemente i termine

onda solitaria e solitone.

Come detto in precedenza per solitone elettromagnetico si intende una

concentrazione localizzata di energia elettromagnetica che può formarsi ed

eventualmente propagarsi in un plasma a seguito di un interazione tra un

impulso laser ultraintenso e ultrabreve e il plasma stesso. Più formalmente

si può dire che i solitoni rappresentano possibili soluzioni non lineari delle

equazioni di Maxwell che hanno le proprietà di avere una forma che non

varia nel tempo e di annullarsi all’infinito. Queste soluzioni possono essere

caratterizzate da velocità di propagazione nulla, in tal caso prendono il nome

di standing solitons, o finita, quest’ultimi vengono chiamati drifting solitons.

Nel caso in cui queste strutture elettromagnetiche presentino un campo elet-

tromagnetico di ampiezza tale che la velocità acquistata da un elettrone per

effetto di questo campo diventa confrontabile con la velocità della luce si

parla di solitoni elettromagnetici relativistici (RES).
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L’interazione di impulsi laser di ampiezza ultraintensa e durata ultrabre-

ve con plasmi sottodensi è caratterizzato da una complessa varietà di feno-

meni fisici non lineari, alcuni dei quali sono stati brevemente descritti nel

paragrafo precedente. Uno degli effetti più significativi dell’interazione nel

caso di radiazione ultraintensa e ultrabreve è rappresentato dall’efficacia del-

l’accoppiamento tra l’impulso laser e la componente elettronica del plasma

sottodenso, che porta ad un drastico cambiamento delle proprietà dell’im-

pulso, in particolare ad una erosione dell’impulso stesso e al trasferimento di

una grande frazione della sua energia al plasma, che sarebbe invece traspa-

rente alla radiazione di intensità più moderate, di ampiezza non relativistica.

I meccanismi fisici responsabili di questo fenomeno sono la generazione di

onde di plasma, wake-field (si veda l’appendice A), e l’insorgere di alcune

instabilità.

2.2.1 Formazione dei solitoni elettromagnetici nei pla-

smi

Come introdotto nel paragrafo 2.1.3, è stato dimostrato da numerosi studi

di tipo numerico [27, 29–33] che le instabilità Stimulated Raman Scattering

e Stimulated Brillouin Scattering rivestono un ruolo fondamentale nella for-

mazione dei solitoni elettromagnetici nei plasmi. Queste instabilità causano

una forte distorsione dell’impulso laser che viene energeticamente eroso, con

una conseguente diminuzione dell’ampiezza del campo elettromagnetico. Ta-

li fenomeni avvengono su tempi molto più lunghi del periodo associato al

campo dell’impulso, perciò è possibile, in prima approssimazione, conside-

rare che il processo si sviluppi in modo adiabatico. L’invariante adiabatico

che caratteristico del fenomeno può essere ricavato dalle equazioni che de-

scrivono l’interazione della radiazione elettromagnetica con un plasma fred-

do [34]. È possibile dimostrare che l’invariante adiabatico è dato dal rapporto

tra il quadrato dell’ampiezza del campo elettrico e la frequenza locale della

radiazione: ∫
|E|2

ω
dV = cost . (2.2.1)
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Questa relazione che esprime il rapporto tra l’energia dell’impulso laser e

la sua frequenza può essere interpretata come la conservazione del numero

totale di fotoni. Un’importante conseguenza della relazione 2.2.1 è la diminu-

zione della frequenza locale di una parte della radiazione. Questo fenomeno

prende il nome di frequency downshift ed è stato confermato da simulazioni

numeriche riguardanti questo tipo di interazione [27].

A causa del frequency downshift la frequenza locale diventa inferiore alla

frequenza di plasma, perciò la radiazione elettromagnetica rimane intrappo-

lata nel plasma che diventa sovradenso per la radiazione stessa. Corrispon-

dentemente, la velocità di gruppo tende a zero per ω → ωp. È proprio attra-

verso questo meccanismo che parte dell’energia viene trasferita dall’impulso

a strutture elettromagnetiche di tipo solitonico di ampiezza anche relativi-

stica. Tali strutture poiché possiedono una frequenza inferiore a quella del

plasma, rimangono intrappolate nel plasma.

2.2.2 Interesse per lo studio di solitoni in plasmi e−−e+

Prima di introdurre l’argomento dei solitoni elettromagnetici nei plasmi di

elettroni e ioni, che sono direttamente legati alle instabilità che nascono negli

esperimenti sulla fusione inerziale (si veda par.2.1.3), è utile affrontare il caso

di solitoni in plasmi di elettroni e positroni. A causa dell’identica inerzia

delle specie elettronica e positronica questi plasmi, infatti, presentano delle

notevoli semplificazioni nei modelli utilizzati per descriverli come si vedrà

nel capitolo 3. Oltre a questo aspetto che aiuta ad introdurre lo studio sui

plasmi e− − i, l’interesse per i plasmi e− − e+ nasce da svariati ambiti della

fisica.

In primo luogo va citato l’ambito cosmologico. Infatti le più recenti rico-

struzioni riguardanti la la dinamica delle prime fasi dell’universo, tra 10−2

e 1 secondo dopo il Big Bang, hanno messo in luce che la materia era co-

stituita da elettroni, positroni e fotoni ad una temperatura molto maggiore

di mec
2 [35]. L’interazione tra la radiazione elettromagnetica e il plasma

di e− − e+ in questo stadio dell’evoluzione del universo potrebbe aver pro-

dotto delle disuniformità nella densità spaziale della materia. Questo po-
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trebbe rappresentare una delle possibili cause della distribuzione fortemente

disomogenea della materia dell’universo attuale [36–38].

In secondo luogo c’è un forte interesse in ambito astronomico, poiché

si ritiene che plasmi di e− − e+ costituiscano l’atmosfera di pulsar e stelle

di neutroni [39, 40], dei dischi di accrescimento [41], di nuclei di galassie

attive [42–44] , e dei buchi neri [45]. I plasmi di e− − e+ hanno inoltre

un ruolo fondamentale nei meccanismi fisici di generazione dei raggi gamma

cosmici [46].

Infine lo studio dei plasmi di elettroni e positroni presenta notevole in-

teresse anche in alcune situazioni sperimentali. Al giorno d’oggi grazie allo

sviluppo della tecnologia CPA si è in grado di produrre un numero significa-

tivo di coppie e−−e+ per mezzo dell’interazione tra impulsi laser di intensità

dell’ordine di 1021−22W/cm2 con fasci di elettroni di energia ultrarelativistica,

dell’ordine di decine o centinaia di MeV [47, 48]. Si ritiene che in un futuro

potranno essere disponibili intensità dell’ordine di 1026−28 W/cm2 [3], realiz-

zando cos̀ı un regime nel quale diventa possibile una produzione significativa

di coppie e− − e+ nel campo del laser.

2.2.3 Interesse per lo studio di solitoni in plasmi e−− i

L’interesse per lo studio dei solitoni elettromagnetici relativistici nei plasmi

di elettroni e ioni nasce dal fatto che rivestono un ruolo importante nella

cessione di energia da parte di radiazione elettromagnetica intensa al plasma

stesso. Questo fenomeno introdotto nel paragrafo 2.2, è stato rilevato anche

in simulazioni numeriche bidimensionali [49] e tridimensionali [50] relative

alla propagazione di un impulso laser ultraintenso e ultrabreve in un plasma

sottodenso (caratterizzato cioè da una frequenza di plasma ωpe minore della

frequenza del laser ωL). La cessione di energia da parte di un onda elettro-

magnetica ad un plasma è centrale negli studi sulla fusione a confinamento

inerziale come già detto nel capitolo 1. Le strutture solitoniche che si sono

osservate in questo tipo di simulazioni sono entità elettromagnetiche di ti-

po sub-cycle, cioè strutture in cui è intrappolata solo metà della lunghezza

d’onda della radiazione. La frequenza della radiazione confinata nel solitone
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risulta essere inferiore alla frequenza di plasma imperturbata e quindi anche

inferiore alla frequenza del laser. Come già si era anticipato nel paragrafo 2.2,

il plasma diventa localmente sovradenso rispetto al campo elettromagnetico

del solitone. Nella regione spaziale occupata del solitone si osserva una signi-

ficativo svuotamento del plasma. Queste strutture sono poi caratterizzate dal

fatto che le densità elettroniche e ioniche asintoticamente rimangono vicine

tra loro, impedendo quindi l’instaurazione di una apprezzabile separazione

di carica. Il plasma risponde cioè alla presenza della radiazione magnetica

raggiungendo uno stato di quasi-neutralità. Questa caratteristica è molto

importante perché permette come si vedrà nel paragrafo 3.3.2 lo sviluppo del

modello analitico presentato nel corso del capitolo 3 per descrivere i solitoni

elettromagnetici nei plasmi e−−i. L’assunzione di quasi-neutralità non impe-

disce tuttavia che in queste strutture solitoniche si formi un campo elettrico

quasistatico di un intesità elevata (dal MV/cm al GV/cm). Il campo elettri-

co quasistatico trovato nelle simulazioni numeriche ha permesso di osservare

anche sperimentalmente strutture di questo tipo, attraverso l’utilizzo della

tecnica diagnostica denominata proton imaging, recentemente sviluppata e

basata sulla deflessione di un fascio di protoni di energia di alcuni MeV per

effetto dell’interazione con il campo elettrico localizzato [51]. In particola-

re con l’utilizzo di questa tecnica si è osservato che in queste strutture si

manifesta una significativa depressione nella densità del plasma; le struttu-

re appaiono inoltre come quasineutre e si caratterizzano per una estensione

spaziale tipica di diverse decine di skin depths classici(c/ωpe). Un immagine

ottenuta con la proton imaging è riportata in figura 2.2.

Sia le simulazioni numeriche che le osservazioni sperimentali indicano che

il campo elettrico quasistatico presente nelle strutture solitoniche raggiun-

ge valori delle decine di MV/cm (in alcune simulazioni anche GV/cm). Un

campo di tale intensità, se opportunamente controllato dall’esterno, può esse-

re utilizzato potenzialmente per l’accelerazione di particelle cariche. Questa

proprietà e il fatto di immagazzinare una notevole quantità di energia del

laser (fino al 30% in alcune simulazioni) rende i solitoni elettromagnetici in

plasmi di elettroni e ioni un importante campo di studio.

In particolare recenti simulazioni [27,30,31] sull’interazione di un plasma
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Figura 2.2: Immagine, ottenuta con la tecnica del proton imaging (protoni di 6−
7MeV ), di un plasma di elettroni e ioni (densità massima ∼ 1020cm−3), 45ps dopo
la propagazione di un impulso laser intenso (I ∼ 1019W/cm2) di lunghezza d’onda
1 µm, e durata 1ps; l’immagine mostra la presenza di una cavità nella densità
del plasma, che può essere dovuta alla presenza di un solitone elettromagnetico.
Da [5].

con laser di intensità dell’ordine di quelle utilizzate nella fusione a confina-

mento inerziale, hanno messo la formazione di solitoni elettromagnetici. Lo

studio dei solitoni è centrale in questi processi poiché il fine dell’interazione

con i laser del combustibile è la cessione di energia al combustibile stesso

come si è visto nel paragrafo 1.1.3.

2.3 Approcio cinetico per la descrizione dei

solitoni elettromagnetici nei plasmi

2.3.1 Metodi analitici

Nel corso degli anni sono stati pubblicati numerosi lavori di carattere anali-

tico riguardanti lo studio della propagazione non lineare di onde elettroma-

gnetiche in plasmi di elettroni-positroni (e− − e+) ed elettroni-ioni (e− − i),
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in particolare sulla possibilità dell’esistenza di strutture di tipo solitonico

localizzate nel plasma stesso per effetto dell’interazione.

I primi lavori analitici risalgono agli anni ’70 [52]. Il lavoro di Kozlov et

al. [53], riguardante lo studio di solitoni elettromagnetici di ampiezza relati-

vistica propaganti in un plasma freddo e− − i, ha costituito un riferimento

per gli sviluppi successivi in questo settore di ricerca. A partire dagli anni

’90, lo studio dei solitoni elettromagnetici relativistici nei plasmi ha ricevuto

un rinnovato impulso. Sono stati sviluppati studi analitici sull’esistenza di

solitoni in plasmi e− − e+ [35] e e− − i [54]. Questi studi sono stati svolti

descrivendo il plasma con modelli analitici relativistici di tipo fluido. Questo

tipo di approccio è utile per comprendere alcune caratteristiche macrosco-

piche del plasma come è stato mostrato nel paragrafo 2.1.2. Tuttavia non

considerando che la funzione di distribuzione del plasma possa essere diversa

da una maxwelliana trascura importanti effetti termici come sottolineato dal

lavoro di M. Passoni [55]. Per questo è utile utilizzare modelli di tipo cinetico

per analizzare le strutture solitoniche che si formano nei plasmi.

In un approccio cinetico relativistico per descrive il comportamento micro-

scopico di un plasma si fa riferimento alla funzione di distribuzione fj della

j-esima specie carica costituente il plasma. Tale funzione di distribuzione

soddisfa la seguente equazione:

∂fj
∂t

+
pj
mjγj

· ∇fj + qj

[
E(r, t) +

pj
mjγjc

∧B(r, t)

]
· ∂fj
∂pj

=

= − ∂

∂pj
·
∑
i

∫ [
fj(p)

∂fi(p
′
i)

p′i
− fi(p′i)

∂fj(p)

pj

]
· ¯̄Bd3p′i (2.3.1)

dove E(r, t) B(r, t) descrivono i campi elettrico e magnetico autoconsistenti

presenti nel sistema, mj, qj e pj = mjγjvj sono rispettivamente la massa a

riposo, la carica elettrica e la quantità di moto della j-esima specie, con γj

fattore relativistico:

γj =

(
1 +

p2j
m2
jc

2

) 1
2

. (2.3.2)

L’espressione a secondo membro dell’equazione 2.3.1 descrive l’effetto delle
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collisioni coulombiane nel plasma. La sommatoria è estesa a tutte le n specie

presenti nel plasma, compresa la j-esima specie, che collidono con le particelle

della j-esima stessa. Il tensore ¯̄B rappresenta la generalizzazione relativistica

dell’integrale degli urti di Landau che descrive l’effetto degli urti coulombiani

in un plasma.

L’equazione 2.3.1 integrodifferenziale non lineare nell’incognita fj tiene

conto sia dell’effetto dei campi elettromagnetici esterni e autogenerati che

dell’effetto delle collisioni sulla funzione di distribuzione della j-esima specie

di particelle. Per lo studio di solitoni elettromagnetici relativistici è possibile

trascurare, in prima approssimazione, l’effetto delle collisioni coulombiane. In

tal caso le proprietà del plasma e in particolare la funzione di distribuzione fj

possono essere descritte dall’equazione di Vlasov relativistica che è ottenuta

dalla relazione 2.3.1 ponendo uguale a zero l’integrale di collisione a secondo

membro:

∂fj
∂t

+
pj
mjγj

· ∇fj + qj

[
E(r, t) +

pj
mjγjc

∧B(r, t)

]
· ∂fj
∂pj

= 0 . (2.3.3)

Con una funzione di distribuzione fj per ciascuna specie che soddisfa

l’equazione 2.3.3 (o più in generale l’Eq. 2.3.1) è possibile calcolare i momenti

della funzione di distribuzione stessa che rappresentano la densità di carica

elettrica

ρ(r, t) =
n∑
j=1

qj

∫
fj d

3pj (2.3.4)

e la densità di corrente elettrica

J(r, t) =
n∑
j=1

qj

∫
vfj d

3pj . (2.3.5)

Una volta note queste grandezze è possibile calcolare i campi elettromagnetici

autoconsistenti attraverso le equazioni di Maxwell.

Poiché le relazioni 2.3.1 e 2.3.3 sono equazioni di tipo cinetico descrivono

il comportamento microscopico del plasma. A partire da esse è possibile co-

struire delle equazioni per le variabili macroscopiche del plasma che possono

essere utili per comprendere il comportamento dei solitoni come la densità
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numerica, la velocità macroscopica e la temperatura.

2.3.2 Metodi numerici

Per investigare con metodi cinetici di tipo numerico la formazione e le carat-

teristiche cinetiche dei solitoni elettromagnetici relativistici nei plasmi ini-

zialmente è stata sviluppata una tipologia di codici detti codici di Vlasov

(Vlasov-code).

I codici di Vlasov risolvono l’equazione cinetica (eq. 2.3.3) per la funzione

di distribuzione su una griglia. In questo tipo di codici la griglia è creata nello

spazio delle fasi (r,v), quindi se si vuole simulare un plasma in N dimensioni

la griglia dovrà essere di dimensione 2N: per esempio la griglia per un plasma

in 3 dimensioni sarà costituita da punti su 6 dimensioni, 3 nello spazio(r) e

3 per la quantità di moto (o la velocità v). Questo implica un notevole

aumento della memoria da allocare nel calcolatore che, come si vedrà nel

seguente esempio, risulta comunque notevole nel caso di una simulazione di

interazione laser-plasma.

Utilizzare un modello cinetico significa risolvere un problema a n-corpi

per un elevato numero di particelle. Per esempio possiamo considerare un

plasma con una densità di 1023 elettroni e ioni per centimetro cubo. Per de-

scrivere l’interazione con un laser con un diametro focale di 10µm e con una

profondità di penetrazione di 0.2µm è necessario un volume di simulazione

che contiene 1018 particelle. Poiché risolvere numericamente le equazioni di

Newton che descrivono il sistema è possibile solo per poche migliaia di par-

ticelle, risulta evidente che questo approccio ha dei limiti [4]. Per ovviare

a questo problema è stato introdotto dagli anni ’60 una tipologia di codi-

ci chiamati Particle-In-Cell (PIC), anche quest’ultimi basati su approccio

cinetico.

Nei codici PIC la funzione di distribuzione fs(r,v) è espressa dalla se-

guente equazione:

fs(r,v) =
N∑
j=1

(S(rj − r)δ(vj − v)) (2.3.6)
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Figura 2.3: Relazione tra a) funzione di distribuzione classica e b)
macro-particelle in codice tipo PIC, da [4]

Questa espressione nasce dalla espressione della funzione di distribuzione

utilizzata nell’approccio di Klimontovich al problema cinetico:

fs(r,v) =
N∑
j=1

(δ(rj − r)δ(vj − v)) (2.3.7)

Considerare una funzione di distribuzione espressa dalla relazione 2.3.6 si-

gnifica campionarla su una griglia attraverso una funzione densità S(rj − r)

di macro-particelle numeriche con una carica qi e una massa mi fissate: il

pedice j indica il numero di cella mentre i la particella. Come mostrato in

figura 2.3 si passa da una funzione di distribuzione continua ad una discreta.

In questo modo i codici di tipo PIC sostituiscono gli enormi valori del

parametro del plasma nλ3D ≈ 1010 con un minor numero di particelle per

cella dell’ordine di nmλ
3
D ≈ 100, dove nm è la densità di macro-particelle e

la lunghezza di Debye λD è la tipica misura della cella di simulazione. In

questo tipo di codice utilizzando un approccio Lagrangiano, l’equazione che

governa il moto delle particelle è:

d

dt
(γivi) =

qi
mi

(
E +

vi
c
×B

)
(2.3.8)

con γi = (1− v2i /c2) e i = 1..N dove N è il numero totale delle particelle.

La densità di carica e la densità di corrente necessarie per integrare le
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equazioni di Maxwell sono ottenute considerando la posizione e la velocità

delle particelle sulla griglia attraverso la funzione S:

ρ(r) =
∑
j

qjS(rj − r) j = 1..N, (2.3.9)

J(r) =
∑
j

qjvjS(rj − r) j = 1..N, (2.3.10)

Una volta che ρ(r) e J(r) sono definite nei punti di griglia è possibile risolvere

le equazione di Maxwell per ottenere i nuovi campi elettrico e magnetico.

Questi vengono poi interpolati nelle posizioni delle particelle e utilizzati per

calcolarne le nuove posizioni attraverso l’equazione 2.3.8.

Il grafico 2.4 riassume l’algoritmo utilizzato in un codice di tipo PIC: 1.

note le condizioni iniziali delle particelle si calcolano densità di carica e di

corrente nei punti di griglia. 2. Queste grandezze vengono utilizzate per

calcolare i campi elettrico e magnetico nei punti di griglia con le equazioni

di Maxwell. 3. Si calcolano i campi nei punti dove sono presenti le particelle

interpolando dai punti di griglia. 4. Vengono infine ricalcolate posizione e

velocità delle particelle inserendo i campi appena calcolati nelle equazioni di

moto.

Figura 2.4: Schema dell’algoritmo dei codici tipo PIC, da [4]

Ora che sono state brevemente introdotte le principali tipologie di codi-

ce che vengono utilizzate per simulare i solitoni elettromagnetici nei plasmi

e utile fare alcune considerazioni. I codici Vlasov presentano un rumore

notevolmente inferiore rispetto ai codici PIC, tuttavia richiedono potenze

di calcolo e memorie molto più elevate rispetto agli algoritmi Particle-In-
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Cell. Questi ultimi inoltre sono più facili da sviluppare e presentano una ben

documentata casistica di utilizzo.

2.4 Obbiettivi della tesi

Come descritto, l’interesse nello studio dei fenomeni di interazione tra laser

e plasma è aumento negli ultimi decenni. Oltre che da un punto di vista

di studi sulla fisica di base, tale problema è centrale negli esperimenti sulla

fusione a confinamento inerziale. In particolare la cessione di energia da

parte di radiazione elettromagnetica intensa in un plasma è ancora oggi un

argomento di ricerca in piena evoluzione. Le strutture solitoniche introdotte

nel paragrafo 2.2 possono rivestire un ruolo di grande rilevanza in questa

classe di fenomeni [30].

Scopo del seguente lavoro di tesi sarà, in primo luogo, quello di ampliare

un modello analitico cinetico esistente per descrivere i solitoni elettromagne-

tici nei plasmi, e, in secondo luogo, quello di studiare l’evoluzione temporale

di differenti strutture solitoniche attraverso un approccio numerico. A tal

scopo, il lavoro di tesi è strutturato come segue.

Il capitolo 3 tratterà il problema della modellazione analitica dei soli-

toni elettromagnetici relativistici nei plasmi. Verrà sviluppato un modello

analitico per le due tipologie di plasmi analizzati: inizialmente plasmi di

elettroni-positroni e in seguito plasmi di ioni-elettroni. Si presterà parti-

colare attenzione alle grandezze di interesse per lo studio stesso. Questo

permetterà, inoltre, di avere un modello in grado di fornire dei parametri

utili per intraprendere uno studio numerico delle strutture solitoniche.

Partendo dalle caratteristiche ottenute dallo studio numerico dei casi trat-

tati, nel capitolo 4 verranno discussi in modo critico i risultati delle simula-

zioni numeriche effettuate sull’evoluzione temporale dei solitoni. In relazione

ai risultati, inoltre, verranno analizzati i limiti del modello analitico sviluppa-

to sottolineando il ruolo dell’ipotesi di quasi-neutralità. Queste simulazioni

sono state effettuate tramite un codice di tipo PIC, poiché tale tipologia di

codice è indicata per lo studio di questa fenomenologia come spiegato nel
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paragrafo 1.2.2 e nel paragrafo 2.3. In particolare il codice utilizzato è il

codice Piccante sviluppato da A. Sgattoni, L. Fedeli e S. Sinigardi.

In questo lavoro di tesi, inoltre, si prestata particolare attenzione ai co-

dici di tipo Particle-In-Cell per questo il codice utilizzato per lo studio dei

solitoni elettromagnetici relativistici nei plasmi è stato validato comparando

con il codice BOPS i risultati ottenuti nel caso di fenomeni di interazione

non lineare tra laser e plasma. In particolare si è analizzato uno dei feno-

meni più studiati: il wake-field che è stato introdotto nel paragrafo 2.1.2.

Il codice BOPS è un codice sviluppato da P.Gibbon basato su un algoritmo

tipo PIC. I risultati di questo studio comparativo e una trattazione analitica

del fenomeno sono esposti nell’appendice A.
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Capitolo 3

Sviluppo di modelli di Solitoni

elettromagnetici relativistici nei

plasmi

In questo capitolo verrà descritto il lavoro, svolto in questa tesi, di amplia-

mento di un modello cinetico relativistico per lo studio e la descrizione delle

proprietà dei solitoni elettromagnetici nei plasmi, introdotto da M. Lontano,

M.Passoni et. al. [56].

Il modello relativistico utilizzato ha come obiettivo quello di esprimere la

densità di carica e la densità di corrente elettrica che si sviluppano nel plasma

in funzione del campo elettromagnetico attraverso un approccio cinetico, che

permette di includere importanti effetti, come discusso nel capitolo 2, come

quelli legati alla presenza di una temperatura finita nel plasma. Inoltre, come

si vedrà in seguito, rispetto ai modelli fluidi macroscopici, è possibile intro-

durre nella descrizione alcune delle proprietà caratteristiche dell’interazione

tra impulsi laser ultraintensi e i plasmi, come ad esempio lo sviluppo nel

sistema di una forte anisotropia nello spazio delle fasi.

Dopo averlo definito, il modello verrà sviluppato da un punto di vista

analitico. In seguito, una volta ampliato, esso sarà utilizzato per il calcolo

di una soluzione stazionaria del sistema di equazioni cinetiche in plasmi di

elettroni-positroni (paragrafo 3.3.1) e in plasmi di elettroni-ioni (paragrafo
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3.3.2), al fine di trovare le proprietà dei solitoni. In particolare verranno

ricavate tutte le grandezze che descrivono in modo completo un solitone:

densità e velocità delle particelle, campo elettrico e campo magnetico. In

questo capitolo saranno mostrati e discussi solo alcuni casi significativi, per

i valori dei parametri scelti, tra le numerose soluzioni trovate.

Con tale soluzione stazionaria, inoltre, sarà possibile inizializzare una

simulazione di tipo PIC al fine si testare la stabilità nel tempo della soluzione

stessa, come si vedrà successivamente nel capitolo 4.

3.1 Descrizione del modello utilizzato e sua

applicazione

Il modello analitico presentato in ref. [55] considera un plasma costituito da

un numero n di specie di particelle cariche differenti. La descrizione cinetica

e relativistica del sistema si basa, trascurando l’effetto delle collisioni, su una

funzione di distribuzione fi per ciascuna specie, che soddisfa l’equazione di

Vlasov relativistica come visto nel paragrafo 2.3.1.

Per prima cosa si richiama, quindi, l’equazione di Vlasov relativistica

presentata in precedenza 2.3.3:

∂fj
∂t

+
pj
mjγj

· ∇fj + qj

[
E(r, t) +

pj
mjγj

∧B(r, t)

]
· ∂fj
∂pj

= 0 (3.1.1)

dove E(r, t) e B(r, t) rappresentano, rispettivamente, il campo elettrico e il

campo magnetico presenti nel sistema, mj, qj e pj sono la massa a riposo,

la carica elettrica e la quantità di moto della j -esima specie, mentre γj è il

fattore relativistico,

γj =

(
1 +

p2j
m2
j

) 1
2

. (3.1.2)

per semplificare le notazioni, in queste relazioni e nel resto del capitolo si

utilizza il sistema di unità di misura nel quale la velocità della luce ha valore

unitario.
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Il modello si basa sull’individuazione di una funzione di distribuzione

per la j -esima specie con una forte anisotropia, che soddisfi identicamente

l’equazione di Vlasov relativistica (equazione 3.1.1) nel caso stazionario:

fj (Wj,Pj⊥) =
N0j

2mjK1(β
−1
j )

δ(Pj⊥) exp

(
−Wj

Tj

)
; (3.1.3)

in questa funzione di distribuzione sono state definite, per ogni j -esima specie

l’energia totale, somma dell’energia a riposo, cinetica e potenziale

Wj(r, t) = mjγj + qjφ(r, t) (3.1.4)

e il momento canonico coniugato

Pj(r, t) = pj + qjA(r, t) . (3.1.5)

A(r, t), φ(r, t) rappresentano rispettivamente il potenziale vettore e il poten-

ziale scalare associati ai campi E e B, Nj0, Tj, βj = Tj/mj densità impertur-

bata, temperatura e rapporto tra l’energia termica e l’energia a riposo della

particella che fa parte della j -esima specie. K1(ξ) è la funzione di MacDonald

del prim’ordine e di argomento ξ.

Si può dimostrare che la funzione di distribuzione definita dall’eq. 3.1.3 è

soluzione dell’eq. 3.1.1, in condizioni stazionarie, se si assume che la geome-

tria del sistema sia di tipo monodimensionale, nella quale tutte le quantità

fisiche dipendono da una sola coordinata spaziale, e inoltre che la radiazione

elettromagnetica sia polarizzata circolarmente.

Con queste premesse e ricordando le espressioni 2.3.4 e 2.3.5, si ottengono

le seguenti equazioni per la densità di carica elettrica

ρ(r, t) =
n∑
j=1

qjN0j

K1(γ⊥jβ
−1
j )

K1(γ⊥jβ
−1
j )

γ⊥j exp

(
−ϕj
βj

)
(3.1.6)
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e per la densità di corrente elettrica

J(r, t) = −
n∑
j=1

qjN0j

K1(γ⊥jβ
−1
j )

K0(γ⊥jβ
−1
j )

aj exp

(
−ϕj
βj

)
(3.1.7)

dove sono state introdotte le seguenti variabili adimensionali per i campi:

qjφ(A)/mj → ϕj(aj), γ⊥j =
√

1 + a2⊥j, e Kn(ξ) è la funzione di MacDonald

di ordine n-esimo e argomento ξ.

Le equazioni 3.1.6 e 3.1.7, poiché esprimono le densità di carica e di cor-

rente in funzione del potenziale scalare φ e del potenziale vettore A, possono

essere accoppiate alle equazioni di Maxwell per il calcolo dei campi auto-

consistenti. Risulta conveniente utilizzare la gauge di Coulomb per trovare

soluzioni localizzate di tipo solitonico, poiché in geometria monodimensiona-

le la condizione ∇ ·A = 0 implica che Ax sia una costante. In particolare se

si cercano soluzioni localizzate, la costante deve essere posta uguale a zero.

Il potenziale vettore A risulta quindi puramente trasversale cos̀ı come, in

virtù dell’equazione 3.1.7, la densità di corrente J, quindi J = Jt. Partendo

dunque dall’equazione di Maxwell per il potenziale vettore nella gauge di

Coulomb

∇2A− 1

c2
∂2A

∂t2
= −4π

c
Jt (3.1.8)

e considerando un plasma costituito da due specie (ad esempio elettroni e

positroni o elettroni e ioni) inserendo l’espressione della densità di corrente

(eq. 3.1.7), nel caso monodimensionale si ottiene:

a
′′

xx − a
′′

tt = a

{
K0

(√
1 + a2λ−1e

)
K1 (λ−1e )

exp

(
ϕ

λe

)
+

+ρZ
K0

[√
1 + ρ2Z2a2 (ρλi)

−1
]

K1

[
(ρλi)

−1] exp

(
−Zϕ
λi

) (3.1.9)

dove sono state definite le seguenti variabili adimensionali: eA(φ) → a(ϕ),

ωpet(x) → t(x), λe = Te/me = βe, λi = Ti/me, ρ = me/mi ed infine Z è lo

stato di ionizzazione della specie ionica (Z=1 per positroni).

Nel caso di distribuzioni stazionarie di energia elettromagnetica, cioè
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di soluzioni con velocità di propagazione nulla, i cosiddetti non drifting o

standing solitons, è possibile cercare soluzioni del tipo:

a(x, t) = a(x)eiωt (3.1.10)

dove a(x, t) = ay(x, t) + iaz(x, t) e ω = ω0/ωpe è la frequenza del campo

adimensionalizzata.

Questo tipo di soluzione è un caso particolare di un metodo generale che

qui non viene riportato (per una trattazione più approfondita si rimanda a

ref. [55] e [57]).

3.2 Sviluppo del modello cinetico relativisti-

co

3.2.1 Calcolo dei potenziali e dei campi

Considerando la soluzione data dall’equazione 3.1.10, la relazione 3.1.9 di-

venta quindi:

a
′′

xx + ω2a(x) = a

{
K0

(√
1 + a2λ−1e

)
K1 (λ−1e )

exp

(
ϕ

λe

)
+

+ρZ
K0

[√
1 + ρ2Z2a2 (ρλi)

−1
]

K1

[
(ρλi)

−1] exp

(
−Zϕ
λi

) . (3.2.1)

È possibile, analogamente, scrivere l’equazione di Poisson per il potenziale

scalare ∇2φ = −4πρ nella seguente forma:

ϕ
′′

xx =
√

1 + a2
K1

(√
1 + a2λ−1e

)
K1 (λ−1e )

exp

(
ϕ

λe

)
−

−
√

1 + ρ2Z2a2
K1

[√
1 + ρ2Z2a2 (ρλi)

−1
]

K1

[
(ρλi)

−1] exp

(
−Zϕ
λi

)
. (3.2.2)
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Le equazioni 3.2.1 e 3.2.2 rappresentano un sistema chiuso di equazio-

ni monodimensionali relativistiche che descrivono in modo autoconsistente

l’interazione tra la radiazione elettromagnetica e un plasma caldo a due

componenti, il cui stato macroscopico è stato derivato in modo consisten-

te partendo dall’equazione di Vlasov relativistica 3.1.1. Una volta risolto,

il sistema fornisce i potenziali scalare e vettore, che vengono utilizzati nelle

seguenti equazioni che legano i potenziali ai campi per poter calcolare sia il

campo elettrico che il campo magnetico:

E = −∇φ− 1

c

∂A

∂t
(3.2.3)

B = ∇∧A . (3.2.4)

Utilizzando una normalizzazione conseguente a quella adottata per i po-

tenziali, Ẽ = Ee
meωpc

e B̃ = Be
meωpc

, dove e è il modulo della carica elettrica

dell’elettrone, si ottiene:

Ẽ = −∇ϕ− ∂a

∂t
(3.2.5)

B̃ = ∇∧ a . (3.2.6)

Considerando quindi il tipo di soluzione del potenziale 3.1.10 è possibile

scrivere le componenti del campo elettrico lungo le tre direzioni nella seguente

forma:

Ẽx = −∂ϕ
∂x
− ∂ax

∂t
(3.2.7)

Ẽy = −∂ϕ
∂y
− ∂ay

∂t
(3.2.8)

Ẽz = −∂ϕ
∂z
− ∂az

∂t
. (3.2.9)
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L’espressione del campo magnetico risulta:

B̃ = det

∣∣∣∣∣∣∣
êx êy êz
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

ax ay az

∣∣∣∣∣∣∣ =

= êx

(
∂az
∂y
− ∂ay

∂z

)
− êy

(
∂az
∂x
− ∂ax

∂z

)
+ êz

(
∂ay
∂x
− ∂ax

∂y

)
. (3.2.10)

Ricordando che ϕ = ϕ(x) e che ax = 0, ay = a(x) cos(ωt), az =

a(x) sin(ωt) è possibile scrivere le derivate dei potenziali nelle varie direzioni:

∂ϕ

∂x
= ϕ′x (3.2.11)

∂ϕ

∂y
= 0 (3.2.12)

∂ϕ

∂z
= 0 (3.2.13)

∂ax
∂t

= 0 (3.2.14)

∂ay
∂t

= −a(x)ω sin(ωt) (3.2.15)

∂az
∂t

= a(x)ω cos(ωt) . (3.2.16)

Note le derivate dei potenziali è possibile semplificare le relazioni scritte

per le componenti del campo elettrico e del campo magnetico nel seguente

modo:

Ẽx = −ϕ′x (3.2.17)

Ẽy = a(x)ω sin(ωt) (3.2.18)

Ẽz = −a(x)ω cos(ωt) (3.2.19)

B̃x = 0 (3.2.20)

B̃y = −∂a(x)

∂x
sin(ωt) (3.2.21)
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B̃z =
∂a(x)

∂x
cos(ωt) . (3.2.22)

3.2.2 Calcolo della densità di particelle e della velocità

fluida

Una volta trovati i potenziali vettore e scalare è possibile esprimere le pro-

prietà macroscopiche del plasma come la densità di carica e la densità di

corrente elettrica totali attraverso le equazioni 3.1.6 e 3.1.7. Un’altra gran-

dezza di notevole interesse nella descrizione del solitone è la densità numerica

di ogni specie presente (intesa come numero di particelle della j -esima specie

per unità di volume) normalizzata rispetto alla densità imperturbata:

Nj(r, t)

N0j

=
K1(γ⊥jβ

−1
j )

K1(γ⊥jβ
−1
j )

γ⊥j exp

(
−ϕj
βj

)
. (3.2.23)

Per descrivere in modo completo le particelle del plasma è necessario descri-

vere anche la velocità fluida e la quantità di moto trasversale delle parti-

celle di ogni popolazione. In particolare, in tal modo si possono descrivere

completamente le particelle nello spazio delle fasi.

È possibile determinare la velocità fluida conoscendo la densità di numero

e la densità di corrente, infatti la velocità fluida normalizzata è legata a queste

grandezze dalla seguente relazione

v

c
=
Jj
Nj

(3.2.24)

dove c è la velocità della luce.

Dal tipo di funzione di distribuzione scelta (eq. 3.1.3) è possibile notare

che la presenza della funzione δ implica la conservazione della componente

trasversale del momento canonico coniugato. Fisicamente questo è dovuto

alla forte anisotropia caratterizzata da una temperatura costante e non nulla

nella direzione longitudinale (la direzione dei gradienti spaziali, identificata

dalla direzione di propagazione dell’impulso laser), e da un energia termica

trascurabile in direzione trasversale. Partendo da questa considerazione e

dall’espressione del momento canonico coniugato 3.1.5 è possibile ottenere,
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infine, le seguenti relazioni per la quantità di moto trasversale nello spazio

delle fasi lungo le direzioni y e z:

pyj = −qjay (3.2.25)

pzj = −qjaz (3.2.26)

3.3 Applicazioni del modello analitico

Nei prossimi paragrafi verrà descritta l’applicazione del modello cinetico pro-

posto alle due tipologie di solitoni che si sono studiati: nel paragrafo 3.3.1

strutture solitoniche in plasmi di elettroni-positroni (e−−e+) e nel paragrafo

3.3.2 strutture solitoniche in plasmi di elettroni-ioni (e− − i). Come descrit-

to nel paragrafo 2.2.2 l’interesse per i plasmi di elettroni-positroni nasce da

studi di carattere cosmologico, astronomico e sperimentale. Per quel riguar-

da i solitoni di elettroni-ioni, invece, va rimarcato ad esempio il loro ruolo

nei processi di accoppiamento tra energia del laser e plasmi in esperimenti di

fusione inerziale e accelerazione di particelle cariche (si veda paragrafo 2.2.3).

3.3.1 Solitoni in plasmi di elettroni-positroni

Come anticipato nel paragrafo 2.2.2 nel caso di plasmi di elettroni e positroni

è necessario considerare il fatto che tali particelle hanno la stessa massa e

modulo della carica elettrica di pari intensità. Per questa ragione nel modello

considerato nel paragrafo 3.2.1 viene posto ρ = Z = 1. Viene studiato,

inoltre, il caso particolarmente significativo di un plasma isotermo per il

quale Te− = Te+ = T .

A seguito di tali precisazioni è importante osservare che l’inerzia delle

particelle cariche che costituiscono il plasma è identica. Non ci si aspetta,

perciò, separazione di carica e la conseguente eccitazione del potenziale sca-

lare. Quindi φ rimane nullo durante l’evoluzione del sistema. Questo aspetto

costituisce una notevole differenza rispetto al caso di plasmi di elettroni-ioni,

che verrà trattato in seguito. In un sistema di elettroni positroni non si
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manifesta separazione di carica elettrica, e conseguentemente forze di tipo

elettrostatico, a causa dell’identica inerzia delle due popolazioni costituenti

il plasma. Quindi il campo elettrico longitudinale risulta nullo, Ex = 0, a se-

guito della relazione 3.2.17. Per questo l’esistenza di una temperatura finita

diventa un ingrediente essenziale per poter sostenere la presenza di strutture

di tipo solitonico, come risultato del bilancio tra la pressione della radiazione

elettromagnetica e la pressione termica [58].

Con queste assunzioni si considera quindi ϕ = 0. Il sistema di equazioni

che descrive l’andamento dei potenziali (3.2.1 e 3.2.2) si semplifica notevol-

mente ad un equazione differenziale ordinaria non lineare del second’ordine

che descrive l’ampiezza del potenziale vettore normalizzato:

a
′′

xx + ω2a(x) = 2a
K0

(√
1 + a2λ−1

)
K1 (λ−1)

, (3.3.1)

dove è stato posto λe− = λe+ = λ.

Utilizzando questo modello analitico che descrive il solitone è stato scritto

un codice Matlab in grado di risolvere per via numerica l’equazione differen-

ziale del potenziale vettore (3.3.1) una volta inseriti i parametri che caratte-

rizzano il solitone, cioè la temperatura λ e la frequenza dell’onda elettroma-

gnetica ω. In particolare si cercano soluzioni che abbiano come condizioni al

contorno a(−∞) = a(+∞) = 0. In tal modo è possibile trovare l’andamen-

to di a(x) per strutture solitoniche con differenti ampiezze e caratteristiche.

Trovato a(x) è possibile ricavare tutte le altre grandezze che servono per de-

scrivere in modo completo il solitone utilizzando le equazioni descritte nei

paragrafi 3.2.1 e 3.2.2: tali grandezze sono quelle che descrivono le particelle

e i campi elettromagnetici. Va precisato che per poter confrontare al me-

glio le medesime grandezze tra solitoni con caratteristiche differenti, queste

saranno espresse come grandezze normalizzate. Perciò d’ora in avanti per

non appesantire la notazione i campi elettrici e magnetici normalizzati che

in precedenza venivano indicati con Ẽ e B̃ saranno indicati semplicemente

con E e B.

Per quel che riguarda le particelle le grandezze necessarie a descriverle

saranno la densità numerica (Nj/Nj0), la velocità fluida (vj/c) e la quantità
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di moto trasversale (pyi, pzi) per ogni specie presente nel plasma, quindi in

questo caso elettroni e positroni. La densità numerica si ottiene dalla relazio-

ne 3.2.23 che per plasma isotermo di elettroni e positroni può essere riscritta

in forma più semplice come

N(x)

N0

=
√

1 + a2
K1(
√

1 + a2λ−1)

K1(λ−1)
. (3.3.2)

La velocità fluida si ottiene dalla relazione 3.2.24 mentre la quantità di moto

trasversale nelle due direzione si ottiene dalle relazioni 3.2.25 e 3.2.26.

Infine per descrivere in modo completo il campo elettromagnetico sono

calcolate i valori delle varie componenti Ex, Ey, Ez, Bx, By, Bz. Queste sono

ricavate sostituendo i valori dei potenziali ottenuti precedentemente nel set

di equazioni per le componenti dei campi già mostrate nel paragrafo 3.2.1.

Vengono ora presentate alcune delle soluzioni trovate risolvendo il mo-

dello analitico presentato con il codice Matlab sviluppato nel lavoro di tesi.

Tali soluzioni risultano particolarmente significative perché da una parte ri-

producono correttamente la casistica trattata in letteratura [56], dall’altra

ne costituiscono un ampliamento.

Figura 3.1: Densità elettronica per un solitone in un plasma a bassa temperatura
di elettroni-positroni con λ = 0.01 e ω = 0.1

Nelle figure 3.1 e 3.2 è possibile osservare l’andamento della densità e

della velocità fluida elettronica. In particolare tali figure rappresentano un
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Figura 3.2: Velocità fluida elettronica per un solitone in un plasma a bassa
temperatura di elettroni-positroni con λ = 0.01 e ω = 0.1

solitone elettromagnetico in un plasma a bassa temperatura (λ = 0.01 cioè

T ≈ 5.11 keV ) di elettroni e positroni dove la frequenza della radiazione

intrappolata adimensionale vale ω = ω0/ωpe = 0.01. Si può notare come ci

sia un’ampia zona di svuotamento nel solitone dove le particelle sono quasi

completamente espulse.

Figura 3.3: Densità elettronica per un solitone in un plasma ultrarelativistico di
elettroni-positroni con λ = 30 e ω = 0.1

Nella figura 3.3 viene invece presentato l’andamento della densità elettro-
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Figura 3.4: Ampiezza del potenziale vettore normalizzato in funzione della
coordinata spaziale normalizzata xωpe/c.

nica per un solitone in un plasma con frequenza della radiazione intrappolata

pari a ω = 0.1 e temperatura elevata λ = 30 (cioè T ≈ 15 MeV ). A questa

temperatura il plasma ha un comportamento ultrarelativistico; infatti, come

si può vedere dal grafico 3.4 che rappresenta il modulo del potenziale vettore

normalizzato a in funzione della cordinata spaziale, a raggiunge valori supe-

riori a 100 (si veda paragrafo 2.1.1). Al contrario del caso precedente si può

notare che a causa della elevata pressione termica del plasma ci sia solo una

parziale cavitazione della densità.

3.3.2 Solitoni in plasmi di elettroni-ioni

Nel paragrafo 2.2.3 si è introdotto il concetto di quasi-neutralità. Questa

proprietà caratteristica di molti fenomeni fisici nei plasmi è stato osservata

in simulazioni multidimensionali ed esperimenti riguardanti i solitoni elettro-

magnetici nei plasmi di elettroni-ioni [5]. È quindi possibile sviluppare ulte-

riormente il modello presentato nel paragrafo 3.2, nel caso di plasmi e− − i,
sfruttando l’ipotesi di quasi-neutralità. Tale ipotesi è espressa dalla relazione:

|Ne − ZNi|
N0

� 1 . (3.3.3)
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Grazie all’ipotesi di quasineutralità è possibile in prima approssimazione

trascurare l’effetto della derivata seconda del potenziale nell’equazione di

Poisson (∇2φ = −4πρ). Di conseguenza si può porre uguale a zero il se-

condo membro dell’equazione 3.2.2. In tal modo si ottiene una relazione

algebrica trascendente in grado di esprimere il potenziale scalare in funzione

dell’ampiezza a del potenziale vettore:

ϕ(a2; ρ, λe, λi) =

(
1

λe
+
Z

λi

)−1
×

×

1

2
ln

1 + ρ2Z2a2

1 + a2
+ ln

K1 (λ−1e )K1

[√
1 + ρ2Z2a2/ρλi

]
K1

(
ρ−1λ−1i

)
K1

[√
1 + a2/λe

]
 . (3.3.4)

Una volta trovata questa espressione è possibile eliminare ϕ nell’equazio-

ne 3.2.1 del potenziale vettore. Si ottiene quindi un’equazione differenziale

ordinaria non lineare nell’incognita a(x):

a′′xx + ω2a(x) = G(a) (3.3.5)

con

G(a) = a

{
K0(γ⊥e/λe)

K1(1/λe)

[
γ⊥iK1(1/λe)K1(γ⊥i/ρλi)

γ⊥eK1(1/ρλi)K1(γ⊥e/λe)

]α
+

+ρZ
K0(γ⊥i/ρλi)

K1(1/ρλi)

[
γ⊥iK1(1/λe)K1(γ⊥i/ρλi)

γ⊥eK1(1/ρλi)K1(γ⊥e/λe)

]α−1}
(3.3.6)

dove sono state definite le seguenti grandezze

γ⊥e =
√

1 + a2 ,

γ⊥i =
√

1 + ρ2Z2a2 ,

α = λi/(λi + Zλe) .

Come nel caso dei plasmi di e− − e+ è stato scritto un codice Matlab

in grado di risolvere numericamente l’equazione differenziale del potenzia-
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le vettore (3.3.5) una volta inseriti i parametri che caratterizzano il solito-

ne, cioè le temperature λe e λi e la frequenza dell’onda elettromagnetica ω.

In particolare si cercano soluzioni che abbiano come condizioni al contorno

a(−∞) = a(+∞) = 0. A differenza dei plasmi di e− − e+ dove l’assunzione

ϕ = 0 semplifica di molto il modello cinetico, nei plasmi e− − i è stata fatta

l’ipotesi di quasi-neutralità, che pertanto deve essere verificata almeno ap-

prossimativamente per garantire la coerenza del modello stesso. Perciò, una

volta ottenuto a(x) è possibile calcolare il potenziale scalare ϕ dall’equazione

3.3.4 e verificare, attraverso il successivo calcolo di ϕ′ e ϕ′′, che sia soddisfatta

la disuguaglianza |ϕ′′| � 1.

Più in generale, come è stato discusso nel caso di plasmi di e− − e+,

anche in questo caso avendo calcolato a(x) è possibile ottenere le grandezze

che descrivono in modo completo il solitone: la densità numerica (Nj/Nj0), la

velocità fluida (vj/c) e la quantità di moto trasversale lungo le due direzioni y

e z (pyi, pzi) per ogni specie presente nel plasma. I valori di queste grandezze

vengono calcolati a partire dalle relazioni 3.2.23 (densità di particelle), 3.2.24

(velocità fluida), 3.2.25 e 3.2.26 (quantità di moto trasversale).

Il campo elettromagnetico è descritto dalle sue componenti Ex, Ey, Ez,

Bx, By, Bz, i cui rispettivi profili spaziali sono ricavati sostituendo i valori dei

potenziali ottenuti precedentemente nel set di equazioni per le componenti

dei campi già mostrate nel paragrafo 3.2.1. Contrariamente al caso di plasmi

di e− − e+ dove Ex = 0, nei plasmi di ioni-elettroni è possibile trovare il

campo elettrico longitudinale dalla relazione:

Ex(a; ρ, λi, λe) = − 1
1
λe

+ Z
λi

·

·
[

1

λeγ⊥e

K0(γ⊥e/λe)

K1(γ⊥e/λe)
− ρZ2

λiγ⊥i

K0(γ⊥i/ρλi)

K1(γ⊥i/ρλi)

]
aa′x (3.3.7)

Questa relazione è ottenuta sostituendo la relazione che descrivere il poten-

ziale scalare 3.3.4 nell’equazione per la componente longitudinale del campo

elettrico Ex = −ϕ′x.
Viene presentato di seguito una caso esplicativo tra le soluzioni trovate per

solitoni in plasmi di elettroni e ioni attraverso il codice scritto in Matlab. Le
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Figura 3.5: Ampiezza del potenziale vettore per un solitone in un plasma di
elettroni-ioni con λe = λi = 0.01 e ω = 0.1

figure 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8 rappresentano rispettivamente il potenziale vettore,

la densità elettronica, la densità ionica e il campo elettrico longitudinale

per un solitone in un plasma con una temperatura λi = λe = 0.01 cioè

Te = Ti ≈ 5.11 keV dove la specie ionica è costituita da protoni (Z = ρ = 1).

Il caso trattato corrisponde ad una dinamica relativistica poiché, come si

evince dalla figura 3.5, il valore massimo dell’ampiezza del potenziale vettore

è maggiore di uno a = eA/mec
2 ≈ 2 (si veda 2.1.1). È possibile osservare,

dalle figure 3.6 e3.7, come la densità elettronica e quella ionica abbiano lo

stesso andamento in funzione della coordinata spaziale normalizzata xωpe/c.

In questo caso entrambe le soluzioni mostrano un’ampia zona di svuota-

mento nel solitone dove le particelle sono completamento espulse. Inoltre

è interessante osservare che anche nell’ipotesi di quasi-neutralità nel solito-

ne si instaura un campo elettrico longitudinale che in unità adimensionali

ha un valore massimo di 0.06 che corrisponde ha un valore dell’ordine di

0.06 meωpec/e ≈ 0.06
√
Ne(cm−3) V/cm, cioè a circa 60 MV/cm (fig. 3.9)

per un valore di densità di Ne ≈ 1018cm−3. Un elettrone su un intervallo

pari a 15c/ωpe, che è la regione su cui il campo ha lo stesso segno, viene

accelerato a energie di circa 450 keV . Questo valore è di molto superiore a

quello dell’energia termica che è pari a circa 5.11 keV .

Nella figura 3.8, inoltre, è possibile apprezzare la validità dell’ipotesi di
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Figura 3.6: Densità elettronica per un solitone in un plasma di elettroni-ioni con
λe = λi = 0.01 e ω = 0.1

Figura 3.7: Densità ionica per un solitone in un plasma di elettroni-ioni con
λe = λi = 0.01 e ω = 0.1
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Figura 3.8: Campo elettrico longitudinale Ex (linea continua) e derivata secon-
da del potenziale scalare ϕ′′ (linea tratteggiata) per un solitone in un plasma di
elettroni-ioni con λe = λi = 0.01 e ω = 0.1

quasi-neutralità osservando l’andamento della derivata seconda del potenzia-

le scalare. La quasi-neutralità (|ϕ′′| � 1) è ben rispettata nel solitone, si

possono tuttavia notare due massimi per ϕ′′ (≈ 0.02) che possono costituire

delle zone dove la soluzione ottenuta può ritenersi valida solo in modo ap-

prossimato, fatto che può implicare un comportamento dinamico del solitone.

Questo aspetto viene trattato in dettaglio nel capitolo 4.

Figura 3.9: Campo elettrico longitudinale Ex dimensionale in MV/cm per il
solitone della figura 3.8
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Riguardo alla presenza di campi elettrostatici longitudinali intensi, è pos-

sibile osservare in figura 3.11 come si raggiungano valori anche dell’ordine

del GV/cm per solitoni ultrarelativistici (λi = λe = 30 e ω = 0.1). In questo

caso un elettrone su un intervallo pari a 30c/ωpe, che è la regione su cui il

campo ha lo stesso segno, viene accelerato a energie di circa 15MeV . Questo

valore è dell’ordine di quello dell’energia termica che è pari a circa 15MeV .

Rispetto al caso precedente, dove λi = λe = 0.01, in questo solitone, dove la

temperatura ionica ed elettronica è eleva (λi = λe = 30), si può notare che

a causa della elevata pressione termica del plasma ci sia solo una parziale

cavitazione della densità (si veda la figura 3.3).

Figura 3.10: Campo elettrico longitudinale Ex (linea continua) e derivata secon-
da del potenziale scalare ϕ′′ (linea tratteggiata) per un solitone in un plasma di
elettroni-ioni con λe = λi = 30 e ω = 0.1
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Figura 3.11: Campo elettrico longitudinale Ex dimensionale in MV/cm per il
solitone della figura 3.8

Figura 3.12: Densità elettronica per un solitone in un plasma di elettroni-ioni
con λe = λi = 30 e ω = 0.1
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Capitolo 4

Studio numerico cinetico di

solitoni elettromagnetici

relativistici nei plasmi

4.1 Introduzione

I risultati ottenuti nel capitolo 3, oltre che di interesse per fornire una descri-

zione puramente analitica dei solitoni elettromagnetici relativistici nei plasmi,

possono anche costituire una base per sviluppi ulteriori, volti ad analizzare

ulteriori caratteristiche fisiche di queste strutture, facendo uso di opportuni

approcci numerici. A questo scopo è stato effettuato uno studio numerico di

tipo cinetico sull’evoluzione temporale dei solitoni elettromagnetici nei pla-

smi. Come già anticipato nel paragrafo 2.4, le simulazioni numeriche sono sta-

te effettuate attraverso l’uso del codice Piccante [59]. Piccante è un codice di

tipo Particle in Cell sviluppato all’interno dei progetti SULDIS (programma

del MIUR FIRB-Futuro in ricerca) e TOFUSEX (Prace european program

per supercalcolatori @ CINECA), distribuito liberamente con licenza open-

source GPLv3 (https://github.com/ALaDyn/piccante). Il codice è stato

ideato per offrire flessibilità nella definizione delle condizioni iniziali (forma

del plasma, numero e forma degli impulsi laser, etc.), algoritmi di soluzione e

adattabilità ad hardware diversi. Piccante è stato sviluppato principalmente
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per studiare differenti scenari di interazione laser-plasma. Grazie alle sua

flessibilità è stato possibile estenderne facilmente l’uso allo studio di solitoni

elettromagnetici per questo lavoro di tesi. In particolare uno degli obiettivi

di questo lavoro è stato quello di adattarlo, ampliarlo e testarlo per lo studio

di questi fenomeni fisici.

In questo capitolo vengono presentati e discussi i risultati delle simulazio-

ni effettuate con Piccante. Come condizioni iniziali per descrivere i solitoni

elettromagnetici sono state utilizzate le soluzioni stazionarie ottenute dal

metodo analitico presentato nel capitolo 3. Per studiare la stabilità e l’even-

tuale dinamica delle soluzioni analitiche, le simulazioni sono state eseguite

per tempi molto maggiori del periodo di plasma (2π/ωp) di riferimento per

ogni singolo caso analizzato. Le simulazioni sono state condotte sia nel caso

di solitoni in plasmi di elettroni e positroni (paragrafo 4.2) che nel caso di

solitoni in plasmi di elettroni e ioni (paragrafo 4.3).

4.2 Solitoni elettromagnetici relativistici in pla-

smi di elettroni e positroni

Per analizzare l’evoluzione temporale dei solitoni elettromagnetici in plasmi

di elettroni e positroni, le simulazioni sono state inizializzate con i dati su den-

sità numerica, corrente, quantità di moto e campo elettromagnetico ottenuti

dalle soluzioni analitiche mostrate precedentemente nel paragrafo 3.3.1.

Come prima simulazione è stato riprodotto l’unico caso analogo ed este-

so di studio presente in bibliografia [6] dove era stata studiata l’evoluzione

temporale di una struttura solitonica in un plasma di elettroni-positroni at-

traverso l’utilizzo di un codice di tipo Particle In Cell. Successivamente è

stata simulata l’evoluzione temporale di solitoni caratterizzati da un elevata

temperatura delle specie elettronica e positronica (λ = 30 cioè T ≈ 15MeV )

che sono di interesse nell’ambito astrofisico come discusso nel paragrafo 2.2.2.
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4.2.1 Risultati ottenuti e discussione

Il solitone presentato nell’articolo [6] ha come parametri caratteristici una

temperatura uguale per entrambe le popolazioni λ = 0.01 (T ≈ 5.11 keV ) e

una frequenza di campo normalizzata ω = 0.1.

La figura 4.1, ripresa dall’articolo [6], mostra la densità numerica nor-

malizzata (Ne/N0) dopo 159 periodi di plasma, quindi dopo un tempo di

circa 270 ns per un plasma con una densità elettronica imperturbata N0 =

1018 cm−1. I grafici mostrano risultati ottenuti con due risoluzioni differenti:

entrambi con 128 punti di griglia, il primo con 5000 particelle per cella e

il secondo con 50 particelle/cella. Si possono ora confrontare questi grafici

con le figure 4.2 e 4.3 ottenute in questo lavoro di tesi con il codice Piccan-

te. La densità elettronica presenta lo stesso andamento rispetto al caso di

letteratura. Inoltre si nota che con entrambi i codici il rumore diminuisce

significativamente aumentando il numero di particelle per cella. Questo è

spiegato dal fatto che il campionamento della densità con un numero “picco-

lo” di particelle comporta fluttuazioni statistiche maggiori. In maniera molto

semplice si possono stimare le fluttuazioni come
√
n/n dove n rappresenta

il numero di particelle per cella. A dimostrazione di ciò, l’andamento della

densità elettronica in figura 4.2, ottenuta con 256 puti di griglia e 1000 par-

ticelle/cella, si discosta meno dall’andamento teorico, mostrato in figura 3.1,

rispetto alla figura 4.3.

Inoltre, per completare il confronto con il caso bibliografico è presentato

in figura 4.5 l’andamento dei campi trasversali Ey ed Ez ottenuti con la simu-

lazione effettuata con Piccante con 256 punti di griglia e 50 particella/cella.

Si noti come il grafico presenti una piena corrispondenza con l’analoga figura

4.4 dell’articolo [6].

Va sottolineato, infine, che altre simulazioni condotte su questo solitone

su tempi maggiori (500 periodi plasma corrispondenti a circa 840ns), a parità

degli altri parametri, hanno mostrato che la densità non si discosta dal profilo

mostrato in figura 4.2. Questo dimostra l’esattezza della soluzione analitica

monodimensionale per il caso di plasmi di elettroni e ioni, infatti essa per

ipotesi è stazionaria. La stabilità di tali soluzioni è stata studiata anche tra-
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Figura 4.1: Densità elettronica normalizzata in funzione della coordinata spaziale
normalizzata xωpe/c ottenuta ad un tempo di 159 periodi di plasma con 128 punti
di griglia: a sinistra per 5000 particella/cella a destra per 50 particelle/cella. Da [6].

Figura 4.2: Densità elettronica normalizzata in funzione della coordinata spaziale
normalizzata xωpe/c ottenuta con Piccante per un plasma di elettroni e positroni
caratterizzato da λ = 0.01 e ω = 0.1. Il tempo di simulazione è di 159 perio-
di di plasma. La simulazione è stata effettuata con 256 punti di griglia e 1000
particella/cella.
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Figura 4.3: Densità elettronica normalizzata in funzione della coordinata spaziale
normalizzata xωpe/c ottenuta con Piccante per un plasma di elettroni e positroni
caratterizzato da λ = 0.01 e ω = 0.1. Il tempo di simulazione di 159 periodi di
plasma. La simulazione effettuata con 256 punti di griglia e 50 particella/cella.

mite altre simulazioni, di carattere differente rispetto a quello presentate in

questo paragrafo, effettuate nel lavoro di tesi. Esse hanno mostrato come

le stesse soluzioni analitiche fossero altamente instabili quando applicate ad

un plasma con funzione di distribuzione non fortemente anisotropa al con-

trario di quella corrispondente utilizzata nel modello cinetico (eq. 3.1.3) per

ottenere la soluzione analitica.

Figura 4.4: Solitone elettromagnetico in plasma di elettroni e positroni con λ =
0.01 e ω = 0.1. Andamento dei campi elettrici trasversali nel tempo al centro del
solitone: in rosso Ey, in blu Ez. Da [6].

73



Capitolo 4. Studio numerico cinetico di solitoni elettromagnetici
relativistici nei plasmi

Figura 4.5: Solitone elettromagnetico in plasma di elettroni e positroni con λ =
0.01 e ω = 0.1. Andamento dei campi elettrici trasversali ottenuti con Piccante
nel tempo al centro del solitone: in rosso Ey, in blu Ez. La simulazione è stata
effettuata con 256 punti di griglia e 50 particelle/cella. In questo caso il tempo
è espresso con la stessa adimensionalizzazione utilizzata nell’articolo [6] per poter
confrontare i risultati.

Si è passati poi a simulare un plasma con elevata temperatura, λ = 30

pari a circa 15 MeV . A questa temperatura il comportamento del plasma

è ultrarelativistico, come si può vedere dalla figura 3.4, già presentata nel

capitolo precedente, che rappresenta il modulo del potenziale vettore norma-

lizzato a in funzione della coordinata spaziale: a raggiunge valori superiori a

100.

La figura 4.6a rappresenta l’andamento della densità elettronica norma-

lizzata del solitone già presentato nel paragrafo 3.3.1 dopo un tempo di 318

periodi di plasma che corrisponde a circa 534 ns per una densità impertur-

bata N0 = 1018 cm−1. La simulazione è stata condotta con 128 punti di

griglia e 1000 particelle/cella. Anche in questo caso il solitone risulta stabile,

tuttavia l’elevata temperatura porta ad avere delle oscillazioni rilevanti sulla

densità rispetto alla soluzione calcolata con il modello analitico Fig. 3.3. Tali

oscillazioni sono simili al rumore ottenuto nei casi precedenti con un minor

74



4.2. Solitoni elettromagnetici relativistici in plasmi di elettroni e
positroni

(a) Densità elettronica ottenuta dalla
simulazione.

(b) Densità elettronica ottenuta dal modello
analitico.

Figura 4.6: Densità elettronica normalizzata in funzione della coordinata spaziale
normalizzata xωpe/c per un plasma di elettroni e positroni caratterizzato da λ = 30
e ω = 0.1. A sinistra quella ottenuta con Piccante Il tempo di simulazione è di 318
periodi di plasma. La simulazione è stata effettuata con 256 punti di griglia e 1000
particella/cella. A destra l’andamento teorico ottenuto con il modello analitico
sviluppato nel capitolo 3

numero di particelle per cella, ma in realtà sono dovute, in questa situazione

fisica, all’elevata energia termica degli elettroni e dei positroni.

Nel lavoro di tesi sono state effettuate anche altre simulazioni sui solitoni

in plasmi di elettroni e positroni. In particolare sono stati studiati solitoni

in plasmi con valori di temperatura compresi tra i due casi discussi in questo

paragrafo (0.01 < λ < 30 cioè 5.11 keV < T < 15MeV ). I risultati ottenuti

presentano aspetti analoghi a quelli già presentati.

Dalle simulazioni effettuate è possibile trarre delle conclusioni sia riguardo

al modello analitico utilizzato che riguardo all’aspetto numerico. In primo

luogo va sottolineato che nel caso di solitoni in plasmi di elettroni e positroni

il modello analitico fornisce una soluzione “esatta” valida per tutti i valori dei

parametri ω, λ, etc.. La soluzione analitica monodimensionale del sistema

cinetico relativistico risulta un’ottima soluzione perché se viene utilizzata

come condizione iniziale in un codice PIC dinamico, si ottiene un profilo di

densità molto stabile in tutte le simulazioni effettuate. In secondo luogo dal

punto vista numerico viene confermato il fatto che un numero di particelle
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per cella maggiore porta ad un profilo di densità, con meno rumore, che si

avvicina sempre di più a quello ricavato dal modello analitico. Va ricordato,

però, che aumentare l’ordine di grandezza il numero di particelle per cella

porta ad un considerevole aumento del tempo di simulazione a scapito di un

leggero miglioramento del rumore.

4.3 Solitoni elettromagnetici relativistici in pla-

smi di elettroni e ioni

Come per le strutture solitoniche in plasmi di elettroni e positroni, anche per

lo studio della stabilità dei solitoni in plasmi di ioni e elettroni le simulazioni

sono state inizializzate con i dati di densità numerica, corrente, quantità di

moto e campo elettromagnetico ottenute come mostrato nel paragrafo 3.3.2.

Nel seguente paragrafo vengono mostrati i risultati delle simulazioni di so-

litoni elettromagnetici in plasmi composti in particolare da elettroni e protoni

(Z = ρ = 1). Il primo caso affrontato è quello di un solitone con frequenza

della radiazione elettromagnetica pari ad un decimo delle frequenza di pla-

sma (ω = 0.1) in un plasma di temperatura identica per la specie elettronica

e ionica λe = λi = 0.01 cioè Te = Ti ≈ 5, 11 keV per Ne = 1018 cm−3.

Questi valori sono stati scelti perché rappresentano una tipologia di solito-

ni di particolare interesse per casi studio di laboratorio volti alla fusione

inerziale [27,30,31].

Successivamente viene presentato il caso di un solitone con frequenza

ω = 0.1 in un plasma con temperatura della specie elettronica λe = 0.04

(T ≈ 20.44 keV ) e della specie ionica λi = 10−4 (T ≈ 51.1 eV ). Attraver-

so questi casi studio viene sottolineata l’importanza dell’approssimazione di

quasi-neutralità. Infatti uno degli obiettivi del lavoro di tesi è di testare la

bontà e i limiti di validità dell’assunzione di quasi-neutralità in relazione al

modello sviluppato nel capitolo 3.
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4.3. Solitoni elettromagnetici relativistici in plasmi di elettroni e
ioni

4.3.1 Risultati ottenuti e discussione

(a) Densità elettronica dopo circa 63 periodi di plasma.

(b) Densità elettronica dopo circa 1885 periodi di plasma.

Figura 4.7: Solitone in plasma con temperature uguali per la specie ionica e
elettronica λe = λi = 0.01 e frequenza della radiazione normalizzata ω = 0.1.
Densità elettronica in funzione della coordinata normalizzata xωpe/c a tempi dif-
ferenti. Entrambe le simulazioni sono state effettuate con 256 punti di griglia e
200 particelle/cella.
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Capitolo 4. Studio numerico cinetico di solitoni elettromagnetici
relativistici nei plasmi

Le figura 4.7 mostra la densità elettronica normalizzata Ne/Ne0 in funzione

della coordinata spaziale xωpe/c a tempi differenti per un plasma con tem-

perature uguali per la specie ionica e elettronica λe = λi = 0.01 (Te = Ti ≈
5, 11keV ) e frequenza della radiazione normalizzata ω = 0.1. D’ora in avanti

in questo paragrafo per le stime dimensionali si fa riferimento ad una den-

sità elettronica Ne ≈ 1018 cm−3. In particolare il grafico 4.7a rappresenta la

densità elettronica ad un tempo di 63 periodi di plasma, che corrispondono

ad un evoluzione temporale di circa 100 ns. Il grafico 4.7b mostra invece

l’evoluzione su un tempo molto maggiore, dell’ordine di 3.17 µs (circa 1885

periodi di plasma).

Figura 4.8: Solitone in plasma con temperature uguali per la specie ionica e
elettronica λe = λi = 0.01 e frequenza della radiazione normalizzata ω = 0.1. An-
damenti teorici del campo elettrico longitudinale (linea continua) e della derivata
seconda del potenziale vettore (linea tratteggiata) in funzione della coordinata
normalizzata xωpe/c a tempi differenti. Grafico ottenuto attraverso la risoluzio-
ne numerica del modello analitico presentato nel capitolo 3 con il codice Matlab
sviluppato.
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4.3. Solitoni elettromagnetici relativistici in plasmi di elettroni e
ioni

Confrontando questi grafici con la figura 3.1, che rappresenta la densità

iniziale del solitone ricavata con il modello analitico, è possibile osservare che

il solitone risulta stabile. Tuttavia si nota che ai margini della zona comple-

tamente svuotata (−20 ≤ xωpe/c ≤ −15 e 15 ≤ xωpe/c ≤ 20) dopo un tempo

elevato (t = 3.17 µs) la densità aumenta leggermente rispetto a quella ini-

ziale. Questo fatto può essere spiegato osservando che tale zona del solitone

è quella dove l’ipotesi di quasi-neutralità è più critica. A tal proposito sono

riportati l’andamento del campo elettrico longitudinale Ex e della derivata

seconda del potenziale scalare ϕ′′: in figura 4.8 viene presentato l’andamento

ottenuto dal modello analitico che è stato utilizzato per inizializzare i so-

litoni nelle simulazioni; nella figura 4.9 vengono presentati i risultati delle

simulazioni a tempi differenti.

Nella zona centrale del solitone il campo elettrico longitudinale presen-

ta lo stesso andamento delle condizioni iniziali anche dopo tempi lunghi

(t = 3.17 µs). Tuttavia nella zona periferica il valore del campo elettrico

oscilla portando ad avere valori di ϕ′′ molto elevati: tale valore è calcolato

risolvendo numericamente la relazione ϕ′′ = −E ′x ottenuta a partire dalla

relazione 3.2.17. In questa zona del solitone quindi la condizione di quasi-

neutralità ϕ′′ � 1 è verificata con peggiore approssimazione e questo va ad

alterare i valori di densità del solitone rispetto all’andamento delle condi-

zioni iniziali. Va però sottolineato il fatto che tale densità non si discosta

di molto da quella presentata in figura 4.8, anche dopo un tempo relativa-

mente lungo di circa 3.17µs. Il solitone in questione risulta essere, quindi,

molto stabile. In particolare va sottolineato il fatto che la descrizione anali-

tica approssimata, attraverso l’assunzione di quasi-neutralità, porta ad una

soluzione che rappresenta un buon compromesso tra semplicità e accuratez-

za della descrizione quindi particolarmente indicata a descrivere il solitone

elettromagnetico.
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Capitolo 4. Studio numerico cinetico di solitoni elettromagnetici
relativistici nei plasmi

(a) Campo elettrico longitudinale Ex e derivata se-
conda del potenziale vettore ϕ′′ dopo circa 63 periodi
di plasma.

(b) Campo elettrico longitudinale Ex e derivata secon-
da del potenziale vettore ϕ′′ dopo circa 1885 periodi
di plasma.

Figura 4.9: Solitone in plasma con temperature uguali per la specie ionica e elet-
tronica λe = λi = 0.01 e frequenza della radiazione normalizzata ω = 0.1. Campo
elettrico longitudinale (blu) e derivata seconda del potenziale vettore (verde) in
funzione della coordinata normalizzata xωpe/c a tempi differenti. Entrambe le
simulazioni sono state effettuate con 256 punti di griglia e 200 particelle/cella.
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4.3. Solitoni elettromagnetici relativistici in plasmi di elettroni e
ioni

Viene ora analizzato un caso differente rispetto al precedente dove si con-

sidera di un solitone con frequenza ω = 0.1 in un plasma con temperatura

della specie elettronica λe = 0.04 (T ≈ 20.44 keV ) e della specie ionica

λi = 10−4 (T ≈ 51.1 eV ). Questa può essere una situazione molto frequente

in plasmi di elettroni e ioni di laboratorio dove, su tempi sufficientemente

brevi, un laser interagisce con la specie elettronica a cui può cedere energia

scaldandola 2.1.2. Questo caso viene analizzato per osservare gli effetti sul-

l’evoluzione temporale di differenti temperature per la specie ionica e per la

elettronica.

Figura 4.10: Solitone in plasma con temperatura λi = 10−4 per la specie ioni-
ca, λe = 0.04 per la specie elettronica e frequenza della radiazione normalizzata
ω = 0.1. Andamento teorico della densità elettronica in funzione della coordina-
ta normalizzata xωpe/c. Grafico ottenuto attraverso la risoluzione numerica del
modello analitico presentato nel capitolo 3 con il codice Matlab sviluppato.

Confrontando la figure 4.10 con la figura 4.11 si può osservare che, analo-

gamente al caso precedente, nelle zone periferica del solitone (−20 ≤ xωpe/c ≤
−15 e 15 ≤ xωpe/c ≤ 20) la densità varia rispetto alle condizioni iniziali.
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Capitolo 4. Studio numerico cinetico di solitoni elettromagnetici
relativistici nei plasmi

(a) Densità elettronica dopo circa 63 periodi di plasma.

(b) Densità elettronica dopo circa 1885 periodi di plasma.

Figura 4.11: Solitone in plasma con temperatura λi = 10−4 per la specie ionica,
λe = 0.04 per la specie elettronica e frequenza della radiazione normalizzata ω =
0.1. Densità elettronica in funzione della coordinata normalizzata xωpe/c a tempi
differenti. Entrambe le simulazioni sono state effettuate con 256 punti di griglia e
200 particelle/cella.
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4.3. Solitoni elettromagnetici relativistici in plasmi di elettroni e
ioni

Come per il solitone analizzato in precedenza sono mostrarti gli andamen-

ti del campo elettrico longitudinale e della derivata seconda del potenziale

vettore a tempti differenti. Dalla figura 4.14 si può notare come il capo elet-

trico al centro del solitone sia analogo a quello trovato analiticamente (fig.

4.12) anche dopo tempi lunghi (t = 3.17 µs). Tuttavia nella zona periferica

il campo risulta deformato in modo consistente rispetto alla soluzione ana-

litica. Per verificare se questo andamento possa essere giustificato da errori

numerici sono state condotte sia simulazioni con una risoluzione maggiore che

simulazioni con un maggior numero di particelle per cella. Nei codici di tipo

PIC, infatti, pochi punti di griglia non permettono una buona risoluzione di

gradienti elevati delle grandezze analizzate. In particolare un aumento dei

punti di griglia permette al codice Piccante di utilizzare passi temporali mi-

nori fornendo una soluzione più precisa. D’altro canto, l’aumento del numero

di particelle per cella permette di descrivere in modo migliore salti di densità

rilevanti a partire da una densità costante. La simulazione iniziale è stata

condotta con 256 punti di griglia e 200 particelle/cella. Il numero di punti di

griglia è stato, poi, quadruplicato per avere una risoluzione maggiore. Tale

simulazione ad alta risoluzione è stata quindi effettuata con 1024 punti di

griglia e 200 particelle/cella. Nella simulazione con un numero maggiore di

particelle per cella, invece, tale valore è stato quadruplicato rispetto alla pri-

ma simulazione di questo solitone, portando i parametri a 256 punti di griglia

e 800 particelle/cella. La figura 4.13 mostra come sia la simulazione ad al-

ta risoluzione che quella con numero di particelle/cella maggiore, presentino

un profilo di densità elettronica analogo alla prima simulazione effettuata

(figura 4.11). Anche per il campo elettrico longitudinale è possibile osserva-

re dalle figure 4.15 e 4.16, un andamento analogo rispetto alla simulazione

caratterizzata da 256 punti di griglia e 200 particelle/cella, figura 4.14.
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Capitolo 4. Studio numerico cinetico di solitoni elettromagnetici
relativistici nei plasmi

Figura 4.12: Solitone in plasma con temperatura λi = 10−4 per la specie ioni-
ca, λe = 0.04 per la specie elettronica e frequenza della radiazione normalizzata
ω = 0.1. Andamenti teorici del campo elettrico longitudinale (linea continua) e
della derivata seconda del potenziale vettore (linea tratteggiata) in funzione della
coordinata normalizzata xωpe/c a tempi differenti. Grafico ottenuto attraverso la
risoluzione numerica del modello analitico presentato nel capitolo 3 con il codice
Matlab sviluppato.

Come nel solitone con uguale temperatura per la specie ionica e quel-

la elettronica, anche in questo solitone le zone dove la densità elettroni-

ca cambia rispetto alle condizione iniziale sono quelle critiche per l’ipotesi

di quasi-neutralità. In particolare, osservando le zone ai lati del solitone

(−20 ≤ xωpe/c ≤ −15 e 15 ≤ xωpe/c ≤ 20), si noti come la derivata seconda

del potenziale vettore (ϕ′′) raggiunga valori molto maggiori di 1, oltrepas-

sando i limiti di validità dell’assunzione di quasi-neutralità. Va, tuttavia,

sottolineato che nella zona centrale del solitone la quasi-neutralità rimane

una buona approssimazione.
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4.3. Solitoni elettromagnetici relativistici in plasmi di elettroni e
ioni

(a) Densità elettronica dopo circa 63 pe-
riodi di plasma. Simulazione effettuate con
1024 punti di griglia e 200 particelle/cella.

(b) Densità elettronica dopo circa 63 pe-
riodi di plasma. Simulazione effettuate con
256 punti di griglia e 800 particelle/cella.

(c) Densità elettronica dopo circa 1885 pe-
riodi di plasma. Simulazione effettuate con
1024 punti di griglia e 200 particelle/cella.

(d) Densità elettronica dopo circa 1885 pe-
riodi di plasma. Simulazione effettuate con
256 punti di griglia e 800 particelle/cella.

Figura 4.13: Solitone in plasma con temperatura λi = 10−4 per la specie ionica,
λe = 0.04 per la specie elettronica e frequenza della radiazione normalizzata ω =
0.1. Densità elettronica in funzione della coordinata normalizzata xωpe/c a tempi
differenti.
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Capitolo 4. Studio numerico cinetico di solitoni elettromagnetici
relativistici nei plasmi

(a) Campo elettrico longitudinale Ex e de-
rivata seconda del potenziale vettore ϕ′′

dopo circa 63 periodi di plasma.

(b) Campo elettrico longitudinale Ex e de-
rivata seconda del potenziale vettore ϕ′′ do-
po circa 63 periodi di plasma nella zona
centrale del solitone

(c) Campo elettrico longitudinale Ex e de-
rivata seconda del potenziale vettore ϕ′′

dopo circa 1885 periodi di plasma.

(d) Campo elettrico longitudinale Ex e de-
rivata seconda del potenziale vettore ϕ′′ do-
po circa 1885 periodi di plasma nella zona
centrale del solitone.

Figura 4.14: Solitone in plasma con temperatura λi = 10−4 per la specie ioni-
ca, λe = 0.04 per la specie elettronica e frequenza della radiazione normalizzata
ω = 0.1. Campo elettrico longitudinale (blu) e derivata seconda del potenziale
vettore (verde) in funzione della coordinata normalizzata xωpe/c a tempi differen-
ti. Entrambe le simulazioni sono state effettuate con 256 punti di griglia e 200
particelle/cella.
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4.3. Solitoni elettromagnetici relativistici in plasmi di elettroni e
ioni

(a) Campo elettrico longitudinale Ex e de-
rivata seconda del potenziale vettore ϕ′′

dopo circa 63 periodi di plasma.

(b) Campo elettrico longitudinale Ex e de-
rivata seconda del potenziale vettore ϕ′′ do-
po circa 63 periodi di plasma nella zona
centrale del solitone

(c) Campo elettrico longitudinale Ex e de-
rivata seconda del potenziale vettore ϕ′′

dopo circa 1885 periodi di plasma.

(d) Campo elettrico longitudinale Ex e de-
rivata seconda del potenziale vettore ϕ′′ do-
po circa 1885 periodi di plasma nella zona
centrale del solitone.

Figura 4.15: Solitone in plasma con temperatura λi = 10−4 per la specie ioni-
ca, λe = 0.04 per la specie elettronica e frequenza della radiazione normalizzata
ω = 0.1. Campo elettrico longitudinale (blu) e derivata seconda del potenziale
vettore (verde) in funzione della coordinata normalizzata xωpe/c a tempi differen-
ti. Entrambe le simulazioni sono state effettuate con 256 punti di griglia e 800
particelle/cella.
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Capitolo 4. Studio numerico cinetico di solitoni elettromagnetici
relativistici nei plasmi

(a) Campo elettrico longitudinale Ex e de-
rivata seconda del potenziale vettore ϕ′′

dopo circa 63 periodi di plasma.

(b) Campo elettrico longitudinale Ex e de-
rivata seconda del potenziale vettore ϕ′′ do-
po circa 63 periodi di plasma nella zona
centrale del solitone

(c) Campo elettrico longitudinale Ex e de-
rivata seconda del potenziale vettore ϕ′′

dopo circa 1885 periodi di plasma.

(d) Campo elettrico longitudinale Ex e de-
rivata seconda del potenziale vettore ϕ′′ do-
po circa 1885 periodi di plasma nella zona
centrale del solitone.

Figura 4.16: Solitone in plasma con temperatura λi = 10−4 per la specie ioni-
ca, λe = 0.04 per la specie elettronica e frequenza della radiazione normalizzata
ω = 0.1. Campo elettrico longitudinale (blu) e derivata seconda del potenziale
vettore (verde) in funzione della coordinata normalizzata xωpe/c a tempi differen-
ti. Entrambe le simulazioni sono state effettuate con 1024 punti di griglia e 200
particelle/cella.
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4.3. Solitoni elettromagnetici relativistici in plasmi di elettroni e
ioni

Rispetto al caso dei solitoni in plasmi di elettroni e positroni, dove il mo-

dello analitico monodimensionale fornisce una soluzione esatta, in tutti casi

affrontati in questo paragrafo, su tempi lunghi (oltre i 100 ns), si ha una va-

riazione del profilo di densità con una sorta di “svuotamento” del solitone su

regioni spaziali crescenti nel tempo. Tuttavia su tempi sufficientemente brevi

(fino a circa 100 ns) ma comunque significativi rispetto alle scale temporali

tipiche dell’interazione tra impulsi ultrabrevi e plasmi, si ha una densità che

rimano molto prossima a quella delle condizioni iniziali. Le soluzioni sono

quindi abbastanza stabili, anche se non quanto quelle esatte per plasmi di

elettroni-protoni. Poiché questo è stato registrato anche per simulazioni di

solitoni con valori differenti dei parametri caratteristici (λe,λi,ω), è possibile

concludere che l’assunzione di quasi-neutralità è una buona assunzione per

ottenere le soluzioni monodimensionali del modello analitico presentato nel

capitolo 3 almeno fino a tempi dell’orine dei 100ns e per regioni significative

di estensione spaziale dei campi presenti nel solitone. La stabilità di tali solu-

zioni è stata studiata anche tramite altre simulazioni, di carattere differente

rispetto a quello presentate in questo paragrafo, effettuate nel lavoro di tesi.

In particolare, in queste ulteriori simulazioni, oltre ai profili di densità e dei

campi elettromagnetici, analoghi a quelli utilizzati in precedenza, sono sta-

te inserite nel codice PIC delle condizioni non fortemente anisotrope per la

funzione di distribuzione come condizioni iniziali, al contrario di quelle ben

descritte dalla funzione di distribuzione utilizzata nel modello cinetico (eq.

3.1.3). I risultati presentano un’evoluzione dinamica molto instabile con uno

svuotamento dei solitoni “istantaneo”. Questo sottolinea l’importanza del-

l’anisotropia dovuta all’interazione laser plasma che porta ad avere soluzioni

stabili.
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Capitolo 5

Conclusioni e sviluppi futuri

Questo lavoro di tesi ha avuto come obiettivo principale lo studio dei solitoni

elettromagnetici che si formano nei plasmi a seguito di interazioni con laser

ad alta intensità (dell’ordine di 1015W/cm2 o superiori) e potenza (dell’ordine

dei centinaia di TW ). L’interesse per tale tipo di strutture solitoniche nasce

dagli studi sulla fusione nucleare a confinamento inerziale, tematica discussa

nel capitolo 1. In questa tipologia di studi, si è osservato come i solitoni

elettromagnetici possono rivestire un ruolo centrale nella cessione di energia

al plasma. Infatti una parte rilevante dell’energia del laser viene trasferita

al plasma proprio all’interno di tali strutture (si veda il paragrafo 2.2.1). In

particolare, come discusso nel capitolo 2, studi recenti [27,30,31] hanno mo-

strato come strutture solitoniche si formano non solo a seguito dell’instaurarsi

di instabilità del tipo Stimulated Raman Scattering (fenomeno ampiamente

trattato in letteratura) ma anche da instabilità di tipo Stimulated Brillouin

Scattering.

Lo studio è stato articolato principalmente in due fasi. Inizialmente un

modello analitico di tipo cinetico introdotto da M. Lontano e M.Passoni et.

al. [56] è stato ampliato per descrivere le strutture solitoniche elettromagne-

tici in modo più completo, prestando, cioè, particolare attenzione al calcolo

dei campi elettromagnetici delle struttura soliniche. In seguito è stato svolto

uno studio di carattere numerico sui solitoni elettromagnetici: un codice di

tipo Particle-In-Cell è stato adattato al fine di condurre un analisi di tipo
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Capitolo 5. Conclusioni e sviluppi futuri

numerico sulla stabilità dei solitoni nei plasmi.

Nel capitolo 3 è stato presentato il modello analitico cinetico. Inizialmen-

te, tale modello è stato applicato a solitoni in plasmi di elettroni e positroni.

Oltre che per interessi di tipo cosmologico e astronomico, come descritto nel

paragrafo 2.2.2, questa tipologia di plasmi è stata analizzata per la possibi-

lità di ottenere un insieme di equazioni che permette di trovare una soluzione

analitica esatta grazie all’identica inerzia di elettroni e positroni. I risultati

ottenuti concordano con altri casi presenti in letteratura. Si è passati, poi, al

caso di solitoni in plasmi di elettroni e ioni, centrali nell’ambito della fusione

inerziale, che comportano l’adozione dell’ipotesi di quasi-neutralità per otte-

nere una soluzione analitica. Va sottolineato come tale ipotesi sia pienamente

compatibile con la presenza di campi elettrici intensi. Le soluzioni ottenu-

te, infatti, presentano campi elettrostatici del valore di 10 − 103 MV/cm.

Tali campi possono trovare un importante applicazione nell’accelerazione di

particelle cariche.

Le soluzioni del modello analitico del capitolo 3 sono state il punto di

partenza per le simulazioni condotte con il codice PIC. Nel capitolo 4 sono

stati quindi presentati i risultati ottenuti in questo studio numerico di tipo

cinetico. In particolare le soluzioni per solitoni in plasmi di elettroni e po-

sitroni, caratterizzate per essere analiticamente esatte, hanno presentato un

elevata stabilità su tempi rilevanti: l’andamento spaziale della densità di par-

ticelle è rimasto sostanzialmente invariato nel tempo. Per quel che riguarda,

invece, i plasmi di elettroni e ioni va ricordato che le soluzioni prevedono

l’adozione dell’ipotesi di quasi-neutralità. In tal caso le simulazioni presenta-

no, comunque, un buona stabilità delle soluzioni, anche se su un periodo di

tempo inferiore rispetto al caso di plasmi e− − e+. In particolare osservando

l’andamento spaziale delle soluzioni, si è riscontrato che le zone più critiche

per l’approssimazione di quasi-neutralità risultano essere quelle in prossimità

della densità imperturbata, ai lati del solitone (si veda nello specifico l’analisi

condotta nel capitolo 4). Questa analisi numerica ha dimostrato, da un punto

di vista numerico, la bontà dell’assunzione di quasi-neutralità, in particola-

re nella zona centrale delle strutture solitone, dove la densità di particelle è

molto minore di quella imperturbata.
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Lo studio numerico, inoltre, ha confermato come i codici di tipo Particle-

in-Cell siano particolarmente indicati per studiare questa tipologia di feno-

meni fisici. Essendo codici di tipo cinetico, infatti, permettono di impostare

condizioni iniziali di forte anisotropia della funzione di distribuzione. Tale

aspetto è stato analizzato con particolari simulazioni che hanno mostrato co-

me le stesse soluzioni analitiche fossero altamente instabili quando applicate

ad un plasma con funzione di distribuzione diversa da quella corrispondente

alla soluzione analitica. Da un punto di vista fisico questo dimostra che con

la presenza di impulsi laser ultraintensi, la dinamica delle particelle nel pia-

no che contiene il campo elettromagnetico è determinata in modo dominante

dall’azione del campo stesso: cioè una distribuzione energetica fortemente

anisotropa si presenta nel caso in cui, in presenza di radiazione elettroma-

gnetica, l’energia termica in direzione trasversale alla direzione di propaga-

zione (cioè nel piano del campo elettromagnetico dell’impulso laser) è molto

minore rispetto all’energia associata al moto delle particelle per effetto del

campo stesso.

Oltre che ad una importante descrizione analitica dei solitoni, questo la-

voro di tesi ha rappresentato un primo approccio allo studio dell’evoluzione

temporale dei solitoni elettromagnetici nei plasmi. Molti sono i possibili

sviluppi futuri di questo progetto di ricerca: uno dei più interessanti è sicu-

ramente rappresentato dalla possibilità di ampliare lo studio effettuato, con-

siderando il processo di formazione dei solitoni elettromagnetici nello studio

numerico. Come mostrano recenti studi nell’ambito della fusione a confi-

namento inerziale, infatti, solitoni simili a quelli analizzati in questo lavoro

si formano a seguito di instabilità di tipo Brillouin, nate da interazione tra

laser intensi e plasmi. Con un’indagine numerica simile a quella condotta in

questo lavoro di tesi, quindi, è possibile effettuare un analisi della formazione

di tali solitoni seguita da uno studio della stabilità proprio degli stessi. Un

ulteriore sviluppo possibile è quello di ampliare al caso bidimensionale il mo-

dello analitico di tipo cinetico sviluppato in questo lavoro di tesi per il caso

monodimensionale. Infine, un altro elemento di interesse è la possibilità di

estendere anche lo studio numerico al caso bidimensionale. In tal caso, data

la rilevante potenza di calcolo necessaria, si sottolinea l’opportunità di im-
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plementare il codice di tipo cinetico, utilizzato e ampliato in questo lavoro di

tesi, su super-calcolatori come il centro CINECA, vista la possibilità prevista

dal codice di sfruttare il calcolo parallelo.
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Appendice A

Laser induced Wake-field

generation

A.1 Approccio analitico

Come si è visto nel paragrafo 2.1.2, propagandosi in un plasma sottodenso,

un impulso laser ultraintenso, interagendo con la popolazione elettronica, è

in grado di indurre nel plasma una significativa separazione di carica che

genera nel plasma stesso onde di grande intensità; alle spalle dell’impulso,

nella zona di interazione, si crea cioè il cosiddetto wake-field. Rispetto al

caso di onde di piccola intensità, la propagazione di onde di elevata intensità

nel plasma è notevolmente più complessa, essendo influenzata dagli effetti

non lineari e relativistici. Un primo e fondamentale contributo allo studio

di questo fenomeno è dovuto al lavoro di Akhiezer e Polovin [60], che hanno

studiato la propagazione di onde elettromagnetiche relativisticamente inten-

se, sia longitudinali che trasversali, in plasmi freddi, trascurando l’inerzia

ionica e le collisioni. Vengono ora riportati i tratti salienti di questo lavoro

in modo da poter contestualizzare dal punto di vista analitico il fenomeno

del wake-field.

Si considera un modello fluido relativistico, non collisionale in approssi-

mazione di plasma freddo (si veda paragrafo 2.1.2). In questa trattazione

viene considerata, per semplicità, la sola risposta elettronica: questa è una
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buona approssimazione in quanto, a causa della loro massa, gli elettroni, a

parità di altre condizioni, sono la specie che risente maggiormente degli ef-

fetti relativistici. Quindi considerando un fluido ionico immerso in un fluido

ionico immobile con Z = 1 e lasciando cadere il pedice “e”, le equazioni del

modello fluido (eq. 1.2.3) e le equazioni di Maxwell (eq. 1.2.5-1.2.8) vengono

espresse come segue:

∂p

∂t
+ (v · ∇)p = −e

(
E +

v

c
∧B

)
(A.1.1)

∇ · E = 4πe(n0 − ne) (A.1.2)

∇∧ E = −1

c

∂B

∂t
(A.1.3)

∇∧B = −4π

c
enev +

1

c

∂E

∂t
(A.1.4)

∇ ·B = 0 (A.1.5)

dove p = mγv è la quantità di moto relativistica e γ è il fattore relativistico.

Assumiamo che, nel sistema considerato, propaghino onde piane di forma

f(τ) = f(ωt − kr), dove τ = t − i · r/vp, con vp = ω/k velocità di fase. In

questo modo le derivate spaziali e temporali diventano:

∂

∂t
=

∂

∂τ
(A.1.6)

∇· = − i

vp

∂

∂τ
· (A.1.7)

∇∧ = − i

vp

∂

∂τ
∧ (A.1.8)

dove i = k/ |k| è un versore che indica la direzione di propagazione dell’onda.

Il sistema di equazioni A.1.1-A.1.5 che descrive il sistema quindi diventa:(
i · v
vp
− 1

)
dp

dτ
= −e

(
E +

v

c
∧B

)
(A.1.9)

− i · dE
dτ

= 4πevp(n0 − ne) (A.1.10)
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B =
c

vp
i ∧ E + B0 (A.1.11)

− i ∧ dB
dτ

= −4π

c
evpnev +

vp
c

dE

dt
(A.1.12)

i · dB
dτ

= 0. (A.1.13)

B0 rappresenta un campo magnetico esterno che in questo caso non viene

considerato, quindi B0 viene posto uguale a zero. Considerando l’equazione

A.1.11 e l’equazione A.1.13 è possibile scrivere i · B = E · B = 0, questo

significa che il campo magnetico è perpendicolare sia al vettore d’onda che

al campo elettrico. Eseguendo il prodotto scalare tra l’equazione A.1.12 e il

versore i e utilizzando l’equazione A.1.10 per eliminare il campo elettrico, è

possibile ottenere una relazione per la densità:

ne =
vpn0

vp − i · v
. (A.1.14)

Il prodotto vettoriale tra l’equazione A.1.9 e il versore i, invece porta alla

relazione: (
i · v
vp
− 1

)
i ∧ dp

dτ
= e

vp
c

B

(
1− i · v

vp

)
.

Che può essere riscritta come:

B = − c

evp
i ∧ dp

τ
. (A.1.15)

Allo stesso modo considerando il prodotto vettoriale tra l’equazione A.1.12

e il versore i, utilizzando l’equazione A.1.11 è possibile ottenere la seguente

relazione per dB/dτ :
dB

dτ
=

4πeneβp
β2
p − 1

i ∧ v (A.1.16)

dove βp = vp/c. Dalle due precedenti equazioni è possibile eliminare B,

sottraendo la relazione A.1.16 da d/dτA.1.15, ottenendo la relazione per la

parte trasversale dell’onda:

i ∧ d
2p

dτ 2
+

4πe2neβ
2
p

β2
p − 1

i ∧ v = 0. (A.1.17)
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La componente longitudinale può essere trovata derivando il prodotto scalare

tra i e la relazione A.1.9, utilizzando l’eq. A.1.15 per eliminare il campo

magnetico e l’eq. A.1.14 per eliminare la densità:

d

dτ

[(
i · v
vp
− 1

)
i · dp
dτ

]
=

4πe2vpn0i · v
vp − i · v

− 1

vp

d

dτ

[
v · dp

dτ
− (i · v)

(
i · dp
dτ

)]
.

(A.1.18)

Se consideriamo il caso in cui k è lungo la direzione x, allora i · p = px

e i ∧ p = (0,−pz, py). Con questa semplificazione e definendo u = v/c,

l’equazione A.1.14 diventa:

ne =
βpn0

βp − ux
. (A.1.19)

Da questa relazione è possibile vedere come considerando le non-linearità, la

densità diventi molto elevata nelle regioni dove la velocità fluida si avvicina

alla velocità di fase.

Considerando le componenti y e z dell’equazione A.1.17 e utilizzando

l’equazione A.1.19 è possibile ottenere le seguenti relazioni accoppiate per le

componenti trasversali:

d2pz
dτ 2

+
ω2
pβ

2
p

β2
p − 1

βpuz
βp − uz

= 0, (A.1.20)

d2py
dτ 2

+
ω2
pβ

2
p

β2
p − 1

βpuy
βp − uz

= 0, (A.1.21)

in queste relazioni ωp = 4πe2n0/m è la frequenza di plasma e sia py che pz

sono state normalizzate amc, in modo che p = γu. La relazione longitudinale

invece è data dalla relazione A.1.18 dopo aver preso il vettore d’onda lungo

l’asse x:

d

dτ

[
(ux − βp)

dpx
dτ

+ uy
dpy
dτ

+ uz
dpz
dτ

]
=
ω2
pβ

2
pux

βp − ux
. (A.1.22)

Una volta risolto in p, i corrispondenti campi elettrici e magnetici possono
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essere trovati (qui sono normalizzati a mωpc/e):

Ex = − 1

βp

d

d(ωpτ)

(
βppx −

√
1 + p2

)
(A.1.23)

Ey = − dpy
d(ωpτ)

(A.1.24)

Ez = − dpz
d(ωpτ)

(A.1.25)

Bx = 0 (A.1.26)

By =
1

βp

dpz
d(ωpτ)

(A.1.27)

Bz = − 1

βp

dpy
d(ωpτ)

(A.1.28)

Inoltre, una semplice espressione del potenziale può essere ottenuta ponendo

Ex = β−1p dφ/dτ , integrando questa espressione e prestando attenzione al

fatto che φ = px = 0 e γ = 1 per τ → −∞:

φ = γ − βppx− 1. (A.1.29)

Queste equazioni, identiche a quelle presentate da Akhiezer e Polovin [60],

rappresentano un sistema chiuso per onde di plasma non lineari di ampiezza

arbitraria e velocità di fase vp fissa. Tale insieme di equazioni in generale non

può essere risolto analiticamente. Considerando questo sistema è importante

notare che la dinamica longitudinale è accoppiata alla dinamica trasversa-

le. Ciò implica che, nell’ambito della fenomenologia non lineare, un moto

trasversale può indurre un moto longitudinale al contrario di quanto inve-

ce accade nel caso di approssimazione lineare, dove i modi trasversali sono

indipendenti rispetto ai modi longitudinali.

Nell’ipotesi di debole non-linearità, considerando un plasma esposto ad

un onda elettromagnetica con polarizzazione lungo y, è possibile trascurare

le non-linearità di ux indotte da se stesso. In tal modo è possibile riscrive la
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relazione A.1.22 nella forma:

d2ux
dτ 2

+ ω2
pux =

1

βp

d

dτ

(
uy
dpy
dτ

)
' 1

βp

d2

dτ 2

(
u2y
2

)
(A.1.30)

dove è stato considerato che py = γuy ' uy se ux,y � 1. Dall’equazione

A.1.19, inolre, è possibile scrivere l’espressione dello sbilanciamento di densità

(ne − n0) come:
ne − n0

n0

= n =
βp

βp − ux
− 1 ' ux

βp
. (A.1.31)

Sostituendo l’espressione appena ottenuta nell’equazioneA.1.30 si ha:

d2n

dτ 2
+ ω2

pn =
1

β2
p

d2

dτ 2

(
u2y
2

)
(A.1.32)

da questa relazione risulta chiaro come sia possibile indurre oscillazioni lon-

gitudinali con modi trasversali.

Questa relazione può spiegare al meglio il fenomeno del wake-field. Adot-

tando un approccio ad approssimazioni successive, è possibile descrivere l’in-

terazione tra un impulso laser e un plasma. All’ordine zero, il plasma è

descritto dalla seguente relazione:

∂u

∂t
= − e

mc
E⇒ ∂uy

∂t
= − e

mc
E⊥ =

e

mc2
∂A

∂t
(A.1.33)

l’ultima uguaglianza è giustificata dal fatto che la parte trasversale del campo

elettrico è data solo dal potenziale vettore. Il gradiente del potenziale scalare

(ricordiamo che E = −∇φ+(1/c)(∂A/∂t)), infatti, è prevalentemente diretto

nella direzione di propagazione dell’onda: contribuisce cioè a E//. Poiché

a = eA/mc2 , a partire dalla relazione A.1.32 è possibile quindi scrivere

l’equazione che descrive l’effetto del laser sul plasma:

d2n

dτ 2
+ ω2

pn =
1

β2
p

d2

dτ 2

(
a2

2

)
. (A.1.34)

Questa relazione, che è valida nell’ipotesi di debole non-linearità (quindi per

a � 1), descrive il fenomeno del wake-field generation dove un laser con un
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(a) Wake-field in regime di debole non-
linearità.

(b) Wake-field con ampiezza del
laser elevata.

Figura A.1: Wake-field generation presentato nel libro [4]

campo elettrico prevalentemente trasversale eccita onde elettromagnetiche

nel plasma con campo elettrico longitudinale. Anche nel caso in cui si con-

siderino tutte le non-linearità, (a ' 1), è possibile ottenere delle equazioni

che descrivono questo fenomeno, tuttavia questo processo richiede una speci-

fica ed approfondita relazione e qui non viene riportato. Focalizzandosi, per

semplicità, su un analisi ristretta ad onde piane con fattore di fase k ·x−ωt
è possibile riscrivere la relazione A nelle variabili Euleriane:

∂n2

∂2t
+ ω2

pn = c2
∂2

∂x2

(
a2

2

)
. (A.1.35)

si osservi come il termine di destra dell’equazione A.1.35 rappresenti la for-

zante di un oscillatore armonico. Questo termine è proporziona al gradiente

della forza ponderomotrice descritta nel paragrafo 2.1.2.

A.2 Simulazioni con differenti codici Particle-

In-Cell

Prima di passare all’analisi dei moti longitudinali che vengono eccitati da un

laser prevalentemente trasversale, vengono ora presentati dei risultati otte-

nuti con simulazioni numeriche con codici di tipo Particle-In-Cell. In parti-

colare vengono mostrati il campo elettrico longitudinale e la densità generati
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(a) Campo elettrico BOPS. (b) Campo elettrico Piccante.

Figura A.2: Campo elettrico longitudinale con normalizzazione Ee/meωpe
generato da un impulso di ampiezza a = 0.6

da un laser a seguito del passaggio in uno slab di plasma. La simulazioni so-

no monodimensionali e sono state condotte inizialmente con il codice BOPS

sviluppato da P. Gibbon [4] e, in seguito, con il codice Piccante, che come

si è già visto nel corso della tesi, è stato utilizzato anche per le simulazioni

sui solitoni elettromagnetici. Lo studio con questa tipologia di simulazioni,

poiché tratta un caso noto in letteratura, è stata condotto nella fase prelimi-

nare del lavoro di tesi in modo da poter verificare se i risultati ottenuti con

codice Piccante coincidessero con quelli ottenuti con BOPS, che è un codice

già ampiamente testato in letteratura.

La figure A.2 mostra il campo elettrico longitudinale generato da un

impulso di ampiezza a = 0.6, che rientra quindi nel limite di debole non-

linearità, dopo che l’impulso ha attraversato lo slab di plasma (da x = 0 a

x = 500). L’andamento del campo è identico per le due simulazioni effettuate

con codici differenti, tranne che nella zona 0 < x < 150. Questo è dovuto al

fatto che nei due codici non era possibile implementare esattamente le stesse

condizioni al contorno. Anche per la densità si riscontra lo stesso andamento

nelle simulazioni effettuate con entrambi i codici (figura A.3).

La figura A.4 mostra, invece, il campo elettrico longitudinale generato da

un impulso di ampiezza a = 3, quindi nel caso di onde di ampiezza arbitraria,

dopo che l’impulso ha attraversato lo slab di plasma (da x = 0 a x = 500).

102



A.2. Simulazioni con differenti codici Particle-In-Cell

(a) Densità BOPS. (b) Densità Piccante.

Figura A.3: Densità elettronica con normalizzazione ne/nc generata da un
impulso di ampiezza a = 0.6

(a) Campo elettrico BOPS. (b) Campo elettrico Piccante.

Figura A.4: Campo elettrico longitudinale con normalizzazione Ee/meωpe
generato da un impulso di ampiezza a = 3
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(a) Densità BOPS. (b) Densità Piccante.

Figura A.5: Densità elettronica con normalizzazione ne/nc generata da un
impulso di ampiezza a = 3

Anche in tal caso l’andamento del campo è identico per le due simulazioni

effettuate con codici differenti, tranne che nella zona 0 < x < 150. Questo è

dovuto al fatto che nei due codici non era possibile implementare esattamente

le stesse condizioni al contorno. Anche per la densità si riscontra lo stesso

andamento nelle simulazioni effettuate con entrambi i codici (figura A.5), si

nota solo un comportamento differente nella zone dove la densità tende a

divergere (punto critico per la soluzione numerica). Da sottolineare come,

sia il caso di debole non-linearità che in quello di onde di ampiezza elevata,

le figure A.2-A.5 mostrano un andamento analogo a quello presentato in

letteratura (fig. A.1).

A.3 Modi longitudinali e Wave-breaking

Per concludere, viene ora discusso il caso di oscillazioni puramente longitudi-

nali in un plasma. Questa descrizione permette una soluzione semi-analitica

dei modi longitudinali come quelli eccitati da un impulso laser trasversale

mostrati dalle simulazioni numeriche. In tal caso si considera solo il contri-

buto dato da ux, cioè si pone uy = uz = 0 che implica py = pz = 0. Perciò è

possibile porre ux = u tralasciando il pedice x. L’equazione A.1.22 diventa
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quindi:
d

dτ

[
(u− βp)

dp

dτ

]
=
ω2
pβ

2
pu

βp − u
(A.3.1)

Scrivendo la quantità di moto come p = γu = u/
√

1− u2, dopo un semplice

passaggio è possibile riscrivere l’equazione A.3.1 nella seguente forma:

d2

dτ 2
[γ(1− βpu)] =

ω2
pβ

2
pu

βp − u
. (A.3.2)

Questa equazione può essere integrata una volta ottenendo la relazione:

1

2
Y 2 = β2

pω
2
p(γm − γ) (A.3.3)

dove

Y =
d

dτ
[γ(1− βpu)], γm =

√
1− u2m (A.3.4)

con um = (v/c)max velocità massima di oscillazione dell’onda. L’onda è

quindi descritta dall’equazione differenziale:

d

dτ
[γ(1− βpu)] = ±

√
2ωpβp

√
γm − γ. (A.3.5)

Trovata u integrando questa equazione, è possibile determinare la densità e

il campo elettrico dalle relazioni A.1.19 e A.1.23:

ne(τ) =
βpn0

βp − u(τ)
(A.3.6)

E(τ) =
Y

βp
= ±
√

2(γm − γ(τ))1/2. (A.3.7)

L’equazione A.3.5 è stata risolta per via numerica attraverso un codice appo-

sitamente scritto in Matlab. Alcuni risultati, con differenti parametri βp e um

vengono mostrati in figura A.6. Il caso con βp = 1e um = 0.2, rappresenta le

classiche onde di plasma, che si ottengono anche nel caso lineare, con campo

elettrico sfasato di 90◦ rispetto alla densità. Il caso con βp = 1e um = 0.9,

invece, presenta un tipico effetto delle non-linearità: il campo elettrico a

dente di sega e un picco di densità, accompagnati da un ‘allungamento’ del
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(a) βp = 1e um = 0.2. (b) βp = 1e um = 0.9.

Figura A.6: Risultati dell’approccio semi-analitico per onde di plasma non-lineari

fattore di oscillazione di un fattore γ. Dal punto di vista fisico, ciò è dovuto

all’aumento dell’inerzia elettronica con l’aumentare degli effetti relativistici.

Si noti come queste due soluzioni abbiano un analogo andamento rispetto ai

moti longitudinali eccitati da un impulso laser prevalentemente trasversale

mostrati nel paragrafo precedente.

Una volta descritto questo modello sorge spontaneo chiedersi quanto gran-

di possono essere le oscillazioni descritte dall’equazione A.3.5. Questo aspet-

to è centrale in applicazioni come l’accelerazione di particelle cariche dove si

vuole ottenere un campo elettrico longitudinale più alto possibile per dare la

massima energia alle particelle in uno strato finito di plasma. Per ottenere

il campo elettrico massimo dalla relazione A.3.7, bisogna innanzitutto con-

siderare che la velocità fluida non può essere maggiore della velocità di fase.

Se ciò accadesse alcuni pacchetti di elettroni potrebbero attraversarsi reci-

procamente, muovendosi cioè diversamente rispetto al moto medio, facendo

perdere la coerenza all’onda: questo fenomeno è detto Wave-breaking. Quin-

di per trovare il massimo bisogna porre um = up, cioè γm = γp, e considerare

il valore massimo del fattore relativistico che è γ = 1. perciò l’espressione

dimensionale del campo elettrico massimo è:

Emax =
mcωp
e

√
2(γp − 1)1/2. (A.3.8)
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Nel caso di velocità di fase non relativistica, γp−1 ' β2
p/2, è possibile scrivere

quindi:

Emax =
mωpvp
e

(A.3.9)

Inserendo i valori opportuni per le costanti numeriche nella relazione A.3.8,

si può dimostrare che il campo elettrico longitudinale massimo può essere

espresso come:

Emax ≈
( ne

1018

)1/2
f(vf )

[
GV

cm

]
(A.3.10)

dove ne/1018 si riferisce alla densità elettronica espressa in unità di 1018

particelle/cm3. Per valori di circa 1018 − 1019, tipici di plasmi sottodensi di

interesse sperimentale, si ottengono campi elettrici di intensità paragonabile

al GV/cm. Questi valori estremamente elevati, se paragonati a quelli che oggi

si raggiungono con cavità a radiofrequenza (MV/m), rendono tale fenomeno

di particolare interesse per l’accelarazione di particelle cariche.
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qui oggi è merito vostro. Mi avete dato l’opportunità di studiare lontano
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imparato a fare la birra); Maria che mi ha fatto scoprire l’importanza di essere

felici; Marco e Edo, grandi compagni di strada, con i quali sono cresciuto e

ho condiviso una moltitudine di avventure.

Ringrazio di cuore anche i miei (ex-)coinquilini, Andrea, Andrea (si sono
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