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Sommario

Negli ultimi decenni l’utilizzo dei robot si è diffuso in diversi campi, sia
in applicazioni industriali sia in applicazioni di servizio, come la robotica
chirurgica o riabilitativa. In numerosi contesti i robot vengono utilizzati a
contatto o nelle vicinanze di esseri umani.
É quindi importante che essi siano robusti e affidabili in modo tale da ga-
rantire l’incolumità umana. Inoltre, perché sia presente un buon livello di
interazione tra uomo e robot, è necessario che l’essere umano riesca a perce-
pire come sicuro il robot, si senta a proprio agio e percepisca i suoi movimenti
come prevedibili, proprio come se stesse lavorando, o comunque interagendo,
con un altro essere umano.
Esistono in commercio manipolatori ridondanti che possiedono più gradi di
libertà di quelli strettamente necessari per eseguire un compito. In altre pa-
role, assegnato loro un compito è possibile scegliere in modo arbitrario una
tra infinite posture che lo soddisfano.
Scopo di questa tesi è utilizzare un modello biomeccanico del braccio umano
per determinare, dato un compito, quale tra quelle ammissibili sia la po-
stura più simile a quella assunta dall’essere umano nelle stessa situazione.
Utilizzando questa posa per risolvere la ridondanza del robot, il robot è per-
cepito in modo più “naturale” da un generico essere umano presente nelle
vicinanze.
Il problema è stato analizzato per tre casi di studio: per compiti di posi-
zionamento della mano, per compiti di utilizzo di un utensile a simmetria
assiale e per compiti bimanuali. In ognuno di questi casi sono state scelte
delle grandezze per esprimere la ridondanza e si è cercato un legame tra il
valore che assumerebbero nell’essere umano e il compito specifico assegnato.
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Abstract

In the last years, the use of robots has become more and more frequent in
a variety of fields: from industrial applications to surgery or rehabilitation
ones. In many cases robot should work near or, even, cooperating with hu-
man beings. To guarantee a good level of human-robot interaction it is not
only necessary for the human to be safe, but he/she also has to feel comfor-
table with the robot: mechanical motions must be seen as predictable and
“natural”.
A particular class of manipulators (redundant robots) avaiable in the market
have a number of degrees of freedom larger than those needed to complete
a given task. Given a task, the robot can satisfy it choosing arbitrarily a
configuration among an infinite number of possibile ones.
The aim of this thesis is to use a biomechanical model to detect which of
these configurations is the most “human-like” and make the robot achieve
that. Using this criterion to solve the redundancy resolution problem, a hu-
man would feel the robot’s movements more “natural”.
This problem has been analyzed in three different cases: tasks of hand posi-
tioning, use of an axial symmetrical shaping tool (drill) and bimanual tasks.
In each situation the redundancy has been expressed through suitable pa-
rameters (1, 2, 8 quantities respectively). A set of sample tasks has been
considered and values of the parameters corresponding to human configura-
tions have been found. These values have been then used to find a function
able to generalize the relation between the given task and the redundancy
parameters, so that, given a generic task, it is possible to find an appro-
ximation of the best configuration the robot has to achieve in order to be
“human-like”.
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Capitolo 1

Introduzione

Interazione fisica uomo-robot

La misura della qualità dell’interazione tra uomo e robot (Human Robot
Interaction - HRI) è un campo della robotica di crescente interesse. I primi
studi sul tema si possono ricondurre all’ipotesi dell’Uncanny Valley (figura
1.1) [14]: la sensazione di familiarità in presenza di robot antropomorfi au-
menta all’aumentare della somiglianza all’essere umano fino a un punto in
cui l’estremo realismo si traduce in inquietudine. In altri studi si è cercato
di misurare il livello di piacevolezza di una situazione correlandolo ad alcuni
segnali fisiologici, quali la frequenza del battito cardiaco, del respiro o l’at-
tività celebrale [12] [7], e utilizzarlo come indice di qualità della HRI.
Una congettura verosimile, verificata in [24] [23], è che il livello di HRI di-
penda dalla somiglianza del robot all’uomo anche secondo il suo modo di
muoversi: un essere umano si troverà più a proprio agio in presenza di un
robot che si muove con movimenti fluidi piuttosto che con movimento bru-
schi.
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somiglianza all'uomo

robot industriale

animale impagliato

persona

in salute

uncanny valley

robot umanoide
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Figura 1.1: Uncanny valley (Wikipedia): legame intuitivo tra la somiglianza
del robot all’uomo e la sensazione di familiarità che ne deriva.
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Quindi, per avere una HRI di buon livello, è necessario che il robot abbia
una struttura il più possibile antropomorfa e compia movimenti “natura-
li” e il più possibile simili a quelli compiuti dall’uomo. In questo modo, un
moto più naturale del robot assicurerà una cooperazione più spontanea tra
persone e manipolatori robotici, che al momento non è ottenibile con i più
moderni robot commerciali.
Con un tradizionale robot antropomorfo a sei giunti, una volta assegnato un
compito che vincoli posizione e orientamento dell’organo terminale, l’unica
possibilità di conferire naturalezza al moto è legata ai profili temporali della
traiettoria assegnata. Negli ultimi anni, tuttavia, sono entrati nel mercato
manipolatori cinematicamente ridondanti, nella versione a singolo braccio a
sette gradi di libertà o nella versione a doppio braccio. Si tratta di bracci che
possiedono più gradi di libertà di quelli strettamente necessari per eseguire
un determinato compito. In altre parole, assegnato un compito esisteranno
un numero infinito di configurazioni che il robot può assumere per eseguirlo.
Questa caratteristica implica un maggior grado di destrezza ed una conse-
guente maggiore flessibilità nella pianificazione del movimento; inoltre ren-
derà sempre possibile modificare in tempo reale il comportamento del robot
in modo da incrementare la sicurezza nella cooperazione degli operatori uma-
ni, senza alterare il moto dell’organo terminale.
Persiste, però, un problema: per eseguire un compito, è necessario selezio-
nare una sola delle infinite configurazioni permesse. È necessario, quindi,
scegliere un criterio in base al quale effettuare la scelta: si può preferire
una configurazione corrispondente alla massima manipolabilità per l’organo
terminale; oppure quella che consente di evitare un ostacolo presente nello
spazio attorno al manipolatore; oppure, ancora, quella corrispondente alla
norma minima delle velocità di giunto, ecc. Oppure si possono utilizzare i
gradi di libertà aggiuntivi per rendere i movimenti dei robot antropomorfi
più simili a quelli umani.

Studio e riproduzione del movimento del braccio
umano

Le prime tecniche utilizzate per applicare movimenti umani ai robot erano
basate sull’imitazione (programming by demonstration): un operatore uma-
no eseguiva un movimento che veniva registrato e mostrato al robot che,
in questo modo, era in grado di ripeterlo [15] [11]. Queste tecniche, però,
limitavano i possibili movimenti del robot ai soli già imparati.
In seguito il problema si è spostato dalla pura imitazione dei movimenti
umani, alla loro comprensione: lo scopo che inizialmente era solo quello di
compiere movimenti simili a quelli umani, diventa cercare di comprendere i
principi che ne stanno alla base. In questo modo al robot diventa possibile
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generare e quindi compiere qualsiasi movimento, non solo quelli già appresi,
applicando delle regole.
La ricerca di un metodo generale per spiegare i movimenti umani diventa,
inoltre, di interesse per diverse discipline scientifiche: viene utilizzata dalle
neuroscienze per comprendere il funzionamento del sistema nervoso centra-
le, dalla biomeccanica per la realizzazione di strumenti per la riabilitazione
dei pazienti e la simulazione degli effetti della chirurgia sui movimenti, dal
campo della grafica virtuale per far riprodurre movimenti realistici ad attori
virtuali e, naturalmente, dalla robotica per lo sviluppo dei robot umanoidi.
Sono stati creati diversi modelli di predizione del movimento basati sulla
minimizzazione di cifre di merito: vengono classificati come “naturali” i mo-
vimenti che minimizzano metriche come il jerk [5], la variazione della coppia
ai giunti articolari [19], il lavoro meccanico [17] e lo sforzo.
Modelli più accurati tengono conto di fattori fisiologici del corpo umano come
la capacità dei muscoli di generare una forza e la disposizione delle fibre mu-
scolare lungo le ossa. Alcuni di questi studi neurofisiologici hanno proposto
l’esistenza di strategie neurali ipotizzando l’esistenza di sinergie muscolari
che permettono di semplificare il controllo motorio [3]. Altri modelli basati
sulla conformazione dell’apparato locomotore, sono stati utilizzati in forma
semplificata in [21] ed in una forma più completa in [8]. Quest’ultimo stu-
dio, utilizzando un complesso modello biomeccanico, ha dimostrato che, in
condizioni statiche, la postura naturale del braccio è quella che minimizza
una funzione costo corrispondente all’attivazione muscolare. Altri studi [10]
hanno invece ipotizzato una relazione tra l’angolo di elevazione del gomito
e la posizione della mano.
Basandosi su questi due lavori, nella tesi [6], svolta in collaborazione tra il
Politecnico di Milano e l’Università di Roma “La Sapeinza”, si è analizzato,
attraverso un software di simulazione biomeccanica, l’andamento dell’angolo
di elevazione del gomito dell’essere umano nel caso di compiti di posiziona-
mento della mano su un piano orizzontale situato ad altezza 17 cm sotto
il livello delle spalle. Raccogliendo dei campioni si è generalizzato il legame
in modo da ricavare un’approssimazione del valore assunto dall’angolo di
gomito a fronte dell’imposizione di un posizionamento della mano.
Studiare il movimento di due braccia cooperanti è un problema ancora più
complesso in quanto prevede l’aumento delle variabili su cui effettuare la
minimizzazione da una (angolo di elevazione del gomito) a otto (variabili di
ridondanza di una catena cinematica a 14 gradi di libertà). Non è, infatti,
sufficiente “specchiare” i risultati ottenuti da un braccio all’altro, in quanto,
in quel modo, le due braccia si muoverebbero in modo disaccoppiato, diver-
samente da quanto avviene in realtà. Anche per questo problema sono stati
effettuati studi analoghi a quelli a singolo braccio con lo scopo di minimiz-
zare la coppia ai giunti [25], massimizzare la capacità di presa [1], cercare
sinergie [4].
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Obiettivi

Scopo del presente lavoro è studiare un criterio di gestione della ridondanza
cinematica in modo tale da produrre movimenti naturali in un manipolato-
re antropomorfo a doppio braccio: si vuole individuare una metodologia che
porti il manipolatore ad assumere la stessa posizione che assumerebbe un
operatore umano durante lo svolgimento di particolari compiti.
Il problema di ricavare la posizione più umana tra le infinite possibili è stato
studiato per tre casi: inizialmente verrà considerato uno scenario di posi-
zionamento della mano per un braccio singolo; analoghe tecniche di analisi
verranno poi applicate ad un compito che prevede l’uso di un utensile a sim-
metria assiale e al caso di due braccia cooperanti.
La ricerca è effettuata utilizzando congiuntamente nozioni e modelli robotici
e biomeccanici in modo da poter assimilare dal punto di vista cinematico un
braccio umano a un manipolatore robotico equivalente. Scegliendo un’oppor-
tuna cifra di merito e utilizzando un software di simulazione per la dinamica
del braccio umano, si può individuare, tra le infinite possibili, la configura-
zione che permette di eseguire il compito assegnato nel modo più simile a
quella utilizzata da un essere umano.
Eseguendo l’analisi per diversi compiti, si ricava un campione di dati utili a
definire una funzione che formalizza analiticamente il comportamento uma-
no. Utilizzando tale funzione in un controllore robotico si può indurre nel
manipolatore il comportamento “human-like”.

Risultati conseguiti

I principali risultati conseguiti in questa tesi sono i seguenti:

• proposta di un criterio di natura biomeccanica per la risoluzione della
ridondanza nel braccio umano;

• sviluppo di una metodologia per ricavare la postura del braccio che
ottimizza il suddetto criterio;

• formulazione di correlazioni analitiche tra le variabili che descrivono il
compito (task) e le variabili che descrivono la ridondanza del braccio
umano nei tre scenari presi in considerazione;

• utilizzo di queste correlazioni per la risoluzione della ridondanza “human-
like” di un manipolatore robotico a doppio braccio.
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Organizzazione dei capitoli

Nei capitoli 2 e 3 sono riassunti i concetti principali della teoria biomeccanica
e della robotica.
Unendo questi campi di studio si riuscirà a modellare il braccio umano come
se fosse un braccio robotico (capitolo 4); verrà quindi illustrato il problema
della ridondanza e definito un parametro opportuno per poterla esprimere.
Nel capitolo 5 sono descritti gli strumenti operativi utilizzati: il software
OpenSim, utilizzato in cooperazione con Matlab, per simulare la dinamica
del corpo umano; il concetto di Random Walk e l’algoritmo di fit utilizzati
per generare un campione di dati e per analizzarli.
Nei capitoli 6, 7 e 8 sono presentati i casi studiati: compito a un grado di
libertà (posizione e orientamento del polso), compito a 2 gradi di libertà
(utilizzo di un utensile) e compito a 8 gradi di libertà (compiti bimanuali).
Per ognuno viene spiegato il problema di ridondanza associato e vengono
esposti e analizzati i risultati raccolti in seguito alle simulazioni.
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Capitolo 2

Elementi di biomeccanica

“La biomeccanica è la scienza che studia le strutture e le funzioni dei sistemi
biologici usando la conoscenza e i metodi della meccanica.” (Hatze 1971)
La biomeccanica è, quindi, l’applicazione dei principi della meccanica agli
organismi viventi. Per quanto riguarda il sistema muscolo-scheletrico, essa
studia la relazione tra le forze agenti sul sistema (forze muscolari, carichi
esterni...) e i loro effetti (movimenti, deformazioni, cambiamenti biologici
nei tessuti...).

Il movimento degli esseri umani è reso possibile dalla presenza del siste-
ma scheletrico e da quello muscolare: il primo, formato da ossa, costituisce
la componente rigida; il secondo, formato da muscoli, costituisce la parte
attiva e permette il movimento relativo delle ossa. A fronte di segnali ner-
vosi impartiti dal cervello, i muscoli si contraggono ed esercitano una forza
che dipende, tra vari fattori, dal numero di fibre muscolari che partecipano
dalla contrazione (numero rappresentato dall’indice di attivazione del mu-
scolo a ∈ [0, 1]). Se per effettuare uno stesso movimento vengono attivati m
muscoli, lo sforzo totale U compiuto è definito come la somma quadratica
delle attivazioni: U =

∑m
i=1 a

2
i .

In questo capitolo verranno ripresi ed approfonditi questi concetti e verrà
presentata l’anatomia del braccio umano.

2.1 Apparato locomotore

Nell’essere umano il movimento è reso possibile dall’apparato locomotore.
Questo apparato è composto da due componenti che funzionano in stret-
ta correlazione: una attiva, il sistema muscolare, e una passiva, il sistema
scheletrico. Il sistema muscolare è composto da muscoli attivabili volonta-
riamente tramite stimoli nervosi ed è responsabile del movimento del corpo.
L’apparato scheletrico è un insieme complesso di ossa che hanno la funzione
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I1,m1

I2,m2

I3,m3

M1
Ry1

Rx1

fRx

fRy
mg

Figura 2.1: Scheletro visto come sistema di corpi rigidi: mj e Ij sono la massa
e il momento d’inerzia del j-esimo corpo, mg la sua forza peso e Rxj , Ryj ,
Mj , fRx e fRy le reazioni vincolari e le forze agenti su di esso dal resto del
sistema.

di sostenere e proteggere la parti molli e di dare inserzione ai muscoli in modo
da consentire, tramite le articolazioni, il movimento e la deambulazione.

Dal punto di vista meccanico, lo scheletro è modellabile come un sistema
di corpi rigidi (i segmenti ossei, figura 2.1) connessi da giunti (le articola-
zioni, figura 2.2). I muscoli sono gli attuatori del corpo umano: a seguito di
stimoli nervosi si contraggono e generano una forza. I tendini connettono i
muscoli alle ossa in punti non appartenenti all’asse dell’articolazione (figura
2.2) permettendo che la forza generata si traduca in un momento rispetto
all’asse stesso e in una conseguente rotazione relativa di una parte dell’ar-
ticolazione rispetto all’altra. La loro contrazione può esercitare solo forza
di trazione e mai di compressione: questo implica che un muscolo permet-
ta la rotazione di un’articolazione in una sola direzione. Perché avvenga la
rotazione in verso opposto a ogni articolazione sono connessi più muscoli,
una coppia (muscolo agonista e muscolo antagonista) o un gruppo (muscoli
sinergisti).

MUSCOLO

TENDINE

LEGAMENTO

OSSO

Figura 2.2: Esempio di articolazione
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2.2 Fisiologia muscolare

La fisiologia è la scienza che studia il funzionamento degli organismi viventi.
La fisiologia muscolare studia il processo di attivazione muscolare, cioè il
meccanismo con cui un impulso nervoso impartito dal cervello raggiunge
il muscolo, produce uno stimolo per la sua contrazione e genera una suc-
cessiva forza. La forza generata da un muscolo dipende dalla posizione dei
segmenti ossei, dalla geometria del muscolo e dalla sua dinamica di contra-
zione. Per poter stimare correttamente la forza prodotta da un muscolo è
necessario individuare la sua linea d’azione (la direzione del vettore forza ge-
nerato), il punto di inserzione sulle ossa (informazioni ricavabili da manuali
di anatomia) e conoscere il meccanismo di dinamica muscolare.

Ogni muscolo è composto da fibre muscolari. Le fibre muscolari sono sud-
divise in gruppi detti unità motorie. Quando il cervello genera un comando
di attivazione muscolare permette l’attivazione di una o più unità motorie.
L’attivazione di un’unità motoria comporta la contrazione di tutte le fibre
muscolari appartenenti ad essa, producendo una totale o parziale contrazio-
ne del muscolo. Il numero di fibre muscolari appartenenti a una stessa unità
può variare di alcuni ordini di grandezza: in muscoli di dimensioni ridotte,
ma in cui è necessario un controllo preciso del movimento, come in alcuni
muscoli degli occhi, un’unità motoria comprende al massimo 10-20 fibre; nei
muscoli degli arti inferiori, deputati a movimenti ampi che richiedono molta
forza, il numero di fibre per unità motoria può arrivare ad alcune migliaia.

Il livello di attivazione a di un muscolo è descritto da un numero com-
preso tra 0 e 1, corrispondente alla percentuale delle unità motorie attive.
Se l’attivazione è pari a 1, tutte le unità motorie sono attive e il muscolo
esercita la sua forza massima, viceversa se il valore è 0 il muscolo è com-
pletamente inattivo. Formalmente, indicando con F la forza esercitata in
funzione di a, si ha:

F (0) ≤ F (a) ≤ F (1), ∀a ∈ [0, 1].

Il processo di attivazione del muscolo (e analogamente quello di disattiva-
zione), dall’arrivo dell’impulso nervoso alla contrazione, non è istantaneo e
può essere descritto dalla seguente equazione dinamica:

ȧ =


(u− a)

(
u

τA
+

1− u
τD

)
u ≥ a

u− a
τD

u < a
(2.1)

dove u ∈ [0, 1] è l’eccitazione neurale e τA e τD sono due costanti di tempo
(di attivazione e disattivazione) note.
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Figura 2.3: Rappresentazione grafica del modello muscolare di Hill. Il mu-
scolo è composto dall’elemento contrattile CE e dall’elemento elastico in
parallelo PEE; l’elemento in serie SEE rappresenta il tendine. L’angolo α
formato da muscolo e tendine è l’angolo di pennazione.

L’effettiva forza di trazione esercitata dipende, in realtà, da vari fattori:
il numero di unità motorie attivate, il modo in cui il muscolo modifica la
propria lunghezza e la velocità di contrazione del muscolo stesso. É quindi
necessario individuare un modello della dinamica di contrazione del sistema
muscolo-tendine; In questo lavoro di tesi si farà riferimento al modello di Hill
[22], mostrato in figura 2.3, composto da un elemento contrattile (CE), un
elemento elastico in parallelo (PEE) e un elemento elastico in serie (SEE):

• l’elemento contrattile rappresenta le fibre muscolari. É l’unico elemen-
to del modello che genera energia, gli altri elementi sono passivi. La
forza generata FC dipende dalla sua lunghezza lC , dalla sua velocità
di contrazione vC e dal suo livello di attivazione a.

• l’elemento elastico in parallelo modella il tessuto connettivo che riveste
le fibre muscolari. La forza prodotta FP dipende solo dalla lunghezza
dell’elemento stesso lP .

• l’elemento elastico in serie rappresenta il tendine. SEE genera una forza
elastica Ft solo quando la sua lunghezza lT supera un valore di soglia
fissato lST .

Si noti, infine, che le fibre muscolari e il tendine non sono allineate ma
formano un angolo α detto angolo di pennazione.
Siano lM la lunghezza del muscolo, lMT la lunghezza totale muscolo-tendine
e FM la forza muscolare. Dalla geometria del sistema si ricava:

lM = lC = lP

lMT = lM cosα+ lT

e dall’equilibrio delle forze:

FM = FT = (FC + FP ) cosα.

10



lM /lM
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1
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0

(a) FM vs. lM

vM /(vM
0 lM

0)

1

-1 1

FM/FM
0

(b) FM vs. vM

(lT - lS
T)/lS

T

1

0.033

FM/FM
0

(c) FM vs. lT

Figura 2.4: Andamento della forza muscolare normalizzata rispetto al suo
massimo FM/F

0
M rispetto ad alcune grandezze.

In figura 2.4 è rappresentata la forza muscolare FM , normalizzata rispetto
al suo massimo F 0

M , al variare di alcune grandezze.
Il grafico 2.4a - attivo è ottenuto al variare della lunghezza lM con a = 1 e
vC = 0. Per a < 1 il profilo della curva si abbassa. Sulle ascisse è rappresenta-
ta la lunghezza normalizzata rispetto al valore ottimale l0M in corrispondenza
del quale si ottiene la forza muscolare massima.
Il grafico 2.4b è ottenuto al variare di vM con a = 1 e lM = l0M .
Il grafico 2.4c è ottenuto al variare di lT − lST , cioè al variare della lunghezza
del tendine dopo aver superato il valore di soglia.
Il grafico 2.4a - passivo rappresenta l’andamento di FP al variare della lun-
ghezza relativa lM/l

0
M .

Si noti che la forza muscolare raggiunge il suo valore massimo quando la
lunghezza del muscolo lM è uguale alla lunghezza ottimale delle fibre l0M e
quando la velocità dell’elemento contrattile vC è nulla.

2.3 Definizione di sforzo muscolare

Data la dipendenza della forza di contrazione generata da un muscolo dal
suo livello di attivazione, si è soliti adottare come indice di sforzo muscolare
U , l’attivazione stessa:

U(a) = a2.

In generale, per effettuare un movimento, vengono contratti più muscoli
contemporaneamente. Nel caso i muscoli attivati siano m, l’indice di sforzo
utilizzato è la somma dei quadrati delle singole attivazioni:

U(a) = ||a||2 = aTa =
m∑
i=1

a2
i , (2.2)
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dove a = (a1, ..., am)T è il vettore ordinato contenente le attivazioni dei sin-
goli muscoli ed è ricavato nel modo descritto in seguito.
Nelle sezioni precedenti si è visto come lo scheletro e i muscoli siano assimi-
labili a un sistema di corpi rigidi movimentato da attuatori.
La dinamica dello scheletro è rappresentata da:

Γ = B(p)p̈+ c(p, ṗ) + g(p)

dove p è un vettore di coordinate che descrive il posizionamento delle singole
ossa, Γ è il vettore delle coppie ai giunti, B(p) è la matrice di inerzia, c(p, ṗ)
è il vettore dei termini centrifughi e di Coriolis e g(p) è il vettore dei termini
di gravità.
Le forze esercitate dai muscoli risultano essere tali che:

Γ = D(p)f,

dove f è il vettore delle forze prodotte dai singoli muscoli e D(p) la matrice
contenente i bracci delle forze, che permette di mappare le coppie sui giunti.
Il vettore f può, a sua volta, essere descritto in funzione delle attivazioni
muscolari a:

f = f(p, ṗ, a) = F (p, ṗ)a

in cui F (p, ṗ) ∈ Rr×r è una matrice diagonale che mappa le attivazioni
muscolari sulle forze.
Conoscendo la configurazione dello scheletro, sono note in modo univoco le
lunghezze muscolo-tendine:

lMT = lMT (p).

Differenziando e applicando il principio dei lavori virtuali si ottiene:

dlMT = L(p)dp (2.3a)

Γ = −L(p)T f (2.3b)

dove L(p) ∈ R prende il nome di Jacobiano dei muscoli e il segno meno nella
2.3b deriva dalla convenzione di prendere le forze di contrazione del muscolo
come positive.
Sostituendo nella 2.3b, l’espressione di f ottenuta nella 2.3 si possono scri-
vere le coppie ai giunti come:

Γ = −L(p)T f = −L(p)TF (p, ṗ)a = A(p, ṗ)Ta,

in cui A(p, ṗ) mappa le attivazioni muscolari, a, sui momenti ai giunti, Γ.
Come accennato in precedenza, ogni giunto è movimentato dalla contrazio-
ne di più muscoli. Questo impedisce di avere una relazione biunivoca tra
momenti di giunto e attivazioni muscolari: esisteranno più vettori attivazio-
ne a corrispondenti a uno stesso vettore di coppie Γ. Tra tutte le soluzioni
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ammissibili è possibile scegliere come soluzione del problema quella a norma
minima.
Calcolando la pseudoinversa di A(p, ṗ) attraverso il metodo dei minimi qua-
drati, si ottiene: {

A† = A(ATA)−1

a0 = A†Γ

Si noti che calcolando l’attivazione a0 utilizzando la 2.3 non si tiene conto dei
vincoli sul suo intervallo di appartenenza. Per imporre a0 ∈ [0, 1] è necessario
utilizzare una minimizzazione vincolata:

min
a
aTa

s.t

{
0 ≤ a ≤ 1
A(p, ṗ)Ta = Γ(p)

La misura dello sforzo muscolare diventa, quindi:

U(p) = ||a0||2 = aT0 a0 = ΓTA†TA†Γ =

= Γ(ATA)−1Γ = ΓT (LTFF TL)−1Γ.

Nel caso in cui lo scopo sia quello di calcolare lo sforzo in una posizione
assegnata (caso quasi-statico) si possono assumere nulle le velocità e le ac-
celerazioni: ṗ = 0 e p̈ = 0. Questo permette di eliminare la dipendenza di
tutte le grandezze da ṗ e di ricavare una formulazione particolare per Γ:

Γ = g(p)

cioè, le coppie ai giunti sono dovute alla sola forza di gravità. Sostituendo
questo risultato nella 2.3, si ottiene:

U(p) = ||a0||2 =

= g(p)T (LTFF TL)−1g(p).

La cifra di merito corrispondente alla risoluzione dell’ottimizzazione è la
seguente:

min
a
aTa

s.t

{
0 ≤ a ≤ 1
A(p)Ta = g(p).
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2.4 Anatomia del braccio

Nei seguenti capitoli si mostrerà come il braccio umano possa essere assimi-
lato a un manipolatore robotico. L’anatomia del braccio umano permette di
suddividerlo in quattro diverse parti:

• la cintura scapolare, composta da scapola e clavicola;

• il braccio, definito dalla parte corrispondente all’omero;

• l’avambraccio, costituito da ulna e radio;

• la mano, composta da numerose piccole ossa unite in gruppi corrispon-
denti a polso (carpo), palmo (metacarpo) e dita (falangi).

Le principali articolazioni del braccio sono tre: la spalla, il gomito e il polso.
La spalla collega l’arto superiore al tronco, è l’articolazione più mobile del
corpo umano ed è a sua volta composta da 5 articolazioni. Solitamente
si semplifica questo modello considerando come “spalla” solo l’articolazio-
ne presente tra omero e scapola: un’articolazione a 3 gradi di libertà che
permette i movimenti di flesso-estensione, abduzione-adduzione, rotazione
esterna-interna.
Il gomito collega l’omero a ulna e radio, ha un grado di libertà e permette i
movimenti di flesso-estensione.
Il polso collega ulna e radio alle ossa del carpo, ha due gradi di libertà e per-
mette i movimenti di flesso-estensione e di deviazione della mano. Sebbene
ulna e radio non siano un’articolazione, essi possono ruotare l’uno sull’altro
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consentendo il movimento di prono-supinazione della mano e sono paralleli
quando il braccio è supino.

Queste ossa sono connesse e movimentate da un numeroso insieme di
muscoli (50 nel modello adottato). Tra i più noti si ricordano il deltoide
(anteriore, medio e posteriore) che solleva il braccio in tutte le direzioni, il
bicipite (capo lungo e capo breve) che permette flessione e adduzione del
braccio e supinazione dell’avambraccio e il tricipite (capo lungo, laterale e
mediale) muscolo antagonista del bicipite che permette la flessione dell’a-
vambraccio sul braccio.

Per semplicità, nel seguito utilizzeremo il termine “braccio” per indicare
tutto l’arto superiore, dall’articolazione della spalla alla mano.
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Capitolo 3

Fondamenti di robotica

In questo capitolo verranno richiamate le nozioni basi della robotica.
Partendo dalla definizione di corpo rigido, si caratterizzeranno la sua posi-
zione e il suo orientamento nello spazio. Si definirà un robot come l’insieme
di diversi corpi rigidi connessi tra loro tramite giunti. Si definiranno le coor-
dinate di task e le coordinate dei giunti, definendo i legami di cinematica
diretta e cinematica inversa equelli differenziali (cinematica differenziale, Ja-
cobiano analitico e Jacobiano geometrico). Si definirà, infine, la ridondanza
cinematica discutendone le applicazioni.

3.1 Corpo rigido nello spazio

Un corpo rigido è tale se, presa una qualsiasi coppia di punti appartenenti
ad esso, la loro distanza e il loro orientamento relativo restano costanti nel
tempo, indipendentemente da forze esterne ad esso applicate.
Sia S0 un sistema di riferimento fisso e SCR un sistema di riferimento avente
origine nel centro di massa del corpo rigido e solidale con esso (figura 3.1).
Sotto l’ipotesi di rigidità, le coordinate di ogni punto appartenente al corpo

z

y
x

o
O

z
CR

y
CR

x
CR

o
CR

P

Figura 3.1: Sistema di riferimento fisso S0 e sistema di riferimento SCR
solidale con il corpo rigido.
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rigido rispetto ad SCR sono costanti nel tempo. Questo permette di descri-
vere la posizione e l’orientamento del corpo solamente attraverso posizione
e orientamento del sistema di riferimento SCR.

La posizione del corpo rigido rispetto a S0 è definita tramite il vettore che
congiunge l’origine o0 del sistema di riferimento S0 e l’origine oCR del sistema
di riferimento SCR; il suo orientamento tramite una matrice ortogonale R0

CR

(matrice di rotazione) che porta S0 ad essere orientato come SCR.
Sia P un generico punto nello spazio avente coordinate p0 e pCR rispetto ai
due sistemi di riferimento S0 e SCR. Risulta:

p0 = o0
CR +R0

CR pCR.

Siano S0, S1 e S2 tre diversi sistemi di riferimento e siano R0
1 la matrice che

esprime la rotazione del sistema S1 rispetto a S0 e R1
2 la matrice analoga

del sistema S2 rispetto a S1. Allora, l’orientamento del sistema S2 rispetto
a S0 è descritto dalla matrice:

R0
2 = R0

1 R
1
2.

Cioè, la rotazione complessiva può essere vista come l’applicazione di due
rotazioni successive: R1

2 e R0
1.

Rotazione elementare

Si definisce rotazione elementare la rotazione di un angolo α attorno ad un
asse di un sistema di riferimento (il segno dell’angolo è preso in modo tale
che il verso di rotazione sia quello ottenuto dalla regola della mano destra).
La rotazione di un angolo α attorno a uno dei tre assi x, y, z è descritta
dalle matrici Rxα, Ryα, Rzα:

Rxα =

 1 0 0
0 cosα − sinα
0 sinα cosα

 ; Ryα =

 cosα 0 sinα
0 1 0

− sinα 0 cosα

 ;

Rzα =

 cosα − sinα 0
sinα cosα 0

0 0 1

 ;

Dato l’asse di rotazione, una rotazione elementare è funzione del solo angolo
di rotazione.
Una rotazione generica è descritta da una matrice ortogonale di 9 elementi
di cui solamente 3 sono indipendenti. Questo permette sempre di scomporla
nella successione di 3 rotazioni elementari attorno a 3 assi non paralleli.
Esistono diverse convenzioni per scegliere gli assi attorno a cui effettuare le
rotazioni. Una molto utilizzata e considerata nel seguito è la convenzione
degli angoli di Eulero ZYZ.
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Figura 3.2: Visualizzazione degli angoli di Eulero per passare da un sistema
di riferimento S0 a un altro S3.

Angoli di Eulero ZYZ

Dati due sistemi di riferimento S0 e S3 è possibile definire tre angoli φ, θ e ψ
tali che la rotazione per passare da S0 a S3 sia scomponibile in tre rotazioni
elementari (figura 3.2):

• una rotazione di angolo φ attorno all’asse z0 (passaggio da S0 a S1);

• una rotazione di angolo θ attorno all’asse y1 (passaggio da S1 a S2);

• una rotazione di angolo ψ attorno all’asse z2 (passaggio da S2 a S3).

La matrice complessiva di rotazione è:

R = R0
1 R

1
2 R

2
3 = R(φ) R(θ) R(ψ) =

=

 cosφ cos θ cosψ − sinφ sinψ − cosφ cos θ sinψ − sinφ cosψ cosφ sin θ
sinφ cos θ cosψ + cosφ sinψ − sinφ cos θ sinψ + cosφ cosψ sinφ sin θ

− sin θ cosψ sin θ sinψ cos θ

 .

Caso tempo variante

Sia S0 un sistema di riferimento fisso e S1 un sistema di riferimento la cui
orientazione rispetto a S0 varia nel tempo, ma la cui posizione o0

1 resta
costante. Sia P un punto solidale con S1 di coordinate p0 rispetto a S0 e p1

rispetto a S1, risulta:

p0(t) = o0
1 +R(t)p1(t),

dove, per semplificare la notazione, si è posto R(t) = R0
1(t).

Derivando rispetto al tempo:

ṗ0(t) = Ṙ(t)ṗ1(t). (3.1)

Per ottenere l’espressione della velocità angolare di S1 è possibile procedere
nel seguente modo.
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Ricordando che ogni matrice di rotazione è una matrice ortogonale, si può
scrivere:

R(t)R(t)T = I ⇒ Ṙ(t)R(t)T +R(t)Ṙ(t)T = 0. (3.2)

Si definisce una nuova matrice:

S(t) = Ṙ(t)R(t)T , (3.3)

che, sostituita nell’equazione 3.2, permette di ottenere la relazione:

S(t) + S(t)T = 0,

cioè la matrice S(t) risulta essere una matrice antisimmetrica.
Ma ad ogni matrice antisimmetrica 3× 3 è possibile associare un vettore ω
tale che:

ω =

 ωx
ωy
ωz

 , S(ω) =

 0 −ωz ωy
ωz 0 −ωx
−ωy ωx 0


per cui vale:

∀v ∈ R3, S(ω)v = ω × v

cioè il prodotto tra S e v coincide col prodotto vettoriale tra ω e v.
Invertendo la relazione 3.3 per ricavare Ṙ(t) e sostituendola nella 3.1, si
ottiene:

Ṙ(t) = S(ω(t))R(t)

ṗ0(t) = Ṙ(t)ṗ1(t) = S(ω(t))R(t)ṗ1(t) = S(ω(t))p0(t) =

= ω(t)× p0(t),

(3.4)

dove ω(t) risulta essere il vettore velocità angolare del sistema di riferimento
S1 rispetto a S0.

3.2 Robot

Ogni robot può essere descritto come un insieme ordinato di giunti e link.
Ogni corpo rigido che compone il robot corrisponde ad un link, ogni grado
di libertà presente tra due link corrisponde ad un giunto. I giunti si dicono
prismatici, se permettono uno scorrimento relativo tra due link, o rotoidali,
se permettono la rotazione relativa lungo un asse. Il primo link è collegato
alla base del robot, l’ultimo termina con un end-effector.

Con il termine variabili di giunto q si denotano le coordinate corrispon-
denti ai gradi di libertà permessi dai giunti. Le coordinate di task x espri-
mono, invece, il compito che deve essere eseguito dal robot.
Nel caso in cui si voglia portare l’end-effector del robot in una determinata

20



posizione (task di posizionamento), le coordinate del task sono definite dalla
sua posizione p. Invece, nel caso in cui si voglia portare il robot ad assumere
una certa postura, le coordinate del task sono definite sia dalla posizione
dell’end-effector p che dal suo orientamento (definito, per esempio, dai 3
angoli di Eulero Φ = (φ, θ, ψ)T ).

Cinematica diretta e inversa

La cinematica diretta è l’insieme di relazioni che legano le coordinate di
giunto alle coordinate del task.
Siano q ∈ Rn e x ∈ Rm; il legame di cinematica diretta è definito tramite la
funzione f(q):

f : Rn → Rm, x = f(q).

Con cinematica inversa si intende la funzione che risolve il problema inver-
so: date le coordinate di task, trovare le corrispondenti coordinate di giunto.
Il problema di inversione di cinematica può non ammettere soluzioni (se le
coordinate di task non appartengono allo spazio di lavoro del manipolatore),
non ammettere soluzione analitica in forma chiusa o ammettere molteplici
o infinite soluzioni.

Cinematica differenziale

Con cinematica differenziale si intende la relazione che lega la derivata tem-
porale della posizione dell’end-effector e la sua velocità angolare alle velocità
di giunto:

v =

(
ṗ
ω

)
=

(
JP (q)
JO(q)

)
q̇ = J(q)q̇, (3.5)

dove J(q) è una matrice 6× n detta Jacobiano geometrico del manipolato-
re. Se al posto del vettore velocità angolare ω si considera il vettore delle
derivate di una rappresentazione minima dell’orientamento si perviene al-
la definizione di Jacobiano analitico. Dato il legame di cinematica diretta
x = f(q) è possibile scrivere:

ẋ =

(
ṗ

Φ̇

)
=


∂p(q)

∂q
q̇

∂Φ(q)

∂q
q̇

 q̇ =

(
JP (q)
JΦ(q)

)
q̇

=
∂f(q)

∂q
q̇ = JA(q)q̇,

dove JA(q) è una matrice 6× n detta Jacobiano analitico del manipolatore.
Definendo T (Φ) la matrice tale che:

ω = T (Φ)Φ̇,
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Figura 3.3: Automovimenti di un manipolatore Kuka LWR.

si può scrivere:

v =

(
ṗ
ω

)
=

(
I 0
0 T (Φ)

)
ẋ = TA(Φ)ẋ = TA(Φ)JAq̇.

Questo esprime la relazione tra Jacobiano analitico e geometrico:

J = TA(Φ)JA. (3.6)

I valori di q per cui J(q) perde di rango costituiscono le singolarità cinema-
tiche e corrispondono alle configurazioni in cui è possibile avere perdita di
mobilità, infinite soluzioni al problema di cinematica inversa o elevate velo-
cità nello spazio dei giunti. La perdita di rango corrispondente all’impossi-
bilità di invertire in modo univoco la cinematica è associata alla presenza di
ridondanza nel manipolatore.

3.3 Ridondanza cinematica

Sia x = f(q) il legame di cinematica diretta dove q ∈ Rn e x ∈ Rm.
Il manipolatore è detto cinematicamente ridondante se n > m. Quando un
robot è ridondante esistono infinite soluzioni al problema di cinematica in-
versa. Esiste, cioè, più di un vettore di coordinate dei giunti q che soddisfano
il vincolo x = f(q). Data una configurazione del robot q, corrispondente a
un vettore di coordinate x nello spazio del task, i movimenti che possono
essere effettuati modificando il valore di q ma senza variare x, sono detti
automovimenti (figura 3.3).

La ridondanza di un robot viene in genere trattata a livello di cinematica
differenziale. Se lo Jacobiano è a rango pieno:

Rank(J(q)) = m,
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il suo spazio nullo ha dimensione:

Null(J(q)) = n−m.

Lo spazio nullo di J(q) è lo spazio delle velocità di giunto non nulle a cui
corrispondono velocità di task nulle. Quindi, muovendosi al suo interno, ci
si muoverà nello spazio dei giunti, ma non nello spazio del task.
Nel caso in cui il robot sia ridondante, l’equazione:

v = J(q)q̇ (3.7)

corrisponde a un sistema lineare sottodeterminato, cioè ammette infinite
soluzioni esprimibili come la somma di una soluzione generale q̇N (soluzione
del sistema omogeneo associato: J(q)q̇ = 0) e di una soluzione particolare
q̇P :

q̇∗ = q̇N + q̇P .

Per ogni ˙qN soluzione della 3.7, anche q̇∗ è una sua soluzione. L’effetto di
q̇N è quello di creare un moto interno al manipolatore: cambia la configura-
zione nello spazio dei giunti, senza modificare la posizione e l’orientamento
dell’end-effector.

Utilizzi della ridondanza

Considerato un robot non ridondante e un task ad esso assegnato si possono
verificare le seguenti situazioni:

• il task considerato non può essere eseguito (per esempio, non appar-
tiene allo spazio di lavoro del robot);

• esiste una sola o un numero finito di configurazioni non singolari nello
spazio dei giunti che lo soddisfi.

Nel primo caso risulta inevitabilmente necessario cambiare le richieste del
task. Ma rientrare nel secondo caso non implica la reale realizzabilità della
posa. Si pensi, ad esempio, a un task di posizionamento: il compito è quello
di portare l’end-effector del robot in una data posizione. Sia q un vettore
di coordinate, ammissibili in termini di limiti di giunto, che lo soddisfi. Si
consideri, ora, il caso in cui all’interno dello spazio di lavoro siano presenti
degli ostacoli. Perché la posa assunta dal robot risulti ammissibile, non è
sufficiente che q lo sia, ma è necessario che i link non collidano con gli ostacoli.
Questo è un semplice esempio in cui la ridondanza cinematica sarebbe utile:
se il robot fosse ridondante, esisterebbero più configurazioni q soddisfacenti il
task e sarebbe possibile scegliere, tra queste, una configurazione ammissibile
anche per i link.

In generale, la ridondanza può essere utilizzata per soddisfare alcune
richieste aggiuntive: evitare ostacoli (come nell’esempio precedente), mini-
mizzare le velocità o i tempi di posizionamento o, come nel caso in conside-
razione, effettuare movimenti simili a quelli umani.
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Capitolo 4

Cinematica del braccio
umano

In questo capitolo si utilizzeranno i concetti visti in precedenza per tradur-
re le metodologie di studio della cinematica del braccio robotico al braccio
umano.
Innanzitutto è necessario considerare l’anatomia del braccio, associare ad
ogni gruppo di ossa un link, e ad ogni articolazione un giunto in modo da
crearne un sistema meccanico equivalente. A partire da questo modello, sa-
ranno ricavate le relazioni di cinematica diretta e inversa ad esso associate,
sarà spiegato in cosa consiste la ridondanza cinematica presente nel braccio
umano nel caso di solo posizionamento del polso (corrispondente al primo
caso di studio) e sarà verrà proposto un criterio per la sua risoluzione basato
sullo sforzo muscolare, che avrà come scopo quello di identificare, tra vari
posizionamenti possibili, quello più “human-like”. Infine verranno introdotti
i tre casi di studio (semplice posizionamento del polso, posizionamento e uti-
lizzo di un utensile, svolgimento di compiti bimanuali) e, per gli ultimi due,
verranno riadattate le relazioni cinematiche e la definizione di ridondanza
già espresse per il primo.

4.1 Modello

Utilizzando i concetti di biomeccanica e di robotica riassunti nei primi capi-
toli, il braccio umano può essere assimilato a un braccio robotico composto
da 2 link e 7 giunti rotoidali.
Ogni link corrisponde ad un gruppo di corpi rigidi presenti nel braccio. Con-
siderando la cintura scapolare come la base del robot e la mano come il suo
end-effector, i link vanno a coincidere con braccio e avambraccio (di lunghez-
za, rispettivamente, dse = 0.2907 m e dew = 0.2433 m). Ogni articolazione è
modellata tramite uno o più giunti. Ricordando che ogni giunto corrisponde
ad uno e un solo movimento permesso, si ottengono: tre giunti rotoidali in
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Limiti in gradi Limiti in radianti
−90◦ ≤ q1 ≤ 130◦ −π/2 ≤ q1 ≤ 13π/18

0◦ ≤ q2 ≤ 180◦ 0 ≤ q2 ≤ π
0◦ ≤ q3 ≤ 110◦ 0 ≤ q3 ≤ 11π/18
0◦ ≤ q4 ≤ 130◦ 0 ≤ q4 ≤ 13π/18

90◦ ≤ q5 ≤ 270◦ π/2 ≤ q5 ≤ 3π/2
80◦ ≤ q6 ≤ 115◦ 4π/9 ≤ q6 ≤ 115π/180

110◦ ≤ q7 ≤ 250◦ 11π/18 ≤ q7 ≤ 25π/18

Tabella 4.1: Limiti di giunto braccio destro

sequenza (in cui l’asse di ogni giunto non è allineato all’asse del giunto pre-
cedente) in corrispondenza della spalla, uno in corrispondenza del gomito
e tre in sequenza (con lo stesso accorgimento sugli assi) in corrispondenza
del polso, associati al movimento di prono-supinazione dell’avambraccio e ai
due movimenti permessi dal polso stesso.

In particolare i giunti corrispondono ai seguenti movimenti permessi (figura
4.1):

• q1: giunto rotoidale con asse verticale passante per la spalla (permette
il movimento del braccio avanti-indietro);

• q2: giunto rotoidale con asse parallelo al terreno, ortogonale all’asse del
primo giunto e passante per la spalla nella direzione antero-posteriore
(permette il movimento del braccio alto-basso);

• q3: giunto rotoidale con asse coincidente all’asse del braccio (movimen-
to di rotazione del braccio su se stesso);

• q4: giunto rotoidale con asse perpendicolare a quello del giunto prece-
dente (movimento di piegatura del gomito);

• q5: giunto rotoidale con asse coincidente con l’asse dell’avambraccio
(movimento di rotazione dell’avambraccio);

• q6: giunto rotoidale con asse ortogonale all’asse dell’avambraccio e pas-
sante per il centro del polso nella direzione dorso-palmo della mano
(movimento di rotazione della mano destra-sinistra);

• q7: giunto rotoidale con asse ortogonale ai due precedenti e passante per
il centro del polso (movimento di rotazione della mano avanti-indietro).

In tabella 4.1 sono riportati i valori massimi e minimi che ogni giunto può
assumere.
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Figura 4.1: Confronto tra braccio umano e modello cinematico equivalente.
Sono presenti giunti rotoidali in corrispondenza della spalla, uno in corri-
spondenza del gomito e tre in corrispondenza del polso. Si noti che ogni terna
di giunti rotoidali (spalla e polso) permettono gli stessi movimenti associati
a un giunto sferico.

Questo modello cinematico costituisce una semplice approssimazione dell’ar-
to umano per i seguenti motivi:

• come già osservato nel capitolo 2, l’articolazione della spalla è stata
semplificata;

• il centro dei giunti viene considerato fisso, ma, nella realtà, esso cambia
durante il movimento dell’articolazione;

• infine, nella realtà, quando il braccio è disteso in posizione di riposo
con il palmo della mano in avanti, l’omero e l’avambraccio non sono
perfettamente allineati, disallineamento che viene trascurato in questo
modello.

4.2 Sistemi di riferimento

Poniamo il sistema di riferimento fisso S0 (figura 4.2) con origine coincidente
con la spalla destra, asse x0 dalla spalla destra alla sinistra, asse z0 rivolto
verso l’alto e asse y0 in modo da formare una terna destra (quindi uscente
dalla schiena).
Ad ogni giunto viene associato un sistema di riferimento scelto in base alla
convenzione di Denavit-Hartenberg. Si ricorda che, utilizzando questa con-
venzione, la matrice di rotazione che permette di passare da un sistema di
riferimento Si−1 a quello successivo Si è la matrice:
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i qi αi ai di
1 q1 −π 0 0
2 q2 π 0 0
3 q3 −π 0 −dse
4 q4 π 0 0
5 q5 −π 0 −dew
6 q6 π 0 0
7 q7 0 0 0

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

y
7

x
7

z
7

z
0

y
0

x
0

Tabella 4.2: Parametri D-H Figura 4.2: Sistema di riferimento
fisso S0 e finale S7

T i−1
i =


cos qi − sin qi cosαi sin qi sinαi ai cos qi
sin qi cos qi cosαi − cos qi sinαi ai sin qi

0 sinαi cosαi di
0 0 0 1


dove qi, di e ai sono i parametri di Denavit-Hartenberg [2]. In tabella 4.2
sono riportati i parametri utilizzati.

Può essere utile sottolineare la disposizione degli assi nell’ultimo sistema
di riferimento considerato. Il sistema di riferimento finale S7 (figura 4.2) ha
origine nel centro del polso, asse x7 con direzione coincidente con la direzio-
ne della mano e verso opposto (a mano tesa, dalla punta delle dita al polso),
asse y7 uscente dal dorso della mano e asse z7 in direzione del pollice (dal
polso al pollice).

4.3 Cinematica diretta

Nelle prossime sezioni verranno ricavate relazioni di cinematica, relative a
un task di solo posizionamento del polso destro. Saranno poi generalizzate
al caso di utilizzo utensile e al caso dei compiti bimanuali.

Nei task di solo posizionamento della mano si è interessati ad imporre la
sua posizione e il suo orientamento.
Avendo considerato la spalla come origine del sistema di riferimento fisso
S0, la posizione del polso xsw viene descritta in termini di posizione asso-
luta rispetto ad S0; il suo orientamento come l’orientamento del sistema di
riferimento S7 rispetto a S0, tramite la matrice di rotazione R0

7.
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Date le coordinate di giunto q, risultano note le matrici di rotazione dal siste-
ma di riferimento Si del giunto i al sistema Si−1 (con i = 1...7) ed è, quindi,
possibile ricavare le coordinate cartesiane del polso tramite rototraslazioni:

xsw = R0
3 (lse +R3

4 lew) (4.1a)

R0
7 = R0

1 R
1
2 R

2
3 R

3
4 R

4
5 R

5
6 R

6
7 (4.1b)

dove lse = [0, dse, 0]T e lew = [0, 0,−dew]T .
Passando dalle coordinate dei giunti alle coordinate Cartesiane si passa da
uno spazio 7-dimensionale a uno spazio a 6 dimensioni. In generale esiste-
ranno più configurazioni nello spazio dei giunti che permettono di soddisfare
uno stesso taks. Per avere una corrispondenza biunivoca tra coordinate di
task e coordinate di giunto, è necessario conoscere il valore di una coordinata
ausiliaria: l’angolo di elevazione del gomito o swivel angle. In questo modo
diventa anche possibile l’inversione della cinematica.

Angolo di elevazione del gomito

Sia ∆ il piano verticale passante per il polso e per la spalla; sia Π il piano
contenente braccio e avambraccio. L’angolo di elevazione φ è definito come
l’angolo formato dai due piani ∆ e Π (φ = 0 quando il gomito è “in alto”,
φ = π quando è “in basso”).
Note le coordinate di giunto q è possibile calcolare la posizione del polso xsw
(eq. 4.1a) e la posizione del gomito xse:

xse = R0
3 lse.

Il piano Π è il piano a cui appartengono i due vettori xsw e xse, la normale
al piano è data dal loro prodotto vettoriale:

nΠ =
xse × xew
||xse × xew||

.

Si noti che nel caso il braccio sia teso le direzioni di xsw e xse coincidono
e la normale non è definita. Per evitare questo problema, tra i limiti dello
spazio di lavoro, verrà considerata non ammissibile una posa corrispondente
a braccio teso.
In modo analogo, ∆ è il piano a cui appartengono il versore relativo all’asse
z0 e il vettore xsw, quindi è possibile calcolare la normale ad esso attraverso
il prodotto vettoriale:

n∆ =
xsw × [0, 0, 1]T

||xsw × [0, 0, 1]T ||
.
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Figura 4.3: Due viste di una posa generica in cui sono rappresentati il piano
∆ in rosa (piano verticale passante per polso e spalla), il piano Π in viola
(piano a cui appartiene il braccio) e l’angolo di elevazione φ in blu (l’angolo
tra i due piani misurato da ∆ a Π).

Calcolando il prodotto vettoriale e il prodotto scalare tra le normali ai due
piani si ricavano sinφ, cosφ e, di conseguenza, il valore dell’angolo stesso:

nΠ · n∆ = − cosφ
nΠ × n∆ = sinφ

}
⇒ φ = arctan

(
−nΠ × n∆

nΠ · n∆

)
.

4.4 Cinematica inversa

Date le coordinate spaziali del polso e l’angolo di elevazione, diventa pos-
sibile calcolare in modo univoco le coordinate di giunto relative alla posa
considerata.

Per invertire la cinematica si utilizza un metodo che può essere applicato
a manipolatori di tipo SRS (Spherical-Revolute-Spherical) in cui la presen-
za di un giunto sferico permette di dividere il problema di inversione in due
sotto problemi, disaccoppiando la risoluzione della posizione e dell ’orien-
tamento. Il metodo prevede di esprimere la cinematica diretta in funzione
dell’angolo di elevazione φ e utilizzare le relazioni ottenute e le relazioni di
cinematica diretta per ricavare quelle di cinematica inversa.

Come prima cosa si ricava in modo trigonometrico la quarta coordinata
di giunto che, una volta posizionato il polso, risulta costante al variare di φ:

||xsw||2 = d2
se + d2

ew + dsedew cos q4
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Figura 4.4: Angoli di riferimento q∗1 e q∗2 per una posa generica del polso in
cui il braccio è disposto secondo la configurazione di riferimento (q∗3 = 0)

q4 = arccos

(
||xsw||2 − d2

se − d2
ew

dsedew

)
Quindi, si definiscono le coordinate di riferimento q∗ come la particolare
configurazione delle coordinate di giunto tali da soddisfare i vincoli di posi-
zione e orientamento (x∗sw = xsw e R0∗

7 = R0
7) con q∗3 = 0. Di conseguenza,

si definisce il piano di riferimento come il piano a cui appartiene il braccio
in questa particolare configurazione (Π∗ = ∆∗ = ∆). Si noti che, quando il
braccio appartiene al piano di riferimento, l’angolo di elevazione φ∗ assume
il valore π. In questa configurazione è possibile ricavare i valori degli angoli
q∗1 e q∗2 tramite considerazioni trigonometriche (figura 4.4).

Siano xsw = (xw1, xw2, xw3)T il vettore delle coordinate del polso e xse =
(xe1, xe2, xe3)T il vettore di quelle di gomito rispetto al sistema S0.
Si ricava: 

q∗1 = arctan

(
xw2

xw1

)

q∗2 = arctan

(
−
√
x2
e2 + x2

e1

xe3

) (4.2)

Sia usw il versore in direzione spalla-polso e [usw] la matrice unitaria di rota-
zione ad esso associata. Utilizzando il formalismo asse-angolo, una rotazione
di angolo φ attorno all’asse xsw secondo il verso della mano destra è descritta
dalla matrice:

Rφ = I3 + sinφ[usw] + (1− cosφ)[usw]2
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con I3 matrice identità 3× 3.
Utilizzando questa definizione, la posizione del braccio corrispondente all’an-
golo di elevazione φ è ricavabile applicando alla configurazione di riferimento
q∗ una rotazione di un angolo −(π − φ) attorno a usw:{

R0
4 = Rφ−π R

0∗
4

Rφ−π = I3 − sinφ[usw] + (1 + cosφ)[usw]2
(4.3)

ricordando che q4 è fisso al variare di φ, si ha q∗4 = q4 e, di conseguenza,
R4∗

3 = R4
3. Questo permette di semplificare la prima delle due equazioni

nella 4.3: {
R0

3 = Rφ−π R
0∗
3

Rφ−π = I3 − sinφ[usw] + (1 + cosφ)[usw]2.

Sostituendo le equazioni trovate, nell’equazione del vincolo di posizione (4.1a),
si ricava:

xsw = x∗sw = R0∗
3 (lse +R3

4lew) = R0∗
1 R1∗

2 R2∗
3 (lse +R3

4lew). (4.4)

Questa equazione fornisce una relazione tra la matrice di rotazione R0∗
3 in-

cognita e gli angoli q∗1, q
∗
2, q

∗
3 e q∗4 noti (l’angolo q∗4 è già stato calcolato, q∗3 è

stato imposto pari a 0 e gli angoli q∗1 e q∗2 sono noti dalla 4.2), permettendo
di ricavare R0∗

3 e utilizzarla per calcolare R0
3 in funzione di φ:

R0
3 = Rφ−π R

0∗
3 =

= (I3 − sinφ[usw] + (1 + cosφ)[usw]2) R0∗
3 =

= − sinφ[usw] R0∗
3 + cosφ[usw]2 R0∗

3 + (I3 + [usw]2) R0∗
3 =

= − sinφ[usw] R0∗
3 + cosφ[usw]2 R0∗

3 + (uswu
T
sw) R0∗

3 =

= As sinφ+Bs cosφ+ Cs.

(4.5)

Imponendo il vincolo di orientamento (4.1b) e utilizzando la formulazione
di R0

3 appena ricavata, possiamo scrivere:

R0
7 = R0∗

7 = R0
3 R

3
4 R

4
7

R4
7 = (R0

3 R
3
4)T R0

7 = R3T
4 R0T

3 R0
7

= R3T
4 (As sinφ+Bs cosφ+ Cs)

T R0
7 =

= Aw sinφ+Bw cosφ+ Cw,

(4.6)

dove sono stati posti:
As = −[usw] R0∗

3

Bs = [usw]2 R0∗
3

Cs = (uswu
T
sw) R0∗

3


Aw = R3T

4 ATs R
0
7

Bw = R3T
4 BT

s R0
7

Cw = R3T
4 CTs R0

7
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In questo modo si è giunti ad avere due diverse formulazioni per R0
3 e R4

7.
Una, appena ricavata, in funzione di φ e una, nota dalla cinematica diretta,
in funzione di q:

R0
3 =

 ∗ − cos q1 sin q2 ∗
∗ − sin q1 sin q2 ∗

− sin q2 cos q3 − cos q2 sin q2 sin q3



R4
7 =

 ∗ ∗ cos q5 sin q6

∗ ∗ sin q5 sin q6

− sin q6 cos q7 sin q6 cos q7 cos q6


dove gli elementi segnati con ∗ non sono stati riportati in quanto non neces-
sari ai successivi calcoli.
Uguagliando le due formulazioni e indicando con asij , bsij , csij gli elementi
(i, j) delle matrici As, Bs, Cs, con awij , bwij , cwij gli elementi (i, j) delle
matrici Aw, Bw, Cw si ricavano le seguenti relazioni tra φ e q:

q1(φ) = arctan

(
−as22 sinφ− bs22 cosφ− cs22

−as12 sinφ− bs12 cosφ− cs12

)
q2(φ) = arccos (−as32 sinφ− bs32 cosφ− cs32)

q3(φ) = arctan

(
as33 sinφ+ bs33 cosφ+ cs33

−as31 sinφ− bs31 cosφ− cs31

)


q5(φ) = arctan

(
aw23 sinφ+ bw23 cosφ+ cw23

aw13 sinφ+ bw13 cosφ+ cw13

)
q6(φ) = arccos (aw33 sinφ+ bw33 cosφ+ cw33)

q7(φ) = arctan

(
aw32 sinφ+ bw32 cosφ+ cw32

−aw31 sinφ− bw31 cosφ− cw31

)
Queste uguaglianze evidenziano la dipendenza diretta delle coordinate di
giunto dall’angolo di elevazione φ e, attraverso le matriciAs, Bs, Cs, Aw, Bw
e Cw, la dipendenza dalle coordinate di task.

4.5 Angolo di elevazione non noto

In generale sono noti posizione e orientamento del polso ma non l’angolo di
elevazione. Dato un task gli angoli di elevazione permessi sono gli angoli che
producono qi nel rispetto dei limiti di giunto.
A seguito di uno studio di funzione [16] è stato dimostrato che i possibili
andamenti dell’i-esimo angolo di giunto qi (i = 1..7) rispetto all’angolo φ

33



Figura 4.5: Possibili andamenti degli angoli di giunto al variare dell’angolo
φ

sono soltanto quelli mostrati in figura 4.5 e, in generale, monotoni crescenti
o periodici. Il particolare andamento della funzione qi(φ) è noto una volta
stabilita la posizione del polso.
Per ogni angolo di giunto qi, imporre che esso sia ammissibile equivale a
imporre che il valore dell’angolo φ vari in un certo insieme costituito da un
intervallo o dall’unione di più intervalli:

φ ∈ Φi =

ni⋃
j=1

Φij , ∀i = 1..7.

Imporre il vincolo per tutti gli angoli di giunto, equivale a chiedere che
l’angolo φ appartenga all’intersezione degli insiemi Φi:

φ ∈ Φ =

7⋂
i=1

Φi.

Quando gli angoli di giunto sono tali da soddisfare questo vincolo, la posi-
zione del braccio ad essi corrispondente risulta essere ammissibile.
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4.6 Criterio di risoluzione della ridondanza

Si è visto che, dato un task, esistono più pose ammissibili del braccio che
lo soddisfano. Tra queste viene scelta una posa ottima in modo tale da mi-
nimizzare una specifica cifra di merito. Lo scopo di questo lavoro di tesi è
quello di scegliere come ottima la posa più simile a quella che assumerebbe
un essere umano a cui è richiesto di compiere lo stesso task. È stato osser-
vato che l’uomo ha un modo caratteristico di risolvere questo problema e
sono stati sviluppati numerosi modelli matematici utilizzati per predire il
movimento umano. Gran parte di essi utilizza, però, variabili derivabili solo
dalla cinematica del sistema scheletrico.
In questo lavoro di tesi si utilizza un modello in cui si tenga conto non
solo del sistema scheletrico, ma anche di quello muscolare. Il movimento
compiuto da un essere umano dipende in modo inevitabile dalle capacità
fisiologiche del soggetto stesso. Per descrivere il movimento in modo più au-
tentico e generale è necessario tenere in considerazione anche la cinematica
dei muscoli e le loro caratteristiche intrinseche (massima forza generabile,
percorso del muscolo sul giunto, ecc). Gli uomini, fin da bambini, nelle fa-
si di apprendimento imparano a conoscere le proprietà del proprio corpo e
cercano, poi, di utilizzarle al meglio durante l’esecuzione di un task, manife-
stando quello che viene definito il vantaggio fisio-meccanico del loro sistema
muscolo-scheletrico. Secondo il modello qui adottato [8], durante un compito
di posizionamento il braccio umano risolve la propria ridondanza portandosi
nella configurazione che minimizza lo sforzo muscolare necessario a compen-
sare la gravità [9].

Il braccio umano presenta una doppia ridondanza: una a livello degli attua-
tori, dovuta al numero di muscoli maggiore del numero delle articolazioni;
una cinematica, dovuta al numero dei giunti rispetto ai vincoli del task. Que-
sto implica che per ricavare la postura a sforzo ottimo è necessario risolvere
due problemi di ottimizzazione.
Il primo, rispetto ai muscoli attivi su un giunto, permette di ricavare il
vettore delle attivazioni muscolari a, date le coppie ai giunti Γ:

min
a
aTa

s.t

{
0 ≤ a ≤ 1
A(v, v̇)Ta = Γ(v)

Il secondo, rispetto alle configurazioni dello spazio nullo, permette di ricava-
re, tra tutte le configurazioni che soddisfano il vincolo di task, quella ottima
secondo il criterio dello sforzo muscolare minimo U(q) = aTa:

min
q
U(q)

s.t. x = f(q)
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4.7 Casi di studio

Come è già stato accennato, nel seguito verranno considerati tre casi di stu-
dio: un task di solo posizionamento, un task di posizionamento con utilizzo
di un utensile e un task di posizionamento bimanuale. Per ognuno di questi
casi verrà definita la geometria del problema, la definizione di ridondanza nel
caso particolare e verrà esplicitato il problema di ottimizzazione da risolvere.

Posizionamento

Il primo caso considerato è quello di semplice posizionamento della mano.
Il problema è il seguente: data una posizione xsw e un orientamento della
mano R0

7 definiti rispetto al sistema di riferimento S0, trovare la configu-
razione del braccio che soddisfi il compito e corrisponda alla posa di sforzo
minimo.

In questo caso il compito ha un solo grado di ridondanza: fissata la
posizione della mano, la configurazione ottima viene trovata facendo variare
l’angolo di elevazione φ del gomito. Per questo caso di studio valgono le
considerazioni fatte nella prima parte del capitolo (sistemi di riferimento,
legami di cinematica diretta e inversa, definizione di ridondanza e definizione
di sforzo muscolare come U(q) = aTa).

Il problema può essere riscritto in forma matematica come un problema
di ottimizzazione vincolata: detti xsw la posizione del polso rispetto a S0,
R0

7 la matrice di rotazione corrispondente all’orientamento del polso e θ =
(θ1, θ2, θ3)T il vettore degli angoli di Eulero corrispondenti ad essa, trovare
il valore dell’angolo di elevazione φ corrispondente a sforzo muscolare U(q)
minimo:

φ = argmin
φ
U(φ)

s.t.


xsw = xsw
θ1 = θ1

θ2 = θ2

θ3 = θ3

Utensile

Il secondo caso considerato è un task di posizionamento con l’utilizzo di un
utensile (figura 4.6): la mano regge un utensile (un trapano) la cui punta deve
posizionarsi nel punto desiderato. Sono state trascurate la massa dell’utensile
e la conseguente forza gravitazionale generata.

Per questo compito si rende necessario modificare la geometria del pro-
blema definendo un nuovo sistema di riferimento St con origine ot coincidente
con la punta del trapano e asse zt coincidente con la direzione della punta e
verso dalla punta al polso.
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Figura 4.6: Mano che impugna il trapano: sono visibili i due sistemi di
riferimento S7, con origine nel polso, e St con origine nella punta del trapano.

Rispetto al sistema di riferimento del polso S7, la punta del trapano ha
coordinate:

x7
tw =

 −d9

0
d8


con d8 = 0.10 m e d9 = 0.25 m.
Per spostarsi dal sistema di riferimento S7 al sistema di riferimento St sono
necessarie due rototraslazioni. Siano xst e R0

t la posizione e l’orientamento
della punta del trapano rispetto a S0. Posti:

l8 =

 0
0
d8

 , l9 =

 −d9

0
0


e

R7
8 =

 1
1

1

 , R8
t =

 −1
1

1


risulta:

xst = xsw +R7
0(d8 +R8

7 d9)

R0
t = R0

7 R
7
8 R

8
t

Il task consiste nel praticare un foro in una certa posizione e con un de-
terminato orientamento. La punta del trapano gode di simmetria assiale,
quindi, scegliendo una configurazione del braccio che soddisfa le due richie-
ste ed effettuando una rotazione arbitraria rispetto all’asse zt, risulta che
la nuova posizione soddisfa nuovamente i vincoli di posizionamento imposti
(figura 4.7).
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Figura 4.7: Esempio di due pose del braccio tra cui cambiano i valori di θ3

e φ, ma che corrispondono alla stessa posizione della punta

Per come è stato definito il sistema di riferimento St, detta R0
t la matrice

che ne esprime l’orientamento rispetto a S0 e θ = (θ1, θ2, θ3)T i relativi
angoli di Eulero, la rotazione attorno all’asse zt coincide con una variazione
dell’angolo θ3. Quindi, dato un task, lo sforzo muscolare varia al variare
di due grandezze: φ e θ3. Il nuovo compito è caratterizzato da un grado
di libertà in più rispetto al caso precedente e lo scopo dell’ottimizzazione
è quello di ricavare non più l’angolo di elevazione φ ottimo, ma la coppia
(φ, θ3) corrispondenti a sforzo muscolare minimo.
In questo secondo caso lo sforzo muscolare è definito ancora come:

U(q) = aTa.

Il problema di ottimizzazione diventa: detti θ1, θ2 e θ3 gli angoli di Eulero
relativi alla matrice R0

t e fissati la posizione della punta del trapano xst e il
suo orientamento θ1, θ2, trovare la coppia (φ, θ3) che risolve il problema:

(φ, θ3) = argmin
φ,θ3

U(φ, θ3)

s.t.


xst = xst
θ1 = θ1

θ2 = θ2

Per la risoluzione, l’ottimizzazione viene suddivisa in due sottoproblemi:

• vengono generati gli angoli θ3i che rendono il task ammissibile;

• per ognuno di essi viene calcolata la posizione del polso corrispondente
e effettuata una minimizzazione vincolata, come nel caso di solo posi-
zionamento, ottenendo φi l’angolo di elevazione migliore per l’angolo
θ3i;
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Figura 4.8: Posa generica compiti bimanuali

• viene scelto come θ3 l’angolo θ3i che, associato al proprio φi, corri-
sponde alla posa a sforzo minimo.

Si noti che, una volta fissato il trapano, si possono ricavare in modo univoco
la posizione e l’orientamento del polso; questo permette di definire l’angolo
di elevazione del gomito φ come nel caso a un grado di ridondanza.

Compiti bimanuali

Il terzo caso considerato è un task di posizionamento bimanuale: oltre al
braccio destro è considerato anche il sinistro, vengono fissati posizione e
orientamento relativo tra i due polsi, e le due braccia vengono lasciate libere
di muoversi nel resto dello spazio (figura. 4.8).

Come prima cosa è necessario introdurre una geometria per il braccio
sinistro. Per i compiti bimanuali sono stati considerati tre diversi sistemi di
riferimento fissi. Indicando con 2dsc la distanza tra le due spalle (dsc = 0.20
m) si definiscono:

• il sistema di riferimento del braccio destro SR0 coincidente con il
sistema S0 considerato nei casi precedenti;

• un nuovo sistema di riferimento assoluto S0 ottenuto da SR0 tramite
una traslazione di lsc = (dsc, 0, 0)T ;

• il sistema di riferimento del braccio sinistro SL0 ottenuto dal nuovo S0

tramite una traslazione di lsc = (dsc, 0, 0)T ;

Data una configurazione qR nello spazio dei giunti del braccio destro, la sua
posizione e il suo orientamento relativi al sistema SR0 sono:

x0R
R = R0

3 (lse +R3
4 lew)

R0R
R = R0

1 R
1
2 R

2
3 R

3
4 R

4
5 R

5
6 R

6
7
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Limiti in gradi Limiti in radianti
50◦ ≤ q1 ≤ 270◦ 5π/18 ≤ q1 ≤ 3π/2
0◦ ≤ q2 ≤ 180◦ 0 ≤ q2 ≤ π

−110◦ ≤ q3 ≤ 0◦ −11π/18 ≤ q3 ≤ 0
0◦ ≤ q4 ≤ 130◦ 0 ≤ q4 ≤ 13π/18

−90◦ ≤ q5 ≤ 90◦ −π/2 ≤ q5 ≤ π/2
65◦ ≤ q6 ≤ 100◦ 13π/36 ≤ q6 ≤ 5π/9

110◦ ≤ q7 ≤ 250◦ 11π/18 ≤ q7 ≤ 25π/18

Tabella 4.3: Limiti di giunto braccio sinistro

dove lse = (0, dse, 0)T e lew = (0, 0,−dew)T e le matrici Rji sono quelle
calcolate per il caso a braccio singolo. Per come è stato definito il nuovo
sistema di riferimento S0, risulta:

xR = x0
R = x0R

R − lsc

RR = R0
R = R0R

R .

Tutti i risultati ottenuti per il braccio destro possono essere trasportati al
sinistro applicando delle relazioni di simmetria. In particolare detta qR una
configurazione del braccio destro, la posizione simmetrica del sinistro è de-
finita da:

qL =



π
0
0
0
π
π
0


+



−1
1
−1

1
−1

−1
1


qR =



π − qR1

qR2

−qR3

qR4

π − qR5

π − qR6

qR7


;

In tabella 4.3 sono riportati, per completezza, i valori dei limiti di giunto
per il braccio sinistro.

Siano xR e RR posizione e orientamento del polso destro rispetto a S0;
e, in modo analogo, siano xL RL posizione e orientamento del polso sinistro.
Posizione e orientamento relativo, dRL e RRL, sono definiti in modo da
soddisfare:

RL = RRRRL

xL = xR +RRdRL
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cioè:

RRL = RTRRL

dRL = RTR(xL − xR).

Questo problema è caratterizzato dalla presenza di 14 gradi di libertà (do-
vuti ai 7 giunti per ogni braccio) e 6 gradi di vincolo (3 per la posizione e 3
per l’orientamento relativo). Ne consegue che le variabili su cui effettuare la
minimizzazione risultano essere 8.
Un modo per visualizzarli consiste nel congelarli in successione: il numero di
variabili da fissare prima di riuscire a bloccare completamente il movimento
delle due braccia corrisponde al numero di gradi di ridondanza. Si consi-
derino le due braccia libere di muoversi nello spazio, soggette solamente ai
vincoli del task. Bloccando la posizione e l’orientamento del polso destro
vengono bloccati 6 gradi di libertà; perché siano soddisfatti i vincoli di task,
la posizione e l’orientamento del polso sinistro vengono fissati di conseguen-
za; per bloccare completamente la posizione delle due braccia è necessario
fissare anche gli angoli di elevazione dei gomiti.
Il numero di variabili totali “da bloccare” risulta essere 6 + 2 = 8.

In questo terzo caso di studio è necessario cambiare la cifra di merito secon-
do cui effettuare la minimizzazione.
Ipotizzando che, per svolgere compiti bimanuali, il corpo umano cerchi di
ridurre lo sforzo muscolare cercando, al contempo, di sforzare in modo
equo le due braccia, sono state considerate diverse cifre di merito. Siano
UR(qR) = aTRaR lo sforzo muscolare associato al braccio destro, calcolato
come nei casi precedenti, e UL(qL) = aTLaL l’analogo per il braccio sinistro.
Gli indici UT (qR, qL) considerati sono i seguenti:

UT1 = UR + UL +
|UR − UL|
UR + UL

UT2 = UR + UL +
|UR − UL|

2

UT3 = max (UR, UL)

Nelle prime due formulazioni, il termine di bilancio funzione di |UR−UL| fa
s̀ı che tra due pose corrispondenti a UR+UL simili, venga penalizzata quella
in cui un braccio compia uno sforzo molto più elevato rispetto all’altro,
scegliendo come ottima quella in cui le braccia vengono sforzate in modo
equo. Nella terza, minimizzando il massimo tra i due sforzi, si è in grado di
minimizzare al contempo sia lo sforzo totale che i due sforzi singoli.
Osservando che le tre cifre di merito portavano a risultati (pose) molto
simili, se non coincidenti, si è deciso di scegliere come indice da minimizzare
il secondo:

UT = UR + UL +
|UR − UL|

2
.
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In questo modo, il problema di ottimizzazione diventa: fissati la posizione e
l’orientamento relativo tra il braccio destro e il sinistro, RRL e dRL, trovare la
posizione e l’orientamento (definito tramite gli angoli di Eulero) del braccio
destro xR e θR rispetto a S0 e gli angoli di elevazione dei due gomiti φR e
φL soluzione di:

minUT

s.t.

{
RRL = RRL
dRL = dRL

Anche in questo ultimo caso l’ottimizzazione viene eseguita in più passi:

• viene campionato in modo selettivo lo spazio di lavoro del polso destro;

• per ogni posa del polso destro viene calcolata la posa del sinistro in
modo da soddisfare i due vincoli;

• per ogni coppia si considerano le due braccia separatamente e, per
ognuna, viene calcolato l’angolo di elevazione ottimo (come nel primo
caso di studio);

• per ogni coppia di posizioni si definisce lo sforzo totale UT ;

• viene considerata come ottima la posa a sforzo minimo.
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Capitolo 5

Strumenti Operativi

In questo capitolo verranno presentati tutti gli strumenti operativi utilizzati
in seguito nello studio della postura ottima.
In particolare verrà illustrato il funzionamento del software OpenSim utiliz-
zato per calcolare lo sforzo muscolare associato a una determinata posizione
del braccio in modo tale da trovare la configurazione a sforzo minimo che
soddisfi un dato task. Verrà accennata la nozione di Random Walk per il
campionamento delle pose studiate e l’algoritmo utilizzato per generarla. In-
fine verrà ricordato il concetto di fitting utilizzato per generalizzare i risultati
trovati.

5.1 OpenSim

OpenSim è un software open source per modellizzare, simulare e analizzare
sistemi biomeccanici rendendo accessibili strumenti per condurre ricerche
biomeccaniche e di controllo del movimento. Opensim può essere utilizzato
in molti campi di studio: dall’analisi della dinamica di camminata dell’essere
umano, allo studio di performance sportive, dall’analisi dei carichi di giun-
to, alla semplice animazione di un movimento umano o animale. Il software
permette anche di analizzare e simulare la dinamica diretta e la dinamica
inversa di un sistema biomeccanico.
Nato per essere una base comune agli studi biomeccanici, è utilizzato in nu-
merosi laboratori di ricerca in tutto il mondo, alcuni dei quali contribuiscono
al suo sviluppo creando complessi modelli muscolo-scheletrici di alcune parti
del corpo umano e mettendoli a disposizione di tutti gli utenti.

5.1.1 Modello muscolo-scheletrico

In OpenSim lo scheletro è visto come un sistema di corpi rigidi e i musco-
li sono rappresentati, visivamente, tramite linee spezzate (figura 5.1). Un
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Figura 5.1: Una posa generica vista con OpenSim

modello muscolo-scheletrico è composto da un elenco di segmenti ossei con-
siderati nel modello, da un elenco di giunti e da un elenco di muscoli. Per
ogni segmento osseo sono descritte le sue caratteristiche meccaniche: la lun-
ghezza, la massa, il centro di massa e i momenti d’inerzia; per ogni muscolo
sono descritte le caratteristiche fisiologiche (costanti di tempo e angoli di
pennazione) e quelle geometriche (i punti in cui sono connessi alle ossa); i
giunti descrivono il modo in cui le ossa sono vincolate tra loro.

In particolare, in questo lavoro di tesi, è stato utilizzato il modello del
braccio umano (Upper Extremity Kinematic Model) sviluppato da alcuni ri-
cercatori dell’università di Stanford. Questo modello considera 15 gradi di
libertà dovuti a spalla, gomito, avambraccio, polso, pollice e indice (nell’u-
tilizzo, gli ultimi 6 sono stati bloccati considerandoli fissi) e 50 muscoli. I
parametri cinematici, i parametri muscolari, le lunghezze muscolo-tendine e
i bracci dei momenti sono stati ricavati sperimentalmente su un ampio range
di posizionamenti. Il modello prende in considerazione anche l’accoppiamen-
to presente tra alcuni giunti: per esempio il movimento del polso genera un
intrinseco aumento di momento flettente delle dita.

5.1.2 Utilizzo di OpenSim

Tra le varie funzionalità di OpenSim si ricordano la possibilità di risolvere
un problema di cinematica inversa, di dinamica diretta, dinamica inversa e
dinamica inversa con ottimizzazione statica.
Per l’utilizzo che ne è stato fatto, andiamo a considerare la risoluzione di
un problema di dinamica inversa e di dinamica inversa con ottimizzazione
statica.
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Dinamica inversa

Siano q, q̇, q̈ le variabili cinematiche del movimento: le posizioni, le velocità e
le accelerazioni di giunto. Date le variabili cinematiche ed eventuali forzanti
esterne, la dinamica inversa permette di stimare i momenti e le forze ai
giunti.

Dinamica inversa con ottimizzazione statica

Ottenuti i momenti e le forze ai giunti, l’ottimizzazione statica permette di
ricavare le forze prodotte dai muscoli e le loro attivazioni.
Il sistema muscolare è ridondante rispetto al numero di articolazioni: ci sono
più muscoli che giunti e su ogni giunto agiscono un insieme di muscoli. Detto
M l’insieme dei muscoli agenti su una stessa articolazione e Fj (j = 1...m)
la forza muscolare prodotta dal j-esimo muscolo, la ridondanza implica che
esistano diverse combinazioni di Fj che producono uno stesso momento e
una stessa combinazione di forze al giunto considerato.
Per risolvere la ridondanza OpenSim risolve un problema di ottimizzazione
vincolata: la combinazione di forze muscolari che risolvono il problema deve
essere quella che produce le coppie ai giunti richieste, ottimizza una partico-
lare funzione obiettivo f(F1, .., Fm) e, al tempo stesso, soddisfa i limiti delle
forze producibili dai singoli muscoli (∀j = 1..m, Fj < Fj(aj = 1) con aj
l’attivazione muscolare del muscolo j).
OpenSim dispone di diverse possibili funzioni obiettivo. Quella utilizzata in
questa tesi è:

f(F1, .., Fm) =
m∑
j=1

a2
j

cioè la somma quadratica delle attivazioni muscolari (Anderson and Pandy,
2001).

5.1.3 Interfaccia OpenSim-Matlab

OpenSim mette a disposizione un’interfaccia API per interagire con altri
programmi, tra cui Matlab. In questo modo è possibile utilizzare le poten-
zialità di calcolo e di elaborazione dati di Matlab, creare in modo sistematico
file di input per OpenSim e chiamare quest’ultimo da riga di comando per
utilizzare le sue funzionalità di analisi e di simulazione.

Per utilizzare i due software è necessario che i modelli utilizzati nei due
casi abbiano la stessa struttura cinematica, le stesse dimensioni geometriche,
le stesse configurazioni e gli stessi limiti sul movimento dei giunti. Con le
convenzioni adottate fino a questo punto, i due modelli risultano equivalenti
a seguito di una rotazione degli angoli di giunto.
Sia qM una configurazione del braccio utilizzata in Matlab, la configurazione
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Figura 5.2: Schema a blocchi rappresentante il legame tra Matlab e OpenSim

equivalente in OpenSim è:

qO =



qO1

qO2

qO3

qO4

qO5

qO6

qO7


=



qM1

qM2

qM3 + π/2
qM4

qM5 + π
qM6 + π/2
qM7 + π


, con: qM =



qM1

qM2

qM3

qM4

qM5

qM6

qM7


.

I limiti di giunto vengono modificati di conseguenza.
Lo schema a blocchi che schematizza la suddivisione dei compiti tra Ma-

tlab e OpenSim è rappresentato in figura 5.2. Data una posa della mano, si
generano gli angoli di elevazione del gomito ammissibili e le corrispondenti
coordinate di giunto. Le configurazioni trovate vengono passate ad Open-
Sim che restituisce, per ognuna, le attivazioni muscolari dei 50 muscoli. Per
ogni configurazione si calcola l’attivazione muscolare totale e si sceglie come
ottimale quella corrispondente a sforzo minimo.

5.2 Random Walk

Per ogni caso di studio, il campionamento dello spazio del task è stato ef-
fettuato in due diversi modi: attraverso un campionamento “esaustivo” e
applicando la random walk.
Con campionamento esaustivo si intende un campionamento selettivo: sono
state generate delle pose nello spazio del task, muovendosi per ogni grado
di libertà secondo un passo prestabilito; per ogni posa trovata sono state
calcolate le configurazioni di giunto che la risolvono; sono stati calcolati i
relativi sforzi muscolari e si è scelta come posa ottima quella a sforzo mini-
mo (figura 5.3). Il numero di configurazioni del braccio che portano ad una
stessa posa nello spazio del task può essere elevato e calcolare, per ognuna,
lo sforzo muscolare richiede un tempo non trascurabile.
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Figura 5.3: A sinistra: esempio di posizionamento del polso. Sono rappre-
sentate le configurazioni del braccio corrispondenti al minimo e al massimo
angolo di elevazione ammissibile. A destra: andamento dello sforzo (visto
come attivazione muscolare) al variare dell’angolo di elevazione φ.

Per superare questa problematica è stato utilizzato anche un campionamen-
to tramite random walk: questo metodo permette di muoversi da un punto
di ottimo noto di una determinata posa all’ottimo di una posa vicina, senza
dover valutare, per questa seconda posa, tutte le configurazioni possibili,
calcolare, per ognuna, lo sforzo muscolare e scegliere come ottima quella a
sforzo minimo.

5.2.1 Funzionamento

Sia u(q) la funzione convessa che si vuole minimizzare (in questo caso u(q)
rappresenta lo sforzo muscolare in funzione delle coordinate di giunto q):

min
q

u(q)

Per risolvere l’ottimizzazione è sufficiente calcolare il gradiente della funzione
u(q) e cercare le configurazioni q che lo annullano.
Essendo u(q) convessa per ipotesi, tutte le configurazioni che ne annullano
il gradiente sono minimi:

∀q : ∇u|q=q =
∂u

∂q

∣∣∣∣
q=q

= 0 ⇒ u(q) = min
q

u(q); (5.1)

La richiesta di trovare la configurazione del braccio a sforzo minimo, fissa-
to un task, non è una semplice ottimizzazione, ma equivale a risolvere un
problema di ottimizzazione vincolata (figura 5.4):

min
q

u(q)

s.t. f(q) = x.
(5.2)
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f(q) = x

q1

q2

u(q)

Figura 5.4: In verde è rappresentata la funzione convessa u(q) che si vuole
minimizzare; in blu è rappresentato il vincolo f(q) = x lungo cui si vuo-
le effettuare la minimizzazione; in rosso sono rappresentati il piano su cui
cercare l’ottimo vincolato e l’intersezione tra il piano stesso e la funzione
u(q).

Per trovare l’ottimo, non è più sufficiente risolvere la (5.1), ma è necessario
che ad annullarsi sia il gradiente lungo la direzione dello spazio nullo, cioè:

∇Nu = 0. (5.3)

Per risolvere il nuovo problema si procede nel seguente modo.
Come primo passo differenziamo la relazione del vincolo ottenendo una rela-
zione di geometria differenziale che lega le variazioni infinitesime nello spazio
del task a quelle nello spazio dei giunti tramite uno Jacobiano J(q):

J(q)δq = δx;

Lo spazio nullo di nostro interesse è lo spazio generato dai vettori N(q) tali
che:

J(q)N(q) = 0;

In generale, essendo il manipolatore ridondante, lo spazio nullo di J(q) non
sarà vuoto.
È ora possibile riscrivere l’equazione 5.3 esplicitandone la dipendenza dallo
spazio nullo ricavando una formulazione per calcolare il gradiente in modo
numerico:

∇Nu = NT ∂u

∂q
= lim

ε→0

u(q +Nε)− u(q)

ε
= 0. (5.4)

Questa formulazione è necessaria in quanto la funzione u(q) non è nota in
forma analitica ma è calcolabile solo punto per punto tramite l’utilizzo di
OpenSim.
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(b) Visualizzazione grafica dei micro-
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Figura 5.5: L’asse x rappresenta le variabili di task, l’asse y lo spazio nullo
lungo il quale è possibile muoversi senza variare la posa del task. In rosso
sono rappresentati gli sforzi muscolari corrispondenti a due diverse pose nello
spazio del task, al variare di y. A sinistra (5.5a) in blu è rappresentata la
funzione σ(q) = 0 passante per gli ottimi delle funzioni di sforzo. A destra
(5.5b) in blu sono rappresentati le direzioni dello spazio nullo di σ(q) e i
microsteps effettuati per passare da un ottimo a quello successivo.

Definendo una nuova funzione σ(q) come:

σ(q) = NT ∂u

∂q
;

lo spazio delle configurazioni ottime (rappresentato in figura 5.5a) risulta
essere lo spazio in cui:

σ(q) = 0.

Nelle configurazioni considerate col metodo di campionamento selettivo, i
punti di ottimo corrisponderanno a punti i cui σ(q) si annulla.
Il concetto della random walk è il seguente: partendo da un ottimo, a patto
di effettuare passi abbastanza piccoli, è possibile camminare lungo lo spazio
del task,nella direzione dello spazio nullo, in modo tale da visitare solo punti
in cui:

|σ(q)| <= ε (5.5)

(con ε una tolleranza fissata a priori).
Se il punto di arrivo soddisfa la condizione (5.5), il nuovo punto corrisponde
a una configurazione ottima per il braccio.

5.2.2 Algoritmo

Si è detto che si genera un nuovo punto ogni passo. Ogni passo è eseguito
come la successione di più microsteps (figura 5.5b).
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Sia SM il numero massimo di microsteps effettuati tra due punti successivi
e δs la lunghezza di ogni microsteps. L’algoritmo utilizzato per l’implemen-
tazione della random walk è il seguente:

• partendo da un punto di ottimo q si genera un versore v rappresentante
una direzione nello spazio nullo di σ(q) = 0, cioè un versore tale che
(∂σ/∂q)v = 0;

• si definisce qnew = q + δsv;

• si itera questo procedimento SM volte;

• il punto trovato viene salvato come un nuovo ottimo.

Applicando ricorsivamente questo algoritmo ai nuovi punti calcolati è pos-
sibile continuare il campionamento dello spazio partendo da un solo punto
iniziale.

5.2.3 Accorgimenti

Nel caso in cui ε sia molto piccolo, la random walk riesce effettivamente a
produrre punti di ottimo. In questo caso, però, i passi eseguiti sono anch’es-
si molto ridotti e, quindi, per esplorare in modo soddisfacente lo spazio è
necessario calcolare gli sforzi muscolari un numero elevato di volte. Nel caso
in cui ε non sia sufficientemente piccolo, un punto che soddisfi la condizione
(5.5) potrebbe essere un punto vicino ad un ottimo, ma non il punto di ot-
timo.
Per superare questi problemi si è scelto di utilizzare un valore di ε non
troppo piccolo per ricavare delle approssimazioni dell’ottimo e, in un secon-
do momento, migliorare l’approssimazione campionando lo spazio in un suo
intorno.

5.3 Fitting

Una volta ottenuto un campionamento dello spazio di task in cui, per ogni
task considerato, è stato trovata la configurazione a sforzo minimo, è possi-
bile cercare di generalizzare i risultati ottenuti.Si tratta, cioè, di individuare
l’espressione di una funzione delle variabili di task che restituisca valori del-
le variabili sulle quali si compie l’ottimizzazione e che sia consistente con i
valori ricavati per campionamento.

Sia, quindi, g(x) una funzione non nota e ĝi = g(xi) le realizzazioni note
della stessa funzione nei punti xi (i = 1..nx).
Date delle funzioni di base pj(x) (j = 1..np) dette regressori è possibile
approssimare la funzione g(x) tramite una combinazione lineare delle pj :

g(x) ' c1p1(x) + c2p2(x) + ...+ cnppnp(x) =

np∑
j=1

cjpj(x) (5.6)
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imponendo
g(xi) ' ĝi, ∀i = 1..nx. (5.7)

In particolare i pesi cj delle funzioni pj(x) verranno calcolati attraverso un
algoritmo greedy che cercherà di minimizzare un errore imponendo che il
numero di regressori (quindi il numero di coefficienti diversi da zero) siano
al più NR e che la tolleranza sia minore di un valore fissato.

5.3.1 Algoritmo

Sia R l’insieme dei regressori possibili e siano S l’insieme dei regressori sele-
zionati e P l’insieme di quelli non selezionati. S e P formano una partizione
di R e, inizialmente, varrà:

P ≡ R e S = ∅.

Sia A una matrice nx × np, b un vettore nx × 1 tali che:{
A(i, j) = pj(xi)
b(i) = −ĝi

∀i = 1..nx, ∀j = 1..np. (5.8)

Sia, infine, I un insieme di indici corrispondenti ai regressori selezionati,
inizialmente vuoto.
L’algoritmo opera nel seguente modo:

• Si sceglie il regressore pj ∈ P che approssima meglio i dati, lo si sposta
dall’insieme P all’insieme S e si aggiunge all’insieme I l’indice j;

• si definisce AI come la sottomatrice ottenuta accostando le colonne di
A corrispondenti agli indici contenuti in I;

• si calcola il peso cI da dare ai regressori in modo da minimizzare:

n = ||AIcI + b||

• si ripetono questi passaggi finché n > t, dove t è il valore di tolleranza
fissato, o finché #(P ) < NR.

• dalla seconda iterazione, prima di calcolare cI , si cerca il peggior regres-
sore w tra quelli contenuti in S. Se non coincide con l’ultimo regressore
aggiunto, w viene spostato da S a P .

5.3.2 Accorgimenti

Le funzioni di base utilizzate sono funzioni analitiche, funzioni trigonometri-
che di coordinate del task e funzioni ottenute come combinazioni di prodotti
a partire da queste.
Il fit ottenuto in questo modo non tiene conto che eventuali vincoli (come
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possono essere i limiti di giunto) siano soddisfatti. Per ogni variabile vie-
ne, quindi, definito un’insieme a cui deve appartenere perché la posa sia
ammissibile e il risultato dei fit viene vincolato ad appartenere a questi
insieme.
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Capitolo 6

Posizionamento della mano

In questo capitolo si intendono riprendere i concetti trattati in precedenza
ed applicarli ad un task di solo posizionamento.

Si consideri il braccio destro come definito nei capitoli precedenti. Siano
q le coordinate di giunto, xsw e R0

7 la sua posizione e il suo orientamento
rispetto al sistema di riferimento S0 con origine coincidente con la spalla e
sia φ il suo angolo di elevazione del gomito.
Il problema che si vuole risolvere è il seguente:

Dati una posizione e un orientamento desiderati per il polso (xsw
e R7

0) determinare la configurazione nello spazio dei giunti q̃,
corrispondente ad avere il polso con posizione x̃sw, orientamento
R̃0

7 e angolo di elevazione φ̃, che porti il polso a soddisfare:{
x̃sw = xsw

R̃0
7 = R0

7

e sia, tra tutte le possibili, quella a sforzo minimo.

I vincoli sono dati in termini di coordinate del task. Per questo motivo il pro-
blema di ottimizzazione verrà risolto in termini di coordinate di task (quindi
lavorando sull’angolo di elevazione) per poi portare la soluzione ottima nello
spazio dei giunti utilizzando le relazioni di cinematica inversa.
L’ottimizzazione è stata condotta per diversi posizionamenti della mano e i
risultati sono stati uniti e generalizzati attraverso un fit.

In [6] era stato considerato un problema simile in cui il polso destro era
libero di muoversi sul piano orizzontale posto 17 cm sotto il livello delle
spalle. In questo capitolo verrà esteso questo problema a movimenti del pol-
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so nello spazio. Nei successivi capitoli si studieranno problemi con più gradi
di libertà.

6.1 Campionamento dello spazio di task

Come prima cosa si è andati a campionare lo spazio del task (posizione e
orientamento del polso) utilizzando un campionamento classico.
Siano xsw = (x, y, z)T le coordinate spaziali del polso e θ = (θ1, θ2, θ3)T

gli angoli di Eulero relativi all’orientamento del sistema di riferimento S7

rispetto al sistema S0.
Lo spazio di lavoro è stato definito come lo spazio per cui:

x ∈ (−0.5, 0.5)

y ∈ (−0.7,−0.1)

z ∈ (−0.7,−0.1)

(6.1)

Da queste pose andrebbero escluse quelle corrispondenti a una distanza
polso-spalla maggiore della lunghezza del braccio teso. Per avere una maggior
robustezza (anche a fronte del problema dell’indeterminazione dell’angolo di
elevazione in corrispondenza di braccio completamente teso) si sono escluse
tutte le pose in cui la posizione del polso non soddisfacesse:

||xsw|| ≤ 0.90(dse + dwe) = 0.4806 m (6.2)

(figura 6.1) dove, si ricorda, dse = 0.2907 m e dew = 0.2433 m rappresentano
la lunghezza del braccio e dell’avambraccio.
Lo spazio delle coordinate angolari è stato campionato facendo variare ogni
angolo θi con i = 1...3 nell’insieme {−π/3, 0, π/3}. Alcuni dei vettori trovati
corrispondono ad una stessa matrice di rotazione: sono stati semplificati in
modo tale che ogni matrice fosse rappresentata da un solo vettore.
Definiamo, quindi, l’insieme P delle pose, come l’insieme di tutte le possibili
coppie pi = (xi, θi).

6.2 Campionamento dello spazio nullo

L’angolo di elevazione del gomito può assumere valori compresi nell’inter-
vallo [−π;π], ricordando che φ = 0 quando il gomito è nella posizione più
alta che può assumere e che varia in modo conforme alla regola della mano
destra considerando come asse di rotazione il vettore spalla-polso xsw.
L’intervallo in cui varia φ viene campionato con passo dφ = 5◦ ottenendo
l’insieme Φ.

Ad ogni punto pi = (xi, θi) ∈ P viene associato un insieme di angoli di
elevazione Φi = Φ. Per ogni φij ∈ Φi viene definita la coppia vij = (pi, φij)

54



Figura 6.1: Regione campionata corrispondente alle posizioni appartenenti
allo spazio di lavoro originario, in cui ||xsw|| ≤ 0.4806 m.

e vengono eliminati dall’insieme Φi i valori di φij corrispondenti a vij non
soddisfacenti i limiti di giunto.
Detti φLi e φUi il massimo e il minimo valore nell’insieme Φi, il nuovo insie-
me Φi stesso coincide con l’insieme che si otterrebbe campionando con passo
dφ dell’intervallo [φLi;φUi]. Le posizioni pi per cui l’insieme Φi coincide con
l’insieme vuoto, vengono, poi, eliminate da P .
Per ogni coppia (pi, φij ) ammissibile vengono calcolate le attivazioni asso-
ciate per ogni muscolo e il corrispondente sforzo muscolare associato:

Uij = U(pi, φij ) = aTijaij .

In figura 6.2a sono rappresentate le attivazioni dei singoli muscoli per una
posa pi generica, al variare dell’angolo di elevazione φ ∈ Φi; in figura 6.2b
sono rappresentati i corrispondenti valori di sforzo muscolare.
La configurazione del braccio ottima è quella corrispondente all’angolo di
elevazione φi tale che:

φi = argmin
φij

U(pi, φij )

cioè corrispondente allo sforzo muscolare minimo (figura 6.3).

6.3 Conclusioni campionamento

Con questo algoritmo è possibile coprire tutto lo spazio del task in modo
omogeneo, ma il calcolo dello sforzo muscolare viene eseguito per un numero
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Figura 6.2: In figura 6.2a è visibile l’attivazione muscolare dei singoli muscoli
al variare dell’angolo φ. In grigio sono stati riportati i muscoli che danno
un contributo minore per questa particolare posa; quelli più influenti sono
elencati nella legenda.
In figura 6.2b è presente lo sforzo totale calcolato al variare di φ come la
somma dei quadrati delle singole attivazioni.
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Figura 6.3: Posa generica del polso. In viola sono visibili i limiti φL e φU
all’interno dei quali può variare l’angolo φ. In verde è disegnata la posa a
sforzo minimo φ = φ = φBEST

molto elevato di pose. Sia nx il numero dei punti nello spazio cartesiano, nθ
il numero dei punti nello spazio degli orientamenti e nφ il numero dei φ per
ogni posa; lo sforzo muscolare (nel caso peggiore) viene calcolato nxnθnφ
volte.

Per il caso considerato lo spazio di lavoro è stato campionato applicando
le condizioni (6.1) in modo da avere n1 = 15 punti lungo ogni direzione
(corrispondente ad avere passi dx ' 7 cm, dy ' 4 cm, dz ' 4 cm.); ap-
plicando, successivamente, la condizione (6.2) la griglia spaziale si riduce ad
essere composta da nx = 500 punti.Gli orientamenti considerati, dopo aver
effettuato la semplificazione dei doppi, risultano essere nθ = 7. Il numero
delle pose p cos̀ı ottenute risulta essere composto da nP = nxnθ = 3 500 pun-
ti. Lo spazio nullo viene invece campionato con passo dφ = 0.0873 rad = 5◦

ottenendo nφ = 73 angoli. Unendo i campionamenti dello spazio di task e
dello spazio nullo e togliendo le pose non ammissibili in quanto violano i
limiti degli angoli di giunto le pose p del polso analizzate risultano essere
241, corrispondenti a 1 784 terne (x, θ, φ).

Si noti che, andando semplicemente a dimezzare il passo per gli angoli di
Eulero, le pose del task da analizzare diventano 3 123 corrispondenti a 22 583
configurazioni del braccio possibili.

Il passo utilizzato per il campionamento dello spazio nullo può sembrare
elevato, ma sceglierlo minore avrebbe richiesto di valutare un numero molto
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più elevato di pose. Si è quindi preferito utilizzare un passo iniziale dφ = 5◦,
trovare un’approssimazione dell’ottimo e, poi, migliorarla campionando un
suo intorno con un passo di 1◦.

6.4 Random Walk

Una volta ottenuti gli ottimi con il campionamento descritto, è stato appli-
cato l’algoritmo della Random Walk in modo tale da generare nuovi punti
di ottimo, ma con tempi computazionali minori.
I tempi computazionali di OpenSim non sono trascurabili: il programma im-
piega circa 12 secondi (Processore Intel R© CoreTM i7-4500U CPI @ 1.80GHz)
a valutare una posa del braccio (xS , θS , φ). Per un singolo task, considerando
dφ = 5 gradi si ha:

360◦/5◦ · 12 s = 864 s ' 14 min 24 s,

considerando anche il tempo per migliorare l’approssimazione (10 pose ag-
giuntive):

864 s + 10 pose · 12 s = 984 s ' 16 min 24 s.

Il tempo impiegato dalla Random Walk per generare 5 punti (corrispondenti
a un totale di 18 microsteps) è di 35 min 17 s, molto inferiore agli 82 min
richiesti dal campionamento precedente.

6.5 Fit

Una volta ottenuto, per ogni punto p = (x, θ), l’angolo di elevazione corri-
spondente alla posizione del braccio di sforzo minimo, cerchiamo un fit per
poter generalizzare i risultati: cerchiamo, cioè, una funzione che, nota la po-
sizione di task, restituisca una buona approssimazione del migliore angolo
di elevazione del gomito. Per farlo, applichiamo un algoritmo greedy a un
insieme di funzioni di base valutate in corrispondenza dei punti campionati.

Dato un punto p e gli angoli di elevazione del gomito possibili φ ∈ (−π, π)
esiste un sottoinsieme proprio Φ(p) = (φL, φU ) di tale intervallo per cui:

∀φ ∈ Φ(p) la coppia (p, φ) rispetta i limiti di giunto.

Le funzioni di base scelte sono funzioni analitiche nelle coordinate cartesiane
x, y, z e in φL, φU e funzioni trigonometriche negli orientamenti θ1, θ2, θ3,
funzioni della forma:

ax+ by + cz, ax2 + by2 + cz2,
√
ax2 + by2 + cz2

dφU + eφL, dφ2
U + eφ2

L, (dφU + eφL)/(φU − φL)

sin(fθi), cos(fθi), tan(fθi),
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con a, b, c = 0, 1, .., 5, d, e = −1, 0, 1, f = 1/2, 1, 3/2, 2 e i = 1, 2, 3.
Una volta calcolato un primo fit, ogni angolo φ̂i viene vincolato ad essere
compreso tra i suoi limiti: φLi ≤ φ̂i ≤ φUi; e viene definito l’errore di fit
come:

ei = φ̂i − φi.

La funzione cos̀ı trovata è la funzione:

φfit =− 0.7201
√
x2

1 + x2
2 − 2.3196 · 10−3(5x2 − 1)2(5x3 − 1)2(5x1 − 2)

+ 0.6953
√
x2

1 + x2
3 − 1.3309 · 10−5(5x2 − 1)4(5x3 − 1)3(5x1 − 2)3

+ 0.1461 arctan(x3/||x||)− 7.2102 · 10−4(5x2 − 1)4(5x3 − 1)2

− 2.5406 · 10−42(5x3 − 1)(5x1 − 2)5 − 4.1510φU + 2.2070φ2
U

− 3.1394 · 10−1φ3
U + (4.0175φU − 4.0096φL)/(φU − φL)

− 1.1930 · 10−2 cos(θ1/2) cos(3θ2/2) sin(θ3)

+ 2.3016 · 10−2 cos(θ3/2) sin(2θ1) sin(3θ2)

+ 1.8846 · 10−2 cos(5θ3/2) sin(3θ1) sin(θ2).

(6.3)

6.6 Conclusioni

Utilizzando questo fit si ricava un errore massimo di −18.25◦ e un errore
quadratico medio: √√√√ 1

np

np∑
i=1

e2
i = 4.56◦.

In figura 6.4 sono rappresentate due viste della posa corrispondente a er-
rore massimo. In vede chiaro sono rappresentate le configurazioni ottime, in
corrispondenza dello sforzo minimo, in verde scuro la posizione trovata con
il fit. Le due viste a orientamenti diversi permettono di intuire il posiziona-
mento del braccio nello spazio (a sinistra) e, allo stesso tempo, visualizzare
l’errore dell’angolo di elevazione.
In figura 6.5 sono rappresentati i risultati del fit. In alto sono rappresentati
in blu gli angoli di elevazione ottimi calcolati per i task considerati (φ) e in
rosso le stime ottenute tramite fit φ̂; In centro sono rappresentati i corrispon-
denti errori di fit e = φ̂ − φ. In basso è presente l’istogramma degli errori.
La distribuzione a campana fa ipotizzare la bontà del fit trovato. L’errore
massimo è minore di 20◦.
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Figura 6.4: Due viste della posa corrispondente all’errore di fit massimo.
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61



62



Capitolo 7

Posizionamento della mano
con utensile a simmetria
assiale

In questo capitolo si intendono riprendere i concetti trattati in precedenza
ed applicarli ad un task che prevede l’utilizzo di un utensile.

Si consideri il braccio destro nell’atto di impugnare un utensile come
definito nel capitolo 5. L’utensile è un trapano la cui punta, rispetto al
sistema di riferimento S7 solidale con il polso, ha coordinate:

x7
tw =

 −d9

0
d8


con d8 = 0.10 m e d9 = 0.25 m.

y
t

x
t

z
t

y
7

z
7

x
7

Figura 7.1: Mano che impugna il trapano: sono visibili i due sistemi di
riferimento S7, con origine nel polso, e St con origine nella punta del trapano.
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Siano q le coordinate di giunto corrispondenti alla posa del braccio; siano
xst e R0

t la posizione e l’orientamento del sistema di riferimento St centrato
nella punta del trapano, rispetto al sistema di riferimento S0 con origine
coincidente con la spalla; sia, infine, φ l’angolo di elevazione del gomito as-
sociato alla configurazione del braccio in considerazione.

Si ricordi che, data la simmetria assiale della punta del trapano, imporre
il suo orientamento equivale a fissare il valore dei soli primi due angoli di
Eulero θ1, θ2 associati al sistema di riferimento St. Il terzo, θ3, rimane libero
di variare senza che la richiesta venga violata.

Il problema che si vuole risolvere è il seguente:

Dati una posizione e un orientamento desiderati per la punta
del trapano (xst, θ1 e θ2), determinare la configurazione nello
spazio dei giunti q̃, corrispondente ad avere la punta del trapano
in posizione x̃st, orientamento dato da θ̃1, θ̃2 e θ̃3 e angolo di
elevazione φ̃, che soddisfi la condizione:

x̃st = xst

θ̃1 = θ1

θ̃2 = θ2

e sia, tra tutte le possibili, quella a sforzo minimo.

Anche in questo secondo caso i vincoli sono dati in termini di coordinate del
task e, quindi, risulterà più comodo risolvere il problema di ottimizzazione
rispetto alle due coordinate libere di variare (angolo di elevazione φ e terzo
angolo di Eulero θ3) per poi riportare i risultati ottenuti in termini di coor-
dinate di giunto.
Il problema è stato applicato a diversi casi di task e i risultati sono stati
uniti e generalizzati con un fit.

7.1 Campionamento dello spazio di task

Come prima cosa si è andati a campionare lo spazio di task (posizione della
punta e primi due angoli di Eulero) con un campionamento classico.
Siano xst = (x, y, z)T le coordinate spaziali del polso e θ = (θ1, θ2, θ3)T

gli angoli di Eulero relativi all’orientamento del sistema di riferimento St
rispetto al sistema S0. Lo spazio di lavoro è stato definito come lo spazio

64



per cui:

x ∈ (−0.3, 0.3)

y ∈ (−0.7,−0.1)

z ∈ (−0.6,−0.1)

In questo caso, non è possibile eliminare le pose corrispondenti a braccio
teso: per conoscere la distanza del polso dalla spalla è necessario conoscere
completamente l’orientamento del trapano. Sarà possibile effettuare l’elimi-
nazione solo in seguito conoscendo il valore di θ3.
Lo spazio delle coordinate angolari è stato campionato facendo variare gli
angoli θ1 e θ2 nell’insieme {−π/3, 0, π/3}.

Definiamo l’insieme T delle configurazioni del task, come l’insieme di tutte
le possibili coppie t = (xi, θ12j), dove il vettore θ12j = (θ1j , θ2j).

7.2 Campionamento dello spazio nullo

Fissando la posizione t ∈ T dell’utensile, le variabili indipendenti che posso-
no variare senza violare la richiesta del task sono due: φ e θ3. Sono quindi
2 i gradi di ridondanza associati al compito considerato ed è pari a 2 la
dimensione dello spazio nullo.

Per ridurre la complessità del problema si è deciso di suddividerlo in due
sotto-problemi di ottimizzazione a un solo grado di libertà:

• si campiona lo spazio Θ3 in cui varia il terzo angolo di Eulero (figura
7.3a);

• fissato θ3 ∈ Θ3 si campiona l’intervallo in cui varia l’angolo di eleva-
zione φ ad esso associato e si trova l’ottimo (figura 7.3b);

• ad ogni valore di θ3 è, quindi, associato un solo angolo di elevazione φ
e il relativo sforzo muscolare (figura 7.3c);

• si calcola l’ottimo rispetto a θ3 che porta alla risoluzione del problema
globale (figura 7.3d).

In figura 7.2 e in figura 7.3 sono schematizzati i vari passaggi.

Campionamento di θ3

Facendo variare l’angolo θ3 all’interno dell’intervallo (−π, π) con passo dθ3

si è ottenuto lo spazio Θ3 e si sono unite tutte le combinazioni dei task e
degli angoli θ3 nell’insieme dei punti dello spazio P :

P = {p(i,j) : p(i,j) = (ti, θ3j), ti ∈ T ∧ θ3j ∈ Θ3}.
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TASK ti

θ
3j

pk

v(k,l)

φl

BEST ti

θ
3j

pk,Uk

v(k)

p(i,j)

p(i)

φ(k)

Figura 7.2: Schema dei passaggi per il campionamento (da TASK a vk,l) e
per l’ottimizzazione (da v(k) a BEST.)

Per ogni p(i,j) sono state calcolate le corrispondenti posizioni del polso
xsw(i,j) ed eliminate dall’insieme P i valori p(i,j) non soddisfacenti la di-
suguaglianza:

||xsw(i,j)|| ≤ 0.90(dse + dwe) = 0.4806 m

dove, si ricorda, dse = 0.2907 m e dew = 0.2433 m rappresentano la lunghezza
del braccio e dell’avambraccio.
Al variare di j, sono state poi semplificate le pose p(i,j) corrispondenti a uno
stesso orientamento del sistema di riferiemnto St.
Sono, quindi, stati eliminati dall’insieme T i valori ti per cui:

∀θ3j ∈ Θ3, p(i,j) = (ti, θ3j) /∈ P.

Campionamento di φ

L’intervallo in cui varia φ (intervallo [−π;π]) è stato campionato con passo
dφ ottenendo l’insieme di punti Φ.

Ad ogni punto pk ∈ P viene associato un insieme di angoli di elevazione
Φk = Φ. Per ogni φl ∈ Φk, come nel caso a un grado di libertà, viene defi-
nita la coppia v(k,l) = (pk, φl) e vengono eliminati dall’insieme Φk i valori di
φl corrispondenti a v(k,l) non soddisfacenti i limiti di giunto.
Vengono, quindi, eliminate da P le posizioni pk per cui l’insieme Φk coincide
con l’insieme vuoto e, in modo analogo, vengono eliminate le posizioni del
task ti ∈ T non corrispondenti ad alcun pk = p(i,j).

Si noti che, detti φLk e φUk il massimo e il minimo valore nell’insieme Φk,
l’insieme Φk risulta coincidere con il campionamento con passo dφ dell’in-
tervallo [φLk;φUk].
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Figura 7.3: Esempio di procedimento per un generico task.
a) diversi posizionamenti del braccio trovati al variare di θ3 per φ = π ;
b) per il valore intermedio sono rappresentati il massimo e il minimo degli
angoli di elevazione ammissibili (in blu) e l’angolo corrispondente a sforzo
minimo (in verde).
c) posizionamenti del braccio per gli stessi angoli θ3 della figura (a), ma
ognuno corrispondente al proprio angolo di elevazione ottimo.
d) tra tutte le configurazioni al variare di θ3 viene scelta quella a sforzo
minimo.
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Minimizzazione su φ

Per ogni v(k,l) = (pk, φl) ammissibile, vengono calcolate le attivazioni dei
muscoli (a(k,l)) e il corrispondente sforzo muscolare:

U(k,l) = U(v(k,l)) = aT(k,l)a(k,l).

Fissato, pk, la configurazione del braccio ottima è quella tale che:

v(k) = argmin
v(k,l)

U(v(k,l)).

La configurazione ottima può essere identificata tramite il valore di φ = φ(k)

per cui:

v(k) =
(
pk, φ(k)

)
.

A questo punto, fissando un task e il terzo angolo di Eulero, sono note
la posizione del braccio ottima e il corrispondente sforzo muscolare Uk =
U(v(k)): noto il task, l’ottimizzazione deve essere effettuata sul solo angolo
di Eulero.

Minimizzazione su θ3

Fissato un task ti, la configurazione del braccio che la risolve con sforzo
minimo è ottenuta da:

p(i) = argmin
p(i,j)

U(p(i,j))

dove alla posa p(i,j) = pk è associato lo sforzo Uk calcolato nella prima

ottimizzazione. Il terzo angolo di Eulero ottimo per ti è θ3: l’angolo associato
alla posa

p(i) = p(i,j) = pk.

Con questa suddivisione, l’ottimo complessivo è caratterizzato dagli angoli:{
θ3 = θ3j

φ = φ(k)

7.3 Conclusioni del campionamento

Lo spazio è stato campionato in modo selettivo e omogeneo. Per lo spazio del
task sono stati usati passi di 0.10 m lungo le direzioni dello spazio (x, y, z)
e di 60◦ = π/3 rad per gli angoli. Per lo spazio nullo sono stati usati passi
dφ = dθ3 = 2◦ = 0.0349 rad.
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Suddividere l’ottimizzazione in due sottoproblemi ha permesso di utilizzare
l’approssimazione dell’angolo φ ottenuta per il primo caso di studio.
Il particolare andamento della funzione sforzo muscolare al variare di φ (pre-
sentata nel capitolo precedente) permette di dedurre che se un angolo di
elevazione è punto di ottimo in un suo intorno abbastanza ampio, è anche
ottimo globale.
Fissato l’angolo θ3 da analizzare, diventa, quindi, possibile calcolare il valore
ottimo di φ attraverso stime successive:

• si pone φ̂ pari alla stima ottenuta dal fit per il singolo grado di libertà;

• vengono calcolati gli sforzi muscolari associati agli angoli di elevazione
appartenenti all’intervallo [φ̂− 10◦, φ̂+ 10◦];

• se φ̂ coincide con la posa a sforzo minimo, è l’ottimo globale;

• altrimenti φ̂ viene aggiornato con l’angolo considerato corrispondente
allo sforzo minimo sull’intervallo e si procede iterativamente.

In questo modo l’angolo di elevazione ottimo viene calcolato senza valutare
tutte le (numerose) configurazioni ammissibili.

7.4 Fit

Partendo dai valori di θ3 e φ corrispondenti a sforzo minimo ottenuti per i
task campionati t = (x, θ12), cerchiamo una funzione che, date le variabili
di task x, θ1 e θ2 e i limiti degli intervalli ammissibili per le variabili θ3 e φ,
generalizzi tali risultati anche ad altri punti dello spazio.

Limiti dei valori ammissibili per θ3 e φ

Calcolare i limiti in cui può variare θ3 non è immediato: l’insieme Θ3 in
cui varia può essere formato da un singolo intervallo o dall’unione di due
intervalli. Nel caso l’insieme coincida con un solo intervallo (figura 7.4a-b,
settori rosa), i suoi limiti vengono subito definiti:

θ3L, θ3U : Θ3 = [θ3L, θ3U ].

Sperimentalmente s̀ı è osservato che, nel caso in cui Θ3 sia l’unione di due
intervalli, rappresentandoli sul cerchio di raggio unitario, l’ottimo appartiene
sempre al settore situato più “in basso” (figura 7.4b-d-e-f, settori in rosa).
θ3L e θ3U vengono, quindi, definiti come gli estremi di questo intervallo.
I limiti dell’intervallo in cui può variare φ ([φL, φU ]) sono noti solo in
funzione di θ3. Seguendo la notazione introdotta nelle prime sezioni, sia
Φk = [φLk, φUk] l’intervallo in cui varia φ in corrispondenza di θk.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 7.4: Limiti per θ3 corrispondenti a diversi task: i settori rosa corri-
spondono agli intervalli in cui varia θ3, in verde è rappresentato il valore
ottimo, in blu il valore ottenuto con il fit.

Considerando solo i valori θk appartenenti agli intervalli “bassi”, vengono
definiti l’insieme Φ e i valori φL, φU nel seguente modo:

Φ =
⋃
k

Φk

φL = min
k
φLk = min

φ∈Φ
φ

φU = max
k

φUk = max
φ∈Φ

φ.

Fit di θ3

Per cercare una formulazione generale dell’andamento di θ3 utilizziamo re-
gressori ottenuti dalle variabili di task x, θ1 e θ2 e dai valori limite di θ3

(θ3L e θ3U ) sulla matrice di rotazione:

Rθ3 =

 cos θ3 − sin θ3 0
sin θ3 cos θ3 0

0 0 1

 .

Inizialmente vengono cercate delle funzioni che approssimino i vari elementi,
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cioè due funzioni c3 e s3 tali che:{
c3 = c3(x, θ1, θ2, θ3L, θ3U ) ' cos θ3

s3 = s3(x, θ1, θ2, θ3L, θ3U ) ' sin θ3

e viene creata una matrice R̃:

R̃ =

 c3 −s3 0
s3 c3 0
0 0 1

 .

La matrice ottenuta, in generale, non è una matrice di rotazione. Per ottenere
la matrice di rotazione R̃θ3 a cui si avvicina maggiormente, si utilizza la
decomposizione a valori singolari.

Decomposizione SVD

Detta M una matrice reale o complessa m× n, si definisce la sua decompo-
sizione SVD come la seguente fattorizzazione:

M = UΣV ∗,

dove U è una matrice unitaria di dimensioni m×m, Σ è una matrice rettan-
golare diagonale di dimensioni m × n e V ∗ è la trasposta coniugata di una
matrice unitaria V di dimensioni n× n.

Nel caso considerato M = R̃ è una matrice reale quadrata, allora anche
U, Σ e V saranno reali quadrate e V ∗ = V T .
La matrice di rotazione a cui più si avvicina R̃ è la matrice la cui scomposi-
zione SVD produce le stesse matrici U e V e una matrice Σ coincidente con
l’identità. Cioè:

R̃ = UΣV T ⇒ R̃θ3 = UV T .

θ3 viene ricavato di conseguenza utilizzando la funzione arco tangente sugli
elementi di R̃θ3 e i valori ottenuti vengono forzati ad appartenere all’inter-
vallo permesso dai limiti:

θ3L2 ≤ θ̂ ≤ θ3U2.

In figura 7.4 sono rappresentati, per alcune pose, gli intervalli presi in con-
siderazione per il fit, il valore ottimo e il valore approssimato.
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I fit ottenuti per le funzioni c3 e s3 sono i seguenti:

c3 =− 0.2923
√
x2

1 + x2
3 + 2.0282 cos(θ1/2) cos(θ2/2)

+ 0.3354 cos(3θ1/2) sin(θ2)− 1.3438 arctan(x1/||x||)

− 0.6169 arctan(x2/||x||) + 0.1311 arctan(x1/
√
x2

1 + x2
3)

+ 1.0111 arctan(x2/
√
x2

2 + x2
3) + 6.2297 · 10−2(5x3 − 1)(5x1 − 2)2

− 8.1871 · 10−5(5x2 − 1)(5x3 − 1)5(5x1 − 2)3 − 0.1052θ2
3U

− 0.1261θ3Lθ3U + 7.5745 · 10−2θ3L − 2.0212 · 10−2θ2
3Lθ3U

+ 3.4688 · 10−2θ3Lθ
2
3U − 5.0477 · 10−7θ3

3U/(θ3U − θ3L)3;

(7.1)

s3 =− 0.2233
√
x2

2 + x2
3 − 0.3234 cos(θ1/2) sin(θ2)− 0.1378 cos(3θ1/2)

+ 0.2118 cos(7θ2/2) sin(θ1) + 0.5995 arctan(x1/||x||)

− 8.1599 · 10−2 arctan(x1/
√
x2

1 + x2
3) + 1.1784 · 10−3(5x3 − 1)5

− 8.0057 · 10−2(5x1 − 2)− 0.39984θ3L + 4.2727 · 10−2θ3
3L

− 5.5807 · 10−3θ2
3Lθ3U + 3.9550 · 10−2θ3

3U − 0.4443θ3U

+ 3.3352 · 10−3θ3L/(θ3U − θ3L) + 1.6817 · 10−5θ2
3U/(θ3U − θ3L)2

(7.2)

Fit di φ

Consideriamo le coppie task-angolo di elevazione e cerchiamo una funzione
di fit per l’angolo φ definita al variare di x, θ1, θ2, φL e φU .
Applicando l’algoritmo greedy ai punti noti e costringendo i risultati φ̂
ottenuti ad appartenere all’insieme Φ:

φL ≤ φ̂ ≤ φU

si ottiene:

φ̂ =− 6.1529
√
x2

2 + x2
3 + 7.6857 · 10−2 arctan(x2/x3) + 3.9023 · 10−2(10x3 − 2)2

+ 4.6653 · 10−3(5x2 − 1)2(10x3 − 2)− 0.4104(5x2 − 1)3 − 0.1536(5x2 − 1)4

− 1.6350 · 10−2(5x2 − 1)5 + 9.8882 · 10−4(5x2 − 1)(5x3 − 1)(5x1 − 2)2

+ 6.8669 · 10−6(5x2 − 1)5(5x1 − 2)2 − 4.2577 · 10−3 cos(5θ1/2)

− 0.6984φL + 1.2123φU + 0.2957φLφU − 5.0678 · 10−2φ3
U

+ 2.0544 · 10−3φL/(φU − φL).

(7.3)
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Figura 7.5: Errori, in gradi, ottenuti dai due fit. A sinistra per θ3, a destra
per φ.

7.5 Conclusioni

Siano eθ3 e eφ gli errori ottenuti dai fit:

eθ3 = θ̂3 − θ3

eφ = φ̂− φ

In figura 7.5 sono rappresentati gli errori dei fit eθ3 e eφ associati alle pose
e i relativi istogrammi. In figura 7.6 sono visibili le pose a errore massimo
per θ3 (a sinistra) e per φ (a destra).
Introdotto il vettore degli errori:

e =

(
eθ3
eφ

)
si può definire la posa di errore massimo congiunto come la posa in cui la
norma due del vettore degli errori è massima:

||e||2 =
√
e2
θ3
e2
φ,

tale posa è rappresentata in figura 7.7.
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Figura 7.6: Errori massimi. A sinistra errore massimo su θ3, a destra su φ
Per ogni posa, in verde è rappresentata la configurazione ottima, in azzurro
quella ottenuta applicando entrambi i fit.
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Figura 7.7: Errore massimo congiunto. In verde è rappresentata la con-
figurazione ottima, in azzurro quella ottenuta applicando entrambi i
fit.
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Capitolo 8

Compiti bimanuali

In questo capitolo si estende la trattazione precedente al caso di compiti
bimanuali. Con compito bimanuale si intende un qualsiasi compito che pre-
vede l’utilizzo cooperante delle due braccia: dal sorreggere un oggetto, al
mettere il tappo ad una penna, al tenere un oggetto con una mano ed effet-
tuare su di esso delle lavorazioni con l’altra. Le conclusioni tratte nel seguito
saranno relative a un compito generico in cui verrà trascurato il peso degli
oggetti utilizzati, questo permette di tradurlo in un vincolo di posizione e
orientamento relativo dei due polsi.
Nella pratica, dato un compito, l’essere umano può decidere dove svolgerlo.
Per esempio, se il compito è quello di sorreggere un oggetto, lo prenderà in
mano (cioè fisserà posizione e orientamento relativo dei due polsi) e deciderà
dove porre le mani nello spazio in modo da garantire il maggior vantaggio
fisio-meccanico possibile al proprio sistema muscolo-scheletrico.

In questo capitolo ci si propone di cercare una relazione tra i vincoli
fissati e la posizione scelta dall’essere umano. Il problema può essere forma-
lizzato nel modo seguente:

Dati la posizione e l’orientamento relativo del polso sinistro ri-
spetto al polso destro (dRL e RRL), determinare la configurazione
nello spazio dei giunti delle due braccia q̃R, q̃L, corrispondente
ad avere i polsi in posizione x̃R e x̃L, orientamento R̃R e R̃L e
angoli di elevazione φ̃R e φ̃L, che soddisfi:{

R̃TR(x̃L − x̃R) = dRL

R̃TRR̃L = RRL
(8.1)

e sia, tra tutte le possibili, quella a sforzo minimo.

Un compito bimanuale come quello definito è caratterizzato dalla presenza
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di 14 gradi di libertà (dovuti ai 7 giunti per ogni braccio) e da 6 gradi di
vincolo (3 per la posizione e 3 per l’orientamento relativo). Ne consegue che
le variabili su cui effettuare la minimizzazione sono 8.
Come nei casi precedenti è stato effettuato un campionamento dello spazio
del task, un conseguente campionamento dello spazio nullo, la ricerca della
posa ottima ed, infine, il calcolo del fit.

8.1 Campionamento spazio del task

Dato l’elevato numero di gradi di libertà, sono stati generati in modo selet-
tivo tre gruppi di possibili task e, tra questi, ne sono stati analizzati solo
alcuni scelti in modo casuale.
Il primo gruppo è composto da task che ammettono soluzioni simmetriche,
cioè è stato chiesto che per ogni task esista almeno una configurazione che lo
soddisfi in cui il braccio sinistro è simmetrico del destro. Per farlo sono state
scelte delle pose del braccio destro, ricavate le configurazioni simmetriche
del sinistro e, per ogni coppia, calcolato il task che esse soddisfano.
Il secondo gruppo è composto da task in cui il pollice della mano destra è
perpendicolare al piano a cui appartiene il palmo della sinistra.
Il terzo gruppo è, invece, composto da task generati in modo casuale.

In tutti questi tre casi è stato imposto un vincolo di distanza massima:
il vettore che congiunge il polso sinistro al polso destro ha norma minore o
uguale a 50 cm.

8.2 Campionamento spazio nullo

In questo problema lo spazio nullo ha dimensione 8. Per esplorarlo in modo
ragionato si sono seguiti i seguenti passaggi:

• dato un task t si è fatto muovere il polso destro nello spazio (ottenendo
campioni pR);

• per ogni pR ammissibile, sono stati calcolati posizione e orientamento
del braccio sinistro pL in modo da soddisfare il task;

• per ogni pR e per ogni pL si valuta l’angolo di elevazione a sforzo
minimo e ad ognuno si associa lo sforzo muscolare UR o UL trovato;

• a ogni coppia (pR, pL) si associa l’indice di sforzo totale:

UT = UR + UL +
|UR − UL|

2
;

• viene considerata come ottima la posa corrispondente all’indice di
sforzo minimo.
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Fissata la posizione del polso destro, l’angolo di elevazione a sforzo minimo
è stato calcolato andando a migliorare l’approssimazione ottenuta tramite il
fit del caso un grado di libertà. In modo analogo al caso di utilizzo utensile,
se l’angolo di elevazione stimato φ̂R è ottimo in un suo intorno simmetrico,
di semi ampiezza 10◦, viene considerato come ottimo globale, altrimenti si
aggiorna la stima con l’angolo ottimo nell’intervallo e si procede iterativa-
mente.
Per il braccio sinistro si compiono passaggi analoghi applicando il fit in modo
simmetrico.

8.3 Fit

In questo caso, lo scopo del fit è quello di prevedere, dato un compito, dove
si disporranno i polsi e, di conseguenza, come si disporranno le braccia.
Innanzitutto esistono più possibilità sulla scelta delle grandezze su cui effet-
tuare il fit; è, cioè, necessario scegliere quali grandezze calcolare direttamente
e quali ricavare in un secondo momento imponendo, alle prime, il rispetto
del task.
Gli angoli di elevazione dei gomiti φR e φL sono indipendenti dalle altre e
devono essere, di conseguenza, due tra le grandezze ricavate direttamente.
Inoltre, per come è stato campionato lo spazio nullo, risulta ragionevole uti-
lizzare come altre 6 grandezze la posizione e l’orientamento del polso destro.
Lo scopo del fit diventa la stima dei valori di φR, φL, xR, yR, zR e gli elementi
di RR.

Fit posizione polso destro

Applicando l’algoritmo greedy ad ogni coordinata di posizione del polso,
si ottengono tre relazioni che possono essere scritte in forma di prodotto
vettoriale: 

x̂R1 = −STxR1wxR1

x̂R2 = −STxR2wxR2

x̂R3 = −STxR3wxR3

(8.2)

dove SxRi, i = 1, 2, 3 sono dei vettori contenenti i regressori scelti per la
i−esima variabile e wxRi, i = 1, 2, 3 dei vettori contenenti i rispettivi pesi.
I valori assunti sono riportati nell’Appendice A.

Fit orientamento polso destro

Per l’approssimazione dell’orientamento, si calcolano le matrici di rotazione
R̃R associate agli ottimi e si applica l’algoritmo greedy ad ognuno dei suoi
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elementi ottenendo:

R̂′R =

 r̂11 r̂12 r̂13

r̂21 r̂22 r̂23

r̂31 r̂32 r̂33

 = −

 STr11wr11 STr12wr12 STr13wr13

STr21wr21 STr22wr22 STr23wr23

STr31wr31 STr32wr32 STr33wr33

 . (8.3)

Anche in questo caso Srij , i, j = 1, 2, 3 sono dei vettori contenenti i re-
gressori scelti per l’elemento (i, j) della matrice, wrij , i, j = 1, 2, 3 i vettori
contenenti i rispettivi pesi e i valori ad essi associati sono riportati in forma
estesa nell’Appendice A.

In generale, la matrice R̂′R cos̀ı ottenuta non è una matrice di rotazione.

Per ricavare quella che più le somiglia R̂R, come già visto nel caso di utiliz-
zo utensile, viene applicata la decomposizione SVD, cioè dette U , Σ e V le
matrici ottenute dalla decomposizione di R̂′R:

R̂′R = UΣV T .

La matrice R̂R viene calcolata come:

R̂R = UV T .

Usando R̂R sarebbe possibile ricavare gli angoli di Eulero ad essa associati
e calcolare un indice di bontà del fit basandosi sulla differenza tra gli angoli
ottenuti e gli angoli dati. Questo, però, non è efficiente in quanto non dà
un’idea intuitiva dell’errore effettivo e non tiene conto del fatto che terne di
angoli diverse possano portare a orientamenti simili.
Per superare questo problema si è scelto di considerare un errore in posizione:
l’errore della distanza assoluta (rispetto al sistema di riferimento S0) tra
polso sinistro e polso destro (figura 8.1).
Detta d̃RL la posizione relativa xL − xR nel caso ottimo:

d̃RL = R̃RdRL

e d̂RL l’analoga posizione relativa ottenuta tramite fit:

d̂RL = R̂RdRL

l’errore viene definito come la differenza tra i due:

eθ = d̂RL − d̃RL = (R̂R − R̃R)dRL

corrispondente alla parte di errore che si ottiene sul polso sinistro dovuta
alla sola orientazione del destro.
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dRL
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~

^

Figura 8.1: Definizione di errore di orientamento: la mano gialla rappresenta
un possibile orientamento ottimo, quella rosa un orientamento ottenuto tra-
mite fit; sono visibili i vettori distanza d̃RL e d̂RL e l’errore di orientamento
visto come la loro differenza.

Fit angoli di elevazione

Definite le approssimazioni della posizione e dell’orientamento del polso de-
stro, si ricavano quelle del sinistro invertendo le relazioni (8.1). Le uniche due
incognite rimaste, risultano essere gli angoli di elevazione delle due braccia.
Per evitare una situazione in cui l’errore di posizione e orientamento delle
mani è elevato, gli angoli di elevazione del gomito sono molto simili a quelli
della posizione ottima, ma l’unione dei due risultati generi un posizionamen-
to complessivo poco “umano”, si è scelto di ricavare gli angoli di elevazione
applicando il fit ottenuto per il primo grado di libertà alle posizioni delle
braccia ottenute dalla 8.2 e dalla 8.3.
In questo modo l’angolo di elevazione trovato potrebbe risultare diverso da
quello ottimo, ma risulta consistente con il posizionamento complessivo delle
braccia.

Conclusioni del fit

In figura 8.2 sono rappresentati gli istogrammi degli errori dovute al fit sul
posizionamento e sull’orientamento del polso destro.
In figura 8.3 è rappresentata la posa in corrispondenza dell’errore massimo
per la posizione del polso destro: a sinistra sono visibili due viste della po-
sizione ottima, a destra due viste della posizione ottenuta tramite fit.
In figura 8.4 sono rappresentate le stesse pose, ma in corrispondenza dell’er-
rore massimo per l’orientamento eθ.
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Figura 8.2: Istogramma degli errori: a sinistra errori di posizione del pol-
so exR, a destra errori di orientamento eθ. Le righe corrispondono alle
componenti x, y, z dei vettori.

In figura 8.5 è rappresentata la posa in cui l’unione dei fit genera l’errore
massimo, visto come errore massimo sulla posizione del polso sinistro.
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Figura 8.3: Posa a errore massimo per la posizione del polso destro. A sinistra
due viste della posa a sforzo minimo, a destra le due viste corrispondenti
per la posa ottenuta tramite fit.
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Figura 8.4: Posa a errore massimo per l’orientamento del polso destro. A sini-
stra due viste della posa a sforzo minimo, a destra le due viste corrispondenti
per la posa ottenuta tramite fit.

81



−0.5 −0.
−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

−0.5 −0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 4 −0.3 −0.2 −0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

−0.5 −0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

xL

−0.5 −0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

Figura 8.5: Posa a errore massimo per la posizione del polso sinistro. A sini-
stra due viste della posa a sforzo minimo, a destra le due viste corrispondenti
per la posa ottenuta tramite fit.

8.4 Applicazione al robot FRIDA

Nel caso di compiti bimanuali, si è proceduto al trasferimento dei risultati
ottenuti applicandoli sul robot FRIDA (Friendly Robot for Industrial Dual
Arm) sviluppato da ABB e disponibile nel laboratorio MERLIN del Di-
partimento di Elettronica, Informazione e Bioingegneria del Politecnico di
Milano. L’obiettivo è di verificare se una strategia di risoluzione della ridon-
danza studiata sul modello biomeccanico delle braccia umane possa essere
trasferita a un robot antropomorfo e valutare la qualità del moto risultante.

Prima di eseguire la verifica sperimentale dei risultati sono stati definiti dei
sistemi di riferimento aggiuntivi. Oltre ai sistemi di riferimento nel “mondo
UOMO” definiti in precedenza (il sistema di riferimento fisso S0 e i sistemi
solidali alle due mani SR e SL), sono stati definiti tre sistemi di riferimento
analoghi nel “mondo FRIDA” (S0F , SRF , SLF ) nel seguente modo (figura
8.6):

• S0F è ottenuto da S0 attraverso una rotazione di −π e una successiva
traslazione dUF = (−0.081, 0,−0.431)T ;

• SRF è ottenuto da SR applicando una matrice di rotazione R−1, in

82



SR

SL

SLF

SRF

S0

S0F

TU

TF

L

(xR
U, θR

U)

A

(xF
U, θF

U)

R

Figura 8.6: Confronto dei sistemi di riferimento usati in precedenza (in rosso)
e quelli FRIDA (in blu)

cui:

R =

 0 0 −1
0 −1 0
−1 0 0

 ;

• SLF è ottenuto da SL applicando una matrice di rotazione L−1, in cui:

L =

 0 1 0
0 0 −1
−1 0 0

 ;

Dati questi sistemi, ogni grandezza (posizione della mano destra e posizione
relativa della mano sinistra) viene definita nei due “mondi” applicando il
procedimento seguente:

• il task nel “mondo FRIDA” TF = (pF , θF ) descritto in millimetri
per la posizione e gradi per l’orientamento relativo viene convertito in
metri e radianti;

• per considerare le diverse scale su cui lavorano il robot e il modello
umano, il task viene riproporzionato all’essere umano rapportando le
lunghezze dei bracci alle distanze del task:

pF1 = pF
dUOMO

dFRIDA

dove dUOMO = 0.534 m è la lunghezza del braccio umano del modello
e dFRIDA = 0.510 m quella di FRIDA;
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• per ottenere un task contenente la posizione e l’orientamento di SL
rispetto a SR sono state applicate due rotazioni:

{
pU = RT pF ;

RU = RTRFL;

dove TU = (pU , θU ) è il target nel “mondo UOMO” e RF e RU sono
le matrici di rotazione associate a θF e θU ;

• è stato quindi applicato il fit per ricavare posizione xUR e orientamento
θUR della mano destra e per gli angoli di elevazione;

• all’angolo di elevazione del braccio destro è stato aggiunto un angolo
π/2 e a quello del sinistro è stato sottratto lo stesso angolo per passare
dalle convenzioni utilizzate in precedenza a quelle del robot;

• sono state applicate delle rototraslazioni per ricavare la soluzione equi-
valente in “mondo FRIDA”:

{
xFR = AxUR − dUF ;

RFR = ARUR RT ;

dove (xFR, θ
F
R) rappresentano la posizione della mano destra e RUR e RFR

sono le matrici di rotazione associate ai vettori θUR e θFR ;

• la posizione del polso destro è stata, poi, proporzionata al “mondo
FRIDA” dividendo le componenti di xFR per dUOMO e moltiplicandole
per dFRIDA;

• infine, le grandezze trovate, sono state portate da metri e radianti a
millimetri e gradi.

In questo modo, scelti i task, si è utilizzato Matlab per ottenere i risultati del
fit che sono, poi, stati applicati a FRIDA nel linguaggio di programmazione
RAPID ABB. Per i primi 5 task, il codice utilizzato è il seguente:
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PROC taskROB1() ! braccio destro (leader)

SyncMoveOn sync1, motion tasks;

MoveJ pR(1)\ID:=10, v100, fine, tool0;

MoveJ pR(2)\ID:=20, v100, fine, tool0;

MoveJ pR(3)\ID:=30, v100, fine, tool0;

MoveJ pR(4)\ID:=40, v100, fine, tool0;

MoveJ pR(5)\ID:=50, v100, fine, tool0;

SyncMoveOff sync2;

UNDO

SyncMoveUndo;

ENDPROC

PROC taskROB2() ! braccio sinistro (follower)

SyncMoveOn sync1, motion tasks;

MoveJ pL(1)\ID:=10, v100, fine, tool0 \Wobj:=rob1;
MoveJ pL(2)\ID:=20, v100, fine, tool0 \Wobj:=rob1;
MoveJ pL(3)\ID:=30, v100, fine, tool0 \WObj:=rob1;
MoveJ pL(4)\ID:=40, v100, fine, tool0 \WObj:=rob1;
MoveJ pL(5)\ID:=50, v100, fine, tool0 \WObj:=rob1;
SyncMoveOff sync2;

UNDO

SyncMoveUndo;

ENDPROC

dove nella funzione pR sono stati inseriti i risultati numerici del fit calcola-
to per ogni task e pR(i) restituisce le posizioni assolute della mano destra
e l’angolo di elevazione relativo dell’i-esimo compito; nella funzione pL per
ogni posa è stato inserito il valore numerico dell’unico grado di libertà del
braccio sinistro: pL(i) restituisce l’i-esimo task e l’angolo di elevazione del
braccio sinistro.
La funzione MoveJ permette di muovere la mano nello spazio dei giunti;
\ID:=N permette di eseguire in modo sincrono le istruzioni con lo stesso
numero N; v100 limita la velocità dei movimenti e \Wobj:=rob1 permette
di utilizzare le coordinate restituite da pL(i) come relative a rob1 (mano
destra) definito nel seguente modo:
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! moto relativo braccio destro

VAR syncident sync1;

VAR syncident sync2;

PERS tasks motion tasks2:=[["T ROB2"],["T ROB1"]];

PERS wobjdata rob1 := [FALSE,FALSE,"ROB 1",

[[0,0,0],[1,0,0,0]],[[0,0,0],[1,0,0,0]]];

! moto relativo braccio sinistro

VAR syncident sync1;

VAR syncident sync2;

PERS tasks motion tasks2:=[["T ROB2"],["T ROB1"]];

PERS wobjdata rob1;

In figura 8.7 è visibile un confronto tra le posture assunte dal robot e le
posture assunte dal modello utilizzato nei capitoli precedenti. Si può vedere
come, per tutti i compiti, il robot riesca a posizionarsi in un modo perce-
pito come naturale; la posa che può sembrare meno “human-like” è quella
riportata in figura 8.7d dove i gomiti sono posizionati più in basso rispetto
a ciò che ci si aspetterebbe.
L’errore è però comprensibile osservando che si sta ipotizzando la validità
del fit per l’angolo di elevazione in una zona dello spazio esterna a quella
su cui era stato calcolato. In particolare i campioni di punti su cui si basa
erano caratterizzati da z ∈ (−0.7,−0.1), mentre nella posa in figura la mano
sinistra è situata leggermente all’esterno di tale intervallo: zL = −0.02.
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Figura 8.7: Confronto tra modello umano e robot FRIDA che eseguono i
medesimi task
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Capitolo 9

Conclusioni

Dato un compito da eseguire, una struttura cinematica non ridondante pos-
siede una sola configurazione o un numero finito di configurazioni possibili
per soddisfarlo. Nel caso siano presenti un numero di gradi di libertà maggio-
re rispetto a quelli strettamente necessari, esisteranno infinite configurazioni
in grado di soddisfare la richiesta. La libertà di adottare una configurazione
tra le molte possibili si traduce sia in una maggior flessibilità della struttura
sia nel problema di dover scegliere un criterio per prediligerne una rispetto
alle altre.
La similarità cinematica tra il manipolatore robotico ridondante e il braccio
umano suggerisce di prendere ispirazione dal criterio di risoluzione della ri-
dondanza cinematica inconsciamente adottato dall’uomo per trasferirlo alla
generazione del moto per il braccio robotico. Con la diffusione dei manipo-
latori in ambienti condivisi con l’uomo, diventa infatti necessario cercare di
rendere i loro movimenti il più “umani” possibili: l’operatore umano deve
poterli leggere come prevedibili in modo che diminuisca il disagio e aumen-
ti la percezione di sicurezza. Se il braccio umano non fosse una struttura
cinematica ridondante (ovvero, per esempio, avessimo una spalla che con-
ferisce solo due gradi di libertà di rotazione), dato un compito esisterebbe
un’unica configurazione capace di soddisfarlo. Non essendo cos̀ı è necessario
capire come esso risolva la propria ridondanza in modo da applicare le stesse
regole al movimento dei manipolatori. É stato dimostrato [8] che il criterio
adottato è quello di scegliere, tra due configurazioni possibili, quella che
garantisce il maggior vantaggio fisio-meccanico possibile per il suo sistema
muscolo-scheletrico.

In questa tesi sono state considerate diverse situazioni a cui applicare
il problema della risoluzione della ridondanza. Dato un compito sono sta-
te analizzate le configurazioni capaci di soddisfarlo: utilizzando un modello
biomeccanico dell’arto umano, ad ogni configurazione è stato assegnato un
indice di sforzo muscolare necessario per mantenere la postura ed è stata
trovata, tra le possibili, quella maggiormente vantaggiosa (cioè quella a sfor-
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zo minimo). Questo procedimento è stato eseguito in tre diverse situazioni:
la prima, per compiti semplici in cui vengono vincolate la posizione e l’o-
rientamento del polso; in questo caso lo spazio degli automovimenti in cui
muoversi per scegliere la posa ottima, ha dimensione 1 ed è stato caratteriz-
zato in termini di angolo di elevazione.
La seconda, per compiti di utilizzo di un utensile a simmetria assiale (tra-
pano), in cui vengono vincolati la posizione della punta del trapano e due
angoli di Eulero; lo spazio nullo viene definito in funzione del terzo angolo
di Eulero e dell’angolo di elevazione.
La terza, per i compiti bimanuali, in cui, fissato posizione e orientamento
relativo tra i polsi, le braccia risultano libere di muoversi nello spazio; in
questo caso a 8 gradi di ridondanza, si è analizzata la relazione tra il posi-
zionamento di entrambe le braccia e lo sforzo totale. Per ognuno di questi
tre casi è stata trovata una funzione che, dato un task, restituisce un’appros-
simazione del valore da assegnare alle variabili dello spazio nullo affinché la
posa del braccio corrispondente sia naturale e “human-like”.
In particolare, per il primo caso, la funzione lega l’angolo di elevazione del
gomito alla posizione della mano; nel secondo caso dato il punto in cui effet-
tuare il foro, grazie alla funzione è possibile stimare il terzo angolo di Eulero
e l’angolo di elevazione; nel terzo caso, invece, data la posizione e l’orien-
tamento relativo delle due mani, la relazione trovata permette di decidere
dove porre la mano destra e, di conseguenza (imponendo i vincoli di task)
la sinistra, e di stimare gli angoli di elevazione delle due braccia.

Sviluppi futuri

Due possibili sviluppi futuri riguardano il miglioramento di due punti critici
del fit trovato nel caso dei compiti bimanuali:

• dato il numero elevato di gradi di libertà su cui effettuare l’ottimizza-
zione, si potrebbero suddividere in gruppi i possibili compiti da effet-
tuare e calcolare un fit per ognuno di essi in modo da stimare in modo
più preciso la posizione e l’orientamento della mano destra. Per esem-
pio si potrebbero dividere i compiti in cui le mani distano tra loro più
di 0.40 m (pari alla larghezza delle spalle) dagli altri, oppure dividere
quelli in cui i palmi delle mani sono rivolti uno verso l’altro da quelli
in cui appartengono a piani perpendicolari;

• l’ultimo fit calcolato per la posizione e l’orientamento della mano de-
stra, inoltre, non tiene conto dell’eventualità in cui i risultati ottenuti,
o la corrispondente posizione della mano sinistra, non siano raggiun-
gibili in termini di limiti di giunto. Si potrebbe, quindi, cercare un
metodo per correggere i risultati ottenuti in questi casi in modo da
ottenere comunque una posizione ammissibile.
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Appendice A

Fit per compiti bimanuali

Sono qui riportati i risultati del fit per lavori bimanuali.
Per alleggerire la notazione sono stati indicati con θi i = 1, 2, 3 gli angoli di Eulero
della matrice RRL e con d = (d1, d2, d3)T il vettore di distanza relativa dRL.
Allora: 

x̂R1 = −ST
xR1wxR1

x̂R2 = −ST
xR2wxR2

x̂R3 = −ST
xR3wxR3

e

R̂′R =

 r̂11 r̂12 r̂13
r̂21 r̂22 r̂23
r̂31 r̂32 r̂33

 = −

 ST
r11wr11 ST

r12wr12 ST
r13wr13

ST
r21wr21 ST

r22wr22 ST
r23wr23

ST
r31wr31 ST

r32wr32 ST
r33wr33

 ;

SxR1 =



||d||
arctan(d2/

√
d22 + d23)
5d2 − 1

(5d2 − 1)4(5d3 − 1)5

(5d2 − 1)2(5d3 − 1)(5d1 − 2)4

(5d2 − 1)2(5d3 − 1)4(5d1 − 2)4

(5d2 − 1)2(5d3 − 1)(5d1 − 2)5

(5d2 − 1)2(5d3 − 1)5(5d1 − 2)5

cos(7θ3/2)
cos(θ3/2) sin(θ2)

cos(θ1/2) cos(θ2/2) cos(7θ3/2)
sin(2θ2) sin(θ1)

cos(3θ3/2) cos(7θ2/2) sin(θ1)
sin(2θ1) sin(2θ3) sin(θ2)

cos(3θ2/2) cos(5θ1/2) cos(5θ3/2)



; wxR1 =



2.3016 · 10−1

1.6610 · 10−1

−1.2693 · 10−1

6.6370 · 10−5

−2.7415 · 10−4

4.2116 · 10−4

−9.0640 · 10−5

−3.8302 · 10−6

−7.6131 · 10−2

−4.9602 · 10−2

9.7637 · 10−2

1.6908 · 10−2

8.8799 · 10−2

6.5340 · 10−2

5.5024 · 10−2



;
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SxR2 =



1
(5d1 − 2)5

cos(θ3/2)
cos(θ2/2) sin(2θ3)

sin(2θ2)
cos(7θ2/2) sin(3θ3)

cos(θ1/2) cos(θ2/2) sin(2θ3)
cos(θ1/2) cos(3θ2/2) sin(θ3)

sin(θ1)
cos(θ2/2) sin(3θ3) sin(θ1)

sin(2θ1) sin(3θ3) sin(θ2)
cos(5θ1/2) cos(3θ3/2)

cos(3θ2/2) cos(5θ1/2) cos(7θ3/2)
sin(3θ1) sin(3θ3)

cos(3θ2/2) cos(7θ1/2) cos(5θ3/2)



; wxR2 =



2.7542 · 10−1

−1.0533 · 10−5

−3.0398 · 10−2

−6.0343 · 10−2

−8.6399 · 10−3

2.1682 · 10−3

5.5238 · 10−2

−7.1428 · 10−2

1.9140 · 10−2

−1.8595 · 10−3

−2.8564 · 10−2

1.1467 · 10−2

1.7779 · 10−2

8.6029 · 10−3

−3.3983 · 10−2



;

SxR3 =



1
(5d2 − 1)5(5d1 − 2)3

(5d3 − 1)(5d1 − 2)5

(5d3 − 1)4(5d1 − 2)5

(5d3 − 1)5(5d1 − 2)5

sin(3θ3) sin(θ2)
cos(θ1/2) cos(θ2/2) sin(3θ3)

cos(θ1/2) sin(θ2)
cos(θ1/2) cos(θ3/2) sin(θ2)

cos(5θ3/2) cos(7θ2/2) sin(θ1)
cos(3θ1/2) sin(2θ2) sin(θ3)

cos(θ2/2) sin(2θ1)
cos(5θ1/2) sin(3θ3)

cos(θ2/2) cos(5θ1/2) cos(3θ3/2)
cos(3θ3/2) cos(5θ2/2) cos(7θ1/2)



; wxR2 =



2.2637 · 10−1

1.0237 · 10−5

−7.9436 · 10−5

−2.0531 · 10−5

−5.0746 · 10−6

−7.2977 · 10−2

2.1835 · 10−1

6.0589 · 10−2

−9.1671 · 10−2

−3.8514 · 10−2

7.3353 · 10−2

−2.0339 · 10−2

−1.2917 · 10−2

−4.3431 · 10−2

−1.6706 · 10−2



;

SrR11 =



√
d22 + d23

arctan(d1/||d||)
(5d2 − 1)2(5d3 − 1)5

(5d2 − 1)3(5d3 − 1)4

5d1 − 2
(5d1 − 2)4

(5d1 − 2)5

cos(θ3/2) cos(3θ2/2)
cos(θ1/2) cos(θ3/2) sin(θ2)

cos(θ1/2) sin(θ2) sin(θ3)
sin(θ1) sin(θ2) sin(θ3)

cos(7θ3/2) sin(2θ1) sin(3θ2)
cos(5θ2/2) sin(3θ1) sin(3θ3)

sin(3θ1) sin(3θ2) sin(3θ3)
cos(7θ1/2) cos(7θ3/2) sin(3θ2)



; wrR11 =



−1.7614 · 10−1

−5.7628 · 10−1

−9.4141 · 10−4

8.0059 · 10−4

−3.1169 · 10−1

−1.3645 · 10−2

−2.6576 · 10−3

−1.4368 · 10−1

−2.4308 · 10−1

−1.1983 · 10−1

4.7485 · 10−1

1.3586 · 10−1

−1.2994 · 10−1

1.5284 · 10−2

1.0520 · 10−1



;
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SrR12 =



arctan(d1/||d||)
(5d3 − 1)2

5d2 − 1
(5d3 − 1)(5d1 − 2)5

cos(θ3/2)
cos(7θ2/2) sin(θ3)

cos(θ1/2)
cos(θ1/2) cos(θ3/2)

cos(θ1/2) cos(θ3/2) sin(θ2)
cos(θ1/2) cos(7θ2/2) sin(θ3)

cos(7θ2/2) sin(θ1)
cos(θ3/2) cos(3θ2/2) sin(2θ1)

cos(5θ1/2) cos(3θ3/2) cos(7θ2/2)
cos(3θ3/2) sin(3θ1) sin(θ2)

cos(θ2/2) cos(3θ3/2) cos(7θ1/2)



; wrR12 =



2.0737 · 10−1

−3.9002 · 10−2

1.4710 · 10−1

1.6624 · 10−4

−5.5070 · 10−1

−9.9937 · 10−2

2.0734 · 10−2

2.5878 · 10−1

3.6124 · 10−1

3.5967 · 10−1

1.9337 · 10−1

8.7442 · 10−2

−1.3376 · 10−1

−1.5232 · 10−1

−8.7142 · 10−2



;

SrR13 =



arctan(d1/
√
d21 + d23)

(5d3 − 1)
(5d2 − 1)2(5d3 − 1)5

cos(θ3/2) sin(θ2)
cos(θ1/2) cos(θ3/2) sin(θ2)

cos(θ1/2) cos(3θ2/2) cos(3θ3/2)
sin(θ1) sin(θ3)

cos(3θ1/2) sin(θ2)
cos(3θ1/2) cos(θ3/2) cos(7θ2/2)

sin(2θ1) sin(θ2)
sin(2θ1) sin(3θ2) sin(θ3)

cos(5θ1/2) sin(3θ3)
cos(θ2/2) cos(3θ3/2) sin(3θ1)

cos(7θ1/2) sin(θ2)
cos(3θ3/2) cos(7θ1/2) sin(3θ2)



; wrR13 =



2.2130 · 10−1

−1.0352 · 10−1

3.8963 · 10−4

−6.7681 · 10−1

1.6223
4.8701 · 10−1

−4.3710 · 10−1

1.9294 · 10−1

2.5588 · 10−1

−2.4063 · 10−1

−3.4235 · 10−1

1.4375 · 10−1

−6.2936 · 10−1

−7.7383 · 10−2

2.6781 · 10−1



;

SrR21 =



||d||
5d2 − 1

(5d3 − 1)2(5d1 − 2)5

(5d3 − 1)5(5d1 − 2)5

cos(3θ3/2)
cos(θ2/2) cos(3θ3/2)

cos(7θ2/2) sin(θ3)
cos(θ1/2) cos(3θ3/2) sin(θ2)

cos(θ1/2) cos((3θ2)/2) sin(2θ3)
cos(θ1/2) cos(5θ2/2) sin(2θ3)

cos(3θ1/2) cos(θ3/2)
sin(2θ1) sin(2θ2)

cos(5θ1/2) sin(θ2)
cos(θ3/2) cos(5θ1/2) sin(2θ2)

cos(7θ1/2) sin(2θ2)



; wrR21 =



−3.6390 · 10−1

−2.9707 · 10−1

1.0038 · 10−4

4.2817 · 10−6

−2.2583 · 10−1

1.6377 · 10−2

1.2267 · 10−1

3.3602 · 10−1

4.2700 · 10−2

6.5726 · 10−2

1.1276 · 10−1

−4.2057 · 10−1

−8.5549 · 10−2

1.8117 · 10−1

−3.2379 · 10−1



;
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SrR22 =



arctan(d1/d3)

arctan(d1/
√
d21 + d22)

1
cos(θ3/2) sin(θ2)

cos(3θ2/2) cos(7θ3/2)
sin(3θ2) sin(3θ3)

cos(θ1/2) cos(5θ3/2) sin(3θ2)
cos(5θ2/2) sin(θ1) sin(θ3)

cos(3θ3/2) sin(3θ2) sin(θ1)
cos(7θ2/2) sin(θ1) sin(θ3)

cos(3θ1/2) sin(3θ2) sin(θ3)
cos(7θ3/2) sin(2θ1) sin(θ2)
cos(5θ1/2) sin(3θ2) sin(θ3)

cos(θ2/2) cos(θ3/2) sin(3θ1)
cos(3θ2/2) cos(7θ1/2) cos(5θ3/2)



; wrR22 =



−6.0540 · 10−2

−5.4600 · 10−1

2.9154 · 10−1

1.2565 · 10−1

−1.8890 · 10−1

2.8153 · 10−1

−2.3417
1.3537
3.7500
−1.7031

3.1265 · 10−1

−3.1318 · 10−1

−2.1968 · 10−1

−5.1212 · 10−1

−2.0142 · 10−1



;

SrR23 =



arctan(d1/||d||)
arctan(d3/

√
d21 + d23)

(5d2 − 1)5(5d1 − 2)2

cos(3θ3/2) sin(θ2)
cos(θ1/2) cos(3θ2/2) sin(θ3)
cos(θ1/2) cos(θ3/2) sin(2θ2)

cos(θ1/2) sin(2θ2) sin(2θ3)
cos(θ2/2) sin(θ1)

cos(5θ2/2) sin(θ1) sin(θ3)
cos(3θ1/2) cos((5θ3)/2)

cos(3θ1/2) cos(3θ2/2) cos(3θ3/2)
cos(5θ1/2) sin(3θ3)
cos(5θ1/2) sin(θ2)

cos(5θ3/2) sin(3θ1) sin(θ2)
cos(5θ2/2) cos(7θ1/2) sin(3θ3)



; wrR23 =



4.9512 · 10−1

−4.3122 · 10−1

−8.1018 · 10−5

1.4321 · 10−1

−5.3367 · 10−1

3.9963 · 10−1

6.3220 · 10−1

3.5726 · 10−1

1.8308 · 10−1

−2.1377 · 10−1

−3.2819 · 10−1

−2.0097 · 10−1

−1.4623 · 10−1

−1.1961 · 10−1

1.5194 · 10−1



;

SrR31 =



arctan(d3/||d||)
(5d3 − 1)2

cos(θ2/2) cos(3θ3/2)
cos(5θ2/2) cos(5θ3/2)

cos(θ1/2) cos(θ2/2) cos(7θ3/2)
cos(θ1/2) sin(θ2) sin(θ3)

cos(θ2/2) sin(θ1)
cos(θ2/2) cos(θ3/2) sin(θ1)
cos(7θ3/2) sin(3θ2) sin(θ1)

cos(θ2/2) cos(3θ1/2)
cos(θ2/2) cos(3θ1/2) sin(2θ3)

cos(3θ1/2) cos(7θ2/2)
cos(5θ3/2) sin(2θ1) sin(3θ2)
cos(7θ2/2) sin(3θ1) sin(θ3)

cos(3θ3/2) cos(7θ1/2) sin(θ2)



; wrR31 =



−7.1638 · 10−1

−3.3135 · 10−2

3.8970 · 10−1

1.1354 · 10−1

−1.2089 · 10−1

−1.0602 · 10−1

2.1159 · 10−1

3.2083 · 10−1

2.5362 · 10−1

1.9875 · 10−1

3.7580 · 10−1

−2.0758 · 10−1

−6.6775 · 10−2

8.0785 · 10−2

−3.4693 · 10−2



;
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SrR32 =



arctan(d1/
√
d21 + d22)

arctan(d1, ||d||)
(5d2 − 1)2(5d3 − 1)
(5d2 − 1)5(5d1 − 2)

(5d3 − 1)5(5d1 − 2)5

(5d2 − 1)(5d1 − 2)5

cos(7θ2/2) sin(2θ3)
cos(θ1/2) sin(2θ3)

cos(θ1/2) sin(θ2) sin(θ3)
cos(θ2/2) sin(θ1)

cos(3θ2/2) cos(3θ3/2) sin(θ1)
cos(5θ1/2) sin(θ2)

cos(θ3/2) cos(5θ1/2) sin(θ2)
cos(3θ3/2) cos(7θ1/2)

cos(3θ3/2) cos(7θ1/2) sin(3θ2)



; wrR32 =



−8.3096 · 10−1

7.9963 · 10−1

6.5257 · 10−2

1.8956 · 10−3

8.8170 · 10−6

−1.8102 · 10−4

7.4026 · 10−2

6.1385 · 10−1

−2.5201 · 10−1

5.4941 · 10−1

−8.5310 · 10−1

−3.0985 · 10−1

4.8669 · 10−1

−2.2945 · 10−1

−2.2450 · 10−1



;

SrR33 =



arctan(d1/||d||)
(5d3 − 1)5

5d2 − 1
(5d2 − 1)2(5d1 − 2)2

(5d2 − 1)3(5d1 − 2)3

cos(θ2/2) cos(θ3/2)
cos(5θ3/2) sin(3θ2)
cos(θ1/2) cos(θ2/2)

cos(θ1/2) sin(2θ2)
cos(θ1/2) cos(5θ3/2) sin(3θ2)

cos(3θ1/2) sin(θ2) sin(θ3)
cos(θ2/2) sin(2θ1)

cos(5θ1/2) sin(θ2) sin(θ3)
cos(5θ1/2) cos(5θ2/2)

cos(7θ1/2) cos(7θ3/2) sin(3θ2)



; wrR33 =



8.2050 · 10−1

1.5246 · 10−3

4.0389 · 10−1

1.8878 · 10−2

−1.2643 · 10−3

−1.3921 · 10−1

−3.8670 · 10−1

2.4381 · 10−1

1.2888 · 10−1

9.2466 · 10−1

2.0629 · 10−1

3.3068 · 10−1

−6.3334 · 10−2

−2.7652 · 10−2

1.4587 · 10−1



;
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