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abstract

We consider, in several contexts, the optimal asset allocation pro-
blem faced by a fund manager, who selects continuously in time an
investment policy to maximize his expected utility of compensation.
The dynamic of the fund is affected by the presence of inflows and
outflows. The fund flows depend on the fund’s performance relative
to a benchmark.

The manager’s salary can be based on the value of assets under
management at the evaluation date or exclusively on the relative
performance.

We find that the optimal policy is always connected to the ben-
chmark’s one and shows risk-shifting behavior or a tracking error
increase in the underperformance region.

sommario

Consideriamo il problema di allocazione ottima in vari contesti mo-
dellistici. Il punto di vista assunto è quello del manager di un fondo
d’investimento, il quale sceglie nel continuo la strategia che gli con-
sente di massimizzare l’utilità attesa derivante dalla retribuzione ri-
cevuta. Introduciamo nella dinamica del fondo la possibilità di flussi
di capitale sia in entrata che in uscita.

Analizziamo diversi schemi retributivi, dipendenti dal valore degli
asset gestiti o dalla performance relativa rispetto ad un benchmark.

Le strategie ottime trovate sono sempre legate a quella del bench-
mark e osserviamo fenomeni di risk-shifting/aumento del tracking
error, specialmente quando la performance del fondo è inferiore a
quella del benchmark.
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I N T R O D U Z I O N E

L’aumento del numero di fondi d’investimento presenti sul mercato
e dei volumi gestiti dagli stessi ha portato negli anni ad un interesse
crescente da parte degli analisti finanziari. Molti studi esaminano i
potenziali agency issue tra shareholder e manager del fondo, analiz-
zando se e come il manager, in seguito a variazioni della performan-
ce relativa rispetto ad un benchmark fissato, modifichi la strategia
di investimento del fondo, e dunque il livello di rischio dello stesso,
rendendolo non in linea con le preferenze degli investitori.

Questo comportamento è legato sia allo schema di compensazione
del manager che alle scelte che compiono gli investitori: il manager
punta alla massimizzazione del proprio compenso, che dipende dal
suo successo nel generare flussi di nuovi investimenti, i quali sono
indirizzati quasi esclusivamente verso quei fondi che hanno perfor-
mance migliori; inoltre c’è evidenza empirica che la relazione tra per-
formance relativa e flussi non sia simmetrica (tipicamente gli outflow
sono minori degli inflow a parità di variazione della performance) né
lineare [Sirri e Tufano (1998), Chevalier e Ellison (1999)].

Se dunque il compenso del manager cresce in proporzione agli af-
flussi di nuovo capitale, la convessità della relazione tra performance
e flussi crea un incentivo implicito a distorcere l’allocazione degli
asset per aumentare la probabilità degli inflow futuri.

Sulla scia della letteratura esistente proponiamo un modello am-
pliato per quanto riguarda lo schema retributivo e analizziamo il
problema di asset allocation che affronta il manager, con l’intento di
quantificare gli effetti degli incentivi sul profilo di rischio del fondo
stesso. Il contratto del manager prevede un compenso dipendente
dal valore degli asset gestiti (management fee) o dalla performance re-
lativa tra il fondo e un benchmark fissato (performance fee); come già
osservato, il confronto con il benchmark influenza le scelte degli inve-
stitori, che investono nel fondo attratti dagli extra return e viceversa
ritirano il proprio denaro in caso di performance relativa negativa:
questi inflow/ outflow incidono direttamente sul valore del fondo.

Analizziamo diverse tipologie di payoff e illustriamo differenze e
analogie tra i vari casi studiati. Tra i payoff studiati includiamo retri-
buzioni di tipo opzione sulla performance, ciò porterà all’utilizzo di
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diverse metodologie risolutive per il problema di ottimo del manager,
come l’equazione di Hamilton Jacobi Bellman ed il metodo martinga-
la. Studiamo infine un modello economico differente dai precedenti,
in quanto il rendimento e la volatilità non sono più costanti ma so-
no a loro volta processi stocastici legati da una dinamica con mean
reversion.

I risultati principali del lavoro di tesi sono che la presenza dei
flow fund comporta un minore rischio per il fondo e quindi per
gli investitori. Inoltre performance fee diverse portano a strategie
del manager diverse tra loro e diversificate tra underperformance e
overperformance.

Il lavoro di tesi ha la seguente struttura: nel Capitolo 1 illustriamo i
principali studi su questi argomenti, da cui traiamo spunto anche per
i capitoli successivi. Nel Capitolo 2 studiamo un modello in cui il va-
lore del fondo è soggetto alla possibilità di inflow/outflow dipenden-
te dalla performance relativa rispetto a un benchmark. Nel Capitolo
3 viene considerato un caso di asset allocation in cui il manager viene
retribuito tramite una fee che dipende dalla performance del fondo
rispetto a un benchmark con diverse tipologie di payoff. Nel Capitolo
4 studiamo un’estensione del modello analizzato da Kim-Omberg in
[14] in cui introduciamo l’aspetto dei flow fund all’interno del mo-
dello che presenta un market price of risk con dinamica mean rever-
ting. Nel Capitolo 5 presentiamo le principali conclusioni derivanti
dal nostro studio sui vari modelli analizzati.
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1
G E S T I O N E D E G L I A S S E T C O N P E R F O R M A N C E
R E L AT I VA E F L O W F U N D

In questo capitolo vengono presentati e analizzati i risultati principa-
li di vari studi sulle strategie di investimento. Nella sezione 1.1 il
compenso del manager è espresso come un’opzione call sul valore
degli asset, nella sezione 1.2 viene trattato il ruolo che hanno i flussi
di capitale se la compensazione dipende dal valore degli asset gesti-
ti, nella sezione 1.3 viene presentato un modello flessibile in cui il
compenso del manager dipende unicamente dalla performance rela-
tiva. La sezione 1.4 è dedicata ai risultati empirici ottenuti negli studi
considerati.

1.1 option compensation

Nell’ambito dello studio degli effetti dello schema di compensazione
sulla propensione al rischio del manager riportiamo i risultati ottenu-
ti in [4], considerati un punto di partenza in molti lavori successivi. Il
caso considerato è quello di un manager, avverso al rischio, remunera-
to tramite un’opzione call sugli asset che gestisce, con valore iniziale
X0. La sua ricchezza alla data finale T è

α (XT −BT )
+ +K

dove α rappresenta il numero di opzioni o la percentuale sui profitti,
BT lo strike price o il payoff benchmark, K include la componente
fissa del compenso e la ricchezza personale. È fondamentale assume-
re che il manager non possa replicare e vendere questa opzione: se
così non fosse il suo obiettivo sarebbe massimizzarne il valore massi-
mizzando la volatilità degli asset gestiti, ed il problema non ammette-
rebbe soluzione. Sul mercato (completo e privo di arbitraggio) sono
presenti un asset privo di rischio con tasso istantaneo r ed n asset
rischiosi. Dato il browniano n-dimensionale W, definito sullo spa-
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1.1 option compensation

zio completo di probabilità (Ω,F, P), i processi di prezzo dei titoli
rischiosi soddisfano

dPi,t

Pi,t
= (rt + µi,t)dt+ σ

′
i,tdWt i = 1, . . . ,n

dove i processi r, µi e σ ′
i soddisfano le ipotesi di misurabilità ri-

spetto alla filtrazione {Ft} e limitatezza. In particolare, la matrice
di covarianza Σ = σσ ′ è invertibile.

Il processo n-dimensionale πt, le cui componenti rappresentano
il valore dell’investimento nei vari titoli rischiosi al tempo t, è una
strategia ammissibile se è {Ft} misurabile, tale che il valore del porta-
foglio non scenda sotto lo zero, e vale

∫T
0
∥πt∥2dt < ∞ q.c. Il valore

del portafoglio evolve secondo

dXt = (rtXt + π
′
tµt)dt+ π

′
tσtdWt

Nel caso generale lo strike BT è una variabile aleatoria {FT } misurabi-
le, positiva e tale che

E[ζTBT ] <∞
dove ζt è lo stochastic discount factor definito da

ζt = exp
{
−

∫t
0

(
rs +

1

2
∥ϑs∥2

)
ds−

∫t
0

ϑ ′sdWs

}
e ϑt = σ

−1
t µt

La soluzione in forma esplicita al problema di ottimizzazione verrà
ottenuta scegliendo BT costante o deterministico rispetto al tempo T .
Il manager sceglie tra le strategie ammissibili quella che massimiz-
za l’utilità attesa dalla ricchezza al tempo finale. La funzione U(x)
appartiene alla famiglia HARA, le condizioni sui parametri garanti-
scono che sia crescente, concava, definita su un dominio che contiene
[K,∞), differenziabile con continuità (almeno) due volte e tale che
limx→∞U ′(x) = 0. Inoltre la funzione inversa dell’utilità margina-
le, I = U

′−1, è ben definita e differenziabile sul suo dominio (0,∞),
decresce ed è convessa.

U(x) =
1− γ

γ

(
A(x−w)

1− γ

)γ

con γ < 1, w < K, A > 0. Il problema di massimizzazione è dunque

max
π

E
[
U(α (XT −BT )

+ +K)
]

(1.1)
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1.1 option compensation

sotto i vincoli

dXt = (rtXt + π
′
tµt)dt+ π

′
tσtdWt e Xt > 0 ∀t ∈ [0, T ] (1.2)

Sfruttando i risultati della martingale pricing theory il problema dina-
mico in (1.1) e (1.2) è equivalente al problema statico

max
XT

E
[
U(α (XT −BT )

+ +K)
]

(1.3)

sotto i vincoli

E[ζTXT ] 6 X0 e XT > 0 (1.4)

Poiché la funzione obiettivo U(α (XT −BT )
+ + K) non è concava in

XT le condizioni al primo ordine non sono sufficienti a determina-
re univocamente una soluzione: questa viene trovata applicando la
metodologia standard alla “versione concava” di U, definendo la
funzione

u(x,b) =

U(α (x−BT )
+ +K) x > 0

−∞ x < 0

e la sua versione concava

ũ(x,b) =


−∞ x < 0

u(0) + u ′(x̂(b),b)x 0 6 x 6 x̂(b)
u(x,b) x > x̂(b)

La ũ(x,b) viene ottenuta rimpiazzando parte della u(x,b) con una
corda, tra i punti x = 0 ed x = x̂ > b, in modo che la funzione
risultante sia la più piccola funzione concava che domina quella di
partenza. La soluzione ottenuta lavorando con la ũ è ottima anche
per la u perché non assume mai valori per i quali le due funzioni
sono diverse, cioè il payoff ottimo XT non assume mai valori tra 0 e
x̂(BT ). Per trovare la soluzione occorre la funzione inversa della ũ,
denotata

i(y,b) = [(I(y/α) −K)/α+ b]1{y<u ′(x̂(b),b)}

La funzione i è l’inversa di ũ (definita a tratti) nel senso che

y ∈ ũ ′(i(y,b),b) ∀b > 0
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1.1 option compensation

Riferendoci al problema (1.3) e (1.4) si ottiene, nel caso di benchmark
costante o privo di rischio, il valore ottimo del fondo alla data T

X∗
T = [(I(λ∗ζT/α) −K)/α+BT ]1{ζT<z∗}

dove λ∗ risolve

E[ζT i(λζT ,BT )] = X0

e

z∗ = αU ′(α(x̂(BT ) −BT ) +K
)
/λ∗

Nel caso generale non è possibile ottenere espressione esplicite per
X∗
t = Et[(ζT/ζt)X

∗
T ] e per la strategia ottima π∗t , ciò è possibile quan-

do i coefficienti r, µ e σ dei processi di prezzo sono costanti e l’utilità
del manager è di tipo DARA. Sotto queste ipotesi, con un benchmark
BT = B0e

rT , si ottiene il valore di portafoglio ottimo

X∗
t = e−r(T−t)

[
x̂N(d1) + (x̂−BT + k/α)

(
N(d2)

N ′(d1)

N ′(d2)
−N(d1)

)]
e la strategia ottima

π∗t =

{
X∗
t

1− γ
+ e−r(T−t)

[
x̂N ′(d1)

∥ϑ∥
√
T − t

−
BT − k/α

1− γ
N(d1)

]}
Σ−1µ

con x̂ = x̂(BT ), d1 = [ln(z∗/ζt) + (r − ∥ϑ∥2 /2)(T − t)]/ ∥ϑ∥
√
T − t,

d2 = ∥ϑ∥
√
T − t/(1− γ), Σ = σσ ′.

Viene infine analizzato il comportamento della soluzione per valori
limite del discount factor ζt e all’avvicinarsi della data T di esercizio
dell’opzione:

a. Quando ζt → 0 il manager sta gestendo asset con un valore
sempre maggiore (tendente ad infinito), e sceglie la strategia a
peso costante π∗t/X

∗
t = Σ−1µ/(1−γ). Questa strategia a volatili-

tà costante è quella trovata da Merton per il problema standard,
ed è quella che si troverebbe se il manager venisse ricompensato
con una quota lineare dei profitti.

b. Al contrario, quando ζt → +∞ la performance del portafoglio
è molto negativa ed il valore Xtdegli asset gestiti si avvicina allo
zero: per evitare situazioni di insolvenza, anche l’investimento
πt nei titoli rischiosi va a zero ed il portafoglio viene dirottato
verso il titolo privo di rischio. Tuttavia ciò avviene più lenta-
mente del declino del valore del portafoglio, in modo che la
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1.2 flussi di capitale e risk-shifting

proporzione investita πt/Xt, e dunque la volatilità, converga ad
infinito all’avvicinarsi della bancarotta.

c. All’avvicinarsi della data di valutazione della performance, cioè
quando t→ T , il comportamento cambia a seconda dell’appeti-
bilità che l’opzione ha per il manager. Per gli stati del mondo in
cui l’opzione è in the money, ζT < z∗, la proporzione investita
converge ad una quota che può eventualmente essere minore
rispetto a quella del problema standard riportata in (a). Diver-
samente, di fronte ad un’opzione che non verrà esercitata, il
comportamento del manager è quello riportato in (b).

1.2 flussi di capitale e risk-shifting

Riferendoci a [1] consideriamo il caso in cui il compenso è una frazio-
ne del valore del fondo ad una certa data T, ed il valore del fondo a
T è determinato dalle scelte di portafoglio durante il periodo conside-
rato e dalle entrate/uscite di capitale, che avvengono esclusivamente
a T. Il framework economico è il classico “Black and Sholes”, pertan-
to sono disponibili per l’investitore due opportunità, un titolo privo
di rischio con tasso di interesse costante r (money market account) ed
un titolo rischioso S (stock), a coefficienti costanti, la cui incertezza è
guidata da un moto Browniano ω:

dSt = µStdt+ σStdωt

Il portafoglio W gestito dal manager evolve secondo la dinamica

dWt = [(1− ϑt)r+ ϑtµ]Wt + ϑtσWtdωt

dove ϑt denota la frazione del portafoglio investita nello stock. Il
confronto con il benchmark Y determina il tasso fT di inflow/outflow

dYt = [(1−β)r+βµ] Yt +βtσYtdωt

fT =


fL se RWT − RYT < ηL

fL +ψ(RWT − RYT − ηL) se ηL 6 RWT − RYT < ηH

fH ≡ fL +ψ(ηH − ηL) se RWT − RYT > ηH

7



1.2 flussi di capitale e risk-shifting

con fL,ψ > 0, ηL 6 ηH ∈ R, RYt = log(Yt/Y0) e analogo per RWt . Le
preferenze del manager sono date da una funzione utilità CRRA, ed
il problema di ottimizzazione è dato da:

max
ϑ

E [u(WT fT )] con u(WT fT ) =
(WT fT )

1−γ

1− γ
, γ > 0

In assenza di incentivi impliciti (fT = 1), il manager mantiene un’e-
sposizione al rischio costante e indipendente dalla performance del
benchmark [Merton (1971)]

ϑNt =
1

γ

µ− r

σ2
normal risk exposure

La soluzione, nel caso generale, viene ricavata tramite l’approccio
martingala ed è espressa in funzione dello stochastic discount factor.
L’espressione, che è esplicita ma molto elaborata, coinvolge sia la di-
stribuzione cumulata N che la densità φ di una normale standard e
l’inversa J della derivata della funzione utilità.
Se ϑN > ϑY (economia tipo (a))

ϑ̂t = ϑ
N +

[
N
(
d(κ̂, ζa)

)
−N

(
d(κ̂, ζ̂)

)]
(γ/κ̂− 1)AϑNZ(κ̂)ζ

−1/κ̂
t /Ŵt

+
γϑN

κ
√
T − tŴt

{[
φ
(
d(κ̂, ζa)

)
−φ

(
d(κ̂, ζ̂)

)]
AZ(κ̂)ζ

−1/κ̂
t

+
[
φ
(
d(γ, ζ̂)

)
f
(1/γ−1)
H −φ

(
d(γ, ζa)

)
f
(1/γ−1)
L

]
Z(γ)(ŷζt)

−1/γ

}
ŴT =

1

fH
J

(
ŷ

fH
ζT

)
1
{ζT < ζ̂}

+ eηHYT1
{ζ̂ 6 ζT < ζa}

+
1

fL
J

(
ŷ

fL
ζT

)
1{ζa 6 ζT }

Se ϑN < ϑY (economia tipo (b))

ϑ̂t = ϑ
N +

[
N
(
d(κ̂, ζ̂)

)
−N

(
d(κ̂, ζb)

)]
(γ/κ̂− 1)AϑNZ(κ̂)ζ

−1/κ̂
t /Ŵt

+
γϑN

κ
√
T − tŴt

{[
φ
(
d(κ̂, ζ̂)

)
−φ

(
d(κ̂, ζb)

)]
AZ(κ̂)ζ

−1/κ̂
t

+
[
φ
(
d(γ, ζa)

)
f
(1/γ−1)
L −φ

(
d(γ, ζ̂)

)
f
(1/γ−1)
H

]
Z(γ)(ŷζt)

−1/γ

}
ŴT =

1

fL
J

(
ŷ

fL
ζT

)
1{ζT < ζb}

+ eηHYT1
{ζb 6 ζT < ζ̂}

+
1

fH
J

(
ŷ

fH
ζT

)
1
{ζ̂ 6 ζT }

dove
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1.2 flussi di capitale e risk-shifting

1. ŷ risolve E[ζTŴT ] =W0

2. κ̂ = κ/(βσ)

3. ζ̂ =
(
ŷAγ/f

1−γ
H

)1/(γ/κ̂−1)

4. A =W0 exp
[
ηH

T
+ (1−β)r+β

(
µ−βσ2/2− (r+ κ2/2)σ/κ

)]
T

5. Z(v) = exp
[
1−v
v

(
r+ κ2

2v

)
(T − t)

]
6. g(ζ) =

[
γ
(

ŷ
fL
ζ
)1−1/γ

−
(

ζ1/κ̂

AfH

)γ−1
]
/(1− γ) + ŷAζ1−1/κ̂

7. g(ζa) = g(ζb) = 0

8. d(v, x) =
[
ln x

ζt
+
(
r+ 2−v

2v
κ2

)
(T − t)

]
/κ

√
T − t

La rappresentazione grafica in Figura 1.1 è uno strumento più diretto
per l’analisi della strategia ottima.

(a) Economia con ϑN > β (b) Economia con ϑN < β

Figura 1.1: Esposizione al rischio ottima ϑ̂t per il manager

Le scelte effettuate dal manager dipendono dalla sua avversione al
rischio e dalla convessità nel suo payoff nell’intorno della soglia in-
feriore ηL. La presenza di incentivi impliciti porta il manager ad
assumere più rischio (aumentando la distanza tra la volatilità del fon-
do e quella del benchmark) in corrispondenza di un range di valori
di performance detto risk-shifting range; la direzione della deviazione
da ϑN dipende dal confronto tra ϑN e l’esposizione al rischio β del
benchmark: un manager più propenso al rischio, ovvero la cui policy
in assenza di incentivi è più rischiosa rispetto al benchmark, decide di
aumentare la volatilità del fondo, mentre si avrà un comportamento
opposto per un manager più avverso al rischio. Entrambe le econo-
mie sono plausibili in quanto sono identificate in base alle preferenze
del manager, espresse nel parametro γ. Nell’economia di tipo (b)
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1.2 flussi di capitale e risk-shifting

la deviazione dal benchmark comporta una riduzione della volatili-
tà del portafoglio, ma questo non significa che la strategia sia meno
rischiosa: se l’ambito è quello della valutazione relativa la misura di
rischio più indicata non è la volatilità del portafoglio σWt , bensì la
distanza

∣∣σWt − σYt
∣∣.

I risultati in figura 1.1 sono molto generali e validi anche per diver-
se specificazioni della fT : oltre alla descritta collar-type viene studiato
il caso digitale per evidenziare gli effetti di discontinuità nel payoff
del manager ed un caso con forte convessità, basandosi su quanto
documentato in [10], rispettivamente

fT =

fL se RWT − RYT < η

fH se RWT − RYT > η, 0 < fL 6 fH, η ∈ R.
(1.5)

fT =

fL se RWT − RYT < η

fL +ψ
(
eR

W
T −RY

T − eη
)

se RWT − RYT > η.
(1.6)

Poiché il manager è avverso al rischio, il risk-shifting range e la con-
seguente esposizione al rischio sono finiti: quando il rendimento del
fondo è molto indietro o molto avanti rispetto al benchmark il mana-
ger non si discosta dalla golden rule di Merton. Lo shift massimo si
ottiene nell’intorno della soglia inferiore ηL, mentre in corrisponden-
za di ηH il manager blocca i suoi guadagni imitando il benchmark.
Ciò non è in contrasto con i risultati in Carpenter [4], in cui la vo-
latilità del fondo può crescere illimitatamente, in quanto è l’assenza
di ripercussioni negative (gli outflow) in caso di deterioramento del-
la performance che inibisce l’avversione al rischio del manager. Fa
eccezione il caso (1.6), dove nella zona di overperformance non si
converge a ϑN: ciò accade perché il tasso di inflow fT continua a cre-
scere indefinitamente con il miglioramento della performance, una
caratteristica assente nelle altre specificazioni.

Figura 1.2: Esposizione ottima ϑ̂t al variare della maturity
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1.3 performance fee e allocazione ottima

Inoltre la strategia ϑ̂t è funzione della maturity T − t, ed il risk
shifting si accentua all’avvicinarsi della data di valutazione T : ad
inizio anno prevalgono considerazioni legate all’avversione al rischio,
e le deviazioni nel risk shifting range sono minori, sebbene questo
range sia più ampio. Al contrario verso la fine è l’incentivo a battere
il benchmark che guida il manager, e le deviazioni sono molto più
consistenti, come in Figura 1.2.

I disallineamenti, causati da incentivi impliciti ed espliciti (diffe-
rente avversione al rischio), tra la strategia ottima per l’investitore e
quella del manager si riflettono in costi, per l’investitore, significativi:
ad esempio quando l’avversione relativa dell’investitore è 2 e quella
del manager 1, il costo è di circa il 10% della ricchezza iniziale.

1.3 performance fee e allocazione ottima

In [5] gli autori studiano le scelte del manager di un fondo d’inve-
stimento quando lo schema retributivo si basa interamente sul con-
fronto tra la performance del fondo e quella di un indice benchmark.
Gli autori trovano che la deviazione del portafoglio ottimo rispetto al
portafoglio benchmark è funzione della performance e, sotto la plau-
sibile ipotesi che il compenso del manager non sia mai nullo, conclu-
dono che il manager tende a deviare maggiormente dal benchmark
(aumento del tracking error) quando la performance relativa è in decli-
no. Tuttavia, come è evidenziato anche in [1], ciò non implica che il
manager scelga di aumentare la volatilità del portafoglio.

Il manager può investire nell’indice benchmark S e in un titolo
alternativo A

dS

S
= αSdt+ σSdz

dA

A
= αAdt+ σAdq

dove σSdzσAdq = σASdt. σA,σS,σAS sono ipotizzate costanti, men-
tre per αA e αS si richiede che sia costante αA − αS. Se il manager
investe la proporzione ω in A ed il resto del portafoglio in S, il va-
lore V del portafoglio e il processo di performance relativa G = V/S

hanno le seguenti dinamiche:

dV

V
= [(1−ω)αS +ωαA]dt+ (1−ω)σSdz+ωσAdq

dG

G
= ω

(
αA −αS + σ2S − σAS

)
dt+ω(σAdq− σSdz)

Per il manager è essenziale battere il benchmark: così facendo attrae
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1.3 performance fee e allocazione ottima

nuovi flussi di capitale e riceve un compenso maggiore alla data T
(tipicamente la fine dell’anno). Dunque l’obiettivo sarà massimizzare
il compenso ricevuto rispetto alla propria utilità U(x) = xγ/γ, γ < 1:

max
ωs ∀s∈[t,T ]

Et

[
U(P[GT ])

]
con P[GT ] =

(
a+

b

c
GT

)c

dove b > 0, c > 0, a > −b/c, cγ < 1. I parametri della P(G) rendono
molto flessibile lo schema di compensazione, che può essere lineare,
convesso o concavo. Le condizioni sui parametri garantiscono che
U(P[GT ]) sia concava in GT e che il manager abbia a disposizione
una strategia fattibile che garantisca ricchezza positiva a T , ovvero
investire totalmente nel benchmark. Diversamente da [1] i flussi di
capitale non sono presenti esplicitamente nel modello e l’utilità non
dipende dal valore degli asset gestiti, tuttavia i risultati ottenuti in
termini di aumento del tracking error sono comparabili.

Il problema di allocazione ottima viene risolto tramite l’equazione
Hamilton Jacobi Bellman ottenendo

J(G, t) =
1

γ

(
a+

b

c
G

)cγ

e−ϑ(T−t) value function

ω∗ =
αG

(1− cγ)σ2G

(
1+

ac

bG

)
optimal strategy.

dove

ϑ = −cγα2
G/[2(1− cγ)σ

2
G]

αG = αA −αS + σ2S − σAS

σ2G = σ2A − 2σAS + σ2S

Per l’analisi della strategia ottima si considera la derivata

∂ |ω∗|

∂G
= −a

c|αG|

(1− cγ)bG2σ2G

Nel caso a > 0 il manager reagisce ad un declino nella performan-
ce relativa G aumentando il tracking error, cioè riducendo l’investi-
mento nel benchmark a favore del titolo alternativo: ciò non implica
necessariamente un aumento della volatilità del fondo. Per il caso
a < 0, il compenso P[G] è potenzialmente negativo (se ad esempio
G→ 0) ed il manager, di fronte ad un declino della performance, cer-
ca di evitare l’annullamento del compenso imitando più da vicino il
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1.4 risultati empirici

benchmark.
Nel modello proposto, la proporzione ω che minimizza la devia-

zione standard dei return è data da

ωmin =
σ2S − σAS

σ2G

ed è possibile riscrivere ω∗ come

ω∗ = ωmin
αG

(σ2S − σAS)(1− cγ)

(
1+

ac

bG

)
(1.7)

Sia ora cγ < 1 e a > 0, in modo che la soluzione al problema
di allocazione esista (e sia limitata) e sia tale che il manager devia
maggiormente dal benchmark quando la performance è in declino.
Se, in riferimento a (1.7), valgono

αG

(σ2S − σAS)
> 0 e

αG

(σ2S − σAS)(1− cγ)

(
1+

ac

bG

)
< 1 (1.8)

ω∗ e ωmin hanno lo stesso segno e |ω∗| < |ωmin|. In questo caso il
peggioramento della performance relativa fa aumentare |ω∗| e impli-
ca quindi l’avvicinamento di ω∗ a ωmin, ovvero un effetto di riduzione
della volatilità del fondo; al contrario se le condizioni in (1.8) non so-
no soddisfatte il declino della performance ha l’effetto di aumentare
la volatilità.

In conclusione si può avere un allontanamento dal benchmark col-
legato all’underperformance, ma ciò non esclude che il portafoglio si
avvicini a quello che minimizza la deviazione standard. Quindi l’in-
dicatore corretto del risk-shifting è dato dal tracking-error piuttosto
che dalla volatilità complessiva dell’investimento.

1.4 risultati empirici

In [6], Reed e Wu esplorano l’ipotesi che battere l’indice S&P500 sia
un fattore determinante dell’attitudine al rischio dei manager, trovan-
do evidenza in tal senso: il gestore del fondo blocca la propria posi-
zione in relazione all’indice, dopo averlo battuto, muovendosi verso
strategie che riducono il rischio.

L’analisi empirica in [1] si riallaccia ai risultati in [6, 8, 11], con
l’intento di analizzare il caso, non trattato nei lavori precedenti, in cui
il manager desidera, in assenza di incentivi impliciti, un’esposizione
al rischio minore rispetto al benchmark. Il benchmark considerato
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1.4 risultati empirici

è ancora lo S&P500. La prima ipotesi testata è che la deviazione
standard del tracking error sia più alta se il rendimento del fondo è
inferiore rispetto al rendimento dello S&P500, e, come in [5], si ottiene
evidenza del fenomeno.

Nel secondo test vengono identificati i manager che normalmente
sceglierebbero un portafoglio meno rischioso dello S&P500. Sebbene
si riscontri che, in caso di underperformance, venga data una prefe-
renza per investimenti meno rischiosi (così come previsto nel model-
lo teorico), la magnitudine del fenomeno è molto inferiore a quanto
teorizzato.

Infine, i dati confermano che il risk-shifting range è finito e che il
manager non è incentivato a rischiare se è molto indietro rispetto al
benchmark.

In [5] vengono testate due ipotesi:

σ2L

σ1L
>
σ2W

σ1W
(1.9)

σG,2L

σG,1L
>
σG,2W

σG,1W
(1.10)

dove σ2L denota la deviazione standard del tasso di rendimento, du-
rante la 2◦ metà dell’anno, di un fondo considerato perdente (loser)
rispetto al benchmark; σ1L, σ2W , σ1W hanno interpretazione analoga
(W=winner). In (1.10) viene considerata la deviazione standard del
tasso di rendimento del portafoglio in eccesso rispetto al benchmark.

Nei test eseguiti l’ipotesi (1.9) viene rifiutata: non c’è evidenza che
nei fondi con scarse prestazioni i manager aumentino la s.d del rendi-
mento nella 2◦ metà dell’anno; al contrario, i dati di alcuni intervalli
temporali mostrano evidenza del fenomeno opposto: la s.d viene ri-
dotta in seguito al periodo di underperformance. Questi risultati, così
come quelli in [8] e [GNW 2005], sono in contrasto con quanto trovato
in [9].

Per quanto riguarda l’ipotesi (1.10), i test condotti portano ad ac-
cettarla, concludendo che c’è molta più evidenza di una relazione
inversa tra performance e ampiezza del tracking error.

In [7] gli autori, partendo dalla constatazione che l’esposizione al ri-
schio dei fondi comuni cambia in maniera significativa nel tempo, esa-
minano gli effetti che tale risk-shifting ha sulla performance. Questi
effetti dipendono dalle cause economiche all’origine del risk-shifting.

Un manager molto attivo nella gestione del fondo potrebbe essere
motivato da interessi personali: egli cerca di massimizzare il proprio
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1.4 risultati empirici

compenso attirando nuovi investitori nel fondo, sapendo che questi
premiano la performance positiva e non penalizzano equivalentemen-
te quella negativa (vedi [9, 10, 11]).

In alternativa la maggiore attività potrebbe essere il risultato del-
l’abilità del manager nella selezione dei titoli e nella previsione dei
movimenti futuri del mercato (market timing). Se esistesse una re-
lazione positiva tra risk-shifting e abilità sarebbe logico aspettarsi
performance superiori.

Sfortunatamente l’analisi empirica mostra che i fondi che cambiano
i propri livelli di rischio hanno prestazioni inferiori rispetto a quelli
con profili di rischio più stabili. Queste prestazioni inferiori sono si-
gnificative principalmente per quei fondi che aumentano l’esposizio-
ne al rischio idiosincratico o che aumentano il tracking error rispet-
to al loro benchmark, mentre ridurre il livello di liquidità a vantag-
gio delle partecipazioni azionarie o aumentare l’esposizione al rischio
sistematico porta a riduzioni più contenute della performance.

Gli autori concludono che, essendo legato al deterioramento della
performance, il risk-shifting è dannoso per gli investitori e andrebbe
evitato.
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2
F L O W F U N D I N U N P R O B L E M A D I A S S E T
A L L O C AT I O N

In questo capitolo ricaviamo la strategia di allocazione ottima in un
modello a coefficienti costanti, descritto nella sezione 2.1. In questo
contesto inseriamo la possibilità di flow fund all’interno del fondo,
ossia la possibilità da parte degli investitori di inserire nuovi capitali
o di detrarre parte di quelli già esistenti. In base a quanto documenta-
to in studi empirici, colleghiamo questo fenomeno alla performance
relativa rispetto a un benchmark. Inoltre ci poniamo in un contesto
temporale finito in cui l’asset manager riceve la management fee sol-
tanto al tempo finale della sua gestione. Nella sezione 2.2 presentia-
mo la tecnica risolutiva ed i primi risultati, commentati nella sezione
2.3. Nelle sezioni successive studiamo un modello alternativo, con
una differente specificazione dei flussi di capitale.

2.1 la struttura del modello

Il modello economico preso in esame è composto da un asset risk-free
con tasso istantaneo r e da un asset rischioso St con dinamica

dSt = St (µdt+ σdBt) S0 > 0 (2.1)

dove µ e σ rappresentano il drift e la volatilità, ipotizzate costanti, e
Bt è un processo di Wiener standard definito su uno spazio completo
di probabilità (Ω,F, P). La filtrazione di riferimento è {Ft}, ottenuta
aumentando la filtrazione naturale del Browniano Bt con gli insiemi
P − nulli. Il benchmark Yt rispetto al quale viene valutata la perfor-
mance del manager è un value-weighted portfolio con una frazione β
investita nel titolo rischioso St e (1−β) nel titolo risk-free

dYt =
[
(1−β) r+βµ

]
Ytdt+βσYtdBt Y0 > 0 (2.2)
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2.1 la struttura del modello

Il manager opera in un mercato a tempo continuo completo e privo
di arbitraggio ed il processo πt rappresenta la percentuale degli asset
che egli sceglie di investire in St, ovvero l’esposizione al rischio del
fondo. Una strategia di trading πt è ammissibile se impedisce situa-
zioni di bancarotta (valore degli asset gestiti negativo), è progressiva-
mente misurabile rispetto ad {Ft} e se

∫T
0 π

2
t < ∞ quasi certamente.

L’evoluzione del fondo Wt, trascurando i flussi dovuti al confronto
con Yt, è data da

dWt =
[
(1− πt) r+ πtµ

]
Wtdt+ πtσWtdBt W0 > 0 (2.3)

Assumiamo, senza perdita di generalità, W0 = Y0.
Il processo G che modellizza inflow e outflow ha la dinamica

dGt = η

(
dWt

Wt
−
dYt

Yt

)
= η

[
(πt −β)(µ− r)dt+ (πt −β)σdBt

]
(2.4)

da cui si ottiene la dinamica complessiva

dFt

Ft
=

[
(1− πt) r+ πtµ

]
dt+ πtσdBt + dGt

=
[
r+ (µ− r)(πt + η(πt −β))

]
dt+ σ

[
πt + η(πt −β)

]
dBt

(2.5)

dove la componente FtdGt rappresenta il contributo dei flow fund
alla dinamica del fondo.

La funzione utilità che rappresenta le preferenze del manager è una
funzione u : R → [−∞,∞) concava, non decrescente, semicontinua
dall’alto, che soddisfa:

• la semiretta dom(u) = {x ∈ R : u(x) > −∞} è un sottoinsieme
non vuoto di [0,∞)

• u ′ è continua, positiva, strettamente decrescente sull’interno di
dom(u), e

u ′(∞) = lim
x→∞u ′(x) = 0

Poniamo come x̄ l’estremo inferiore di dom(u), in modo che x̄ ∈ [0,∞)

e che sia dom(u) = [x̄,∞) o dom(u) = (x̄,∞). Consideriamo una classe
di funzioni utilità comunemente utilizzate, al variare del parametro
a ∈ [0, 1)

u(x) =

 xa/a x > 0
−∞ x < 0

(2.6)
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2.2 risoluzione

nel caso a = 0

u(x) =

 log x x > 0

−∞ x 6 0
(2.7)

Per queste funzioni utilità l’indice di avversione relativa al rischio di
Arrow-Pratt, −xu ′′(x)/u ′(x), è costante e pari a 1− a; inoltre x̄ = 0.
La funzione u ′ : (0,∞) → (0,u ′(0)) ha inversa strettamente decre-
scente e continua i : (0,u ′(0+)) → (0,∞). Poniamo i(y) = 0 per
tutte le y ∈ [u ′(0+),∞], in modo che i sia definita, finita e continua
sull’intera semiretta (0,∞]. Il problema di ottimizzazione è dato da

max
πt

E
[
u(γFT )

]
(2.8)

dove γ rappresenta la quota del fondo che il manager percepisce
come compenso.

2.2 risoluzione

2.2.1 Struttura del problema di controllo ottimo

• Spazio di probabilità (Ω,F, (Ft), P )

• Variabili di stato X = (Xt) : processo adattato a valori in Rn che
rappresenta l’evoluzione delle variabili quantitative che descri-
vono il sistema, nel caso esaminato Xt = Ft a valori in (0,+∞),
con dinamica dXt = µ(t,Xt,πt)dt+ σ(t,Xt,πt)dBt (⋄)

• Controllo π = (πt) : processo il cui valore viene stabilito a t in
base all’informazione disponibile Ft , e che può influenzare la
dinamica di X

Dato un controllo ammissibile denotiamo con Xπ la soluzione del-
l’equazione differenziale stocastica (⋄), consideriamo la funzione Φ :

Rn → R, nel caso esaminato u : R → R, e definiamo

J(t, x;π) = Et

[
Φ
(
Xπ(T)

)]
objective functional

V(t, x) = sup
π

J(t, x;π) value function

il controllo ammissibile π∗ è ottimo se V(t, x) = J(t, x;π∗).
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2.2 risoluzione

2.2.2 Equazione Hamilton Jacobi Bellman

Sia c(t,Xt,πt) = σ(t,Xt,πt) · σT (t,Xt,πt). Denotiamo con µπ, σπ, cπ

i coefficienti dell’ EDS (⋄) e introduciamo l’operatore

Aπ =

n∑
i=1

µπi
∂

∂xi
+
1

2

n∑
i,j=1

cπi,j
∂2

∂xi∂xj

Sotto le ipotesi di regolarità della value function V(t, x) e di esistenza
del controllo ottimo π∗, si ha che:

• V soddisfa l’equazione di Hamilton Jacobi Bellman∂V
∂t

(t, x) + supπ

[
AπV(t, x)

]
= 0 ∀(t, x) ∈ [0, T)× Rn

V(T , x) = Φ(x) ∀x ∈ Rn

• ∀(t, x) ∈ [0, T ]× Rn, il sup si ottiene per π = π∗

2.2.3 Risultati

Applicando l’equazione HJB al caso studiato, ricaviamo la strategia
ottima per Et[u(F(T))], che massimizza anche Et[u(γF(T))].

teorema 1

Dato il problema di controllo ottimo stocastico descritto da (2.8) e (2.5),
definito V(t, f) = supπ E[ u(Fπ(T))|F(t) = f ], si ha la value function

V(t, F(t)) =

h(t;a)F(t)a se a ̸= 0

h(t;a) + log F(t) se a = 0

con

h(t;a) =

 1
a
eaϑ(a)(T−t) se a ̸= 0

ϑ(0)(T − t) se a = 0
e ϑ(a) = r+

(µ− r)2

2(1− a)σ2

La strategia ottima associata prevede un peso costante nel titolo rischioso

π (t, F(t);a) = π∗ ≡ 1

1+ η

[
µ− r

(1− a)σ2
+ ηβ

]
(2.9)
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2.2 risoluzione

Dimostrazione.
caso a ̸= 0 V(t, f) soddisfa l’equazione HJB

Vt + supπ

[
µπFVf +

1
2
(σπF )

2Vff

]
= 0 ∀(t, f) ∈ [0, T)× (0,+∞)

V(T , f) = 1
a
fa ∀f ∈ (0,+∞).

limf→0 V(t, 0) = 0 ∀t ∈ [0, T)

in questa equazione Vt,Vf sono le derivate parziali di V rispetto a t, f
e i coefficienti sono

µπF = µπF (t, f) = f
[
r+ (µ− r)(π+ η(π−β))

]
.

(σπF )
2 = σπF (t, f)

2 = f2σ2
[
π+ η(π−β)

]2.

Per un dato (t, f) risolviamo il problema di massimizzazione statico
trovando

π∗(t, f) ≡ π∗(t, f;V) = 1

1+ η

[
−
Vf

f Vff

µ− r

σ2
+ ηβ

]
la soluzione ottima per π dipende quindi dalla V(t, f), che viene
trovata risolvendo la PDE

Vt + µ
π∗
F Vf +

1
2
(σπ

∗
F )2Vff = 0 ∀(t, f) ∈ [0, T)× (0,+∞)

V(T , f) = 1
a
fa ∀f ∈ (0,+∞).

limf→0 V(t, 0) = 0 ∀t ∈ [0, T)

(2.10)

dove i coefficienti µπ
∗

F e σπ
∗

F vengono ottenuti sostituendo π∗ nelle
espressioni di µπF e σπF . Per risolvere (2.10) ipotizziamo la guess so-
lution V(t, f) = h(t)fγ. Imponendo la condizione finale otteniamo
γ = a e h(T) = 1/a, e sostituendo la guess solution in (2.10) otteniamo
la seguente ODE (lineare a coefficienti costanti) per h(t):

ḣ(t) + h(t)a

[
r+

(µ− r)2

2(1− a)σ2

]
= 0

che ha soluzione

h(t) =
1

a
exp

(
aϑ(T − t)

)
ϑ = r+

(µ− r)2

2(1− a)σ2
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2.2 risoluzione

Infine sostituendo la V(t, f) nell’espressione di π∗ si ottiene

π∗ =
1

1+ η

[
µ− r

(1− a)σ2
+ ηβ

]

caso a = 0 Lo svolgimento è analogo al caso precedente, con modi-
fiche per la condizione finale e al bordo dell’equazione HJB. La guess
solution è ora V(t, f) = log(f) + h(t), e si ottiene la ODE per h(t):

ḣ(t) +

[
r+

(µ− r)2

2σ2

]
= 0

che ha soluzione

h(t) =

[
r+

(µ− r)2

2σ2

]
(T − t)

2.2.4 Analisi dei risultati

In questo modello semplificato la strategia ottima è costante nel tem-
po ed indipendente dal valore del fondo. È data dalla combinazione
tramite i pesi 1/(1 + η) e η/(1 + η) della normal strategy πN e del-
la strategia del benchmark β, quindi è sempre intermedia tra le due.
La normal strategy πN = (µ − r)/[(1 − a)σ2] è quella ottenuta nel
problema di allocazione ottima con utilità terminale e in assenza di
consumo intermedio.

La distanza dalla strategia del benchmark è data da

π∗ −β =
1

1+ η

[
µ− r

(1− a)σ2
−β

]
=

1

1+ η

[
πN −β

]
Osserviamo che la deviazione è positiva (negativa) quando πN > β

(πN < β): se il confronto è con un benchmark poco aggressivo il
manager sceglie una posizione maggiore dello stesso, viceversa sce-
glie una posizione minore. Se la misura di rischio è quella conside-
rata in [1], ovvero σ |π−β|, i due comportamenti sono ugualmente
rischiosi ed investire meno in termini assoluti nel titolo S non si può
considerare un atteggiamento prudenziale.

Esiste quindi un parallelo con quanto descritto in [1] per ciò che ri-
guarda la deviazione rispetto al benchmark, mentre è differente quel-
la rispetto alla πN: in [1] esiste una fascia di rendimenti che provoca
posizioni più estreme rispetto alla normal strategy e lontane dal ben-
chmark, nel modello considerato la strategia ottima è invece sempre
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2.3 statica comparata
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Figura 2.1: La strategia ottima per diversi valori di a. Sono stati
utilizzati i seguenti valori per i parametri del modello:
µ − r = 5% σ = 0.3 β = 0.7. La normal strategy cor-
risponde ad η = 0. La linea puntinata corrisponde alla
benchmark strategy β.

intermedia tra le due, come se gli inflow avessero l’effetto di avvici-
nare la strategia del manager a β. Questa differenza è dovuta alla
diversa modellizzazione dei flussi di capitale tra il caso in esame e
quanto presentato in [1]: in un modello in cui la dinamica dei flussi
è continua e non concentrata in un unico istante temporale futuro il
confronto con il benchmark è costante ed è possibile che questo, uni-
to al fatto che gli outflow non sono limitati inferiormente, influenzi il
manager verso una strategia meno rischiosa.

2.3 statica comparata

Analizziamo ora l’effetto prodotto nella strategia ottima π∗ da va-
riazioni dei parametri del modello. Ipotizziamo che ci sia un extra-
rendimento rispetto al tasso privo di rischio, così da incentivare l’inve-
stimento nel titolo rischioso: vale quindi µ− r > 0.1 Data la strategia
ottima in (2.9), come è facilmente prevedibile, un aumento del premio

1 Questa ipotesi sarà considerata valida per tutti i modelli successivi
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2.3 statica comparata

per il rischio µ− r comporta un aumento dell’investimento nel titolo
rischioso. L’andamento rispetto ai restanti parametri è dato da

∂π∗

∂σ
= −

2(µ− r)

(1+ η)(1− a)σ3
< 0 (2.11a)

∂π∗

∂β
=

η

1+ η
> 0 (2.11b)

∂π∗

∂a
=

µ− r

(1+ η)(1− a)2σ2
> 0 (2.11c)

∂π∗

∂η
=

1

(1+ η)2

[
β−

µ− r

σ2(1− a)

]
≷ 0 (2.11d)

a. La (2.11a) rappresenta l’avversione al rischio del manager: di
fronte ad un aumento della volatilità la frazione investita nello
stock diminuisce.

b. Il risultato in (2.11b) è quanto ci aspettiamo, dato che la strate-
gia ottima è il risultato della media pesata (tramite pesi positivi)
di β e πN. Deduciamo inoltre che la misura in cui il manager è
incentivato a seguire la strategia del benchmark dipende forte-
mente dal parametro η, che pesa il contributo dato dagli inflow
alla dinamica del fondo. Poiché η/(1+ η) è crescente con η e
limη→∞ η/(1+ η) = 1, maggiore è il peso che viene attribuito
alla valutazione relativa maggiore sarà l’attitudine ad imitare le
variazioni di β: al limite queste verranno replicate esattamente
su π∗.

c. Dalla definizione della funzione utilità in (2.7) ricaviamo il coef-
ficiente relativo di avversione al rischio RR = 1−a. Un aumento
di a in (2.11c) è equivalente ad una diminuzione dell’avversione
al rischio, che comporta coerentemente una quota maggiore del
fondo investita nel titolo rischioso, come in Figura 2.1. Osser-
viamo che l’effetto è tanto maggiore quanto meno il manager è
avverso al rischio.

d. L’andamento di π∗ rispetto ad η non è univocamente determi-
nato, ma dipende dal confronto tra β e πN = (µ− r)/[(1−a)σ2].
Osserviamo che πN è la quota ottima investita nel titolo rischio-
so quando Ft ≡Wt, ovvero quando il manager non deve preoc-
cuparsi della valutazione relativa (η=0). È possibile riscrivere la
(2.9) come

π∗ =
1

1+ η
πN +

η

1+ η
β

All’aumentare di η, π∗ si avvicina a β:
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2.4 flow fund sul rendimento logaritmico

a) se πN > β, ovvero se il manager è normalmente portato
ad investire più del benchmark nello stock la derivata sarà
negativa e π∗ si avvicinerà a β dall’alto.

b) se πN < β avverrà il contrario, e l’incremento di η compor-
terà un aumento per π∗

Questi andamenti sono riscontrabili in Figura 2.1.

In generale, aumentare η equivale ad aumentare la sensitività degli in-
vestitori rispetto alle variazioni nella performance relativa. In questo
modello inflow e outflow sono simmetrici: una performance positi-
va produce inflow pari, in valore assoluto, agli outflow prodotti da
un’analoga performance negativa. Ciò spinge il manager, avverso al
rischio, a limitare la possibilità di outflow, che intaccherebbero pe-
santemente il valore del fondo, avvicinando la propria esposizione al
rischio a quella del benchmark.

2.4 flow fund sul rendimento logaritmico

Consideriamo una formulazione alternativa del processo G, definito
in (2.4), che modellizza la dinamica di inflow e outflow

Gt = η log (Wt/Yt)

dGt = η(πt −β)

{[
µ− r−

1

2
σ2(πt +β)

]
dt+ σdBt

} (2.12)

questa formulazione presuppone una relazione lineare tra prestazio-
ne del fondo (in relazione al benchmark) e flussi: considerati i rendi-
menti logaritmici RWt = log (Wt/W0) e RYt = log (Yt/Y0), con W0 =

Y0, in (2.12) abbiamo posto i flussi pari alla differenza tra questi rendi-
menti. In questo modello, così come nel precedente, inflow e outflow
hanno la stessa intensità e sono equiprobabili. Il contributo dei flow
fund alla dinamica del fondo è dato da FtdGt. Otteniamo quindi la
dinamica complessiva

dFt

Ft
=

[
r+ (µ− r)(πt + η(πt −β)) −

1

2
σ2η(π2t −β

2)

]
dt

+ σ [πt + η(πt −β)]dBt

(2.13)

Procedendo come nella sezione 2.2, ricaviamo la strategia ottima per
Et[u(F(T))].
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2.4 flow fund sul rendimento logaritmico

teorema 2

Dato il problema di controllo ottimo stocastico descritto da (2.8) e (2.13),
definito V(t, f) = supπ E[ u(Fπ(T))| F(t) = f ], si ha la value function

V(t, F(t)) =

h(t;a)F(t)a se a ̸= 0

h(t;a) + log F(t) se a = 0

con

h(t;a) =

 1
a
eaP(β;a)(T−t) se a ̸= 0

P(β; 0)(T − t) se a = 0

P(β;a) = p0(a) + p1(a)β+ p2(a)β
2 è un polinomio di secondo grado in

β con coefficienti dipendenti dal parametro a

� p0(a) = r+
(µ− r)2

2σ2
(1+ η)2

η+ (1+ η)2(1− a)

� p1(a) = −
η2(µ− r)

η+ (1+ η)2(1− a)

� p2(a) =
σ2η

[
(1+ η)2(1− a)2(1+ 2η) + η2 + η(1− a)(2+ 4η+ η2)

]
2 [η+ (1+ η)2(1− a)]

2

Nel caso a = 0 i coefficienti si semplificano in

� p0(0) = r+
(µ− r)2(1+ η)2

2σ2(1+ 3η+ η2)

� p1(0) = −
η2(µ− r)

1+ 3η+ η2

� p2(0) =
σ2η

2

(
1+ 6η+ 10η2 + 3η3

)
(1+ 3η+ η2)

2

La strategia ottima associata prevede un peso costante nel titolo rischioso

π (t, F(t);a) = π∗ ≡ 1+ η

η+ (1+ η)2(1− a)

[
µ− r

σ2
+ ηβ(1− a)

]
(2.14)

Dimostrazione.
Poiché la dimostrazione segue lo stesso schema della dimostrazione
del Teorema 1, illustriamo brevemente il caso a ̸= 0. Le condizioni al
bordo nell’equazione HJB non cambiano, mentre i coefficienti sono

µπF = f

[
r+ (µ− r)(π+ η(π−β)) −

1

2
σ2η(π2 −β2)

]
.

(σπF )
2 = f2σ2

[
π+ η(π−β)

]2.
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2.5 statica comparata

Il problema di massimizzazione statica è risolto da

π∗(t, f;V) =
(1+ η)

[
−µ−r

σ2 Vf + ηβfVff

]
−ηVf + (1+ η)2fVff

La guess solution è ancora V(t, f) = h(t)fa, e dall’equazione HJB
otteniamo la ODE ḣ(t) + aP(β;a)h(t) = 0

2.5 statica comparata

Come fatto nella sezione 2.3 procediamo all’analisi della soluzione
ottenuta analizzandone l’andamento in funzione dei parametri del
modello. Osserviamo che la struttura della strategia ottima è ancora
della forma

π∗ = A(η;a)πN +B(η;a)β

con A(η;a), B(η;a) tali che

lim
η→∞A(η;a) = 0 e lim

η→∞B(η;a) = 1 (2.15)

come si può osservare nelle figure 2.2, 2.3: le considerazioni fatte nella
sezione 2.3 circa l’avvicinarsi di π∗ a β sono dunque ancora valide.
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Figura 2.2: Coefficiente della normal strategy πN

La Figura 2.2 illustra l’andamento del peso della normal strategy πN:
per tutti i livelli di avversione al rischio è minore del peso ottenuto nel
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Figura 2.3: Coefficiente della benchmark strategy β

primo modello; poichè questo accade anche per il peso che moltiplica
β, in Figura 2.3, concludiamo che la strategia ottima prevede un in-
vestimento minore nel titolo rischioso rispetto al modello precedente.
Ciò è dovuto al termine aggiuntivo

−
1

2
σ2(πt +β)

nella formulazione di G(Wt, Yt) in (2.12). Le derivate rispetto ai
parametri sono date da

∂π∗

∂σ
= −

(µ− r)(1+ η)

η+ (1+ η)2(1− a)

2

σ3
< 0 (2.16a)

∂π∗

∂β
=

η(1+ η)

(1+ η)2 + η
1−a

= B(η;a) > 0 (2.16b)

∂π∗

∂a
=

1+ η

[η+ (1+ η)2(1− a)]2

[
(1+ η)2

µ− r

σ2
− η2β

]
≷ 0 (2.16c)

∂π∗

∂η
=
dA(η;a)
dη

πN +
dB(η;a)
dη

β ≷ 0 (2.16d)

a. In (2.16a) e (2.16b) vediamo confermate le risposte del manager
di fronte ad incrementi dei parametri ottenute nel modello pre-
cedente. Rispetto a tale modello ciò che cambia non è il segno
ma la magnitudine delle derivate, come riportato nelle figure
2.3 e 2.4: nel secondo modello π∗ è meno sensibile a variazioni
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Figura 2.4: Variazione della strategia ottima π∗ rispetto alla volatilità
σ. La linea puntinata si riferisce al modello 1, la linea so-
lida al modello 2. I valori sono stati normalizzati rispetto
al fattore (µ− r)/σ3.

della volatilità, e per η > 2.5 la strategia è fondamentalmente
indipendente da σ per tutti i valori di a considerati. In entrambi
i modelli limη→∞ ∂π∗/∂σ = 0: ciò è coerente con (2.15). Ana-
logamente π∗ è meno sensibile, rispetto al modello precedente,
a variazioni della benchmark strategy β e questo effetto è più
marcato quando il manager è poco avverso al rischio.

b. In Figura 2.5 è rappresentata la strategia π∗ per diversi valori
di a. Osserviamo che l’andamento è crescente con a, ovvero
minore è l’avversione al rischio maggiore è l’investimento nel
titolo S: questo è un risultato intuitivo e che conferma quanto
trovato nel modello precedente. Tuttavia la derivata in (2.16c)
non ha a priori segno sempre positivo, in quanto è presente il
fattore (1+ η)2(µ− r)/σ2 − η2β, il quale

a) è sempre positivo se (µ− r)/σ2 > β

b) è positivo ∀η 6 η̄ se (µ − r)/σ2 < β, dove η̄ è la radice
positiva del fattore in questione. Per valori realistici dei pa-
rametri si ottiene η̄ molto elevato, quindi sebbene esista la
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2.5 statica comparata

possibilità che la strategia cresca con l’avversione al rischio,
ciò accade per valori non plausibili di η.

c. In caso di un incremento di η, è ancora il confronto tra πN e β a
determinare se l’investimento nel titolo sarà maggiore o minore.

a) Per le η tali che |dA/dη| > |dB/dη| (η < 1 in Figura 2.6), se
β < πN allora ∂π∗/∂η < 0

b) Per le η tali che |dA/dη| < |dB/dη| (η > 1), se β > πN

allora ∂π∗/∂η > 0

c) Per η = 1 vale |dA/dη| = |dB/dη| e si ha:

� β > πN =⇒ ∂π∗/∂η > 0

� β < πN =⇒ ∂π∗/∂η < 0

Come nel modello precedente, per i valori di η che rendono π∗

intermedia tra πN e β, quando β > πN la derivata è positiva
perché la strategia ottima si avvicina a β (valore limite per η→∞) dal basso, diversamente è negativa in quanto la strategia
ottima si avvicina a β dall’alto.

29



2.5 statica comparata

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

η

π*

π*
 al variare di a

 

 

a=0

a=0.15

a=0.3

a=0.45

a=0.6

Figura 2.5: La strategia ottima π∗ per diversi valori di avversione al
rischio. Sono stati utilizzati i seguenti valori per i parame-
tri del modello: µ− r = 5% σ = 0.3 β = 0.7. Si ottiene
η̄ = 8.16.
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Figura 2.6: Variazione dei pesi presenti in π∗ rispetto ad η
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3
L A P E R F O R M A N C E R E L AT I VA

In questo capitolo il focus è sul confronto con il benchmark e l’obiet-
tivo è la massimizzazione della performance relativa e dei flussi di
capitale che ne conseguono. A differenza dei modelli precedenti, il
compenso del manager non è legato al valore complessivo degli asset
sotto gestione a scadenza FT , ma dipende esclusivamente dal posizio-
namento rispetto al benchmark: tanto maggiore è la sua capacità di
attirare nuovi investitori, tanto maggiore sarà il suo compenso.

La relazione flussi-rendimenti non è più lineare e simmetrica ma
convessa e sbilanciata verso i flussi positivi. Questa asimmetria porta
il manager ad assumere più rischio, specialmente se il compenso non
risente dell’eventuale deterioramento della performance. Se sono pre-
viste penalizzazioni legate all’underperformance il comportamento
del manager è differente: analizziamo questa situazione nella sezio-
ne 3.4. Analizziamo diverse tipologie di payoff per la fee ricevuta dal
manager ma in tutti i casi la remunerazione del manager dipenderà
esclusivamente dalla performance relativa rispetto al benchmark al
tempo finale T.

3.1 flussi di capitale esponenziali

In questa sezione viene ipotizzata una relazione esponenziale tra
flussi e performance relativa:

G(t) = exp
[
α(RWt − RYt )

]
− 1 (3.1)

dove RWt e RYt sono i rendimenti logaritmici rispettivamente del fondo
e del benchmark; grazie alla normalizzazione W0 = Y0 otteniamo

G(t) =

(
W(t)

Y(t)

)α
− 1 = X(t) − 1
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3.1 flussi di capitale esponenziali

dove i processi Yt e Wt hanno le dinamiche (2.2)-(2.3) ed abbiamo
definito X(t) =

[
W(t)/Y(t)

]α.
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Figura 3.1: Relazione tra flussi e rendimenti logaritmici

La specificazione precedente di Gt in (2.12) è in Figura 3.1a, quel-
la attuale in 3.1b. La forma esponenziale è in linea con la relazio-
ne empirica trovata in [10], in cui gli autori documentano come la
relazione tra performance relativa e flussi non sia simmetrica (tipi-
camente gli outflow sono minori degli inflow a parità di variazione
della performance) né lineare, bensì convessa e sbilanciata verso flussi
positivi.

Nel capitolo precedente la retribuzione consisteva in una quota fis-
sata del valore degli asset gestiti a scadenza. Ora lo schema retributi-
vo è interamente legato alla performance, intesa non in assoluto ma
in termini di posizionamento rispetto al benchmark e dei flussi di
capitale che ne conseguono. Il compenso è dato da

B(1+G(T)) = BX(T), B > 0

dove B è il compenso ricevuto quando il fondo ed il benchmark hanno
lo stesso rendimento. Maggiore sarà il tasso di inflow ricevuti più
sarà alto il compenso, mentre nel peggior caso di underperformance,
che comporta un valore degli asset gestiti pari a zero, il compenso del
manager è nullo.

Studiamo il problema di allocazione ottima in due diversi setting
economici: un primo caso in cui le ipotesi sono quelle della sezione
2.1, cioè il fondo ed il benchmark hanno le stesse possibilità di inve-
stimento ed il mercato è quindi completo. Un secondo caso in cui il
benchmark non è perfettamente replicabile in quanto comprende una
componente aggiuntiva di rischio.
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3.1 flussi di capitale esponenziali

3.1.1 Mercati completi

Attraverso la scelta della proporzione π (o equivalentemente la distan-
za δ di questa dalla strategia β) da investire nel titolo S il manager
determina quello che sarà il posizionamento rispetto ad Y al tempo T ,
in base al quale verrà determinata la sua ricchezza. Di conseguenza
il problema di ottimizzazione è dato da:

max
πt

E [u (BXT )] = B
a max

πt

E [u (XT )] (3.2)

Una semplice applicazione del lemma di Ito fornisce la dinamica:

dXt

Xt
=α

[
(πt −β)(µ− r) +

σ2

2

(
α(πt −β)

2 − (π2t −β
2)
)]
dt

+α(πt −β)σdBt

=α

[
δt(µ− r− σ

2β) +
σ2

2
δ2t (α− 1)

]
dt+αδtσdBt

(3.3)

Osserviamo che la (3.2) può essere riscritta come

Ba max
πt

E

[
û

(
WT

YT

)]
con û(z) =


zaα

a
se aα < 1,

α log z se a = 0.
(3.4)

L’ipotesi α < 1/a è essenziale per rendere û concava, e quindi qua-
lificarla come funzione utilità; il coefficiente relativo di avversione al
rischio è ora RR = 1− aα.

teorema 3

Dato il problema di controllo ottimo stocastico descritto da (3.2) e (3.3),
definito V(t, x) = supπ E[ u(Xπ(T))|X(t) = x ], si ha la value function

V(t,X(t)) =

h(t;a)X(t)a se a ̸= 0

h(t;a) + logX(t) se a = 0

con

h(t;a) =

 1
a
eaϑ(a)(T−t) se a ̸= 0

ϑ(0)(T − t) se a = 0

ϑ(a) =
ασ2

2(1− aα)

(
µ− r

σ2
−β

)2
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3.1 flussi di capitale esponenziali

La strategia associata prevede un peso costante nel titolo rischioso

π (t,X(t);a) = π∗ ≡ 1

1− aα

[
µ− r

σ2
−βaα

]
(3.5)

Osservazione 1. Nel caso a = 0 si ha π∗ = (µ− r)/σ2. La presenza del
benchmark non influenza la soluzione poiché

max
πt

E [u (XT )] = max
πt

E [α log(WT/YT )] = max
πt

E [logWT − log YT ]

∝ max
πt

E [logWT ] = max
πt

E [u (WT )]

Il problema considerato si riconduce al classico problema di investi-
mento tra un asset risk-free ed un asset rischioso con dinamica lo-
gnormale, in cui si massimizza l’utilità dovuta alla ricchezza al tempo
finale.

Dimostrazione.
caso a ̸= 0 V(t, x) soddisfa l’equazione HJB
Vt + supπ

[
µπXVx + 1

2
(σπX)

2Vxx

]
= 0 ∀(t, x) ∈ [0, T)× (0,+∞)

V(T , x) = 1
a
xa ∀x ∈ (0,+∞).

limx→0 V(t, 0) = 0 ∀t ∈ [0, T)

in questa equazione Vt,Vx sono le derivate parziali di V rispetto a
t, x e i coefficienti sono

µπX = xα

[
(π−β)(µ− r− σ2β) +

σ2

2
(α− 1)(π−β)2

]
(σπX)

2 = x2α2σ2(π−β)2

Per un dato (t, x) risolviamo il problema di massimizzazione statico
trovando

π∗(t, x) =
1

(α− 1)Vx +αxVxx

[(
αβ−

µ− r

σ2

)
Vx +αβxVxx

]
la soluzione ottima per π dipende quindi dalla V(t, x), che viene
trovata risolvendo la PDE

Vt + µ
π∗
X Vx +

1

2
(σπ

∗
X )2Vxx = 0 (3.6)

dove i coefficienti µπ
∗

X e σπ
∗

X vengono ottenuti sostituendo π∗ nelle
espressioni di µπX e σπX. Per risolvere (3.6) ipotizziamo la guess so-
lution V(t, x) = h(t)xa. Imponendo la condizione finale otteniamo
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3.1 flussi di capitale esponenziali

h(T) = 1/a, e sostituendo la guess solution in (3.6) otteniamo la
seguente ODE (lineare a coefficienti costanti) per h(t):

ḣ(t) + h(t)a
ασ2

2(1− aα)

[
µ− r

σ2
−β

]2
= 0

risolta da

h(t) =
1

a
exp

(
aϑ(T − t)

)
ϑ =

ασ2

2(1− aα)

[
µ− r

σ2
−β

]2
Infine sostituendo la V(t, x) nell’espressione di π∗ si ottiene

π∗ =
1

1− aα

[
µ− r

σ2
−βaα

]

caso a = 0 Come osservato la strategia ottima è data da

π∗ =
µ− r

σ2

La guess solution è ora V(t, f) = log(f) +h(t), e si ottiene la ODE per
h(t):

ḣ(t) +
ασ2

2

(
µ− r

σ2
−β

)2

= 0

risolta da

h(t) =
ασ2

2

(
µ− r

σ2
−β

)2

(T − t)

Riscriviamo la strategia come

δ∗ = π∗ −β =
µ− r−βσ2

σ2(1− aα)

per evidenziarne alcuni aspetti.

a. Esiste una combinazione di parametri che rende nulla la distan-
za tra la strategia del fondo e quella del benchmark:
β = (µ− r)/σ2 =⇒ π∗ = β

b. Lo scarto dal benchmark può essere positivo o negativo in base
al segno di µ− r−βσ2

a) β > (µ− r)/σ2 =⇒ π∗ < (µ− r)/σ2 =⇒ π∗ < β

b) β < (µ− r)/σ2 =⇒ π∗ > (µ− r)/σ2 =⇒ π∗ > β
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3.1 flussi di capitale esponenziali

c. Lo scarto dal benchmark, in termini assoluti, è decrescente ri-
spetto all’avversione al rischio: un manager meno avverso al
rischio è disposto ad allontanarsi maggiormente.

d. Il parametro che determina l’intensità dei flussi, α, ha un effetto
analogo:

∂|δ∗|

∂α
=

a

(1− aα)2

[
µ− r

σ2
−β

]
sgn(δ∗)

dal punto (b) gli ultimi due termini sono concordi, quindi la de-
rivata è sempre positiva. Coerentemente con la natura del mo-
dello, più è grande l’asimmetria tra inflow e outflow e maggiori
incentivi esistono per allontanarsi dal benchmark.

In generale il comportamento del manager, interessato a massimiz-
zare il suo compenso, è quindi molto diverso da quello che avrebbe
un investitore interessato a massimizzare il valore del proprio inve-
stimento, anche nel caso in cui avessero le stesse preferenze (la stes-
sa funzione di utilità). Questo fenomeno è più marcato quando il
benchmark è relativamente rischioso, come nel caso (a) di (b).

La principale novità nel comportamento del manager riguarda la
dipendenza della strategia ottima dall’esposizione β, in quanto

∂π∗

∂β
= −

aα

1− aα
< 0 (3.7)

Se consideriamo β > (µ− r)/σ2, all’aumentare di β si ha un aumento
del tracking error |π∗ − β|. Questo risultato è coerente con la natura
del modello: se il manager si allineasse al benchmark otterrebbe l’an-
nullamento dei flussi di capitale, positivi e negativi, riducendo il suo
compenso alla sola parte fissa. Grazie alla forma esponenziale in (3.1)
allontanarsi dal benchmark consente di ottenere inflow molto impor-
tanti se confrontati con gli outflow corrispondenti, che in ogni caso
non intaccherebbero la ricchezza finale del manager: egli è dunque
incentivato verso un’esposizione π∗ lontana dall’esposizione β. Nel
caso in cui questo significhi ridurre la volatilità del fondo, il manager
non sta agendo in maniera prudente. Infatti, come osservato in [1],

“In uno scenario di valutazione relativa qualsiasi strate-
gia che preveda una deviazione dal benchmark è intrin-
secamente rischiosa. Assumendo più rischio sistematico
del benchmark (aumento della volatilità del portafoglio),
il manager punta a migliorare la sua posizione relativa
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3.1 flussi di capitale esponenziali

quando il benchmark sale. Analogamente, assumendo me-
no rischio sistematico (riduzione della volatilità), il mana-
ger punta a migliorare la sua posizione relativa quando il
benchmark scende”

3.1.2 Mercati incompleti

In questa sezione ampliamo il modello considerando il caso in cui
l’incertezza nella dinamica del benchmark è dovuta, oltre che all’in-
vestimento nel titolo S, ad un ulteriore moto browniano B0, tramite il
coefficiente positivo σ0.

dYt =
[
β(µ− r) + r

]
Ytdt+βσdBt + σ0dB0,t (3.8)

dB(t)dB0(t) = ρdt

La dinamica del processo X(t) = [W(t)/Y(t)]α è ora data da

dXt

Xt
=α

[
(πt −β)(µ− r− σ

2β−αρσσ0) +
σ2

2
(α− 1)(πt −β)

2

+ (α+ 1)
σ20
2

+ ρβσσ0

]
dt+α(πt −β)σdBt −ασ0dB0, t

=α

[
δ(µ− r− σ2β−αρσσ0) +

σ2

2
(α− 1)δ2

+ (α+ 1)
σ20
2

+ ρβσσ0

]
dt+αδσdBt −ασ0dB0, t

(3.9)

In analogia alla sezione precedente abbiamo il seguente teorema

teorema 4

Dato il problema di controllo ottimo stocastico descritto da (3.2) e (3.9),
definito V(t, x) = supπ E[ u(Xπ(T))|X(t) = x ], si ha la value function

V(t,X(t)) =

h(t;a)X(t)a se a ̸= 0

h(t;a) + logX(t) se a = 0

con

h(t;a) =

 1
a
eaϑ(a)(T−t) se a ̸= 0

ϑ(0)(T − t) se a = 0

ϑ(a) = α

[
(µ− r−βσ2 − ρσσ0aα)

2

2(1− aα)σ2
+ ρβσσ0 + (1+ aα)

σ20
2

]
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3.1 flussi di capitale esponenziali

La strategia associata prevede un peso costante nel titolo rischioso

π (t,X(t);a) = π∗ ≡ 1

1− aα

[
µ− r

σ2
−βaα− ρaα

σ0

σ

]
(3.10)

Dimostrazione.
Lo schema seguito è quello della dimostrazione del teorema 3, in
questo caso i coefficienti dell’equazione HJB sono

µπX =xα

[
(πt −β)(µ− r− σ

2β−αρσσ0) +
σ2

2
(α− 1)(πt −β)

2

+ (α+ 1)
σ20
2

+ ρβσσ0

]
(σπX)

2 =x2α2
[
σ2(π−β)2 + σ20 − 2ρσσ0(π−β)

]
Quindi risolviamo il problema di massimizzazione statico trovando
la strategia ottima π∗(t, x) in funzione di V(t, x), che viene trovata
risolvendo la PDE

Vt + µ
π∗
X Vx +

1

2
(σπ

∗
X )2Vxx = 0

tramite la guess solution V(t, x) = h(t)xa. Sostituendo otteniamo la
strategia ottima (3.10) e l’ODE per h(t)

ḣ(t) + aϑ(a)h(t) = 0

Osservazione 2. Se ρ = 0 la strategia ottima è uguale a quella trova-
ta nel caso in cui nella dinamica del benchmark è presente il solo
browniano B, cioè

π∗0 =
1

1− aα

[
µ− r

σ2
−βaα

]
(3.11)

Questo risultato indica che, sebbene σ0 abbia un impatto nella va-
lue function, la sua presenza non modifica la strategia ottima. Da
un diverso punto di vista possiamo dire che poiché la fonte di vola-
tilità introdotta è indipendente dalle opportunità di investimento il
manager non ha a disposizione strumenti per fare hedging rispetto
a questa: anche se volesse modificare la strategia per tenere conto
di questa volatilità aggiuntiva gli strumenti che ha a disposizione
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3.1 flussi di capitale esponenziali

non lo consentono. Separando Y nelle due parti replicabile YR e non
replicabile YN otteniamo

Y(t) = YR(t)YN(t)

YN(t) = e−σ
2
0/2 t+ σ0B0(t)

YR(t) = Y(0)e
(β(µ− r) + r− σ2/2)t+ σβB(t)

e sfruttando l’indipendenza tra YN e YR (ρ = 0) possiamo riscrivere il
problema di massimizzazione come

max
πt

E

[
u

((
WT

YT

)α)]
= max

πt

E

[
1

a

(
WT

YR,T

)aα(
1

YN,T

)aα ]
= max

πt

E

[
1

a

(
WT

YR,T

)aα]
E

[(
1

YN,T

)aα ]
Il termine 1/YN non dipende da π, quindi è ininfluente ai fini della
strategia ottima, che viene trovata massimizzando l’utilità attesa della
stessa variabile della sezione precedente, mentre compare nella value
function.

In generale la strategia è esprimibile come

π∗ = p
µ− r

σ2
+ (1− p)

(
β+ ρ

σ0

σ

)
, p =

1

1− aα
> 1 (3.12)

ovvero è una combinazione tra due termini

• la golden rule del problema standard di investimento

• la strategia β del benchmark, modificata per tenere conto del-
l’ulteriore componente di rischio

Rispetto alla strategia π∗0, ottima nel caso in cui è possibile una repli-
ca perfetta del benchmark (mercati completi), è presente un termine
aggiuntivo

π∗ = π∗0 + (1− p)ρ
σ0

σ
e la differenza

∆π = (1− p)ρ
σ0

σ

può essere positiva o negativa, secondo il segno della correlazione

• ρ < 0 =⇒ ∆π > 0

• ρ > 0 =⇒ ∆π < 0
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3.2 retribuzione tramite opzione

La derivata della strategia (3.12) rispetto alla correlazione è pari a
(1− p)σ0/σ, quindi è sempre negativa, e l’investimento massimo nel
titolo si ha per ρ = −1: in caso di correlazione negativa il mana-
ger percepisce il benchmark come più stabile e meno rischioso ed è
portato a investire di più, in assoluto e rispetto al caso con mercati
completi.

Se la correlazione è positiva è invece più probabile che il benchmark
performi molto positivamente o molto negativamente, in quanto la
sua volatilità è aumentata

σ2Y = β2σ2 + σ20 + 2ρβσσ0

L’aumento di rischiosità del benchmark equivale, nel caso con mercati
completi, ad un aumento di β, e gli effetti sulla strategia sono gli
stessi: π∗ diminuisce e si allontana dal benchmark quando β > (µ−

r)/σ2, diversamente si avvicina.

3.2 retribuzione tramite opzione

Studiamo un caso in cui la relazione tra performance e compenso
presenta una forte non linearità. L’interesse primario del manager è
superare il benchmark, in quanto egli percepirà la performance fee
solo se al tempo T sarà in grado di attrarre nuovi capitali da gestire.
Il compenso è nullo finché la performance del fondo è inferiore a
quella del benchmark e cresce linearmente per valori superiori. Il
processo G in (3.1) è comprensivo dei flussi in entrata e uscita rispetto
al fondo, ma in caso di outflow non ci sono penalizzazioni per il
manager. Per ottenere la soluzione in forma esplicita è necessario
porre il parametro α = 1. La componente variabile del suo compenso
è quindi

G(T)+ =

[
W(T)

Y(T)
− 1

]+
= [X(T) − 1]+

Il mercato in cui opera e le opportunità d’investimento, le strategie
ammissibili e la funzione utilità sono quelle descritte nella sezione 2.1.
Il manager sceglie la strategia di investimento che gli consente di mas-
simizzare l’utilità derivante dalla componente variabile, il problema
da risolvere è

max
πt

E
[
u
(
(X(T) − 1)+

)]
(3.13)
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3.2 retribuzione tramite opzione

sotto i vincoli di dinamica

dXt

Xt
=

[
(πt −β)(µ− r−βσ

2)
]
dt+ (πt −β)σdBt (3.14)

e di ammissibilità

Xt > 0 ∀t ∈ [0, T ] (3.15)

Nella risoluzione applichiamo il metodo martingala seguendo quan-
to fatto da Carpenter in [4]. Rispetto al problema di investimento
standard siamo in presenza di una funzione da massimizzare non
concava nella variabile di riferimento, a causa della composizione
dell’utilità u con la funzione parte positiva.

3.2.1 Il Metodo Martingala nel Problema Standard

Nel problema standard viene considerato un investitore, con dota-
zione iniziale pari a x, che massimizza l’utilità attesa della ricchez-
za al tempo finale T . Per i risultati esposti facciamo riferimento a
quanto sviluppato da Karatzas e Shreve in [13] tramite la teoria delle
martingale. Gli elementi fondamentali sono

• il mercato in cui opera l’investitore, completo e a coefficienti
costanti come in sezione 2.1

• la funzione utilità u, la derivata u ′ e la sua inversa i, già descrit-
te in sezione 2.1

• il processo ζt, detto state price density o stochastic discount factor,
definito

ζt = e
−(r+ϑ2/2)t−ϑBt con ϑ =

µ− r

σ
(3.16)

Il fattore di sconto stocastico (s.d.f) determina il prezzo di qualsiasi
attività finanziaria: dato il payoff futuro X(T) ed il prezzo attuale p(0)
dello strumento che lo garantisce, lo s.d.f ζ(T) è tale che

p(0) = E[ζ(T)X(T)]

Può essere collegato ad un modello economico di consumo intertem-
porale, in cui

p(0) = E

[
β
u ′(C(T))

u ′(C(0))
X(T)

]
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3.2 retribuzione tramite opzione

dove β è il tasso di sconto (β < 1) temporale e u ′ rappresenta l’utilità
marginale del consumo. Nel modello u ′ diminuisce all’aumentare
di C poiché gli individui valutano di più il denaro se questo arriva
quando ne hanno davvero bisogno (consumo basso = “bad state”).
La relazione che collega lo s.d.f al saggio marginale di sostituzione
intertemporale è quindi

ζ(T) = β
u ′(C(T))

u ′(C(0))

ed indica che un valore alto di ζ(T) corrisponde ad un bad state.
Se il payoff X(T) è quello di una Arrow-Debreu security, ottenia-

mo p(ω) = π(ω)ζT (ω), cioè la variabile aleatoria ζT (ω) rappresenta
il prezzo p(ω) di una security che paga 1 se al tempo T si verifica
l’evento ω, in relazione alla probabilità π(ω) che questo si verifichi.

Il problema da risolvere è

max
πt∈A(x)

E[u(XT )] (3.17)

s.t

dXt = (rXt + (µ− r)πtXt)dt+ πtXtσdBt X(0) = x (3.18)

dove A(x) è l’insieme delle strategie di investimento ammissibili per
la dotazione iniziale x. Il problema dinamico di scelta della strategia
πt ottima è equivalente al problema statico di determinazione della
ricchezza finale XT ottima, e dunque è questo che viene risolto. Ciò è
possibile perché esiste una corrispondenza biunivoca tra le ricchezze
XT ottenibili tramite πt ammissibili e le variabili W FT misurabili che
soddisfano E(ζ(T)W) 6 x.

Formalizziamo questo risultato: definiamo L(x) come l’insieme
delle variabili W su (Ω,FT , P) che soddisfano E(ζ(T)W) 6 x.

1. Se πt ∈ A(x) e X(·) è il corrispondente processo di ricchezza
ottenuto risolvendo (3.18), allora vale E(ζ(T)X(T)) 6 x, cioè
X(T) ∈ L(x)

2. ∀W ∈ L(x) ∃ πt ∈ A(x) e X(·) corrispondente t.c X(T) =W q.c

Per comprendere il punto 1 consideriamo la soluzione a (3.18) ed il
cambio di misura che elimina il termine di drift µ− r dall’espressione
integrale di Xt: sfruttando la martingala

Z(t) = ertζ(t) = e−(ϑ2/2)t−ϑBt
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3.2 retribuzione tramite opzione

definiamo la misura

Q = E[Z(T)1A], A ∈ FT

ed il browniano su Q

B̃(t) = B(t) + ϑt

Possiamo esprimere Xt evidenziando B̃t

X(t)e−rt = x+

∫t
0

e−rsX(s)π(s)σdB̃s

Consideriamo ora che per π ∈ A(x) la parte sinistra è sempre non
negativa e la destra è una martingala locale sotto Q. Dunque Xte

−rt

è una supermartingala non negativa sotto Q. Applicando la proprietà
di supermartingala ad XT si ottiene

EQ

[
e−rTX(T)

]
6 x −→ E

[
e−rTZ(T)X(T)

]
6 x (3.19)

La riformulazione del problema in (3.17) è

max
XT

E[u(XT )] (3.20)

s.t

E [ζ(T)X(T)] 6 x X(T) > 0

La soluzione è caratterizzata nel teorema seguente

teorema 5

Se sono soddisfatte le ipotesi

(i) E [ζ(T)] <∞
(ii) X(y) = E [ζ(T)i(yζ(T))] <∞ ∀y ∈ (0,∞)

Allora

1. X∗(T) = i (Y(x)ζ(T))

2. X∗(t) =
1

ζ(t)
E [ζ(T)X∗(T)|Ft]

3. π∗(t) =
1

σ

[
ϑ+

φ(t)

M(t)

]
dove Y è la funzione inversa di X ed M(t) è la martingala definita come

M(t) = ζ(t)X∗(t) = x+

∫t
0

φ(s)dBs
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3.2 retribuzione tramite opzione

Dunque X∗(T) ∈ L(x) e soddisfa (3.19) all’uguaglianza, sappiamo
che il processo X∗(t)ζ(t) è una martingala e che esiste una strategia
di investimento π∗t associata a X∗(t).

Per ricavare la strategia ottima si considera

d
(
X∗(t)e−rt

)
= d

(∫t
0

e−rsX∗(s)π∗(s)σdB̃s

)
= e−rtX∗(t)π∗(t)σ [dBt + ϑdt]

dal punto 2 del teorema

X∗(t)e−rt =
M(t)

Z(t)

differenziando si ottiene

d

(
M(t)

Z(t)

)
=

1

Z(t)
(ϑM(t) +φ(t)) [dBt + ϑdt]

Infine ricaviamo

X∗(t)π∗(t)σ =
ert

Z(t)
(ϑM(t) +φ(t))

=
1

ζ(t)
(ϑζ(t)X∗(t) +φ(t))

= ϑX∗(t) +
φ(t)

ζ(t)

3.2.2 Risoluzione nel caso Option Compensation

Come detto in precedenza i risultati ottenuti nel teorema 5 non pos-
sono essere applicati direttamente al problema in (3.13) poiché la fun-
zione utilità non è concava. Inoltre la dinamica della variabile di stato
X in (3.14) è differente da quella “standard” considerata da Carpenter
in [4] e Karatzas e Shreve in [13], dunque sono necessarie delle mo-
difiche alle definizioni precedentemente date, in particolar modo per
ciò che riguarda il fattore di sconto stocastico.

Procedendo come nella sezione 3.2.1 consideriamo l’espressione
integrale della X

X(t) = X0 +

∫t
0

(µ− r−βσ2)X(s)δ(s)ds+

∫t
0

σX(s)δ(s)dBs (3.21)

dove δ(s) = π(s) −β, e possiamo ricavare equivalentemente la strate-
gia π∗ ottima o la δ∗.
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Osservazione 3. Sarebbe possibile ottenere questa espressione della
X(t) nel problema standard se il titolo privo di rischio avesse ren-
dimento nullo ed il titolo rischioso rendimento pari a µ− r−βσ2.

Il cambio di misura che elimina la componente di drift sfrutta la
martingala

Z(t) = e−(ϑ2/2)t−ϑBt con ϑ =
µ− r

σ
−βσ

e riscrivendo la (3.21) in funzione del browniano B̃(t) = B(t) + ϑt

otteniamo

X(t) = X0 +

∫t
0

σX(s)δ(s)dB̃s (3.22)

La condizione necessaria e sufficiente per l’ammissibilità è in questo
caso

EQ [X(T)] 6 X0 −→ E [Z(T)X(T)] 6 X0

In base all’osservazione 3 deduciamo che il fattore di sconto stoca-
stico ζt, così come definito in [13], coincide con la martingala Zt. Il
problema in (3.13)-(3.14) è equivalente a

max
XT

E
[
u
(
(XT − 1)+

)]
(3.23)

s.t

E [ζ(T)X(T)] 6 X0 X(T) > 0

La risoluzione è articolata nei seguenti passi

• Passaggio al problema standard tramite “versione concava” del-
l’utilità

• Risoluzione del problema ottenuto

• Verifica dell’ottimalità della soluzione trovata rispetto al proble-
ma di partenza

Definiamo

U(x) =

u ((x− 1)+) se x > 0
−∞ se x < 0

e consideriamo la sua versione concava Ũ(x) ottenuta sottendendo
con una corda la zona che dà origine alla non concavità, come in
Figura 3.2. Tale corda ha come estremi (0,U(0)) ed il punto (x̂,U(x̂)),
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3.2 retribuzione tramite opzione
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Figura 3.2: Funzione utilità di partenza e sua versione concava, per
a = 0.3. La linea blu corrisponde alla funzione utilità di
partenza U(x) = u((x− 1)+), la linea azzurra evidenzia la
corda, mentre quella puntinata segna il punto di raccordo
x̂ = 1.43.

dove x̂ va determinato in modo che non ci siano cambi di concavità
nella Ũ risultante.

Ũ(x) =


U(x) se x > x̂

xU ′(x̂) se 0 6 x 6 x̂
−∞ se x < 0

(3.24)

Determiniamo x̂ imponendo che la pendenza m della corda sia ugua-
le alla pendenza della U nel punto di congiunzione

m =
U(x̂) −U(0)

x̂− 0
= U ′(x̂)

ipotesi: x̂ > 1
(x̂− 1)a

ax̂
= (x̂− 1)a−1

da cui otteniamo

x̂ =
1

1− a

Osservazione 4. Poiché 0 < a < 1 l’ipotesi x̂ > 1 è soddisfatta.
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3.2 retribuzione tramite opzione

Dalla (3.24) ricaviamo la funzione Ũ ′ : (0,∞) → (0, Ũ ′(0)) e la sua
inversa I : (0,∞) → (0,∞)

Ũ ′(x) =

U ′(x) se x > x̂

U ′(x̂) se 0 6 x 6 x̂
I(z) =

0 se z > Ũ ′(x̂)

i(z) + 1 se 0 < z < Ũ ′(x̂)

Poiché le x a cui viene applicata u ′ sono sempre maggiori di 1 abbia-
mo U ′(x) = u ′(x− 1) = (x− 1)a−1. Analogamente per le z considera-
te vale i(z) = z1/(a−1).

In termini di Ũ, il problema del manager è

max
XT

E[Ũ(XT )] (3.25)

s.t

E [ζ(T)X(T)] 6 X0 X(T) > 0

Seguendo il teorema 5 formuliamo il

teorema 6

Sia
I(z) = [i(z) + 1]1{z<u ′(x̂−1)} ∀z > 0 (3.26)

Se sono soddisfatte le ipotesi

(i) E [ζ(T)] <∞
(ii) X(y) = E [ζ(T)I(yζ(T))] <∞ ∀y ∈ (0,∞)

Allora

X∗(T) = I (Y(X0)ζ(T)) (3.27)

X∗(t) = Et

[
ζ(T)

ζ(t)
X∗(T)

]
(3.28)

δ∗(t) =
1

σ

[
ϑ+

φ(t)

M(t)

]
(3.29)

Osservazione 5. La funzione indicatrice in (3.26) è equivalente all’in-
dicatrice dell’insieme {z < U ′(x̂)}, a sua volta equivalente all’insie-
me {I(z) > x̂}. Di conseguenza X∗

T assume valori in un sottoinsie-
me dei domini di Ũ e U in cui le due funzioni coincidono, quindi
Ũ(X∗

T ) = U(X
∗
T ). Inoltre Y(X0) è l’unico1 valore per y, che denotiamo

y∗, che soddisfa X(y∗) = X0. Dall’ipotesi W0 = Y0 abbiamo X0 = 1, e
ricaviamo y∗ simulando il fattore di sconto stocastico in base alla sua
dinamica.

1 X(y) è una funzione monotona decrescente in y
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3.2 retribuzione tramite opzione

Possiamo riscrivere X∗
T come

X∗(T) = I (y∗ζ(T)) = [i(y∗ζ(T)) + 1]1{ζ(T)<γ} (3.30)

con

γ = u ′(x̂− 1)/y∗

Mostriamo l’ottimalità di X∗
T per il problema di partenza in (3.23)
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ζ(T)

X
* (T

)

x̂

Figura 3.3: La performance ottima al tempo finale in funzione del fat-
tore di sconto ζT . I valori per i parametri del modello sono
in Tabella 1.

provando che un qualsiasi altro payoff Y, che rispetti il vincolo di
ammissibilità, porta ad un’utilità attesa minore

E
[
U(Y) −U(X∗

T )
]
=E

[
U(Y) − Ũ(X∗

T )
]

(3.31)

6E
[
Ũ(Y) − Ũ(X∗

T )
]

(3.32)

<E
[
y∗ζT (Y −X

∗
T )
]

(3.33)

=y∗
(
E[ζTY] −X0

)
6 0 (3.34)

La disuguaglianza in (3.32) deriva dal fatto che, come si verifica in
Figura 3.2, Ũ domina U. La (3.33) discende dalle proprietà di crescita
della Ũ:

Ũ(y) − Ũ(x) 6 m(y− x) ∀m ∈ Ũ ′(x)
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3.2 retribuzione tramite opzione

se x > x̂ e y ̸= x, come nel nostro caso, vale il minore stretto. La
(3.34) è dovuta alla proprietà di martingala di ζtX∗

t e al vincolo di
ammissibilità.

Ricaviamo i valori intermedi X∗(t) calcolando esplicitamente il va-
lore atteso in (3.28)

X∗(t) = Et

[
ζ(T)

ζ(t)
1{ζ(T)<γ}

]
︸ ︷︷ ︸

(I)

+Et

[
ζ(T)

ζ(t)
(i(y∗ζ(T)) + 1)1{ζ(T)<γ}

]
︸ ︷︷ ︸

(II)

(3.35)
Per calcolare (I) e (II) sfruttiamo i seguenti risultati

• La distribuzione del processo ζ è lognormale, quindi

∀t ζ(T)

ζ(t)
= e−Vt con Vt~N(µ̂, σ̂2)

dove µ̂ = ϑ2(T − t)/2 e σ̂2 = ϑ2(T − t)

• Dalla proprietà di indipendenza degli incrementi del moto bro-
wniano si ha che ζ(T)/ζ(t) è indipendente rispetto alla sigma
algebra Ft

• Formula per la risoluzione di integrali gaussiani

∫
a√
2π
e−

1
2
a2x2 + bx+ cdx = e

c+ b2

2a2

∫
a√
2π
e
−1

2

(
x−b/a2

1/a

)2

dx

• i(y∗ζ(T)) = (x̂− 1)

(
ζ(T)

γ

) 1
a−1

Di conseguenza otteniamo che

(I) =Et

[
e−Vt 1{

e−Vt < γ/ζ(t)
}] =

+∞∫
ln ζ(t)

γ

e−v 1√
2πσ̂2

e
−

(v−µ̂)2

2σ̂2 dv

=

+∞∫
ln ζ(t)

γ

1√
2πσ̂2

e
−1

2

(v−(µ̂−σ̂2))
2

σ̂2 dv =

+∞∫
−d1

1√
2π
e−

1
2
y2dy = N(d1)

dove

d1 =
1

|σ̂|

[
ln
γ

ζt
+ (µ̂− σ̂2)

]
=

1

|ϑ|
√
T − t

[
ln
γ

ζt
−
ϑ2

2
(T − t)

]
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3.2 retribuzione tramite opzione

Lo svolgimento del valore atteso in (II) è analogo a quanto fatto per
calcolare (I):

(II) = (x̂− 1)

(
ζ(t)

γ

) 1
a−1

Et

[(
ζ(T)

ζ(t)

) a
a−1

1{ζ(T)/ζ(t) < γ/ζ(t)}

]

=(x̂− 1)

(
ζ(t)

γ

) 1
a−1

E

[
e
−Vt

a
a−1 1{

e−Vt < γ/ζ(t)
}]

=(x̂− 1)

(
ζ(t)

γ

) 1
a−1

e
aϑ2

2(1−a)2
(T − t)

N(d2)

= (x̂− 1)
N ′(d1)

N ′(d2)
N(d2) con d2 = d1 +

|ϑ|
√
T − t

1− a

Unendo i due termini si ottiene

X∗(t) = N(d1) + (x̂− 1)
N ′(d1)

N ′(d2)
N(d2) (3.36)

È possibile ricavare esplicitamente anche la strategia ottima che gene-
ra X∗

t , tramite il differenziale della martingala M(t) = ζ(t)X∗(t).

dM(t) = X∗(t)dζ(t) + ζ(t)dX∗(t) + dX∗(t)dζ(t) (3.37)

Tutti i termini in dt che emergono dagli ultimi due termini si sem-
plificano, come è ovvio aspettarsi dato che M è una martingala, e si
ottiene

dM(t) = φ(t)dB(t)

con

φ(t) = ϑζ(t)

[
−X∗(t) +

x̂N ′(d1)

|ϑ|
√
T − t

+
x̂− 1

1− a

N ′(d1)

N ′(d2)
N(d2)

]
= ϑζ(t)

[
a

1− a
X∗(t) +

x̂N ′(d1)

|ϑ|
√
T − t

−
N(d1)

1− a

] (3.38)

Dalla (3.29) e (3.38) otteniamo

δ∗(t) =
ϑ

σX∗(t)

[
X∗(t)

1− a
+
x̂N ′(d1)

|ϑ|
√
T − t

−
N(d1)

1− a

]
(3.39)
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3.2 retribuzione tramite opzione

3.2.3 Analisi dei risultati

Analizziamo i risultati ottenuti partendo dalla performance ottima al
tempo finale

X∗(T) =

(x̂− 1)( γ

ζ(T)

) 1
1−a

+ 1

 1{ζ(T) < γ}

Riferendoci alla Figura 3.3 osserviamo che la performance relativa
ottima al tempo finale presenta una discontinuità in ζ(T) = γ e passa
dal valore x̂ a zero. Questo significa che sono ottime per il manager
solo le performance che rendono l’opzione con cui viene retribuito
in the money di almeno la quantità x̂− 1. Le restanti performance
(tra 1 ed x̂) sono positive in quanto il fondo batte il benchmark ed il
compenso al tempo T che ne consegue è maggiore di zero, ma non
sono ”desiderabili” dal manager.

La performance ottima, quando non è nulla, è inversamente pro-
porzionale al fattore di sconto ζ(T): più sono economici i payoff
(ζ(T) → 0) maggiore è il compenso che il manager può ottenere.
Questo andamento è tanto più accentuato quanto più il manager è
propenso al rischio.

Consideriamo ora la performance ottima X∗(t) e la strategia d’inve-
stimento π∗(T) = δ∗(t) +β associata. Il comportamento del manager
di fronte a situazioni limite è il seguente

• very bad state: con ζ(t) → +∞ si ha X(t) → 0, quindi

δ∗(t) → ±∞ e π∗(t) → ±∞
• very good state: con ζ(t) → 0 si ha X(t) → +∞, quindi

δ∗(t) → ϑ

σ(1− a)
e π∗(t) → 1

1− a

(
µ− r

σ2
−βa

)

Maggiore è la performance relativa, minore è la possibilità che l’op-
zione sia out of the money a fine periodo, e la strategia si allinea a
quella trovata in (3.5), come se il problema di ottimo affrontato dal
manager fosse max E

[
u(XT )

]
piuttosto che max E

[
u(XT − 1)+

]
.

Riferendoci alla Figura 3.4 osserviamo che il manager sceglie una
strategia più o meno aggressiva rispetto al benchmark in base al
posizionamento di quest’ultimo rispetto alla golden rule

a. β > (µ− r)/σ2 =⇒ π∗(t) < β ∀t
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3.2 retribuzione tramite opzione

b. β < (µ− r)/σ2 =⇒ π∗(t) > β ∀t
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Figura 3.4: La distanza ottima dalla benchmark strategy in funzione
della performance relativa X∗(t). Le linee puntinate corri-
spondono alla soluzione, costante nel tempo ed indipen-
dente dalla performance, trovata in sezione 3.1.1. I valori
per i parametri del modello sono in Tabella 1, l’istante t
considerato è tale che T − t = 1.

Le due possibili strategie comportano livelli diversi di volatilità per il
fondo ma sono equivalenti per ciò che riguarda la misura di rischio
considerata, il tracking error. In questo senso sono entrambe meno
rischiose (δ∗(t) più vicino allo zero) della strategia (3.5) per un ran-
ge di valori di X∗(t): compensare il manager tramite opzione non
necessariamente porta il manager ad assumere rischi aggiuntivi.

Al contrario, quanto la performance è molto negativa (X∗(t) → 0) il
manager cerca di recuperare aumentando sempre di più la distanza
dal benchmark.

Parametri

µ− r σ a x̂ T β ϑ y∗ γ

0, 03 0, 2 0, 5 2 2
0, 25 0, 1 1, 011 0, 989

1, 25 −0, 1 1, 006 0, 994

Tabella 1: Valori dei parametri per il modello con compensazione
tramite opzione.
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3.2 retribuzione tramite opzione

(a) Benchmark strategy minore della golden rule
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(b) Benchmark strategy maggiore della golden rule

Figura 3.5: La distanza ottima dalla benchmark strategy in funzione
della performance relativa X∗(t), al variare di ϑ. L’istante
t considerato è tale che T − t = 1.

I parametri µ, r,σ e β sono presenti nella soluzione δ∗t esclusiva-
mente attraverso la combinazione

ϑ = σ

(
µ− r

σ2
−β

)
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3.2 retribuzione tramite opzione

che possiamo considerare il parametro principale del modello.
Il suo segno determina se l’investimento del titolo rischioso sarà

maggiore o minore di β, in modo che la performance relativa ottima
abbia drift positivo

dXt

Xt
= δtϑσdt+ δtσdBt

• δ∗t positivi corrispondono a ϑ positivi

• δ∗t negativi corrispondono a ϑ negativi

In Figura 3.5 è rappresentata la distanza ottima per diversi valori di
ϑ: nel grafico (a) consideriamo valori positivi, nel grafico (b) valori
negativi.
Poiché vale ∂δ∗/∂|ϑ| = sgn ϑ ∂δ∗/∂ϑ, all’aumentare del modulo di ϑ

• δ∗ cresce per ϑ > 0

• δ∗ decresce per ϑ < 0, raggiungendo valori sempre più negativi

In entrambi i casi la distanza dal benchmark aumenta tanto più ϑ è
lontano dallo zero, ovvero ∂|δ∗|/∂|ϑ| > 0. Quanto più la benchmark
strategy è diversa dalla golden rule, tanto più π∗ sarà lontano da β
e la direzione della deviazione dipenderà dal posizionamento di β
rispetto a µ− r/σ2. Questo è un risultato che ci aspettiamo in quanto
nel nostro caso valori di |ϑ| maggiori implicano una media di lungo
periodo del processo da massimizzare più alta.

Analizziamo l’impatto sulla strategia delle variazioni dei parametri
del modello

• ∂π∗

∂β
=
∂π∗

∂ϑ
(−σ) < 0

• ∂π∗

∂a
> 0

• ∂π∗

∂σ
< 0

• ∂π∗

∂(µ− r)
=
∂π∗

∂ϑ

1

σ
> 0

Le risposte a variazioni dei parametri confermano quelle ottenute fi-
nora: il manager investirà maggiormente nel titolo rischioso quando
la volatilità è bassa, il premio per il rischio alto e il coefficiente di av-
versione al rischio (1− a) è basso. Tuttavia la strategia implementata
dal manager è da considerarsi più o meno rischiosa in funzione della
distanza dalla strategia benchmark.
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3.3 collar type

3.3 collar type

Consideriamo, come variante della retribuzione tramite opzione, il ca-
so in cui esiste un limite superiore al compenso ottenibile. Il manager
vedrà premiati i miglioramenti nella performance relativa (e i maggio-
ri afflussi di capitale nel fondo) fino al raggiungimento della soglia
H, oltre la quale ulteriori crescite della performance non produrranno
aumenti nel compenso.
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Figura 3.6: Performance fee percepita dal manager con H=4.

L’obiettivo del manager è

max
πt

E
[
u
(
(X(T) − 1)+ − (X(T) −H)+

)]
(3.40)

sotto i vincoli di dinamica

dXt

Xt
=

[
(πt −β)(µ− r−βσ

2)
]
dt+ (πt −β)σdBt

e di ammissibilità

Xt > 0 ∀t ∈ [0, T ]
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3.3 collar type

Il problema di massimizzazione dinamica in (3.40) è equivalente al
problema di massimizzazione statica

max
XT

E
[
u
(
(XT − 1)+ − (XT −H)+

)]
(3.41)

s.t

E [ζ(T)X(T)] 6 X0 X(T) > 0

Gli step della risoluzione sono invariati rispetto al caso precedente:

• Passaggio al problema standard tramite “versione concava” del-
l’utilità

• Risoluzione del problema ottenuto

• Verifica dell’ottimalità della soluzione trovata rispetto al proble-
ma di partenza

0 1 2 3 4 5 6
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

X(T)

F
u

n
z

io
n

e
 u

ti
li

tà

Figura 3.7: Funzione utilità di partenza e sua versione concava, per
a = 0.4 e H = 4.

56



3.3 collar type

3.3.1 Risoluzione

Definiamo

U(x) =

u ((x− 1)+ − (x−H)+) se x > 0
−∞ se x < 0

U(x) è la funzione utilità considerata, Ũ(x) è la sua versione concava
ottenuta sottendendo con una corda la zona che dà origine alla non
concavità, come nel caso precedente.

Ũ(x) =


U(x) se x > x̂

xU ′(x̂) se 0 6 x 6 x̂
−∞ se x < 0

(3.42)

Determiniamo x̂ imponendo che la pendenza m della corda sia ugua-
le alla pendenza della U nel punto di congiunzione

m =
U(x̂) −U(0)

x̂− 0
= U ′(x̂)

ipotesi: x̂ > 1 e H > x̂
(x̂− 1)a

ax̂
= (x̂− 1)a−1

da cui otteniamo

x̂ =
1

1− a

Osservazione 6. Poiché 0 < a < 1 l’ipotesi x̂ > 1 è soddisfatta e la
seconda ipotesi vale se poniamo H > 1/(1− a).

Dalla (3.42) ricaviamo la funzione Ũ ′ : (0,∞) → (0, Ũ ′(0)) e la sua
inversa I : (0,∞) → (0,∞)

Ũ ′(x) =

U ′(x) se x > x̂

U ′(x̂) se 0 6 x 6 x̂
I(z) =


0 se z > Ũ ′(x̂)

i(z) + 1 se Ũ ′(H) < z < Ũ ′(x̂)

H se 0 < z 6 Ũ ′(x̂)

In termini di Ũ, il problema del manager è

max
XT

E[Ũ(XT )] (3.43)

s.t

E [ζ(T)X(T)] 6 X0 X(T) > 0
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3.3 collar type

Seguendo il teorema 5 formuliamo il

teorema 7

Sia

I(z) = H1{0<z6u ′(H−1)} + [i(z) + 1]1{u ′(H−1)<z<u ′(x̂−1)} ∀z > 0
(3.44)

Se sono soddisfatte le ipotesi

(i) E [ζ(T)] <∞
(ii) X(y) = E [ζ(T)I(yζ(T))] <∞ ∀y ∈ (0,∞)

Allora

X∗(T) = I (Y(X0)ζ(T)) (3.45)

X∗(t) = Et

[
ζ(T)

ζ(t)
X∗(T)

]
(3.46)

δ∗(t) =
1

σ

[
ϑ+

φ(t)

M(t)

]
(3.47)

Possiamo riscrivere X∗
T come

X∗(T) = H1{ζ(T)6γ1} + [i(y∗ζ(T)) + 1]1{γ1<ζ(T)<γ2} (3.48)

con

γ1 =
u ′(H− 1)

y∗
e γ2 =

u ′(x̂− 1)

y∗

Ricaviamo i valori intermedi X∗(t) calcolando esplicitamente il va-
lore atteso in (3.46)

X∗(t) =Et

[
ζ(T)

ζ(t)
H1{ζ(T)<γ1}

]
︸ ︷︷ ︸

(0)

+Et

[
ζ(T)

ζ(t)
1{γ1<ζ(T)<γ2}

]
︸ ︷︷ ︸

(I)

+Et

[
ζ(T)

ζ(t)
(i(y∗ζ(T)) + 1)1{γ1<ζ(T)<γ2}

]
︸ ︷︷ ︸

(II)

(3.49)

Per ricavare i valori di (0), (I) e (II) procediamo come in precedenza
e otteniamo

(0) =Et

[
He−Vt 1{

e−Vt < γ1/ζ(t)
}]

=

+∞∫
ln ζ(t)

γ1

e−v 1√
2πσ̂2

e
−

(v−µ̂)2

2σ̂2 dv = HN(d3)
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(I) =Et

[
e−Vt 1{

γ2/ζ(t) < e
−Vt < γ2/ζ(t)

}]

=

ln ζ(t)
γ1∫

ln ζ(t)
γ2

e−v 1√
2πσ̂2

e
−

(v−µ̂)2

2σ̂2 dv = N(d1) −N(d3)

dove

d1 =
1

|σ̂|

[
ln
γ2

ζt
+ (µ̂− σ̂2)

]
=

1

|ϑ|
√
T − t

[
ln
γ2

ζt
−
ϑ2

2
(T − t)

]
d3 =

1

|σ̂|

[
ln
γ1

ζt
+ (µ̂− σ̂2)

]
=

1

|ϑ|
√
T − t

[
ln
γ1

ζt
−
ϑ2

2
(T − t)

]
Lo svolgimento del valore atteso in (II) è analogo a quanto fatto per
calcolare (I):

(II) = (x̂− 1)

(
ζ(t)

γ2

) 1
a−1

Et

[(
ζ(T)

ζ(t)

) a
a−1

1{ζ(T)/ζ(t) < γ2/ζ(t)}

]

−(H− 1)

(
ζ(t)

γ1

) 1
a−1

Et

[(
ζ(T)

ζ(t)

) a
a−1

1{ζ(T)/ζ(t) < γ1/ζ(t)}

]

=(x̂− 1)

(
ζ(t)

γ2

) 1
a−1

E

[
e
−Vt

a
a−1 1{

e−Vt < γ/ζ(t)
}]

−(H− 1)

(
ζ(t)

γ1

) 1
a−1

E

[
e
−Vt

a
a−1 1{

e−Vt < γ1/ζ(t)
}]

=(x̂− 1)

(
ζ(t)

γ

) 1
a−1

e
aϑ2

2(1−a)2
(T − t)

N(d2)

− (H− 1)

(
ζ(t)

γ1

) 1
a−1

e
aϑ2

2(1−a)2
(T − t)

N(d4)

= (x̂− 1)
N ′(d1)

N ′(d2)
N(d2) − (H− 1)

N ′(d3)

N ′(d4)
N(d4)

con d2 = d1 +
|ϑ|
√
T − t

1− a
e d4 = d3 +

|ϑ|
√
T − t

1− a

Unendo i due termini si ottiene

X∗(t) =(H− 1)

[
N(d3) −

N ′(d3)

N ′(d4)
N(d4)

]
+N(d1) + (x̂− 1)

N ′(d1)

N ′(d2)
N(d2)
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3.3 collar type

Ora possiamo ricavare la strategia ottima δ∗(t) tramite la (3.47)

δ∗(t) =
ϑ

σX∗(t)

[
X∗(t)

1− a
−
N(d1)

1− a
+
x̂N ′(d1)

|ϑ|
√
T − t

−
(H− 1)N(d3)

1− a

]
(3.50)
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Figura 3.8: La distanza ottima dalla benchmark strategy in funzione
della performance relativa X(t). Le linee puntinate corri-
spondono alla soluzione, costante nel tempo ed indipen-
dente dalla performance, trovata in sezione 3.1.1. I valori
per i parametri del modello sono in Tabella 1, l’istante t
considerato è tale che T − t = 1.

3.3.2 Analisi dei risultati

Dalla Figura 3.8 osserviamo che

a. Anche nel caso in cui la retribuzione è limitata superiormente,
il rischio assunto nel bad state (Xt → 0 quando ζt → ∞) è
illimitato. Il risk shifting si verifica indipendentemente da co-
me è strutturato lo schema retributivo per performance positive
(X∗

t > 1), in quanto ciò che lo origina è il cambio di concavità
corrispondente a X(t) = 1: questa è infatti la soglia che indica
se il benchmark viene superato e quindi se si passa da flussi in
uscita dal fondo a flussi in entrata.
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3.3 collar type

b. La strategia si differenzia da quella trovata nel caso di retribu-
zione potenzialmente illimitata quando X(t) si avvicina ad H,
in quanto si ha che π∗(t) → β. H rappresenta un “punto di
arrivo” per il manager, il quale non riceverà compensi superiori
ad H− 1 indipendentemente dal livello effettivamente raggiun-
to a T . Per questo motivo le performance X(t) superiori ad H
non sono parte della soluzione (non sono considerate ottime): il
manager non è incentivato a raggiungere performance sempre
più elevate se facendolo non ottiene benefici.

Consideriamo ora la performance ottima X∗(t) e la strategia d’inve-
stimento π∗(t) = δ∗(t) + β associata. Il comportamento del manager
di fronte a situazioni limite è il seguente

• very bad state: con ζ(t) → +∞ si ha X(t) → 0, quindi

δ∗(t) → ±∞ e π∗(t) → ±∞
• very good state: con ζ(t) → 0 si ha X(t) → H, quindi

δ∗(t) → 0 e π∗(t) → β

• con H→ +∞ si ha X∗(t) → N(d1) + (x̂− 1)
N ′(d1)

N ′(d2)
N(d2),

δ∗(t) → ϑ

σX∗(t)

[
X∗(t)

1− a
−
N(d1)

1− a
+
x̂N ′(d1)

|ϑ|
√
T − t

]

Come ci aspettiamo, per H→ +∞ la distanza ottima torna ad essere
la (3.39) del caso option compensation, e abbiamo

δ∗t,option > δ∗t,collar ∀t ∀H.

Osserviamo che la distanza rispetto al benchmark è crescente con H,
in quanto il manager è disposto a rischiare di più per raggiungere
performance migliori.

La strategia trovata presenta punti in comune e differenze con i
risultati ottenuti da Basak, Pavlova, Shapiro in [1]

a. In entrambi i casi sono possibili due economie: il risk shifting
non è equivalente ad investimenti maggiori nel titolo rischioso,
ma consiste in deviazioni sia positive sia negative rispetto alla
normal strategy, a seconda del posizionamento del benchmark
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3.4 possibilità di performance fee negative

b. La strategia del manager si avvicina (fino a coincidere) a quella
del banchmark quando la performance si avvicina alla soglia
superiore H (ηH in [1])

c. Il risk shifting è sempre più marcato quando il fondo ha scarso
rendimento, fino a prevedere un’esposizione al rischio infinita:
ciò non accade in [1], dove si ha allineamento alla normal stra-
tegy quando il rendimento relativo è estremamente basso. Nel
nostro caso il manager non ha nulla da perdere: le (eventua-
li) perdite dovute ad un comportamento così rischioso non si
ripercuotono sulla sua retribuzione.

3.4 possibilità di performance fee negative

Nelle sezioni precedenti abbiamo visto come l’assenza di ripercussio-
ni negative sul compenso porti il manager a posizioni più rischiose e
lontane dagli interessi degli investitori del fondo. Queste considera-
zioni sono ancora più valide se lo schema retributivo, in aggiunta al
termine di performance, prevede un ammontare fissato di denaro A,
così che il compenso complessivo sia A+B(1+G(T)).

Analizziamo come cambia la strategia quando una performance
negativa comporta una riduzione, comunque non eccessiva, della re-
tribuzione. Possiamo introdurre questa caratteristica pensando che il
tasso da applicare alla componente variabile del compenso sia quel-
lo complessivo dato sia dai flussi in entrata che da quelli in uscita,
ovvero G(T). Il compenso complessivo è ora

A+BG(T)

ed esiste quindi la possibilità che sia negativo, se la componente fissa
A, pur essendo positiva, è minore di B e la performance è molto
negativa, con G(T) −→ −1.

I flussi di capitale sono ancora esponenziali rispetto al delta tra
i rendimenti logaritmici del fondo e del benchmark, ma è possibile
ottenere soluzioni in forma chiusa solo per α = 1.

G(t) = e(R
W
t −RY

t ) − 1 =
W(t)

Y(t)
− 1 (3.51)

dGt = (Gt + 1)
[
δt(µ− r− σ

2β)dt+ δtσdBt

]
δt = πt −β (3.52)
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3.4 possibilità di performance fee negative

3.4.1 Risoluzione

L’obiettivo del manager è la massimizzazione del compenso, dunque
il problema di ottimizzazione è dato da:

max
δt

E
[
u (A+BGT )

]
(3.53)

teorema 8

Dato il problema di controllo ottimo stocastico descritto da (3.53) e (3.52),
definito V(t,g) = supδ E[ u(A + BGδ(T))|G(t) = g ], si ha la value
function

V(t,G(t)) =

h(t;a)
(
A+BG(t)

)a se a ̸= 0

h(t;a) + logX(t) se a = 0

con

h(t;a) =

 1
a
eaϑ(a)(T−t) se a ̸= 0

ϑ(0)(T − t) se a = 0

ϑ(a) =
σ2

2(1− a)

(
µ− r

σ2
−β

)2

La strategia associata prevede una distanza dal benchmark data da

δ∗ (t,G(t);a) =
µ− r− σ2β

(1− a)σ2
A+BG(t)

B+BG(t)
(3.54)

Dimostrazione.
caso a ̸= 0 Definiamo ĝ = A + Bg, la V(t, ĝ) soddisfa l’equazione

HJB
Vt + supδ

[
µδĝVĝ + 1

2
(σδĝ)

2Vĝĝ

]
= 0 ∀(t, ĝ) ∈ [0, T)× (0,+∞)

V(T , ĝ) = 1
a
ĝa ∀ĝ ∈ (0,+∞).

limĝ→0 V(t, 0) = 0 ∀t ∈ [0, T)

in questa equazione Vt,Vĝ sono le derivate parziali di V rispetto a
t, ĝ e i coefficienti sono

µδĝ = (g+ 1)δ(µ− r− σ2β)(
σδĝ

)2
= (g+ 1)2δ2σ2
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3.4 possibilità di performance fee negative

Per un dato (t, ĝ) risolviamo il problema di massimizzazione statico
trovando

δ∗(t, ĝ) = −
µ− r− σ2β

B(g+ 1)σ2
Vĝ

Vĝĝ

la soluzione ottima per δ dipende quindi dalla V(t, ĝ), che viene
trovata risolvendo la PDE

Vt + µ
δ∗
ĝ Vĝ +

1

2
(σδ

∗
ĝ )2Vĝĝ = 0 (3.55)

dove i coefficienti µδ
∗

ĝ e σδ
∗

ĝ vengono ottenuti sostituendo δ∗ nelle
espressioni di µδĝ e σδĝ. Per risolvere (3.55) ipotizziamo la guess so-
lution V(t,g) = h(t)ĝa. Imponendo la condizione finale otteniamo
h(T) = 1/a, e sostituendo la guess solution in (3.55) otteniamo la
seguente ODE (lineare a coefficienti costanti) per h(t):

ḣ(t) + h(t)a

[
1

2

(µ− r− σ2β)2

σ2(1− a)

]
= 0

risolta da

h(t) =
1

a
exp

(
aϑ(T − t)

)
ϑ =

σ2

2(1− a)

[
µ− r

σ2
−β

]2
Infine sostituendo la V(t, ĝ) nell’espressione di δ∗ si ottiene

δ∗ =
µ− r− σ2β

σ2(1− a)

A+Bg

B+Bg

caso a = 0 Come osservato la strategia ottima è data da

δ∗ =
µ− r− σ2β

σ2
A+Bg

B+Bg

La guess solution è ora V(t,g) = log(A+ Bg) + h(t), e si ottiene la
ODE per h(t):

ḣ(t) −
1

2

(
µ− r− σ2β

σ

)2

= 0

risolta da

h(t) =
σ2

2

(
µ− r

σ2
−β

)2

(T − t)
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3.4 possibilità di performance fee negative

3.4.2 Analisi dei risultati

Analizziamo la strategia ottenuta in termini di

• segno, annullamento

• dipendenza dai flussi G(t)

• dipendenza dai parametri

La strategia scelta dal manager prevede un investimento nel titolo
rischioso maggiore o minore di β, secondo il segno di δ∗. A priori
questo è determinato dai due fattori

µ− r

σ2
−β e 1+

A−B

B(1+G(t))

ma vedremo che il solo confronto tra la strategia del benchmark e
la golden rule basta ad indicare la direzione della deviazione dal
benchmark, come nei modelli precedenti.

Per quanto riguarda l’andamento della strategia in funzione dei
flussi di capitale dobbiamo considerare anche il segno del compenso
nel peggior caso di underperformance, cioè A−B.
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−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

Flussi di capitale G(t)

π*  −
 β

 

 
A<B

A=B

A>B
β < (µ − r) / σ2

β > (µ − r) / σ2

Figura 3.9: La distanza ottima δ∗ = π∗−β in funzione dei flussi di ca-
pitale, al variare dei parametri β A e B. Sono stati utilizza-
ti i seguenti valori per i parametri del modello: µ− r = 5%,
σ = 0.3, a = 0.5, −A/B = −0.8 (nel caso A<B).
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3.4 possibilità di performance fee negative

In base alla Figura 3.9 osserviamo che

a. La distanza δ∗ è invariante rispetto a G(t) quando A = B, e
corrisponde alla soluzione trovata nel modello base in sezione
3.1.1, in cui la strategia ottima è

π∗0 =
1

1− a

[
µ− r

σ2
− aβ

]
Questo è un risultato ovvio in quanto se A = B la retribuzione è
B+ BG(T) = BX(T) ed il problema di ottimo coincide con quel-
lo in (3.2). Ciò che rende diversa la distanza ottima, e quindi la
strategia, rispetto al caso base è il segno di A− B, il compenso
nel peggior caso di underperformance. Qualunque siano i va-
lori di A e B la strategia costante (3.5) viene scelta dal manager
quando la performance del fondo è molto superiore a quella del
benchmark, cioè quando G(T) > 2.

b. Quando A > B il manager ha la garanzia che il suo compenso
sarà positivo indipendentemente dalla performance del fondo.
Questo incentiva il manager ad aumentare il tracking error ac-
centuando le deviazioni dal benchmark presenti nel modello
base

a) se β < (µ− r)/σ2 =⇒ π∗ > β

b) se β > (µ− r)/σ2 =⇒ π∗ < β

L’aumento del tracking error comporta l’aumento della rischio-
sità della strategia, specialmente in caso di outflow. Al limite,
con G(t) −→ −1, l’esposizione al rischio è infinita. Nella realtà
non si osservano mai esposizioni al rischio così elevate; tuttavia
un tasso di inflow così negativo corrisponde nel modello ad un
valore di fondo pari a zero, ed i fondi d’investimento vengono
liquidati ben prima che il valore degli asset sotto gestione si
annulli.

c. Quando A < B il tracking error è ridotto rispetto al caso base, e
di conseguenza la rischiosità della strategia risulta inferiore. Le
due parti tratteggiate della linea rosa sono ottenute dall’equa-
zione (3.54) per G < −A/B e rappresentano strategie che non
sono parte della soluzione e non vengono implementate dal ma-
nager. Queste strategie non sono ammissibili perché ottenute
per G(t) tali da rendere il compenso complessivo negativo, per
il quale si avrebbe utilità −∞. Il manager è comunque in grado
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3.4 possibilità di performance fee negative

di evitare un compenso nullo (ed utilità marginale infinita). Al
tempo t = 0 vale infattiW0 = Y0, dunque G(0) = 0 e la strategia
iniziale del manager è

π∗(0) = β+
A

B

(µ− r− σ2β)

(1− a)σ2

Durante il periodo di gestione il fondo ed il benchmark avran-
no rendimenti diversi (la strategia iniziale è diversa da β) e di
conseguenza verranno attirati nuovi investitori/gli investitori
presenti ritireranno i propri investimenti. In caso di performan-
ce relativa negativa G(t) diminuisce, se arriva a toccare il valore
negativo −A/B si ha δ∗(t) = 0, cioè π∗(t) = β. Di fronte ad
un significativo declino della performance, che comporta una
performance fee negativa, il manager reagisce allineandosi al
benchmark: così facendo rende nullo il tasso di inflow/outflow
e ne blocca la dinamica ( δ(t) = 0 ⇒ dG(t) = 0 ). Così fa-
cendo il manager si assicura contro la possibilità di non venire
retribuito al tempo finale T , garantendosi un compenso pari ad
A. Le strategie ( linee tratteggiate in Figura 3.9 ) che prevedo-
no un tracking error sempre maggiore per performance molto
negative non sono ottimali per il manager.

Analizziamo l’impatto sulla strategia delle variazioni dei parametri
del modello

• ∂π∗

∂(µ− r)
=

1

(1− a)σ2
A+BG(t)

B+BG(t)
> 0

• ∂π∗

∂σ
= −

2(µ− r)

(1− a)σ

A+BG(t)

B+BG(t)
< 0

• ∂|δ∗|

∂a
= sgn δ∗

µ− r− σ2β

(1− a)2σ2
A+BG(t)

B+BG(t)
> 0

• ∂π∗

∂β
=

1

1− a

(
1− a−

A+BG(t)

B+BG(t)

)
≷ 0

Le risposte a variazioni dei parametri confermano quelle ottenute
nel modello base, e sono amplificate o ridotte grazie al fattore (A+

BG(t))/(B+ BG(t)). Quando la remunerazione prevede una compo-
nente positiva anche nel caso peggiore di underperformance il mana-
ger non è incentivato a replicare sulla propria strategia le variazioni
che osserva in quella del benchmark e si muove nella direzione oppo-
sta, come nel caso base. Se invece la componente maggioritaria della
retribuzione è quella variabile, esiste una soglia per gli outflow, legata
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3.4 possibilità di performance fee negative

all’avversione al rischio, oltre la quale il manager replica le variazioni
del benchmark in un’ottica di minimizzazione del rischio.

Lo stesso livello di performance può quindi corrispondere a scelte
diverse in base alla retribuzione attesa.

Il coefficiente A+BG(t)
B+BG(t)

• amplifica il tracking error quando A > B, l’aumento è tanto
maggiore quanto peggiore è la performance relativa

• riduce il tracking error quando A < B, la riduzione è tanto mag-
giore quanto peggiore è la performance relativa, fino al valore
limite −A/B

In conclusione, nel caso base il manager non viene influenzato dalla
presenza di inflow /outflow e la strategia che adotta rimane costante
per tutto il periodo di valutazione. Nel caso esaminato lo standing
relativo ed i flussi di capitale che comporta influenzano il manager, il
quale quando può contare su un’entrata sicura alla fine del periodo di
valutazione sceglie di rischiare di più rispetto al caso base, con un’e-
sposizione al rischio che diverge per performance molto scarse. Se il
manager non può fare affidamento su un’entrata fissa ed indipenden-
te dalla performance, in caso di outflow consistenti sceglie di annulla-
re il rischio replicando la strategia del benchmark: il comportamento
è ora più conservativo del caso base.
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4
U N M O D E L L O C O N M E A N R E V E R S I O N

In questo capitolo analizziamo un’estensione significativa del model-
lo visto nel Capitolo 2. Introduciamo infatti, come fatto in [14], che
i parametri dell’asset rischioso µ e σ siano processi stocastici legati
tra loro tramite il processo di market price of risk, che segue una di-
namica mean reverting. Questo porta ad una strategia più elaborata.
L’obiettivo principale è analizzare come incide la presenza dei flow
fund nelle scelte del manager.

4.1 market price of risk

Introduciamo un elemento realistico nel modello economico conside-
rato finora: il processo stocastico che descrive il titolo rischioso St
non è più a coefficienti costanti, ed è descritto da

dSt = St
[
µ(t)dt+ σ(t)dBt

]
S0 > 0

dove il tasso µ(t) e la volatilità σ(t) seguono a loro volta dinamiche
diffusive. Definiamo

X(t) =
µ(t) − r

σ(t)

come il market price of risk (m.p.r), che rappresenta quanto l’asset
compensa, in termini di ritorni, il rischio assunto dall’investitore.
Assumiamo per X una dinamica di tipo Orstein-Uhlenbeck

dXt = −λ(Xt − x̄)dt+ σxdBx (4.1)

dove la velocità di ritorno alla media λ, la volatilità σx e la media di
lungo periodo x̄ sono costanti e positive. Il processo Bx è un ulteriore
moto Browniano standard, la cui correlazione con Bt è data da

dB(t)dBx(t) = ρdt
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4.2 risoluzione

Il premio per il rischio µ(t) − r può assumere valori negativi o nulli,
ma tenderà a tornare verso valori positivi: se fosse nullo o negativo
per lunghi periodi non vi sarebbe alcun incentivo per l’investitore a
detenere il titolo rischioso. Nel caso in cui l’investimento in S venga
percepito come troppo rischioso aumenterà la domanda per il bond,
e di conseguenza il suo valore, mentre il valore dello stock resterà
invariato o diminuirà: questo porta ad uno yield maggiore per il bond
ed un return minore per il titolo, e scegliendo l’investimento nel titolo
si ha un premio per il rischio negativo perché il ritorno atteso dallo
stock è inferiore a quanto ci si aspetta di ottenere dal bond.

Il processo X è l’unica variabile di stato, oltre al processo che de-
scrive il valore del fondo F, che occorre nella descrizione del sistema.
Partendo dalla dinamica di F è infatti possibile scrivere

dFt

Ft
=

[
r+ (µt − r)yt

]
dt+ σtytdBt = rdt+ σtyt(Xtdt+ dBt)

= rdt+ ϑtdRt

(4.2)

con yt = πt + η(πt − β), ϑt = σtyt e dRt = [dS/S− rdt] /σt. Dal-
la definizione del processo R si evince che il m.p.r X riassume tutta
l’informazione necessaria per descrivere il problema di investimento.

Le preferenze del manager sono descritte dall’utilità in (2.7) ed il
problema di massimizzazione è ancora

max
πt

E
[
u(FT )

]
(4.3)

4.2 risoluzione

teorema 9

Dato il problema di controllo ottimo stocastico descritto da (4.1), (4.2) e (4.3),
definito V(t, x, f) = supπ E[ u(Fπ(T))|X(t) = x, F(t) = f ], si ha la value
function

V(t,X(t), F(t)) =

Φ(t,X;a)F(t)a se a ̸= 0

Φ(t,X;a) + log F(t) se a = 0

con

Φ(t,X;a) =

 1
a

exp
{
A(t) +B(t)X+C(t)X2/2

}
se a ̸= 0

A0(t) +B0(t)X+C0(t)X
2/2 se a = 0
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4.2 risoluzione

La strategia associata è data da

y∗ (t,X(t);a) =
1

(1− a)σ(t)

[
X(t) + ρσx

(
B(t) +X(t)C(t)

)]
(4.4)

y∗ (t,X(t); 0) =
X(t)

σ(t)
=
µ(t) − r

σ2(t)
(4.5)

π∗ (t,X(t);a) =
1

1+ η

(
y∗ + ηβ

)
(4.6)

Dimostrazione.
caso a ̸= 0 Definito yt = πt + η(πt−β), V(t, x, f) soddisfa l’equazio-

ne HJB

Vt + sup
y

[
µFVf + µXVx +

1

2

(
ffσ2Vff + σ

2
xVxx + 2ρfσσxVxf

)]
= 0

∀t ∈ [0, T) e ∀(x, f) ∈ R × (0,+∞), unita alla condizione finale

V(T , x, f) =
1

a
fa ∀(x, f) ∈ R × (0,+∞) (4.7)

I coefficienti sono dati da

µF = f [r+ (µ− r)y] e µX = −λ(x− x̄)

Il problema di massimizzazione statica fornisce

y∗(t, x, f;V) = −
1

fVffσ

[
xVf + ρσxVxf

]
(4.8)

e possiamo riscrivere l’equazione HJB come

Vt + rfVf −
1

2
σ2f2y∗2Vff − λ(x− x̄)Vx +

1

2
σ2xVxx = 0 (4.9)

Ipotizziamo la guess solution

V(t, x, f) = Φ(t, x)fa =
1

a
exp

{
A(t) +B(t)x+C(t)x2/2

}
fa (4.10)

che soddisfa la (4.7) se A(T) = B(T) = C(T) = 0. Di conseguenza
l’investimento ottimo sarà

y∗(t, x) =
1

(1− a)σ

[
x+ ρσx

(
B(t) + xC(t)

)]
(4.11)

Ulteriori sostituzioni delle equazioni (4.10) e (4.11) nella (4.9) portano
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4.2 risoluzione

ad un’espressione polinomiale di secondo grado in x; l’annullamento
dei tre coefficienti è equivalente al sistema di equazioni differenziali

Ċ(t) + cC2(t) + bC(t) + d = 0 (4.12a)

Ḃ(t) + cB(t)C(t) +
b

2
B(t) + λx̄C(t) = 0 (4.12b)

Ȧ(t) +
c

2
B2(t) +

σ2x
2
C(t) + λx̄B(t) + ra = 0 (4.12c)

con i parametri

b = 2(ρσxd− λ) c = σ2x(1+ dρ
2) d = a/(1− a) (4.13)

L’equazione di Riccati (4.12a) può essere riscritta come∫
dC

cC2 + bC+ d
= −t

ed il segno del discriminante b2 − 4dc determina la forma della solu-
zione. Quando 4λ2

[
1− d

(
2ρσx/λ+ σ

2
x/λ

2
)]
> 0, denotando come α

la radice del discriminante, si ha

C(t) =
2d

(
1− e−(T−t)α/c

)
2α− (b+α)

(
1− e−(T−t)α/c

) (4.14)

Una volta determinata C(t), B(t) è esprimibile come

Ḃ(t) +B(t) [cC(t) + b/2]

P(t)

+ λx̄C(t)

Q(t)

= 0

B(t) = e−
∫
P(t)dt

(
k−

∫
Q(t)e

∫
P(t)dtdt

)
(4.15)

dove k è una costante reale fissata imponendo la condizione finale
B(T) = 0. Analogamente per A(t) si ha

Ȧ(t) +B2(t)c/2+C(t)σ2x/2+ λx̄B(t) + ra

U(t)

= 0

A(t) = −

∫
U(t)dt+ k (4.16)

caso a = 0 Lo svolgimento è analogo al caso precedente. La guess
solution V(t, x, f) = A0(t) + B0(t)x + C0(t)x

2/2 + log f soddisfa la
(4.7) se A0(T) = B0(T) = C0(T) = 0 e implica la strategia y∗(x) = x/σ.
Sostituendo nella (4.9) arriviamo ancora ad un’espressione polino-
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4.3 analisi dei risultati

miale di secondo grado in x; l’annullamento dei tre coefficienti è
equivalente al sistema di equazioni differenziali

Ċ(t) − 2λC(t) + 1 = 0

Ḃ(t) − λB(t) + λx̄C(t) = 0

Ȧ(t) + λx̄B(t) + σ2x/2C(t) + r = 0

risolto da

C(t) =
1

2λ

[
1− e−2λ(T−t)

]
B(t) =

x̄

2λ

[
1− e−λ(T−t)

]2
A(t) =

(
x̄2

4λ
−
σ2x
8λ2

)[
1− e−2λ(T−t)

]
−
x̄2

λ

[
1− e−λ(T−t)

]
+

(
r+

x̄2

2
+
σ2x
4λ

)
(T − t)

4.3 analisi dei risultati

4.3.1 La funzione valore V(t,X, F)

Per analizzare la funzione valore

V(t,X, F) = FaΦ(t,X) =
Fa

a
eA(t)+B(t)X+C(t)X2/2

rappresentiamo A(t), B(t) e C(t), ottenute tramite la funzione ode45

di Matlab, in figura 4.1

Parametri

σx λ ρ x̄ a r T

0, 5 0, 8 0, 8 0, 6 0, 2 0, 03 2

Tabella 2: Valori dei parametri per il modello con mean reversion.

La funzione Φ, che incorpora le dipendenze della funzione valore
dal tempo e dal m.p.r, è rappresentata in figura 4.2. Per ogni istante
temporale esiste un valore del m.p.r che rende minima la Φ, e di
conseguenza la funzione valore V

∂V

∂X
∝ ∂Φ

∂X
= Φ(t,X)[B(t) +C(t)X]

73



4.3 analisi dei risultati

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

t

 

 

C(t)

B(t)

A(t)

Figura 4.1: Le funzioni A(t), B(t) e C(t), per il set di parametri in
tabella 2
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4.3 analisi dei risultati

da cui
∂V

∂X
= 0⇐⇒ X = −

B(t)

C(t)

Denotiamo come X∗(t) questo particolare valore del m.p.r e osservia-
mo che X∗(t) < 0 ∀t.

a. se X(t) > X∗(t) vengono preferiti valori maggiori del m.p.r

b. se X(t) < X∗(t) vengono preferiti valori minori del m.p.r poiché
aumentano la distanza dallo zero (valore che verrà raggiunto in
ogni caso a causa della mean reversion)

È intuitivo che il manager preferisca premi per il rischio sempre mag-
giore quando il m.p.r è positivo, in quanto rendono possibili guadagni
(e quindi funzioni valore) maggiori. La presenza di mean reversion
verso un valore positivo rende attrattivi valori maggiore anche per
m.p.r (non troppo) negativi, mentre superata la soglia X∗(t) la fun-
zione valore è decrescente rispetto al m.p.r. Poiché il manager può
vendere allo scoperto il titolo, è più importante il valore assoluto del
m.p.r che il suo segno, e con valori più estremi è meno probabile
tornare velocemente verso lo zero.

Come appare in figura 4.2, la funzione valore è decrescente nel tem-
po: ciò riflette il fatto che all’avvicinarsi della data T di valutazione
degli obiettivi raggiunti il manager ha sempre meno possibilità di
modificare la posizione in cui si trova.

4.3.2 Confronto tra le strategie

Nel modello a coefficienti costanti del capitolo 2 si ha

π∗1 =
1

1+ η

[
1

1− a

µ− r

σ2
+ ηβ

]
(4.17)

Se ρ = 0 la dinamica del m.p.r non è correlata con quella del titolo
in cui è possibile investire; in questa situazione il manager può so-
lo prendere atto del fatto che il return atteso e la volatilità del titolo
non siano più costanti, e la struttura della strategia ottima è invariata
rispetto alla (4.17). Si ha lo stesso effetto quando a = 0 (utilità loga-
ritmica) e quando σx = 0. In quest’ultimo caso µ(t) e σ(t) non sono
processi stocastici ma funzioni deterministiche del tempo. Esiste inol-
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4.3 analisi dei risultati

tre un valore del m.p.r, dipendente dal tempo, che produce lo stesso
effetto:

X(t) = X∗(t) < 0 =⇒ π∗(t) =
1

1+ η

[
1

1− a

µ(t) − r

σ2(t)
+ ηβ

]
(4.18)

Poiché sono più naturali premi per il rischio positivi, caratteristica
di cui si tiene conto nella scelta di un valore positivo per la media
di lungo periodo x̄, è molto probabile che la strategia implementata
sia diversa dalla (4.18): l’investimento nel titolo rischioso potrà essere
maggiore o minore rispetto a questa, e la correlazione ρ è il parametro
che influenza la direzione della deviazione.

∆π =
ρσx

[
X(t)C(t) +B(t)

]
σ(t)(1+ η)(1− a)

(4.19)

Il segno di ∆π dipende dalla correlazione ρ e dal valore del market
price of risk X(t).

Il manager investe maggiormente nel titolo rischioso, cioè ∆π > 0,
per sfruttare gli effetti dovuti alla correlazione tra il titolo ed il premio
per il rischio. Considerando la direzione della X(t) che rende la value
function maggiore, se questa direzione corrisponde a un valore mag-
giore del titolo rischioso allora il manager investirà maggiormente in
esso altrimenti attuerà la strategia opposta.

Quando ρ > 0 e X(t) > X∗(t) la funzione valore è crescente con il
premio per il rischio e la correlazione positiva associa a X(t) maggiori
valori del titolo S(t) maggiori: la strategia che massimizza il compen-
so atteso prevede quindi un investimento più alto nel titolo rischioso.
Nel caso ρ > 0 e X(t) < X∗(t) l’effetto è opposto in quanto i premi per
il rischio “desiderati” sono correlati ad un valore minore del titolo. I
casi restanti sono analoghi a quelli esaminati.

In generale il manager ricerca la “somma” dei due effetti positivi:

• Premi per il rischio X(t) favorevoli

• Valori del titolo rischioso elevati

4.3.3 Statica comparata

Ora analizziamo la soluzione trovata al variare dei parametri che de-
scrivono il fenomeno del market price of risk all’interno del modello.
Per fare questo simuliamo l’andamento del processo X(t) ottenendo
così la soluzione ottima π∗ al variare del tempo.
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Figura 4.3: La strategia su x̄
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Figura 4.4: La strategia su λ
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In Figura 4.3 è simulato l’andamento della strategia ottima per di-
versi valori della media di lungo periodo x̄. Come ci aspettiamo
ad x̄ crescenti corrisponde un investimento maggiore nel titolo ri-
schioso perché il market price of risk sarà mediamente più alto e di
conseguenza il titolo sarà più vantaggioso rispetto al risk free asset.

In Figura 4.4 e 4.5 vediamo come ad X(t) poco variabili corrispon-
dono investimenti minori nel titolo S(t), inoltre si avrà anche minore
variabilità temporale della strategia ottima. La variabilità di X(t), seb-
bene costituisca una fonte di incertezza (quindi di rischio), ha un
effetto complessivo positivo in quanto sono raggiungibili valori di
m.p.r che rendono il titolo molto vantaggioso per il manager. Un au-
mento della velocità di ritorno alla media λ ha lo stesso effetto di una
riduzione della volatilità σx, ovvero una concentrazione del market
price of risk intorno alla media di lungo periodo x̄.

Per concludere notiamo che la strategia ottima π∗ risulta crescente
con il parametro ρ questo effetto, come detto in precedenza, dipende
dal posizionamento del m.p.r ma per valori positivi di X(t) si nota
che il ∆π cresce con il valore di correlazione.
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Figura 4.5: La strategia su σx

Come nel modello a coefficienti costanti la presenza di flow fund
influenza la strategia ottima π∗t . Il manager investe nel titolo una
proporzione intermedia tra

• y∗(t), la “normal strategy” di questo modello, ovvero la strate-
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4.3 analisi dei risultati

gia ottima in assenza di flow fund

• β, l’esposizione scelta dal benchmark

Il peso che hanno i flow fund nella dinamica del fondo determina
in che percentuale viene replicata la strategia del benchmark. Inoltre
come visto in precedenza il manager tende a replicare perfettamen-
te il benchmark quando i flow fund diventano determinanti per la
dinamica del valore del fondo infatti

lim
η→∞π∗ = β

In conclusione, l’effetto principale dei flow fund è quello di ridurre
la dipendenza della strategia dalla variabile di stato del mercato (
il market price of risk ) in favore dell’avvicinamento alla benchmark
strategy. Poiché quest’ultima è costante , si ha come effetto secondario
una minore variabilità della strategia ottima nel tempo.
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5
C O N C L U S I O N I

Nei capitoli precedenti abbiamo descritto il problema di allocazione
ottima che il manager affronta per determinare la strategia che mas-
simizza la sua utilità attesa. Sono stati considerati diversi setting per
il mercato in cui opera e due principali tipologie di remunerazione,
una legata al valore degli asset gestiti ed una legata alla performance
e ai flussi di capitale in entrata/uscita dal fondo.

Per la maggior parte della nostra analisi abbiamo adottato il set-
ting più semplice possibile, un’economia di tipo Black and Scholes
con una singola fonte di rischio, in quanto offre maggiore trattabilità
analitica. I risultati ottenuti nei casi di incompletezza del mercato e
coefficienti stocastici sono in linea con quelli ottenuti con mercati com-
pleti e coefficienti costanti. L’afflusso di nuovi capitali (ed il ritiro di
quelli già presenti) avviene in maniera continua in base al confronto
con il benchmark.

Se la relazione performance-flowfund è lineare e la funzione obiet-
tivo del manager dipende dal valore complessivo degli asset sotto
gestione, la strategia ottima si colloca tra la normal strategy (strategia
ottenuta risolvendo il problema in assenza di flowfund) e la bench-
mark strategy, e maggiore è il peso dei flowfund nel determinare il
valore del fondo, più vicina sarà la strategia ottima a quella del bench-
mark. Basandoci sul tracking error come misura di rischio, il risultato
ottenuto indica una posizione conservativa.

La strategia si fa più rischiosa quando la relazione performance-
flowfund ipotizzata è esponenziale ed il manager è interessato a mas-
simizzare gli inflow ricevuti, o equivalentemente la performance rela-
tiva: per battere un benchmark poco aggressivo il manager aumenta
l’esposizione sul titolo rischioso, e la riduce nel caso opposto. Stra-
tegie d’investimento anche molto diverse vanno considerate ugual-
mente rischiose in quanto presentano lo stesso tracking error. Inoltre
maggiore è l’asimmetria tra inflow ed outflow più disposto sarà il
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conclusioni

manager a rischiare, in quanto i possibili guadagni sono molto più
consistenti delle eventuali perdite.

Se introduciamo una componente di rischio aggiuntiva nella dina-
mica del benchmark (ora non perfettamente replicabile) la reazione
del manager dipende dal segno della correlazione con il titolo rischio-
so: quando questa è negativa il manager percepisce il benchmark co-
me più stabile e meno rischioso ed è portato ad investire di più, in
assoluto e rispetto al caso precedente.

Lo schema retributivo prevede una parte fissa A ed una legata al
tasso di inflow, B. Se A > B il compenso è positivo anche nel peg-
gior caso di underperformance e il deterioramento della performance
va di pari passo con l’aumento del tracking error e della rischiosità
della strategia. Questo non accade quando A < B, caso in cui esiste
un limite inferiore della performance in corrispondenza del quale il
manager replica il benchmark.

Abbiamo infine considerato due casi in cui la relazione tra perfor-
mance e compenso presenta una forte non linearità, in quanto il mana-
ger percepisce la performance fee solo se è in grado di attrarre nuovi
capitali da gestire. La non concavità del payoff implica l’aumento del
tracking error in caso di underperformance, mentre la strategia si al-
linea a quella trovata nel caso senza cambi di concavità (caso base) se
la performance del fondo è molto maggiore di quella del benchmark.
Se la retribuzione ottenibile è limitata superiormente il focus del ma-
nager è raggiungere il livello di performance oltre il quale ulteriori
aumenti non si riflettono in un compenso (e quindi un’utilità) mag-
giore. La strategia è più conservativa rispetto al caso precedente e la
rischiosità diminuisce all’aumento della performance. In entrambi i
casi esistono livelli di performance che comportano strategie meno ri-
schiose di quelle ottenute nel caso base: un compenso di tipo opzione
non incentiva inevitabilmente il manager a rischiare.
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