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Prefazione

Questo documento nasce dalla curiosità di capire il metodo di quadratura dif-
ferenziale (DQM) che rischia di essere quello preferito dai scienziati rispetto
al famoso Metodo agli Elementi Finiti (FEM) nei prossimi anni. Si articola
in sei capitoli all’interno dei quali si tenta di dare al lettore un inquadramento
generale sul metodo, il suo utilizzo e le varie ramificazioni. All’interno del
primo capitolo, che si occupa dell’introduzione generale, si presenta la nasci-
ta del metodo, le difficoltà incontrate e come viene classificato. Si continua
poi nel secondo capito dove viene presentato il metodo DQM originale, i suoi
problemi e come sono stati risolti per quanto possibile. Si parla delle varie
discretizzazioni del dominio che vengono utilizzati nell’intento di migliora-
re i comportamento della soluzione. Nel terzo capitolo si presenta la forma
evoluta del DQM ovvero il metodo di quadratura differenziale generalizzato
(GDQM). Il GDQM viene diviso in metodo di quadratura differenziale poli-
nomiale (PDQM) e in metodo di quadratura differenziale armonica (HDQM),
essendo questo ultimo metodo considerato da molti autore come una sotto
classe del GDQM. Vengono presentati alcuni risultati che ne evidenziano le
differenze. Nel capitolo quattro ci siamo concentrati sulle varianti del metodo
che derivano dalle due sotto classe (PDQM e HDQM), cercando di dare un’i-
dea di che cos’è, citando dei riferimenti per chi fosse interessato all’argomento.
Quindi viene presentato il metodo di quadratura differenziale multi-dominio
(MDDQM), il metodo di quadratura differenziale generalizzato locale (LG-
DQM), e in modo molto breve, il Metodo di Quadratura Differenziale Ran-
dom (RDQM), il Metodo di Quadratura Differenziale Incrementale (IDQM),
lo "State Space-based Differential Quadrature Method" (SSDQM), il "Ritz
diffenential quadrature method" (Ritz-DQM), il Metodo di Quadrature Dif-
ferenziale basato sui Minimi quadrati (MLSDQM) e il Metodo di Quadrature
Differenziale basato sulla Spline (SDQM) . Nel capito quinto si presenta le
varie tecniche d’implementazione delle condizioni al contorno in particolare
la δ − tecnica e una breve descrizione delle tecniche del "Modifying Wei-
ghing Coefficient Matrices" (MWCM), "Substituting Boundary Conditions
into Governing Equations" (SBCGE) e del "Coupling Boundary Conditions
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with Governing Equation" (CBCGE). L’ultimo capitolo conclusivo è seguito
dalla bibliografia chiudono il documento.
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Figura 1: Schema a blocchi delle famiglie DQM
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Figura 2:
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Capitolo 1

INTRODUZIONE

1.1 Considerazioni Generali
In questo lavoro cerchiamo di presentare lo stato dell’arte del metodo di
quadratura differenziale Differential Quadrature Method (DQM). Si tratta
sostanzialmente di dare una panoramica del metodo. I problemi ingegneri-
stici sono retti da equazioni differenziali e nella maggior parte dei casi questi
equazioni sono difficili da risolvere se non impossibili di trovarne delle so-
luzioni in forme chiuse. Lo sviluppo dei computer sempre più potente ha
reso possibile lo sviluppo dei metodi numerici per risolvere i problemi dif-
ferenziali, metodi che vengono sempre più migliorati se non ripensati nello
scopo di raggiungere ottime efficienze. In maniera generale i metodi numerici
trasformano il problema espresso nel dominio continuo in un problema nel
dominio discontinuo e permette cosi di trovare la soluzione approssimata in
alcuni punti detti nodi del dominio. Questa soluzione viene poi interpolata
per riportare il problema nel dominio continuo. Tra i metodi numerici per la
risoluzione dei problemi differenziali si può contare il metodo alle differenze
finite (FDM), metodi agli elementi finiti (FEM), il metodi ai volumi finiti
(FVM) e i metodi dei residui pesati(FWR) come il metodo di Galerkin e il
metodo di collocazione, che hanno la particolarità di utilizzare come tecnica
di approssimazione degli interpolatore di basso grado per valutare la funzione
ai nodi per cui vengono chiamati metodi di basso ordine [1].. In questi casi per
arrivare alla convergenza servono un numero sempre più elevato di nodi il che
vuol dire un costo computazionale sempre più elevato, non solo, ma anche i
tempi di calcoli si allunghino. Di più in alcuni problemi ingegneristiche come
problemi di analisi modali non servono avere tanti nodi di discretizzazione
anche perche ai fini pratici ne servono solo i primi modi. Questa inconvenien-
za può essere risolta usando dei metodi cosi dette Glabal methods [1], ovvero
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metodi globali che sfruttano più informazione sulla funzione. Il metodo di
quadratura differenziale (DQM) rientra in questa categoria. In particolare, lo
sfruttamento di ulteriori informazioni sulla funzione aumenta il grado di con-
vergenza del metodo, la sua accuratezza e la sua efficienza computazionale.
Questo fa sì che il metodo converge con solo pochi punti di discretizzazione.
Il DQM è stato sviluppato per la prima volta nei anni 1971 da Bellman and
Casti [2][3]. Viene successivamente applicato ai vari problemi ingegneristiche.
In particolare, Civan l’ha applicato alla risoluzione dell’equazione di Poisson
[4], alla risoluzione dei problemi multidimensionali [5], Mingle invece l’ha ap-
plicato ai problemi di transizione della diffusione non lineare [6]. Nei ultimi
anni c’è stato un interesse crescente a questo metodo e in particolare la sua
applicazione nel campo della meccanica dei continui proprio per la loro effi-
cienza di convergenza con pochi nodi. La vera rivoluzione del metodo viene
da Shu che formulò un approccio generale del methodo chiamato metodo di
quadratura differenziale generalizzato (GDQM) con vantaggi che vedremmo
nei prossimi capitoli.

L’idea del DQM si basa sulla scrittura della derivata di una funzione in un
punto (nodo) come una combinazione lineare dei valori della funzione stessa
valutata in tutti i nodi del dominio lungo una linea coordinata. I coefficienti
della combinazione che sono i pesi o coefficienti di ponderazione dipendono
dall’ordine di derivazione della funzione. Prendendo un caso bidimensionale
in un dominio rettangolare dove è definita la funzione f(x, y), avremmo che:

∂nf(xi, yj)

∂xn
=

Nx∑
k=1

a
(n)
ik f(xk, yj)

∂mf(xi, yj)

∂ym
=

Ny∑
k=1

b
(m)
jk f(xj, yk) (1.1)

Per i = 1, . . . , Nx, j = 1, . . . , Ny dove Nx, Ny sono i numeri dei nodi nella
direzione x e nella direzione y rispettivamente. a(n)ik e b(m)

jk sono i coefficienti
di ponderazione della combinazione lineare per la derivata di ordine n e m
della funzione f(x, y) rispetto a x lungo la linea coordinata yi e rispetto a
y lungo la linea coordinata xi rispettivament. La formuna (1.1) permette
di collocare l’equazione di governo del problema fisico nei nodi di discret-
tizzazione, trasformando il problema differenziale ordinario in un problema
algebrico vincolato alle condizioni al contorno. La difficoltà maggiore in que-
sta tecnica sta da una parte nel determinare i vari coefficienti di ponderazione
della combinazione a(n)ik e b(m)

jk e dall’altra parte l’integrazione delle condizio-
ni al contorno. Questa ultima è stata la causa per cui durante tanti anni il
DQM è stato ignorato fino a quando Bert e i suoi collaboratori sono riusciti
a proporre una via d’uscita [7] [8].
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1.2 Approssimazione funzionale
I problemi differenziali difficilmente vengono risolti in forma chiusa perciò le
soluzzioni vengono approssimate. In pratica si tratta di trovare una funzione
approssimante che al meglio rappresenta la soluzione del problema analizzato
tenendo in considerazione l’impatto della discretizzazione sulla qualità del ri-
sultato. L’approssimazione funzionale e la discretizzazione del dominio sono
a la base dei vari metodi numerici in generale e hanno portato alla prolife-
razione delle tecniche di risoluzione dei problemi ingegneristiche, ma molto
spesso questa proliferazione è dovuta a varie tipologie di problemi che richie-
dono attenzioni diverse. In particolare nella DQM introdotta inizialmente
da Bellman [2][3] , veniva usato una aprossimazione polinomiale particolare
con dei limiti che vedremo sia a livello del polinomio che al livello della di-
scretizzazione. Nel GDQM introdotto da Shu, è stato possibile levare questi
limiti. Sempre nel GDQM, diversi approssimazioni della funzione portano il
metodo di quadratura differenziale ad essere diviso in due grandi classi[9]

1. Metodo di Quadratura Differenziale Polinomiale (PDQM) In questo
caso la funzione approssimante è un polinomio scelto appositamente e
anche in base al tipo di problema fisico da risolvere. Questa classe è
indicata soprattutto per approssimare i problemi reti da funzioni non
periodiche.

2. Fourier expansion-based quadrature Method (FDQM) In questo caso
la funzione approssimante ha la struttura di una serier di fourier. Que-
sta classe è indicata soprattutto per approssimare i problemi reti da
funzioni periodiche.

Altre variante che vedremo sono classificate in base al tipo di discrettiz-
zazione.

1.3 Coefficienti di Ponderazione
La determinazione dei coefficienti di Ponderazione è stata una delle prime
sfide che hanno dovuto affrontare i primi protagonisti del metodo DQM in
particolare Bellman e suoi associati [1]. Hanno inizialmente proposto due
metodi per il calcolo dei coefficienti associati al primo ordine di derivazione,
cioè quando nella formuna (1.1), m = n = 1. Ma questi metodi incontrarono
subito delle difficoltà. Il primo metodo, che era basato sulla risoluzione di
un sistema di equazioni algebriche per la determinazione dei coefficienti di
ponderazione si confrontò al problema di mal condizionamento della matrice
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del sistema, particolarmente quando il numero dei nodi si avvicinava ai 13
nodi. Il secondo metodo, basato sul fatto che i nodi dovendo essere radici
di un polinomio “shiftato” di Legendre era vincolato alla non arbitraietà dei
nodi. Il che significava che non si poteva discretizzare il dominio liberamente.
Ulteriori svilupi effettuati da Shu hanno permesso di formulare un approc-
cio generalizzato del methodo chiamato GDQM o "Generalized Differential
Quadrature Method", del colcolo dei coefficienti di ponderazione, a(n)ik e b(m)

jk ,
del primo ordine n = m = 1 e soprattutto una formula ricorsiva per il calcolo
dei coefficienti di ponderazione di ordini superiori n > 1,m > 1.

1.4 Generalità sulle Condizioni al Contorno
L’applicazione delle condizioni al contorno costituisce un altro problema del
metodo di quadratura differenziale. Se per ogni punto ci fosse una sola con-
dizione al contorno non ci sarebbero problemi. Nel caso della meccanica delle
strutture si ha molto spesso a che fare con problemi che hanno delle condi-
zioni di vincolo ridondanti, in quanto l’equazione del problema è una, mentre
le condizioni al contorno sono più di una. L’implementazione di questi tipi
di condizioni al contorno richiede una particolare attenzione per evitare una
situazione di stallo. Questo aspetto della meccanica delle strutture ha contri-
buito grandemente al perfezionamento del metodo DQM. Per implementare
le condizioni al contorno esistono vari metodi che vedremo, ciascuno con i
propri vantaggi e svantaggi.

Nel seguito cercheremo di dare una panoramica delle techniche che risul-
tano dal metodo di quadratura differenziale. Incominceremo con la presen-
tazione del DQM come fu introdotto all’origine e le sue dificoltà. Parleremo
successivamente della versione evoluta ovvero il metodo di quadratura dif-
ferenziale generalizzata (GDQM) che ha dato una svolta considerevole al
metodo DQM iniziale. Procederemo poi presentando altri svilupi sempre in
accordo con il tema seguito da un acceno alle condizioni al contorno che ci
porterà alla conclusione.
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Capitolo 2

METODO DI QUADRATURA
DIFFERENZIALE (DQM)

2.1 Generalità su DQM
In questo capitolo cerchiamo di presentare il metodo di quadratura diffe-
renziale (DQM). Il DQM è particolarmente interessante per la sua semplicità
applicativa. Come già accennato, dato un problema differenziale alle derivate
totali o parziali, la soluzione in forma chiusa è difficile da trovare. L’obbiet-
tivo del metodo di quadratura differenziale è quello di trovarne une soluzione
approssimata. Il DQM si basa sull’approssimazione della derivata rispetto
alla coordinata spaziale, ma anche temporale, di una funzione (soluzione) in
un punto (nodo) con una combinazione lineare dei valori della funzione stessa
valutata in tutti i nodi del dominio lungo una linea coordinata. Il metodo è
stato introdotto da Bellman e i suoi associati negli anni 1971 e 1972 [2],[3],
ispirandosi dal metodo di quadratura integrale (IQM) di cui l’espressione è
rapresentata dall’equazione (2.1). Tale equazione approssima l’area sotto la
curva f(x) limitata in x = a e x = b(figura(2.1)).

∫ b

a
f(x) dx ∼=

N∑
i=1

∫ b

a
p(x) dxf(xi) =

N∑
i=1

aif(xi). (2.1)

Per i = 1, . . . , N , dove N è il numero dei nodi.
La formula di quadratura integrale mostra che i coefficienti di ponderazio-
ne dipendono dalla scelta della funzione p(x) e di conseguenza questa scelta
condiziona la soluzione. Questo mostra il legame forte tra funzione appros-
simante e la soluzione. Nel caso di quadratura differenziale la formula ha
la stessa struttura, i coefficienti di ponderazione dipendono dalla funzio-
ne approssimante. Vari approcci risolutivi si basano sulla scelta di quelle
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Figura 2.1: integrale delle funzione f nell’intervallo [a, b]

funzioni approssimanti e della discretizzazione del dominio che influenza la
convergenza.

2.2 Approcci risolutivi
Il metodo come definito a quell’epoca presentava dei problemi non del tutto
indifferente ovvero, i protagonisti rendendosene conto della difficoltà lega-
ta alla determinazione dei coefficienti di ponderazione, hanno suggerito due
approcci per calcolare almeno quelli associati alla derivata del primo ordine
della funzione. Il primo approccio viene introdotto da Bellman [1] ed era la
soluzione di un sistema di equazioni algebrici, successivamente viene miglio-
rato da Quan and Chang (1989) [15], e il secondo approccio doveva utilizzare
una formulazione algebrica semplice ma con l’inconveniente di dover scegliere
come punti nodali i radici dei polinomi shiftati di Legendre.

2.2.1 Approcci di Bellman

E’ ben noto dal primo teorema di Weierstrass che se f(x) è una funzione
continua a valori reali definita nell’intervallo chiuso [a, b], allora esiste una
sequenza di polinomi pN(x) che converge uniformemente a f(x) al tendere di
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N all’infinito. Nei due primi approcci di bellman, i polinomi vengono scelti
come funzioni di base.

1. Primo Approccio di Bellman.
In questo primo approcio particolarizzato a un caso mono dimensionale,
le funzioni di base scelte da Bellman sono fati come nell’equazione (2.2).

pk = xk−1 k = 1, . . . , N. (2.2)

Quindi pk sostituirà f nella formula (1.1), considerando il problema
monodimensionale, che a sua volta sarà collocata ai nodi del dominio
fornendo un sistema di N equazioni in N incognite descritto dal sistema
(2.3).

dpk(xi)

dx
=

N∑
j=1

a
(1)
ij x

k−1
j = (k − 1)xk−2i k = 1, 2, . . . , N. (2.3)

La matrice del sistema (2.3) è di dimensione N x N ed viene chia-
mata matrice di V andermonde. Quella matrice era ben conosciuta
nel campo ingegneristico per il suo carattere di mal condizionamento.
Maggior parte delle applicazioni del DQM nel campo ingegneristico si
sono basati sul primo approccio ma questo ottimismo è stato superato
rapidamente perche al crescere del numero dei nodi, cioè la dimensione
della matrice di V andermonde, il suo carattere di mal condizionamento
si faceva sentire. Questo significava che la matrice del sistema diventa-
va difficilmente invertibile e di conseguenza il calcolo dei coefficienti di
ponderazione, per un numero elevato di nodi, diventava impossibile. In-
dicativamente questo approccio perdeva la sua efficacia al raggiungere
di un numero di nodi pari a 13. Per ovviare a questa difficoltà vengono
provati più tentativi tra cui la risoluzione del problema del mal condi-
zionamento della matrice attraverso l’algoritmo di Bjorck and Pereyra
(1970), algoritmo che esisteva già a quei tempi visto che il problema
di mal condizionamento era frequente nel mondo ingegneristico. Ma
questo tentativo ha permesso di incrementare i nodi di discretizzazione
da 13 nodi come accennato in precedenza fino a 31 nodi. Quindi il
problema rimaneva anche se migliorato ma non solo rimaneva anche il
problema del calcolo dei coefficienti per le derivate di ordine superiori.

2. Secondo Approccio di Bellman
A differenza del caso precedente ed analogamente alla formula d’inter-
polazione di Lagrange, in questo approccio le funzioni di base scelte
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sono i polinomi espressi nella formula (2.4).

pk(x) =
L∗N(x)

(x− xk)L
∗(1)
N (xk)

k = 1, . . . , N (2.4)

Dove L∗N(x) rappresenta il polinomio shiftato di Legendre di grado N ,
L
∗(1)
N (xk) la sua derivata.

Con questa formulazione Bellman e Kashef [3] hanno dimostrato che
con una discretizzazione in cui nodi sono radici del polinomio LN si
puo calcolare i coefficienti di ponderazione come segue:

a
(1)
ik =

L
(1)
N (xi)

(xi − xk)L
(1)
N (xk)

i 6= k a
(1)
ik =

1− 2xi
2xi(xi − 1)

i = k

(2.5)

si vede che questo procedimento consente di calcolare direttamente i coef-
ficienti a(1)ik senza risolvere nessun sistema algebrico, pero presenta la debo-
lezza che la discretizzazione è vincolata ai radici del polinomio di Legendre.
Con questa tecnica il calcolo dei coefficienti di ponderazione è abbastanza
semplice. Ad ogni modo, questo approccio non è flessibile come il precedente
poiché, in questo caso, le N coordinate dei punti nodali non possono essere
scelte arbitrariamente; motivo per cui come anticipato questo approccio non
è stato molto sollecitato dal punto di vista applicativo rispetto al primo.

2.2.2 Approccio di Quan e Chang

Con l’intento di migliorare i risultati ottenuti da Bellman, un altro approc-
cio viene proposto da Quan and Chang (1989) [15] attraverso l’utilizzo del
polinomio interpolatore di Lagrange come funzione base per ottenere una
formulazione esplicita che permette il calcolo dei coefficienti di ponderazione
del primo e del secondo ordine di derivazione.

pk(x) =
l(x)

(x− xk)l(1)(xk)
k = 1, 2, . . . , N (2.6)

dove
l(x)=(x-x1)(x− x2) . . . (x− xN) =

∏N
j=1(x− xj) (2.7)

a
(1)
ik =

1

(xj − xi)

N∏
k=1,k 6=i,j

xi − xk
xj − xk

i 6= k a
(1)
ii =

N∑
k=1,k 6=i

1

(xi − xk)
i = k

(2.8)
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Come per il secondo approccio di Bellman, il calcolo dei coefficienti di pon-
derazione è abbastanza semplice usando delle relazioni tipo (2.8) ma, a diffe-
renza di quella di Bellman (2.5), le formule trovate possono essere applicate
senza nessuna restrizione sulla scelta dei punti nodali.

2.2.3 Approccio di Quan e Chang: coefficienti di secon-
do ordine

L’equazione differenziale di secondo ordine viene espressa come segue:

f
′′
(xi) =

N∑
j=1

a
(2)
ij f(xj) k = 1, 2, . . . , N. (2.9)

Successivamente Quan e Chang [15] hanno ricavato le formule (2.10),(2.11)
per il calcolo dei coefficienti di ponderazione di secondo ordine, a(2)ik , sempre
attraverso l’utilizzo del polinomio interpolatore di Lagrange come funzione
base. E questo è stato un passo considerevole perché si poteva già affrontare
i problemi differenziali di secondo ordine.

a
(2)
ik =

2

(xj − xi)
(

N∏
k=1,k 6=i,j

xi − xk
xj − xk

)(
N∑

l=1,l 6=i,j

1

xi − xl
) i 6= k (2.10)

a
(2)
ii = 2

N−1∑
k=1,k 6=i

(
1

xi − xk
(

N∑
l=k+1,l 6=i

1

xi − xl
)) i = k (2.11)

2.3 Discretizzazione del dominio
Nel risolvere il problema numerico, un passo fondamentale da compiere è
la discretizzazione del dominio. Molto spesso veniva scelto esclusivamente
una distribuzione uniforme dei nodi per la risoluzione dei problemi di mec-
canica delle strutture. Anche se funzionava bene per certi tipi di problemi
funzionava invece male per alti, ad esempio i problemi coinvolgendo l’analisi
di buckling delle strutture in compositi. La discretizzazione uniforme non
garantisce sempre la stabilità e la convergenza rapida. In modo generale esi-
stono due classi di distribuzione: la distribuzione uniforme e la distribuzione
non uniforme. Questa ultima classe ha dei vantaggi di qualità superiore in
termine di accuratezza e di stabilità. Di solito la distribuzione dei punti vie-
ne fatta in un intervallo adimensionale [0, 1] seguendo una legge dependente
dall’indice che varia tra 1 e N . Questi pundi vengono successivamente uti-
lizzati per ricavare i nodi nell’intervallo di definizione della funzione.
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Se N è il numero di punti di suddivisione del dominio, [a, b] l’intervallo di
definizione della funzione nella direzione x, a ≤ x ≤ b, considerando un
intervallo [0, 1] adimensionale di variabile ξ, 0 ≤ ξ ≤ 1, costituito da N
punti, avremo ξ = (x − a)/(b − a) e quindi data la legge di distribuzione
nell’intervallo [0, 1] è possibile ricavare le x.

2.3.1 Discretizzazione uniforme

E’ la scelta semplice e naturale per la disposizione dei punti nodali. I punti
nodali vengono individuati mediante la relazione (2.12)[36].

ξk =
k − 1

N − 1
k = 1, 2, . . . , N (2.12)

Questa distribuzione non è molto prestante.

2.3.2 Discretizzazione non uniforme

La distribuzione non uniforme favorisce l’accuratezza e la convergenza. Ne
esistono più tipi di distribuzione che vengono utilizzati nel DQM che sono[36]:

1. Discretizzazione Chebyshev −Gauss− Labatto.
Questo tipo di discretizzazione fornisce ottime qualità di accuratezza,
convergenza e stabilità. I punti nodali vengono individuati mediante la
relazione (2.13)

ξk =
1− cos(π k−1

N−1)

2
k = 1, 2, . . . , N (2.13)

2. Discretizzazione quadratica
I punti nodali vengono individuati mediante la relazione (2.14) e (2.15)[36].

ξk = 2(
k − 1

N − 1
)2 k = 1, 2, . . . ,

N + 1

2
(2.14)

e

ξk = −2(
k − 1

N − 1
)2 + 4(

k − 1

N − 1
)− 1 k =

N + 1

2
+ 1, . . . , N − 1, N

(2.15)

18



3. Discretizzazione secondo le radici del polinomio di Chebyshev di prima
specie (I tipo)rk essendo radice del polinomio k− esimo di Chebyshev,
i punti nodali vengono individuati mediante la relazione (2.16)[36].

ξk =
rk − r1
rN − r1

. rk = cos(π
2k − 1

2N
). k = 1, 2, . . . , N. (2.16)

4. Discretizzazione secondo le radici del polinomio di Chebyshev di se-
conda specie (II tipo)rk essendo radice del polinomio k − esimo di
Chebyshev, i punti nodali vengono individuati mediante la relazione
(2.17)[36].

ξk =
rk − r1
rN − r1

. rk = cos(π
k

N + 1
). k = 1, 2, . . . , N. (2.17)

5. Discretizzazione secondo le radici del polinomio di Legendre rk essendo
radice del polinomio k − esimo di Legendre, i punti nodali vengono
individuati mediante la relazione (2.18)[36]).

ξk =
rk − r1
rN − r1

. rk = (1− 1

8N2
+

1

8N3
)cos(π

4k − 1

4N + 2
). k = 1, 2, . . . , N

(2.18)

A partire da queste tipologie si può definire altre suddivisioni in modo da
avere maggior o minor numero di punti nodali in prossimità degli estremi
del dominio. Questa tecnica va sotto nome di Stretchingformulation. In
letteratura esistono molte altre forme di discretizzazione ma quelli citati sono
più comuni.

Le figure (2.2) e (2.3) mostrano le leggi di distribuzione dei nodi esposte
precedentemente. E’ opportuno specificare che per la gestione delle condi-
zioni al contorno esiste un metodo chiamato δ − tecnica che vedremo nel
capitolo cinque. In caso di utilizzo di quella tecnica che prevvede l’esistenza
un punto molto vicino al nodo di contorno, la distribuzione vera modificata
leggermente. In effetti nelle figure di discretizzazione la parte (a) è senza
δ − punto e la (b) con δ − punto.

Il metodo di quadratura differenziale come impostato presentava dei li-
miti non trascurabili. Gli sviluppi ulteriori hanno portato alla modificazione
del metodo di quadratura differenziale e al raggiungimento delle forme che
rendono più agevole l’utilizzo del metodo. Questo ulteriore studio viene chia-
mato metodo di quadratura differenziale generalizzato (GDQM) ed è una ge-
neralizzazione del metodo di quadratura differenziale (DQM). Nel prossimo
capitolo cercheremo di esplicitarne l’idea e i risultati prodotti
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Figura 2.2: Leggi di distribuzione dei nodi nell’intervallo [0, 1]
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Figura 2.3: Leggi di distribuzione dei nodi nell’intervallo [0, 1]
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Capitolo 3

METODO DI QUADRATURA
DIFFERENZIALE
GENERALIZZATO (GDQM)

3.1 Generalità sul GDQM
Il metodo di quadratura differenziale generalizzato (GDQM) è un migliora-
mento della DQM proposta da Shu (1991) [16] e da Shu e Richards (1991)
[17] ed è basato sull’approssimazione polinomiale di ordine superiore. Shu ha
dimostrato che con una semplice formulazione algebrica si poteva determina-
re i coefficienti di ponderazione relativi al primo ordine di derivazione, di più
la determinazione dei coefficienti di ponderazione relativi ai ordini superio-
ri poteva essere fatta in modo ricorsivo una volta calcolati quelli del ordine
precedente, e questo senza restrizione sulla scelta dei nodi. Ciò significa che
avendo a disposizione i coefficienti di primo ordine si poteva calcolare quelli
del secondo ordine, poi da quelli del secondo ordine si poteva calcolare quelli
del terzo ordine e cosi via. Shu ha sviluppato cosi un modo innovativo per
calcolare i coefficienti di ponderazione per l’approssimazione delle derivate di
qualsiasi ordine. La principale differenza tra i metodi di quadratura differen-
ziali sta da una parte nella scelta della funzione base per approssimante e dal-
l’altra parte nella tipologia di discretizzazione. Nell’approccio generalizzato
di Shu, la scelta della funzione base di tipo polinomiale conduce al metodo
di quadratura differenziale polinomiale (PDQM) in letteratura Polynomial
Differential Quadrature Method, mentre la scelta della funzione base di tipo
armonica o basata sull’espansione di serie di Fourier conduce al metodo di
quadratura differenziale armonico (HDQM) in letteratura Harmonic Diffe-
rential Quadrature Method[18]. Nel campo dell’analisi strutturale il GDQM
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si è rilevato di elevata potenzialità per la sua precisione, efficienza e sempli-
cità senza dimenticare l’aspetto del costo computazionale contenuto (Civan,
Civan e Sliepcevich, Jand, Bert et al., Janget al.). Per completezza, gli svi-
luppi recenti hanno portato all’individuazione di una nuova classe di funzioni
di base che dipendono dalla distanza radiale tra i punti della discretizzazione
nota in letteratura come RBFs (Radial Basis Funtions) [18], il metodo che ne
risulta viene chiamato RBFsDQM ovvero Radial Basis Functions-differential
quadrature method. Sempre con l’obiettivo di ridurre il costo computazio-
nale, Il GDQM può essere utilizzato in forma locale. Questa tecnica va sotto
il nome di metodo di quadratura differenziale generalizzato locale (LGDQ)
in letteratura LocalGeneralizedDifferentialQuadrature [18]. Di seguito
procederemo esponendo brevemente i metodi racchiusi nel GDQM.

3.2 Metodo di Quadratura Differenziale Poli-
nomiale (PDQM)

3.2.1 Generalità su PDQM

Abbiamo già detto che la tecnica di quadrature differenziale approssima la
derivata di una funzione rispetto a una variabile con una combinazione li-
neare dei valori della funzione stessa in tutti i punti di discretizzazione. Il
problema fondamentale è il calcolo dei coefficienti della combinazione o coef-
ficienti di ponderazione. I fondamenti del metodo GDQM si basa sull’analisi
dello spazio vettoriale lineare e l’approssimazione funzionale. Shu nel 1991
sfruttò le proprietà dello spazio vettoriale polinomiale per mostrare che le
formule di calcolo dei coefficienti di ponderazione nel PDQM possono essere
generati attraverso una adeguata scelta di vettori base nello stesso spazio vet-
toriale polinomiale stesso[18]. Queste formule più tardi vengono presentati
insieme a una relazione ricorsiva per il calcolo dei coefficienti relativi ai ordini
superiori[17]. A traverso il teorema di Weierstrass una funzione continua
nel suo dominio può essere approssimata uniformemente con una successione
infinita di polinomi. In pratica basta una somma finita di polinomi di grado
elevato. Se pk(x), k = 1, 2, . . . , N è una base delle spazio vettoriale polino-
miale la soluzione f(x) di un equazione differenziale può essere approssimata
con una combinazione lineare degli elementi della base che costituisce un
polinomio di grado N − 1 [18]

f(x) ∼= PN(x) =
N∑
k=1

ckpk(x) (3.1)
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Visto che in uno spazio vettoriale lineare ci sono diversi insiemi di po-
linomi base, per ogni insieme di polinomi base si avrà dei coefficienti di
ponderazione di cui valori dipende dalla scelta della base. Questo fa si che
esistono vari approcci per il calcolo dei coefficienti di ponderazione inclusi
quelli de Bellman visto in precedenza[18].

3.2.2 Calcolo dei coefficienti di ponderazione

Riguardando l’approccio di Shu è possibile definire i coefficienti di pondera-
zione usando due differenti insiemi di polinomi base.

1. Polinomi di Lagrange

pk(x) =
l(x)

(x− xk)l(1)(xk)
k = 1, 2, . . . , N (3.2)

dove
l(x)=(x-x1)(x− x2) . . . (x− xN) =

∏N
j=1(x− xj) (3.3)

2. Polinomi in forma monomio del tipo rapresentato nella formula (3.4)

pk = xk−1 k = 1, . . . , N. (3.4)

Coefficienti di primo ordine

Utilizzando il primo tipo di polinomi base, cioè di Lagrange espresso nella
formula(3.2), Shu ottiene il seguente risultato:

a
(1)
ij =

l(1)(xi)

(xi − xj)l(1)(xj)
i 6= j (3.5)

a
(1)
ii =

l(2)(xi)

2l(1)(xi)
i = j (3.6)

Questa formula (3.6) richiede la conoscenza della derivata seconda l(2)(xi).
Mentre usando il secondo tipo di polinomi base ovvero polinomi in forma
monomio nella formula (3.4), i coefficienti a(1)ii prendrono la forma (3.7) molto
simplice.
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a(1)ii = −∑N
j=1,j 6=i a

(1)
ij , i = j (3.7)

Coefficienti di secondo ordine

Shu dimostra poi come deve essere calcolato i coeficienti di secondo ordine
(formula (3.8),(3.9))

a
(2)
ij = 2a

(1)
ij (a

(1)
ii −

1

(xi − xj)
) i 6= j (3.8)

a
(2)
ii = −

N∑
j=1,j 6=i

a
(2)
ij i = j (3.9)

Coefficienti di ordine superiori

Se consideriamo n l’ordine di derivazione Shu dimostra che i coefficienti di
ordine n si possono calcolare seguendo le formule (3.10),(3.11).

a
(2)
ij = n(a

(1)
ij a

(n−1)
ii −

a
(n−1)
ij

(xi − xj)
) i 6= j (3.10)

a
(n)
ii = −

N∑
j=1,j 6=i

a
(n)
ij i = j (3.11)

3.2.3 Applicazioni del PDQM

La tecnica del PDQM è stata applicata ai vari problemi tra cui il problema di
vibrazione della piastra di spessore h, di lunghezza Lx lungo la coordinata x,
di larghezza Ly lungo lacoordinata y, appoggiata sui quatro lati. I risultati
sono stati poi confrontati con la soluzione ottenuta con il DQM e la soluzione
ottenuta analiticamente[24]. I risultati sono presentati nella tabella imagine
(3.1),(3.2).
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Figura 3.1: Pulsazioni adimensionalizzate di una piastra rettangolare S-S-S-S
I/II

3.3 Metodo di quadrature Differenziale Armo-
nico (HDQM)

3.3.1 Generalità su HDQM

Il metodo di quadratura differenziale basato sulle funzioni armoniche o espan-
sione di Fourier ha dimostrato essere un metodo vincente soprattutto per
quanto riguarda l’analisi in frequenza di ordine elevato, l’analisi di bucking
delle strutture rettangolari con grande rapporto di rastremazione [19]. Per
questo tipo di analisi i risultati ottenuti dal metodo di quadratura diffe-
renziale polinomiale non sono abbastanza accurati, in particolare quando il
rapporto di rastremazione superi un certo limite o quando il numero dei nodi
distribuiti in modo equispaziati diventa sempre più elevato, indicativamente
5 < N < 11 [19], [20],[21],[22]. Il comportamento è dovuto anche alle caratte-
ristiche delle funzioni polinomi [19]. Come anticipato la scelta delle funzioni
base determina le differenze tra i metodi. Scegliendo una approssimazione
attraverso l’espansione in serie di Fourier si ottiene il HDQM. In letteratu-
ra viene anche chiamato FDQM ovvero Fourier Expansion-based Differential
Quadrature Method. A differenza del PDQM, il HDQM utilizza come vet-
tori base dello spazio vettoriale trigonometrico di dimensione N i polinomi
trigonometrici. In quello spazio trigonometrico è possibile individuare due
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Figura 3.2: Pulsazioni adimensionalizzate di una piastra rettangolare S-S-S-S
II/II
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base:

f(x) = (1, sin(xπ), cos(xπ), sin(2xπ), cos(2xπ), . . . , sin(x
N − 1

2
π), cos(x

N − 1

2
π)).

(3.12)

gk(x) = πG(x)2sin(π
x− xk

2
)G(1)(xk). k = 1, 2, . . . , N (3.13)

Dove G(x) =
∏N

j=1 sin(π x−xj

2
).

Usando la base espressa in 3.13 si può calcolare i coefficienti di ponderazione
seguendo il procedimento descritto in [18]. Per nostro scopo ne riportiamo
solo i risultati .

3.3.2 Calcolo dei coefficienti di ponderazione

Coefficienti del primo ordine

I termini fuori dalla diagonale sono calcolabili dall’espressione seguente.

a
(1)
ij =

πG(1)(xi)

2sin(π xi−xj

2
)G(1)(xj)

. i 6= j (3.14)

I termini nella diagonale si calcolano invece come segue:

a
(1)
ij =

G(2)(xi)

2G(1)(xi)
. i = j (3.15)

Coefficienti di secondo ordine

I termini fuori dalla diagonale sono calcolabili dall’espressione seguente.

a
(2)
ij = a

(1)
ij (2a

(1)
ii − πcot(π

xi − xj
2

)) i 6= j (3.16)

I termini nella diagonale si calcolano invece come segue:

a
(2)
ij =

G(3)(xi)

3G(1)(xi)
+
π2

12
i = j (3.17)
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Coefficienti di terzo ordine

I termini fuori dalla diagonale sono calcolabili dall’espressione seguente.

a
(3)
ij = a

(1)
ij (3a

(2)
ii −

π2

2
)− 3π

2
a
(2)
ij cot(π

xi − xj
2

)) i 6= j (3.18)

I termini nella diagonale si calcolano invece come segue

a
(3)
ij =

G(4)(xi)

4G(1)(xi)
+
π2

4
a
(1)
ii i = j (3.19)

Con formule (3.14, 3.16, 3.18) si può trovare i coefficienti di ponderazione
fuori dalla diagonale, relativi ai primi ordini, senza difficoltà. Mentre quelli
nella diagonale, (3.19) ad esempio, si ricavano usando G(4)(xi) derivata di
ordine una volta superiore a quello dei coefficienti che si ta calcolando. Anche
in questo caso come nel caso del PDQM è dovuto alla base scelta. Se usassimo
invece la prima base ovvero la base espresso in (3.12) Otterremo (3.20) molto
più simplice.

a
(n)
ii = −

N∑
k=1,k

a
(n)
ik i = 1, 2, . . . , N = 1, 2, 3, 4 (3.20)

3.3.3 Applicazioni del HDQM

Nello scopo applicativo viene analizzato la vibrazione di una trave flessibile,
soggetta a diverse condizioni al contorno. I risultati sono confrontati con i
risultati analitici e quelli del metodo di quadrature differenziale. L’analisi
viene fatta considerando diversi N [23]. L’equazione di governo è data da

d4u(X)

dX4
− Ω2u = 0; (3.21)

Dove u(X) è lo spostamento non adimensionale e X la coordinata adi-
mensionale. Scrivendo l’equazione nella forma DQM

N∑
j=1

D4
ijuj − Ω2ui = 0; i = 3, 4, . . . , N − 2 (3.22)

In questa equazione, D4
ij sono i coefficienti di ponderazione di quarto

ordine che vengono calcolati secondo le formule del HDQM. Per l’implemen-
tazione delle condizioni al contorno è stato utilizzato il metodo di sostituzione
di cui ne parleremo brevemente nel capitolo 4. Ω è parente della frequenza
propria ω legati insieme attraverso l’espressione 3.23.
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Figura 3.3: Confronto frequenze esatte con DQM e HDQM [23]

Ω2
i = ρAL4ω2

i /EI (3.23)

Nella tabella imagine(3.3) vengono esposti i risultati dell’analisi relativi
alle due prime frequenze. Nella prima colona abbiamo il tipo di vicolo, se-
guito dalla soluzione esatta nella seconda colona. Si puo vedere come usando
il metodo HDQ con sette nodi e una discretizzazione di tipo II, la prima
fequenza è migliore rispetto al caso del DQM dove sono stati impiegati due
nodi in più usando la stessa discretizzazione.
Il secondo esempio applicativo tratta una piastra quadrata di lato 2m lami-
nata non simmetrica, fatta in materiali compositi e incastrata sui due lati
consecutivi e libera sui due altri. Le proprietà sono visibili nella tabella
imagine (3.4) [24]. Un confronto dei risultati mostra chiaramente il vantag-
gio del GDQM rispetto al metodo FEM, in particolare il numero di nodi
necessari per raggiungere una certa accuratezza risulta molto superiore nel
caso del metodo FEM. Questo ha un impato considerevole dal punto di vista
computazionale.

30



Figura 3.4: Prime dieci frequenze di una piastra quadrata di lato 2m laminata
non simmetrica C-C-F-F[24]
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Figura 3.5: Prime forme modali della piastra quadrata [24]
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Capitolo 4

ALTRI METODI BASATI SU
DQM E GDQM

4.1 Generalità
Oltre ai metodi citati ci sono stati altri svillupi che sono delle ramificazioni
del DQM. In questi svillupi, tenendo buono il concetto del DQM, cambia
principalmente il tipo di discrettizzazione, o la scelta dei nodi coinvolti nel-
l’approssimazione, o il tipo di funzione approssimante, o l’ordine della fun-
zione approssimante. Questi svillupi nascono nello scopo di gestire al meglio
possibile i problemi associati sia ai vincoli non semplici, sia alla forma non
regolare del dominio. Ne abbiamo individuati alcuni , senza pretendere di
aver esaurito l’elenco, che descriviamo brevemente con riferimenti per chi fos-
se disposto ad approfondire l’argomento. Maggior parte essi vengono creati
soppratutto per gestire i problemi legati all’irregolarià del dominio, altri sono
una combinazione di metodi di quadratura già esistente.

4.2 Metodo di Quadratura Differenziale Multi-
dominio (MDDQM)

Spesso si ha a che fare con problemi elastici dove sono presenti delle discon-
tinuità. Si può tale proposito pensare a un dominio fatto di due materiali
diversi con frontiera evidente ad esempio. Il metodo DQM in questi casi cade
in difetto per colpa di quella discontinuità. Visto che la soluzione nel GDQM
viene approssimata da un polinomio di grado elevato, non è adatto a descrive-
re comportamenti discontinui. Per continuare a sfruttare i vantaggi del GD-
QM viene introdotto il Metodo di Quadratura Differenziale Multi-dominio
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Figura 4.1: Mappatura di un elemento quadratico: (a) dominio fisico
(b)dominio computazionale[37]

(MDDQM) in letteratura Multi-Domaine differential quadrature method[37].
Il procedimento consiste nel dividdere il dominio in corrispondenza della di-
scontinuità in modo che i sotto domini siano disgiunti. Le proprietà fisiche
di ogni sotto dominio vengono conservate. Ogni sotto dominio ha due tipi
di condizioni al contorno; una che fa parte del dominio totale oggetto del-
lo studio e verrà trattato come nel caso del GDQM normale e l’altra, che
una condizione d’interfaccia tra due sotto domini, verrà invece trattata con
cura. A tale proposito viene applicato la condizione di compatibilità impo-
nendo l’uguaglianza degli spostamenti in corrispondenza dell’interfaccia. Il
metodo Multi-Dominio funziona bene per problemi elastici fatti di materiali
diversi[37]. La forma del sotto dominio, che può essere di forma qualunque,
è difficile da discrettizzare in alcuni casi per cui ci viene in aiuto il procedi-
mento chiamato tecnica di mappatura (MappingTechnique) che permette di
trasformare un dominio di contorno non regolare in un dominio normalizzato
come si vede nella figura (4.1). E’ fundamentale precisare che l’approssi-
mazione della soluzione si può fare utilisando un polinimio (Multi-Domain
PDQM) o una funzione armonica (Multi-Domain FDQM).
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Figura 4.2: Piastra appoggiata composta da due materiali elastici, con carico
distribuito q [37]

Di seguito vengono mostrati alcuni risultati ottenuti per un panello lungoL =
6m alto H = 3m, figura(4.2), suddiviso in due sotto domini con interfaccia
posizionata in x = L/2 e con carico distribuito q = 10N/m. I materia-
li honno lo stesso coeficiente di poisson pari a 0.25, il modulo di Young
E1 = 3.0E7N/m2 per il materiale di sinistra e E2 = 3.0E6N/m2 per il
materiale di destra. I risultati sono calcolati in corrispondenza di y = 1.5m
mediante l’applicazione diretta del DQM e Abaqus (figura(4.3)), e con il MD-
DQM e Abaqus (figura(4.4))[37]. La risoluzione del problema viene eseguita
correttamente con il metodo Multi-dominio che riesce a catturare il salto di
sollecitazione dovuto alla discontinuità del materiale, mentre il DQM classico
presenta difficoltà evidente in corrispondenza della discontinuità.

4.3 Metodo di Quadratura Differenziale Gene-
ralizzato Locale (LGDQM)

Il metodo di quadratura differenziale generalizzato viene applicato con buon
esito ai problemi con contorni allineati con gli assi coordinati come contorni
rettangolari ad esempio. In pratica ci sono sempre più problemi a geome-
trie complesse, con forme irregolari che bisogna affrontare. Sappiamo poi
che nel GDQM la soluzione viene approssimata con un polinomio di grado
elevato. All’aumentare del grado del polinomio sorge anche il problema di
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Figura 4.3: Sforzi ottenuti mediante DQM e ABAQUS in corrispondenza
della discontinuità y = H

2
della piastra composta[37]
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Figura 4.4: Sforzi ottenuti mediante MDDQM e ABAQUS in corrispondenza
della discontinuità y = H

2
della piastra composta[37]
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stabilità oltre al problema di sensibilità alla griglia di distribuzione[31]. Il
metodo di quadratura differenziale generalizzato locale (LGDQM) in lettera-
tura Local Generalizzed Differential Quadrature Method nasce con lo scopo
di risolvere questi tipi di problemi [27]. Nella LGDQM la derivata spazia-
le valutata a un nodo viene approssimata con una combinazione lineare dei
valori della funzione ai nodi come nel GQDM solo che l’operazione viene
eseguita usando i valori della funzione nell’intorno del nodo approssimato.
Quindi non tutti i valori della funzione vengono usati durante l’approssima-
zione ma solamente una parte. Questo consente di poter aumentare anche i
nodi di discrettizzazione [18], di conservare l’accuratezza del metodo e la sua
stabilità[31]. IL metodo LGDQM viene proposto da Sun et al [28] per risol-
vere il problema del flusso viscoso incomprimibile. Nel [27] Wang ha eseguito
il metodo di quadratura differenziale locale utilizzando una distribuzione ir-
regolare dei nodi per risolvere il problema della diffusione convessa ottenendo
risultati soddisfacenti verificandone la robustezza, l’accuratezza e l’efficien-
za. Un altro aspetto molto interessante è il fatto che le matrice che deriva
dal LGDQM non è piena ma è a banda il che è un vantaggio dal punto di
vista computazionale[18]. Il metodo risulta molto flessibile con performance
abbastanza buona soprattutto per i problemi lineare con geometria e dina-
mica complesse.[31]. l’espressione della PDQM viene modificato seguendo la
formula (4.1) per ottenere quella della LGDQM .

dmf(xi)

dxm
=

np∑
j=1

amijf(xj) i = 1, 2, . . . , N (4.1)

Il parametre np è il numero dei punti di riferimento. Quindi l’approssimazione
viene fatta usando solo np punti invece di tutti i N pundi come nel GDQM.
Questo processo si puo estendere in due dimensione. Nella figura (4.5) si
può individuare inquadrati i punti usati per l’approssimazione nel LGDQM
(i punti di contorno e i punti del dominio).

4.4 Metodo di Quadratura Differenziale Ran-
dom (RDQM)

Anche questo metodo nasce per problemi con irregolarità. L’obbietivo princi-
pale del Metodo di Quadratura Differenziale Random (RDQM) è di estende-
re l’applicazione del metodo DQM ai domini irregolari discretizzati seguendo
una legge uniforma o casuale [34]. Il detaglio della formulazione è riperi-
bile in [34]. E’ utile notare che nel RDQM vengono usati due tipi di nodi
in fase di discretizzazione che sono i nodi virtuali creati fissi sul corpo di-
stribuiti uniformemente o secondo la legge di Chebyshev-Gauss-Lobatto, e i
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Figura 4.5: Relazione tra punti punti
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nodi di campo creati in modo random[34]. La particolarità del RDQM è il
fatto che combina due griglie ovvero quella Euleriana e Lagrangiana. I no-
di virtuali, fissi, formano la griglia Euleriana mentre i nodi del campo sono
Lagrangiana e si muovono liberalmente nel dominio [34]. Il metodo viene
applicato ai problemi coinvolgendo grandi deformazioni e ai problemi con
contorni mobili[34].

4.5 Metodo di Quadrature Differenziale Incre-
mentale(IDQM)

Il metodo di quadrature differenziale incrementale (IDQM) in letteratura
presente come Incremental Differential Quadrature Method è stato introdot-
to da Malekzade et al [29] come metodo altamente efficiente per risolvere le
equazioni differenziali a derivate parziali che descrivono i problemi di tran-
sizione, dove il dominio del tempo viene scomposto in un insieme di sotto
domini e ogni sotto dominio viene discretizzato. L’alta efficienza del metodo
viene poi confermata da Alibakhsh Kasaeian e i suoi colleghi nel 2013 [30] in
seguito all’applicazione del IDQM all’equazione non lineare dell’energia.

4.6 State Space-based Differential Quadrature
Method (SSDQM)

I materiali compositi vengono usati nei vari campi delle costruzioni, aero-
spaziali, civili, marine e altri per le sue alte proprietà meccaniche. Durante
l’analisi dinamica di quei materiale è importante conoscere le loro frequenze
naturali e modi di vibrare. Il metodo State Space-based Differential Qua-
drature Method (SSDQM) viene utilizzato con successo per analizzare questi
tipi di materiali ma non solo, in generale il metodo è valido per materiali con
proprietà molte speciali[32]. Dettagli sul metodo può essere trovato in [33].

4.7 Ritz e Metodo di Quadrature Differenziale
(Ritz-DQM)

Questo metodo unisce la soluzione semianalitica fornita dal metodo di Ritz e
il DQM [18]. In questo caso il metodo di Ritz viene utilizzato per semplificare
un problema più generale che potrebbe essere numericamente più oneroso
da risolvere. Il metodo viene soprattutto indicato per risolvere problemi di
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vibrazione di piastra che coinvolgono angoli liberi che potrebbe mettere in
difficoltà i classici metodi di Ritz e DQM separatamente [35] .

4.8 Metodo di Quadrature Differenziale basato
sui Minimi quadrati (MLSDQM)

Il Moving Least Squares Differential Quadrature Method (MLSDQM) è stato
sviluppato e impiegato per l’analisi degli elementi di piastra con moderato
spessore basato sulla first-order shear deformation theory (FSDT) [38] . In
questo approccio, per risolvere l’equazione di governo, gli spostamenti gene-
ralizzati della piastra, soluzioni del problema differenziale, vengono formulati
attraverso un approssimazione ai minimi quadrati[38].

4.9 Metodo di Quadrature Differenziale basato
sulla Spline (SDQM)

Abbiamo visto che nella PDQM la soluzione viene approssimato con poli-
nomio di grado elevato. Nel metodo di quadratura differenziale basato sulla
spline(SDQM) noto come Spline-based Differential Quadrature Method, l’ap-
prossimazione della funzione si basa sulla spline[39]. Nel documento [39], il
metodo viene esplicitato e utilizzato con successo in termini di convergenza,
stabilità e accuratezza, per la determinazione delle frequenze naturali della
piastra. In particolare gli studi mostrano che il SDQM ha una convergenza
rapida quando viene usato una spline di alto grado come approssimante e si
puo aumentare il numero di griglia senza preoccuparsi di perdere la stabilità
del metodo contrariamente alla PDQM in caso di griglia uniforme. Di più il
metodo non ha limiti su tipo di griglia utilizzata come PDQM. Questo fa del
SDQM un metodo versatile[39].
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Capitolo 5

CONDIZIONI AL CONTORNO

5.1 Introduzione
Nell’introduzione abbiamo parlato delle condizioni al contorno. In questo
capitolo cerchiamo di estendere un pochino di più l’argomento senza entrare
troppo nello specifico. In meccanica delle strutture molto spesso si ha a che
fare con problemi che presentano più condizioni al contorno nello stesso pun-
to. Per una trave incastrata alle due estremità, in ogni lato si dovrà imporre
più condizioni al contorno sullo stesso punto. Carattere di questo tipo viene
detto ridondante. Questo problema della meccanica delle strutture ha porta-
to al perfezionamento della tecnica di quadratura differenziale. Nei prossimi
paragrafi presentiamo i vari modi in cui vengono trattate le condizioni al con-
torno, loro applicazioni preferenziali e spesso loro inconvenienti, ma prima
è utile notare che in letteratura, spesso e volontieri si procede alla classi-
ficazione del trattamento delle condizioni al contorno secondo tre approcci
[25],[26].

1. Approccio con δ tecnica ciamato anche DQN

2. Approccio senza δ-tecnica chiamato anche DQU

3. Approccio che combina i due precedente chiamato anche DQC

Non entreremo nel dettaglio di questo ultimo
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5.2 Approccio con δ tecnica chiamato DQN

5.3 δ-tecnica
La δ-technique est stata proposta da Berte e al 1988 [7] e Jang et al 1989
[8]. Si tratta di applicare una condizione al contorno su un vero nodo di
contorno, e la seconda su un nodo messo a una distanza piccola δ chiamato
δ− punto dal nodo di contorno. Di conseguenza una condizione al contorno
viene soddisfatta esattamente mentre l’altra viene soddisfatta solo in modo
approssimata nel δ punto. Questo vuol dire che la soluzione numerica di-
penderà dalla scelta di δ e perciò, introduce un punto debole sul metodo.
In generale per δ minore di 0.001L [7],[8], in alcuni documenti δ minore di
0.00001L [24], con L la lunghezza caratteristica della trave o piastra, si ottie-
ne un risultato numerico accurato in particolare per le strutture incastrate,
però per le strutture appoggiate o con lati liberi non si ottiene un buon ri-
sultato. Ma se δ e molto piccolo la matrice dei coefficienti di ponderazione
diventa mal condizionata il che non è vantaggioso per l’implementazione. Nel
capitolo due (figure (2.2),(2.3)) abbiamo parlato delle leggi di distribuzione
che serviva per ricavare i punti nodali nell’intervallo di definizione della fun-
zione. In pratica le varie leggi definite nel capitolo due rimangono le stesse
per i punti k = 3, 4, . . . , N − 2 mentre per k = 1, 2, N − 1, N , i punti nodale
saranno: ξ1 = 0; a, ξ2 = δ, ξN−1 = 1− δ, ξN = 1. figure(2.2-b),(2.3-b).
La δ − tecnica è quello che sembra più evidente perche in quel caso si di-
spone di tanti punti in cui applicare le condizioni al contorno quante sono le
condizioni stesse. Ma bisogna tenere presente che solo la condizione appli-
cata sul punto esatto del vincolo viene soddisfatta rigorosamente. Le figure
(5.1-5.6) mostrano l’influenza della δ− tecnica sulla suddivisione del dominio
adimensionale per le classe di discretizzazione già visto in precedenza.

5.4 Approccio senza δ tecnica chiamato DQU

5.4.1 Modificazione delle coefficienti della matrice (MWCM)

Questa tecnica viene introdotta da Wang and Bert 1993 [10],[11] per ovvia-
re alle difficoltà della δ tecnica. Hanno proposto un approccio alternativo
conosciuto come Modifying Weighing Coefficient Matrices (MWCM) dove la
condizione al contorno differenziale è direttamente costruita all’interno della
matrice dei coefficienti di ponderazione. Questo approccio permette di ri-
solvere i problemi di trave e piastre appoggiate con buona approssimazione.
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Figura 5.1: Influenza della δ − tecnica sulla suddivisione uniforme
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Figura 5.2: Influenza della δ − tecnica sulla suddivisione Chebyshev gauss
lobatto
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Figura 5.3: Influenza della δ − tecnica sulla suddivisione quadratica
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Figura 5.4: Influenza della δ − tecnica sulla suddivisione Chebyshev Tipo I

Figura 5.5: Influenza della δ − tecnica a sulla suddivisione Chebyshev Tipo
II
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Figura 5.6: Influenza della δ − tecnica sulla suddivisione Legendre

Tuttavia presenta dei limiti quando si trattino di condizione d’incastro, e di
piastre con contorni liberi .

5.4.2 Sostituzione delle condizioni al contorno negli equa-
zioni di governo (SBCGE)

Questa tecnica viene introdotta da Shu an Du [12],[13] consiste nel sostituire
la condizione al contorno direttamente all’interno dell’equazione del governo.
Questa tecnica è conosciuta come Substituting Boundary Conditions into
Governing Equations (SBCGE). Quindi le condizioni al contorno vengono
accoppiate per risolvere il valore della funzione sui contorni e sui nodi diret-
tamente aggiacenti a quelli del contorno. Questo metodo funziona bene per
qualsiasi condizione al contorno e quindi leva le limitazioni dei precedenti
metodi citati. Anche se la SBCGE è molto efficiente nel gestire le condizioni
al contorno, ha comunque un problema di generalizzazione e il metodo costa
molto in termine di tempo e sforzo per preparare e modificare le matrici da
utilizzare.
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5.4.3 Accoppiamento delle condizioni al contorno all’in-
terno dell’equazione di governo (CBCGE)

. Questa tecnica viene introdotta da Shu an Du [14] viene chiamato Cou-
pling Boundary Conditions with Governing Equation(CBCGE). Con questo
metodo il problema di vibrazione possono essere trasformati in un proble-
ma generale con condizione al contorno. Questo metodo funzione bene con
qualsiasi condizioni al contorno ma viceversa fornisce una soluzione meno
accurata rispetto a SBCGE.
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Capitolo 6

CONCLUSIONE

In questo documento abbiamo fatto delle considerazioni generali sui DQM
evidenziando le ragioni per cui il metodo è diventato oggetto di conquista da
parte degli scienziati. E’ stato presentato poi i vincoli che hanno paralizzato
il DQM e come sono stati affrontati nel corso degli anni. Una attenzione è
stata dedicata alle varietà del metodo che sono nate cercando dei risultati
sempre più ottimizzati. Abbiamo sottolineato il fatto che la meccanica delle
strutture per la sua particolarità ha portato al perfezionamento del metodo.
Non abbiamo mai menzionato le regole di quadratura differenziale generaliz-
zate (GDQR) noto come Generalised Differential Quadrature Rules dato che
il metodo GDQR permette di calcolare i coefficienti di ponderazione di grado
elevato cosa che la GDQM presenta già attraverso una formula ricorsiva. Di
più in letteratura ci sono degli autori che parlano chiaramente di GDQR o
GDQM indifferentemente evidenziando cosi il carattere comune dei due me-
todi.

Decisamente il DQM ha un carattere promettente, in particolare, gli au-
tore F. Tornabene, N fantuzzi, M. Bacciocchi, E. Viola (Luglio 2015) nel
documento [18] presentano risultati di una ricerca ampiamente fornita sul
metodo DQM, sul suo fundamento matematico e la sua applicazione alle
strutture in compositi con geometrie di forme variate.
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