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S O M M A R I O

Il volo ad ala battente è stato oggetto di ricerca per quasi un secolo.
I primi a studiare il volo di uccelli e insetti furono principalmente
i biologi; recentemente invece si è sviluppato un notevole interesse
verso la modellazione e simulazione di questa tecnica di volo mira-
to alla progettazione di Micro Air Vehicles (MAVs). Nella trattazione
proposta è presentato un modello aeroelastico e di dinamica del vo-
lo accoppiato in senso stretto con lo scopo di analizzare un MAV
in configurazione di hovering. I tre lati del problema (aerodinamica,
struttura e dinamica del corpo) interagiscono tra di loro influenzan-
dosi a vicenda, dando vita ad un problema aeroelastico completo. Il
modello instazionario di Taha et al. è utilizzato per descrivere l’aero-
dinamica: questa formulazione è in grado di catturare sia l’instazio-
narietà che i meccanismi di portanza non convenzionali che caratte-
rizzano il volo ad ala battente, come ad esempio i vortici di bordo
d’attacco e gli effetti di rotazione. Le ali sono descritte tramite il mo-
dello di trave di Eulero-Bernoulli, il quale consente deformazioni fles-
sionali e torsionali ad ogni stazione alare in apertura. L’espansione
modale è impiegata per stimare le deformazioni, mentre modi e fre-
quenze proprie strutturali sono approssimati facendo uso del metodo
Rayleigh-Ritz. Per quanto riguarda la dinamica del volo, si considera
soltanto il movimento longitudinale del corpo: sotto particolari ipote-
si, le equazioni di governo possono essere scritte in analogia a quelle
di un veivolo convenzionale. La simulazione è condotta sopra diver-
si cicli in modo da poter studiare il comportamento del sistema nel
tempo. L’analisi di stabilità è eseguita ricercando inizialmente l’orbita
periodica di equilibrio del sistema completo (non lineare e instazio-
nario) attraverso il metodo numerico “Optimized Shooting Method”,
per poi applicarne la teoria di Floquet. Infine, un semplice sistema
di controllo in feedback è progettato per garantire il raggiungimento
della configurazione desiderata (hovering).

Keywords: Micro Air Vehicles, Ala battente, Aeroelasticità, Dinamica
del volo, Aerodinamica instazionaria, Teoria di Floquet.
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A B S T R A C T

Flapping flight has been the focus of research investigations for al-
most a century. The early studies were concerned with birds and in-
sect flights and mainly carried out by biologists; more recently, the-
re has been a significant interest in the modeling and simulation of
flapping flights for design of Micro Air Vehicles (MAVs). A tight cou-
pled Aerodynamic-Structure-Flight Dynamic model is here presented
to analyze flapping wing Micro Air Vehicles’ flight in hovering con-
dition. The three sides of the problem interact together influencing
each other, generating a full-coupled aeroelastic system. The unstea-
dy model developed by Taha et al. is used to describe the aerody-
namics: this formulation is able to capture unsteadiness along with
non-conventional lift mechanisms typical of flapping flight, such as
leading edge vortexes and rotational effects. The wings are described
with Euler-Bernoulli beam model, which allows vertical and rotatio-
nal displacement at each wing section. Modal expansion is employed
to assess the section displacements and Rayleigh-Ritz method is used
to approximate the structural natural mode shapes and frequencies.
A brief comparison between flexible and rigid model is performed to
detect the role of elasticity. Only longitudinal flapping flight dynamic
near hover is considered: under specific assumptions, the equations
of the longitudinal body motion can be written similarly to those
of a conventional aircraft. The simulation is carried out over multi-
ple cycles to access the system behave in time. Then, the Optimized
Shooting Method is used to find the periodic equilibrium solution
of the nonlinear time-periodic system, over which Floquet theory is
performed to discuss stability. Finally, a simple feedback control sy-
stem is developed on the associated linear time-invariant problem
and then applied on the original one to guarantee the target mission
(hovering).

Keywords: Micro Air Vehicles, Flapping, Aeroelasticity, Flight dyna-
mics, Unsteady aerodynamics, Floquet theory.
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1
I N T R O D U Z I O N E

1.1 micro air vehicles

Lo studio del volo di uccelli ed insetti è stato oggetto di ricerca per
oltre un secolo. I primi ad analizzare questo tipo di moto furono i bio-
logi, il cui scopo fondamentale era comprendere la fisica che permet-
tesse a questi animali di volare. Il battito delle ali, in inglese flapping,
genera considerevoli forze aerodinamiche che consentono ai volatili
di mantenersi in volo e compiere particolari manovre attraverso mo-
vimenti sofisticati e sfruttando l’interazione con l’aria circostante. Dal
punto di vista pratico, gli ultimi decenni hanno visto un notevole
interesse ingegneristico mirato al tentativo di applicare il flapping a
veivoli non convenzionali di piccole dimensioni chiamati Micro Air
Vehicles, o semplicemente MAVs. Questi non sono altro che droni di
dimensioni molto ridotte con completa libertà di movimento in grado
di assumere assetti differenti in base alla missione stabilita. I Micro
Air Vehicles hanno la potenzialità di poter riunire informazioni in zo-
ne geografiche di qualsiasi tipo, consentendo monitoraggio ambien-
tale e operazioni di sicurezza nazionale. La disponibilità di MAV ad
ala battente efficienti consentirebbe un largo utilizzo a scopo militare
per missioni di spionaggio e ricognizione: le dimensioni ridotte offro-
no una buona mimetizzazione e la bassa potenza necessaria al volo
permetterebbe una notevole silenziosità a confronto con i velivoli ad
ala rotante.

A causa delle caratteristiche comuni condivise tra MAVs e volatili
biologici, le comunità aerospaziali e di scienze biologiche comunicano
e collaborano attivamente in questo tipo di studio scambiando saperi

Figura 1: Esempio di Micro Air Vehicle (www.unmannedemagazine.com)
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2 introduzione

differenti come conoscenza biologica, modelli matematici, interpreta-
zioni fisiche o tecniche di sperimentazione. Le strategie di volo esibite
in natura han la potenzialità quindi di essere utilizzate nel design di
MAVs ad ala battente [7, 25, 35, 38, 43]. Aerodinamica, struttura alare
e dinamica del corpo rappresentano i tre principali settori di studio la
cui interazione stretta rivela il problema completo. Modelli aerodina-
mici differenti descrivono la costruzione dei carichi alari includendo
contributi differenti, mentre la scelta della tipologia di ala può con-
dizionare significativamente le prestazioni in base all’assetto di volo
scelto. In particolare, l’elasticità delle ali ha una notevole influenza
sull’aerodinamica risultante. Diversi studi han dimostrato come l’e-
nergia accumulata dalle deformazioni elastiche sia rilasciata veloce-
mente nelle fasi terminali di battito, agendo sugli angoli cinematici e
migliorando la produzione di forze [39]. Inoltre, nella configurazione
ad ala elastica alcuni fenomeni aerodinamici non-convenzionali carat-
terizzanti il flapping presentano una natura più stabile rispetto all’a-
la rigida, fornendo un netto vantaggio. Risultati [30] hanno mostrato
un incremento delle forze verticali fino al 20% ad un rateo superio-
re rispetto all’incremento delle forze orizzontali: l’ala elastica genera
carichi verticali con più efficienza.

Dato che i fenomeni aerodinamici sono prodotti dal movimento di-
namico delle ali, questi sono sensibili alle variazioni del profilo cine-
matico [8, 12, 13]. In aggiunta a questo tipo di variazioni, ogni mecca-
nismo che altera il movimento, come ad esempio la risposta struttura-
le dell’ala elastica, può influenzare i fenomeni aerodinamici instazio-
nari insieme ai carichi risultanti. La maggior parte degli insetti sono
dotati di ali leggere e flessibili che mostrano diversi livelli di risposta
dinamica durante il movimento di flapping. Di conseguenza, le forze
aerodinamiche (ed inerziali) agenti sulle ali inducono deformazioni
elastiche le quali a loro volta influenzano i carichi stessi. Il risulta-
to è dunque un problema di interazione fluido-struttura fortemen-
te accoppiato che associa aerodinamica e dinamica strutturale dell’a-
la battente. L’ampiezza e contributo modale della risposta dinamica
strutturale dipende da diversi fattori tra cui dimensione dell’insetto,
geometria dell’ala, proprietà del materiale e carichi agenti.

1.2 motivazioni

Nel presente lavoro si vuole analizzare numericamente un Micro Air
Vehicle ad ala battente attorno alla sua configurazione di hovering per
condurre successivamente studi di stabilità e controllo. Come già det-
to, il problema nella sua forma più completa vede la partecipazione
di tre campi differenti: aerodinamica, struttura e dinamica totale del
corpo. I tre lati diversi del problema sono stati largamente analizzati
in letteratura nelle varie sotto-categorie provenienti dalle combinazio-
ni dei tre. In Fig. 2 è rappresentato schematicamente lo stato dell’arte
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Figura 2: Stato dell’arte riguardante lo studio di Micro Air Vehicles ad ala
battente

attuale riguardante lo studio dei Micro Air Vehicles. Trascurando il
caso puramente dinamico-strutturale in quanto di scarso interesse nel
contesto proposto, l’interazione singola tra aerodinamica e dinamica
genera un problema di dinamica del volo; allo stesso tempo l’accop-
piamento tra aerodinamica e struttura (inteso come descrizione del-
l’ala tramite modello elastico) dà vita alla sotto-categoria aeroelastica.
Dinamica del volo e aeroelasticità sono state oggetto di profonda ana-
lisi attraverso l’uso di modelli più o meno efficienti. Rimane ancora
piuttosto inesplorata la zona di intersezione fra i tre campi, nella qua-
le è inserita la corrente trattazione. Si presentano qui tre principali
termini di giudizio attraverso i quali confrontare i modelli di intera-
zione presenti in letteratura: tipologia di accoppiamento (tight o loose),
numero di g.d.l. e la capacità di includere la natura instazionaria del
problema aerodinamico. L’accoppiamento stretto tra due o più mo-
delli consente un realistico dialogo a doppio senso ma richiede allo
stesso tempo una trattazione analitica non sempre facile da ottenere;
in molti casi si sceglie di determinare quantità di interesse offline (ad
esempio tramite solutori CFD) per poi adattarle separatamente ad al-
tre parti del problema, ottenendo così un loose coupling. Un elevato
numero di gradi di libertà (sia per l’aerodinamica che per a struttura)
invece può fornire soluzioni più accurate ma a costi computazionali
troppo eccessivi per studi di stabilità e controllo. Infine, l’utilizzo di
modelli aerodinamici quasi-stazionari devia i risultati dal caso reale.
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Tabella 1: Classificazione degli studi di interazione aeroelastica-dinamica
del volo presenti in letteratura per MAV ad ala battente

Su-Cesnik [51] Su-Cesnik [50] Richter-Patil [36]

Accopiamento tight tight tight

g.d.l. AERO. basso alto basso

g.d.l. STRUCT. alto alto alto

Instazionarietà ×
√ √

LEV
√ √

×

Utilizzando i criteri di giudizio sopra espressi, Tab. 1 mostra un con-
fronto tra le trattazioni già esistenti in letteratura riguardanti il pro-
blema completo aeroelastico e di dinamica del volo. In tabella è an-
che considerata la capacità del modello di includere il contributo dei
vortici di bordo d’attacco (LEV), fenomenologia che come si vedrà
nel capitolo 3 è fondamentale per l’aerodinamica del flapping. Nel
loro primo lavoro [50] Su e Cesnik hanno condotto un interessante
studio del problema accoppiato modellando le deformazioni dell’ala
con gradi di libertà multipli (estensione, torsione e flessione rispetto
due piani differenti). Il modello aerodinamico instazionario da loro
utilizzato è quello di Ansari et al. [1] il quale tiene conto del rila-
scio di vortici da entrambi bordo di attacco con un elevato numero
di gradi di libertà. Nella loro analisi Su e Cesnik hanno incontrato
componenti ad alta frequenza per i carichi aerodinamici, le quali han-
no portato la simulazione a divergere prima ancora di completare un
ciclo. Chiaramente il modello di Ansari et al. non è adatto per analisi
di stabilità e controllo. Richter e Patil [36] invece hanno indagato sul-
l’effetto dell’elasticità alare sulla stabilità di un MAV in condizione di
hovering. La struttura è descritta suddividendo l’ala con elementi di
trave e membrane di rigidezza differente, mentre il modello aerodina-
mico impiegato è il modello instazionario di Peters et al. [33] con un
numero di g.d.l. contenuto (quindi più adatto per studi di stabilità)
ma non in grado di catturare la fenomenologia LEV. Nel loro lavoro
più recente, Su e Cesnik [51] hanno accoppiato il modello strutturale
precedente al modello aerodinamico di Dickinson et al. [9] basato su
espressioni empiriche per i coefficienti di portanza e resistenza. La
formulazione utilizzata è quasi-stazionaria e quindi non tiene conto
della natura unsteady del problema sotto esame.

Basandosi su questi dati, la motivazione principale per la quale gli
studi presenti in letteratura non sono stati in grado di accoppiare in
modo soddisfacente le tre componenti è la significativa incapacità di
modellare l’aerodinamica instazionaria tenendo conto dei fenomeni
di portanza non lineari (LEV), impiegando allo stesso tempo un mo-
dello sufficientemente compatto ed efficiente da poter essere usato
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per la dinamica del volo e analisi di controllo. In luce di ciò, l’obbiet-
tivo del presente lavoro è fornire un modello completo aeroelastico e
di dinamica del volo accoppiato in senso stretto in cui l’aerodinamica
sia descritta fedelmente e il framework sia tale da essere adatto per
analisi di stabilità e controllo.

1.3 organizzazione del lavoro

La presente trattazione è organizzata nel seguente modo:

PARTE I : l’accoppiamento dei tre modelli è formulato e descritto
nel dettaglio. In particolare:

capitolo 2 : breve descrizione della cinematica alare.

capitolo 3 : dopo aver descritto i principali aspetti dell’aero-
dinamica ad ala battente, è presentato il modello utilizzato
nell’analisi.

capitolo 4 : presentazione del modello strutturale impiega-
to per descrivere l’ala elastica. Descrizione del metodo di
Rayleigh-Ritz per l’approssimazione di modi e frequenze
proprie strutturali.

capitolo 5 : introduzione della dinamica del volo e formula-
zione analitica del problema completo accoppiato.

capitolo 6 : presentazione dei risultati.

PARTE II : è condotto lo studio di stabilità e design del controllo. In
particolare:

capitolo 7 : introduzione al problema di stabilità nel conte-
sto scientifico di volo ad ala battente. Applicazione dell’Op-
timized Shooting Method e teoria di Floquet per condurre
analisi degli autovalori.

capitolo 8 : design del sistema di controllo mirato al raggiun-
gimento della configurazione di hovering.

capitolo 9 : conclusioni del lavoro e presentazione di svilup-
pi futuri.
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2
C I N E M AT I C A

L’analisi proposta è focalizzata su un Micro Air Vehicle in configura-
zione di hovering, ovvero quando il velivolo è stazionato in volo con
velocità nulla in ogni direzione. Questo assetto è consentito da uno
specifico movimento delle ali, chiamato flapping. I carichi aerodina-
mici generati dal battito permettono di bilanciare il peso e quindi
a mantenere il corpo sospeso. In questo breve capitolo è descritta
la cinematica imposta esternamente alle ali, ricordando che essa è il
mezzo attraverso il quale il volo è consentito.

2.1 descrizione

Nel volo ad ala battente la cinematica dell’ala viene imposta dall’e-
sterno in modo da garantire il movimento di flapping che meglio
soddisfi le esigenze di interesse. Nella presente analisi l’obbiettivo è
lo studio di un MAV in condizione di hovering, quindi la cinema-
tica da imporre dovrà essere tale da garantire il sostentamento in
aria del veivolo stesso. Missioni differenti richiederanno ovviamente
cinematiche dell’ala differenti.

I movimenti dell’ala rispetto al corpo sono espressi attraverso i tre
angoli di Eulero:

• angolo di flapping ϕ

• angolo di affondo δ

• angolo di beccheggio η

L’angolo di affondo δ indica il movimento dell’ala al di fuori del pia-
no di battito, generalmente considerato nullo in quanto la maggior
parte degli insetti nella configurazione di hovering spazzano su un
piano orizzontale (Dickinson et al. [9]). Fig. 3 mostra una rappre-
sentazione schematica di un MAV le cui ali spazzano su un piano
orizzontale.

La terna (xb, yb, zb) è il sistema di riferimento del corpo, mentre
(xw, yw, zw) è il sistema di riferimento dell’ala. In una configurazione
ad ala rigida gli unici due movimenti contemplati sono la rotazione ϕ
attorno l’asse zb e l’angolo di beccheggio dell’ala η attorno all’asse yw.
In questo framework la velocità totale vista da una sezione dell’ala a
distanza r dalla cerniera di flappeggio sarà U = rϕ̇. La legge cine-
matica con cui viene descritto il movimento di battito è generalmente

9
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Figura 3: Rappresentazione schematica di un MAV

una legge armonica. Il lavoro qui proposto fa utilizzo dell’andamento

ϕ(t) = −Φ cos(ωt) (1)

con Φ ampiezza di battito.
L’angolo di beccheggio η è imposto e assume un valore costante

nella fase centrale del battito (Fig. 4b). Nel flapping simmetrico ηd

(downstroke) coincide con ηu (upstroke), ossia l’angolo di incidenza
imposto all’ala nelle due fasi è lo stesso a meno di un fattore π che le
distingue

η(t) =

αm ϕ̇ > 0

π−αm ϕ̇ < 0
(2)

Nel flapping asimmetrico invece i due angoli non sono necessaria-
mente uguali.

Nelle fasi terminali di battito l’ala ruota da una configurazione
all’altra: l’andamento di η può essere imposto come

η(t) =
∆α

∆tr

[
(t− tr) −

∆tr

2π
sin
(
2π(t− tr)

∆tr

)]
(3)

dove ∆tr è la durata di ogni fase di rotazione e tr è il valore tempora-
le a cui la rotazione inizia. Gli andamenti di ϕ e η precedentemente
descritti sono raffigurati nel tempo in Fig. 4, tracciati usando i para-
metri morfologici dell’insetto Drosophila Melanogaster in condizione
di flapping simmetrico (αm = 46◦,Φ = 75◦).

In sezione 8 si vedrà come l’ampiezza di battito Φ che definisce la
cinematica di flappeggio giochi un ruolo fondamentale nello sviluppo
del sistema di controllo: agire sui parametri della cinematica infatti
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Figura 4: Leggi cinematiche imposte usando i parametri morfologici della
Drosophila Melanogaster
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consente il raggiungimento della condizione di volo desiderata.



3
M O D E L L O A E R O D I N A M I C O

La letteratura degli ultimi anni propone diversi modelli mirati alla
descrizione dell’aerodinamica propria di veivoli ad ala battente. Il
flapping genera un campo di moto instazionario e non lineare che
sfrutta fenomeni non convenzionali per incrementare i carichi aerodi-
namici. In questo capitolo sono enunciate e descritte le caratteristiche
aerodinamiche relative a questa tecnica di volo, mostrando quei fe-
nomeni e contributi che rendono la modellazione difficoltosa e più o
meno accurata.

3.1 fenomeni non convenzionali

Partendo dall’osservazione sperimentale di insetti di diverso gene-
re, è emerso il contributo di tre principali meccanismi di high-lifting
non convenzionali, elencati successivamente (si vedano [14] e [9] per
maggiori approfondimenti):

leading edge vortex (lev) : vortice di bordo d’attacco che si ag-
giunge al vortice portante sull’ala, aumentando così la portanza.
Questo fenomeno è facilmente osservabile su veivoli ad alto an-
golo di freccia o ala a delta. I LEV riscontrati nel volo degli
insetti sono interessanti in quanto mostrano una natura stabile
[2, 14]; questa stabilità viene generalmente attribuita ad un flus-
so in apertura diretto verso l’estremità alare, il quale indirizza i
vortici verso la punta. Nel volo degli insetti, in analogia con i ro-
tori degli elicotteri e le eliche, il movimento di rotazione genera
un gradiente di velocità in apertura che fa nascere un gradiente
di pressione: si genera in questo modo il flusso lungo l’ala. È
importante sottolineare come il modello aerodinamico utilizza-
to valga soltanto sotto stretta ipotesi di LEV stabili. La natura
stabile verrebbe meno nel caso in cui si abbiano alti numeri di
Reynolds oppure una geometria di bordo d’attacco spessa e ar-
rotondata. Ciononostante il Re più alto riscontrato su un insetto
(Remax ' 4 · 103) garantisce ancora LEV stabili, e le ali sono
generalmente molto sottili e dal bordo d’attacco affilato.

portanza di rotazione : questo fenomeno è dovuto alla rotazio-
ne dell’ala alla fine di ogni corsa: l’ala ruota dalla configurazio-
ne di upstroke a quella di downstroke (e viceversa) cambiando
l’angolo di attacco. La velocità di rotazione dell’ala genera una
circolazione che va ad aumentare la portanza aerodinamica.

13
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effetto “wake-capture” : sfrutta la scia formata dal movimen-
to periodico delle ali per ottenere maggiore portanza nelle fasi
terminali del ciclo di battito. Quest’ultimo effetto non è conside-
rato in quanto molto difficile da modellare.

A caratterizzare maggiormente il volo ad ala battente, oltre ai mec-
canismi non convenzionali sopra citati, si aggiungono la natura in-
stazionaria dell’aerodinamica e contributi non-circolatori e di attri-
to viscoso. Sfortunatamente la formulazione di un modello in grado
di catturare fedelmente tutti questi fenomeni senza un notevole co-
sto computazionale risulta molto difficile. La sezione 3.2 propone un
confronto tra i principali modelli.

3.2 background dei modelli

Negli ultimi vent’anni lo studio e la modellistica dell’aerodinamica
del flapping ha fatto notevoli passi avanti; nella seguente sezione
vengono elencati brevemente i principali modelli sviluppati, catalo-
gandoli in base ai fenomeni e alle caratteristiche propri del flapping
che sono in grado di catturare e descrivere. I modelli differiscono
principalmente nella loro capacità di gestire la natura non stazionaria
del problema e di catturare il contributo dei fenomeni di high-lifting
descritti precedentemente. Generalmente queste due caratteristiche
sono mutualmente esclusive: i modelli che catturano il contributo di
LEV e portanza di rotazione sono stazionari (Dickinson et al. [9] oppu-
re Berman e Wang [3]), mentre altri modelli focalizzati maggiormente
sul lato unsteady trascurano parte dei meccanismi sopra citati (Peters
et al. [33]), in particolar modo i LEV. I primi due modelli hanno forma
algebrica, mentre il terzo include anche equazioni differenziali ordi-
narie agli stati finiti. I due modelli successivi invece si basano sulla
simulazione numerica della cinematica dei vortici su diversi punti ap-
partenenti alla superficie del profilo e della scia. Chiaramente i primi
tre metodi, caratterizzati da un numero di gradi di libertà conside-
revolmente inferiore, offrono soluzioni ad un costo computazionale
più modesto: risultano quindi più adatti per uno studio di dinami-
ca del volo e controllo. Nell’analisi effettuata è utilizzato il modello
aerodinamico di Taha et al [45]. Come si può vedere dalla tabella 2

questo modello è in grado di catturare LEV e portanza di rotazio-
ne senza però perdere la natura instazionaria del problema, con un
numero di gradi di libertà ragionevole tale da consentire analisi di di-
namica del volo, controllo e ottimizzazione. Nella tabella sono inclusi
anche altri parametri, come ad esempio il contributo all’aerodinamica
della massa aggiunta e dell’attrito viscoso (non trattato nel modello
proposto).
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Tabella 2: Modelli aerodinamici in letteratura per MAVs e insetti in
condizione di hovering

Dickinson [9] Berman-Wang [3] Peters [33]

Numero di g.d.l. basso basso basso

LEV
√ √

×
Instazionarietà × ×

√

Portanza di rotazione
√ √ √

Effetto “wake-capture” × × ×
Attrito viscoso ×

√
×

UVLM Ansari [1] Taha [45]

Numero di g.d.l. alto alto basso

LEV ×
√ √

Instazionarietà
√ √ √

Portanza di rotazione
√ √ √

Effetto “wake-capture”
√ √

×
Attrito viscoso × × ×

3.3 modello di taha et al .

Il modello di Taha et al., utilizzato nell’analisi corrente, è un modello
numerico a costo relativamente basso in forma di equazioni differen-
ziali ordinarie (ODE) che consente di costruire le forze aerodinamiche
durante il ciclo di flapping includendo l’instazionarietà e l’effetto dei
LEV sui carichi aerodinamici.

Alla base della formulazione sviluppata da Taha et al. risiede l’e-
stensione del principio di sovrapposizione di Duhamel (generalmente
applicato in aerodinamica lineare instazionaria) a campi di moto con
curve CL −α arbitrarie. Questo approccio sostanzialmente utilizza la
curva CL−α statica per determinare la portanza instazionaria dovuta
ad un movimento arbitrario dell’ala. Un aspetto specifico del modello
è l’utilizzo della circolazione quasi-stazionaria come forzante aerodi-
namica invece dell’angolo di attacco o della velocità del profilo. Gli
effetti dovuti alla geometria dell’ala (aspect ratio) sono inclusi nel-
la forma empirica con cui è descritta la portanza statica dovuta ad
un LEV stabile: questa verrà utilizzata per costruire la circolazione
quasi-stazionaria (forzante aerodinamica del modello instazionario).
Si ottiene così un modello aerodinamico instazionario completo, qui
applicato su un MAV in condizione di hovering.

Si sottolinea come la formulazione qui presentata faccia riferimento
ad un’ala rigida; la forma rimarrà concettualmente analoga nel caso
di ala elastica a meno di contributi provenienti dalle deformazioni
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strutturali (capitolo 5).

3.3.1 Principio di sovrapposizione di Duhamel

Dovuta alla loro predisposizione a catturare gli effetti instazionari in
forma compatta, i modelli aerodinamici a stati finiti si sono rivela-
ti un metodo efficiente per effettuare simulazioni aeroelastiche e di
dinamica del volo/controllo. I modelli instazionari di Wagner [52] e
Theodorsen [49] forniscono la basi per la maggior parte dei modelli
aerodinamici a stati finiti. La portanza instazionaria generata da un
cambiamento a gradino nel movimento dell’ala (caso di ala batten-
te) può essere descritta in funzione della portanza statica tramite la
formulazione di Wagner:

`(s) = `sW(s) (4)

doveW(s) è definita come la risposta nel tempo ad un gradino per un
sistema dinamico lineare. Wagner ricavò la funzione W(s) studiando
la portanza instazionaria di una lastra piana. Il tempo adimensionale
s per una geometria di corda c e corrente variabile U(τ) è definito
come:

s =
2

c

∫t
0

U(τ)dτ (5)

Una volta definiti questi termini è possibile utilizzare il principio di
sovrapposizione di Duhamel: la risposta dovuta ad un’eccitazione ar-
bitraria (input) può essere scritta tramite integrale (sovrapposizione)
utilizzando la funzione di risposta a gradino W(s) e la variazione
temporale della variabile di input.

Ad esempio la variazione nel tempo della portanza dovuta ad una
variazione arbitraria dell’angolo di attacco può essere scritta come:

`(s) = πρU2c

[
α(0)W(s) +

∫s
0

dα(σ)

dσ
W(s− σ)dσ

]
(6)

È molto importante precisare come W(s) possa essere usata come ri-
sposta a gradino anche per input aerodinamici che non siano l’angolo
di attacco. Alcuni modelli aerodinamici instazionari [53] utilizzano il
principio di sovrapposizione di Duhamel forzando il sistema con la
velocità normale scritta come v = Uα oppure v = U sinα. La mag-
giore limitazione di queste formulazioni instazionarie classiche risie-
de nella loro inabilità di considerare curve di portanza CL−α non
convenzionali, ossia quelle curve che hanno al loro interno anche il
contributo di LEV.

Sfruttando la dipendenza lineare tra portanza e circolazione Γ sot-
to ipotesi di flusso a potenziale, il modello di Taha et al. presenta
la possibilità di generalizzare il principio di sovrapposizione di Du-
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hamel anche a curve di portanza arbitrarie attraverso l’utilizzo della
circolazione come forzante.

`(s) = ρU(s)

[
ΓQS(0)W(s) +

∫s
0

d ΓQS(δ)

dδ
W(s− δ)dδ

]
(7)

L’equazione (7) è quindi l’estensione della modellazione aerodinami-
ca instazionaria tramite principio di Duhamel ad una curva CL−α
arbitraria e ad una velocità variabile arbitraria U(s). Una delle prin-
cipali assunzioni è che la funzione di risposta a gradino W(s) possa
essere utilizzata per rappresentare la risposta dinamica `(s) anche per
grandi valori di α.
ΓQS è la circolazione quasi-stazionaria: come verrà illustrato nella

sezione 3.3.2, un’adeguata formulazione di quest’ultima consentirà
di inserire il contributo di LEV e portanza di rotazione.

Per essere resa più adatta ad analisi di stabilità e controllo, l’equa-
zione (7) deve essere scritta nello spazio degli stati. R.T. Jones [21] ha
proposto un’approssimazione agli stati finiti per W(s) nella forma:

W(s) = 1−A1 e
−b1s −A2 e

−b2s (8)

Riscrivendo la (7) in termini delle variabili temporali dimensionali, t
e τ, e integrando il secondo termine per parti si ottiene

`(s) = ρU(t) Γeff(t) = ρU(t)

[
ΓQS(t)W(0) −

∫t
0

ΓQS(τ)
dW(t− τ)

dτ
dτ

]
(9)

dove Γeff è la circolazione instazionaria effettiva. Usando l’approssima-
zione a due stati della funzione di Wagner (Eq. (8)) e richiamando la
definizione di tempo adimensionale, il termine dW(t−τ)

dτ viene scritto
in forma compatta come

dW(t− τ)

dτ
= −Ai

2bi
c
U(τ) e

−2bi
c

∫t
τU(τ)dτ i = 1, 2 (10)

Γeff è quindi data da

Γeff(t) = (1−A1 −A2)ΓQS + xi(t) i = 1, 2 (11)

dove xi è scritto come

xi(t) =

∫t
0

ΓQS(τ)Ai
2bi
c
U(τ) e

−2bi
c

∫t
τU(τ)dτ i = 1, 2 (12)

L’equazione (12) rappresenta la soluzione dell’equazione differenzia-
le lineare

ẋi(t) =
2biU(t)

c
[−xi(t) +Ai ΓQS(t)] i = 1, 2 (13)
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con condizioni iniziali xi(0) = 0.
Concludendo, la portanza circolatoria per unità di apertura è quin-

di scritta come

`(t) = ρU(t)
[
(1−A1 −A2)ΓQS(t) + x1(t) + x2(t)

]
(14)

con x1 e x2 stati aerodinamici interni soluzioni delle equazioni diffe-
renziali ordinarie

ẋ1(t) =
2b1U(t)

c

[
− x1(t) +A1ΓQS(t)

]

ẋ2(t) =
2b2U(t)

c

[
− x2(t) +A2ΓQS(t)

] (15)

Una volta fornita una descrizione per la circolazione quasi-stazionaria
ΓQS sarà possibile ricavare il carico aerodinamico.

3.3.2 Formulazione di ΓQS

La portanza circolatoria per unità di apertura definita nella sezio-
ne 3.3.1 richiede come termine di ingresso la circolazione quasi- sta-
zionaria ΓQS. Questo termine verrà qui descritto in funzione di un
qualsiasi movimento dell’ala (U(t), α(t)) e di una curva CL,s −α non
lineare arbitraria. Questa formulazione consentirà di far emergere in
ΓQS i contributi dovuti ai vortici di bordo d’attacco e la portanza di
rotazione.

Formalmente, la fenomenologia LEV viene attribuita al movimen-
to traslatorio dell’ala, mentre la portanza di rotazione dipende per
definizione dal movimento di rotazione dell’ala nelle fasi terminali
di ciclo; la circolazione può essere quindi scomposta in due termini
differenti per facilitarne la modellazione:

Γ = Γtrasl + Γrot (16)

Il termine Γrot richiede una trattazione piuttosto breve, infatti studi
sul beccheggio di un profilo in un fluido a potenziale forniscono
l’espressione

Γrot(t) = πc
2α̇(t)

(
3

4
− x̂0

)
(17)

che segue molto bene l’andamento sperimentale (vedere [15] per
una maggiore trattazione). Il termine x̂0 rappresenta la posizione nor-
malizzata dell’asse di beccheggio dell’ala rispetto al baricentro. La for-
mulazione (17) consente quindi di tenere conto degli effetti istantanei
di rotazione attraverso il termine α̇(t).
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Il termine Γtrasl richiede invece una trattazione più approfondita.
Utilizzando infatti la forma per ala traslante

Γtrasl(t) =
1

2
cU(t)CL,s(α(t)) (18)

con CL,s(α(t)) coefficiente di portanza statica, si può notare come sia
richiesta una conoscenza a priori della curva di portanza statica. Que-
sta è definita nel modello di Taha et al. attraverso la generalizzazione
delle formule empiriche presenti in letteratura in modo da predire la
curva di portanza statica dovuta ad un LEV (tendendo anche conto
della geometria dell’ala).

Partendo da modelli empirici basati sullo studio sperimentale di
insetti, la letteratura fornisce diversi modelli per il CL contenenti il
contributo dei vortici di bordo d’attacco, il più delle volte “persona-
lizzati” per l’insetto sotto analisi. Il modello di Dickinson et al. [9]
utilizza un’espressione algebrica quasi-statica in cui i coefficienti di
portanza e resistenza sono funzione dell’angolo di attacco istantaneo

CL = 0.225+ 1.58 sin(2.13α− 7.20)

CD = 1.92− 1.55 cos(2.04α− 9.82)
(19)

Wang et al. [54] invece hanno suggerito una forma più semplice

CL = A sin 2α

CD = B−C cos 2α
(20)

dove i coefficienti A, B, C sono determinati sperimentalmente. I due
modelli quasi-statici appena menzionati presentano però grandi limi-
tazioni in quanto non tengono conto dell’aspetto instazionario asso-
ciato al volo ad ala battente; inoltre, i coefficienti empirici attraverso
cui sono definiti risultano fortemente sensibili alla geometria dell’ala.

Considerando la forma CL = A sin 2α utilizzata nel loro lavoro, Ber-
man e Wang [3] hanno procurato i valori di A per i seguenti insetti:
Sphingidae, Drosophila Virilis e Drosophila Melanogaster. In tabella
3 sono elencati questi valori inseme ai parametri morfologici (R, S
e AR) dei tre insetti nominati. Ciononostante manca comunque un’e-
spressione generale di questo coefficiente in funzione della geometria,
ossia in funzione di AR.

Per angoli molto piccoli la formula di Wang et al. si riduce a CL =

2Aα: segue che 2A può essere considerato come la pendenza della
curva di portanza per ala tridimensionale CLα . Essendo inoltre il flap-
ping associato ad ali dal ridotto allungamento, la Extended Lifting Line
Theory (Schlichting e Truckenbrodt [37]) può essere usata per espri-
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mere la dipendenza di CLα dall’aspect ratio attraverso la relazione

CLα =
πAR

1+

√(
πAR
a0

)2
+ 1

(21)

dove AR è riferito ad una sola ala, quindi AR = R2

S , e a0 è la pendenza
della curva di portanza di un profilo alare bidimensionale (pari a
2π nel caso di lastra piana o profili con spessori decisamente ridotti
1). Partendo dalla formulazione di Wang et al. e facendo uso della
relazione (21), Taha et al. sono giunti alla seguente espressione del
coefficiente di portanza statico

CL =
1

2

πAR

1+

√(
πAR
a0

)2
+ 1

sin 2α (22)

che è in buona concordanza con i risultati sperimentali. In Fig. 5 in-
fatti viene mostrato un confronto tra le curve CL − α degli insetti in
tabella 3 tracciate utilizzando i seguenti metodi: formulazione (22) di
Taha et al., la formula di Polhamus, la soluzione derivante dal flus-
so a potenziale (CL = CLα sinα) e infine l’andamento sperimentale di
riferimento. Polhamus [34] utilizzò il concetto di “aspirazione” di bor-
do d’attacco per modellare il contributo LEV su ali a delta e ad alto
angolo di freccia, scomponendo la portanza in due contributi sensi-
bili alla geometria dell’ala (AR, angolo di freccia Λ e pianta alare). Il
modello empirico di Dickinson (19) è usato in figura 5(a) come solu-
zione di riferimento per la Drosophila Virilis. Per gli altri due insetti
il confronto è effettuato in riferimento alla formula CL = A sin 2α di
Berman e Wang, usando come valori di A quelli presenti in tabella 3.

In Fig. 5 si può osservare una aspettata divergenza tra la soluzione
derivante dal flusso a potenziale e quella di riferimento per angoli α
relativamente alti. Il metodo proposto da Polhamus invece si mostra
in buon accordo con la soluzione esatta. Ciononostante, la formulazio-
ne di Taha et al. (utilizzata nel presente lavoro) possiede una forma
analitica più semplice e l’andamento del CL è più vicino a quello di
riferimento rispetto ai risultati di Polhamus per tutti gli insetti sotto
analisi. In conclusione, la relazione (22) fornisce una valida approssi-
mazione del coefficiente di portanza statico CL,s con al suo interno il
contributo di LEV e geometria dell’ala.

La circolazione quasi-stazionaria completa è scritta quindi come

ΓQS(t) =
1

2
cU(t)CL,s(α(t)) + πc

2

(
3

4
− x̂0

)
α̇(t) (23)

1 Per profili alari convenzionali il valor a0 può essere ottenuto da curve di portanza
come quelle ricavate da Abbott e Doenhoff [19]
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Figura 5: Confronto tra CL (grafici presi da [45])

Tabella 3: Parametri morfologici e aerodinamici dei tre insetti sotto analisi

Insetto R (mm) S (mm2) AR A

Sphingidae 51.9 947.8 2.84 1.678

Drosophila Virilis 3 2.97 3.10 -
Drosophila Melanogaster 2.02 1.36 3.00 1.833

3.4 costruzione della portanza per ala rigida

In questa sezione viene espressa la forma finale del carico aerodina-
mico partendo dalle leggi presentate in sezione 3.3 e applicandole
ad un’ala battente rigida. Una volta scritta la forma completa, i valo-
ri della portanza ad ogni step temporale e per ogni sezione dell’ala
possono essere calcolati facendo uso di un solutore numerico.

Ricordando che la velocità ad ogni sezione può essere scritta come
U = rϕ̇, le equazioni (14), (15) e (23) vengono riscritte inserendo la
dipendenza dalla posizione in apertura e dal tempo:



`C(r, t) = ρ r |ϕ̇(t)|
[
(1−A1 −A2)ΓQS(r, t) + x1(r, t) + x2(r, t)

]
ΓQS(r, t) =

1

2
c(r) r ϕ̇(t)CL,s(η(t)) + π c

2(r)

(
3

4
− x̂0

)
η̇(t)

ẋi(r, t) =
2 bi r |ϕ̇(t)|

c(r)
[−xi(r, t) +Ai ΓQS(r, t)] j= i=1, 2

(24)
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rϕ̇
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η

Figura 6: Sezione generica dell’ala

Si noti come la portanza espressa in (14) viene ora indicata co-
me portanza circolatoria `C. Questa distinzione nasce dal fatto che
il carico possieda anche un contributo non-circolatorio generato dalle
forze di inerzia agenti sulla sezione in movimento. Schematizzando
la sezione generica come in Fig. 6, l’accelerazione normale si ottie-
ne tramite derivata temporale della velocità normale. La portanza
non-circolatoria sarà quindi la proiezione della forza di inerzia lungo
l’asse-corpo verticale

`NC = −mapp an cosη (25)

con mapp(r) =
π

4
ρc2(r) massa apparente della striscia 2D; l’acce-

lerazione an è definita tramite la cinematica (∆x è la distanza tra
baricentro dell’ala e asse di beccheggio)

an(r, t) = −rϕ̈ sinη− r ϕ̇ η̇ cosη− η̈ ∆x (26)

Concludendo, si avrà ` = `C + `NC, ossia contributo circolatorio
(dipendente dalla circolazione) e non-circolatorio. Una volta ottenuto
il carico per unità di apertura, la portanza totale agente sul MAV nel
tempo è data dall’integrazione di ` lungo le due ali

L(t) = 2

∫R
0

`(r, t)dr (27)

In Fig. 7 è raffigurato il carico totale adimensionalizzato costruito
utilizzando i parametri morfologici e aerodinamici dell’insetto Droso-
phila Melanogaster (f = 254Hz, αm = 46◦, Φ = 75◦). Il coefficiente di
portanza è ottenuto dividendo il carico per una pressione dinamica
di riferimento 1

2ρU
2
ref, con Uref velocità della sezione a metà apertura

alare. Si può notare come nel passaggio tra una fase e l’altra, ossia
quando l’ala ruota da una configurazione all’altra, vi sia una leggera
crescita di CL dovuta alla portanza di rotazione. Nelle fasi centrali del
battito invece il contributo dei vortici di bordo d’attacco è dominan-
te. É importante sottolineare come i carichi aerodinamici dipendano
soltanto dalla geometria dell’ala e dalla cinematica ad essa imposta;
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Figura 7: Costruzione del CL per il caso di Drosophila Melanogaster

questo è dovuto al fatto che l’ala considerata è rigida. Nel capitolo
5 si vedrà come l’utilizzo di una conformazione alare elastica accop-
pi l’aerodinamica alla struttura: i carichi aerodinamici dipenderanno
anche dalle deformazioni causate da loro stessi.

Il funzionamento del codice aerodinamico implementato è stato ve-
rificato confrontando i risultati con quelli ottenuti da Taha et al. [45]
per diversi insetti nelle loro principali condizioni operative. L’obbiet-
tivo della verifica era una replica esatta.





4
M O D E L L O S T R U T T U R A L E

4.1 modello di trave ed equazioni di governo

Se si considera una generica ala aeronautica come una superficie ela-
stica con spessore ridotto rispetto a corda e apertura, gli spostamen-
ti risultanti dall’applicazione di un carico possono essere espresse
attraverso influence functions (funzioni di flessibilità) bidimensiona-
li. Lo spostamento risultato di un carico laterale può essere scritto
attraverso un integrale lungo la superficie alare

w(x, y) =

∫ ∫
S

C(x, y; ξ, η)Z(ξ, η)dξdη (28)

dove C(x, y; ξ, η) è la funzione di flessibilità 2D che descrive lo spo-
stamento verticale in x, y dovuta ad una forza unitaria Z in ξ, η. Se la
forza applicata è di natura dinamica Fz(ξ, η, t), il carico laterale totale,
includendo le forze di inerzia, assume la forma

Z(ξ, η, t) = −ρ(ξ, η) ẅ(ξ, η, t) + Fz(ξ, η, t) (29)

dove ρ(ξ, η) è la massa per unità di area. Una rappresentazione sche-
matica è fornita in Fig. 8. L’interesse al caso di forzante dinamica
nasce dal fatto che il carico agente sull’ala battente sotto analisi sia
appunto di natura instazionaria. Sostituendo l’equazione (29) nella
(28) si ottiene l’equazione integrale del moto dell’ala descritta

w(x, y) =

∫ ∫
S

C(x, y; ξ, η) [−ρ(ξ, η) ẅ(ξ, η, t) + Fz(ξ, η, t)]dη (30)

L’equazione (30) può essere risolta in termini delle frequenze e modi
di vibrare propri della struttura (come si vedrà nella sezione 4.2). A
questo punto è fondamentale stabilire i movimenti di deformazione
consentiti alla struttura. Il modello di trave utilizzato nella presente
analisi è il modello di trave di Eulero-Bernoulli: partendo dalla più
generica trave di Timoshenko, si trascurano le deformazioni di scor-
rimento obbligando le sezioni non solo ad un comportamento rigido
piano, ma anche a rimanere ortogonali alla linea d’asse alla struttura.
In questo modo è consentita soltanto la flessione in apertura w e la
rotazione di ogni sezione ϑ, non contemplando alcun tipo di defor-
mazione in corda. Facendo riferimento alla struttura di base descritta
nel capitolo 2, l’ala è quindi suddivisa in un numero finito di stazio-
ni rigide in apertura, alle quali sono consentiti soltanto i due gradi
di libertà nominati. Una scelta di questo tipo riduce certamente l’ac-
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Figura 8: Ala aeronautica rappresentata come superficie elastica

curatezza con cui le deformazioni strutturali vengono stimate e si
allontana dal caso realistico che mostra nelle ali degli insetti consi-
derevoli deformazioni anche in corda. Una modifica della curvatura
infatti produce notevoli vantaggi nelle generazione della spinta ae-
rodinamica, giocando un ruolo decisivo nel volo in avanti. La scelta
effettuata è giustificata dal fatto che la struttura così descritta facili-
ta l’accoppiamento con l’aerodinamica offrendo una forma generale
compatta con numero di gradi di libertà ridotto, consentendo così
studi di dinamica del volo, stabilità e controllo dell’intero veivolo ad
un costo computazionale contenuto.

Sotto l’ipotesi di trave di Eulero-Bernoulli, la cinematica della trave
può essere scritta mediante il campo di spostamenti w e ϑ come

w(x, y) = w(y) − xϑ(y) (31)

e la funzione di flessibilità C(x, y; ξ, η) diventa

C(x, y; ξ, η) = Czz(y, η)−xCϑz(y, η)+ξ xCϑϑ(y, η)−ξCzϑ(y, η) (32)

con Cpq(y, η) spostamento nella direzione p in coordinata y dell’ala
dovuta ad un carico unitario in direzione q applicato in η. Introducen-
do le equazioni (31) e (32) nella (30) si ottengono, previa manipolazio-
ne, le seguenti equazioni integrali di moto accoppiate per flessione e
torsione:

w(y, t) =

∫ l
0

Czz(y, η)
[
−m(η)ẅ(η, t) + Sy(η)ϑ̈(η, t) + Fz(η, t)

]
dη

+

∫ l
0

Czϑ(y, η)
[
−Iy(η)ϑ̈(η, t) + Sy(η)ẅ(η, t) + t(η, t)

]
dη

(33)



4.1 modello di trave ed equazioni di governo 27

ϑ(y, t) =

∫ l
0

Cϑz(y, η)
[
−m(η)ẅ(η, t) + Sy(η)ϑ̈(η, t) + Fz(η, t)

]
dη

+

∫ l
0

Cϑϑ(y, η)
[
−Iy(η)ϑ̈(η, t) + Sy(η)ẅ(η, t) + t(η, t)

]
dη

(34)

con

m(η) =
∫

c ρ(ξ, η)dξ = massa per unità di apertura

Sy(η) =
∫

c ρ(ξ, η)ξdξ = momento statico per unità di apertura

Iy(η) =
∫

c ρ(ξ, η)ξ
2dξ = momento di inerzia per unità di apertura

Fz(η, t) =
∫

c Fz(ξ, η, t)dξ = forza esterna per unità di apertura

t(η, t) =
∫

c Fz(ξ, η, t)ξdξ = momento esterno per unità di apertura

Le equazioni (33) e (34) sono accoppiate sia elasticamente che iner-
zialmente. L’accoppiamento elastico è dovuto alle funzioni di flessi-
bilità Czϑ(y, η) e Cϑz(y, η) mentre l’accoppiamento inerziale dipende
dalla presenza del momento statico lungo l’asse y Sy(η).

Queste equazioni sono applicabili ad ali rigide in corda, comprese
ali a freccia per le quali il principale effetto dell’elasticità è l’amplifi-
cazione dell’accoppiamento flessione-torsione. Introducendo l’ipote-
si di ala ad angolo freccia nulla e priva di discontinuità struttura-
li, si assume la presenza di un asse elastico: forze applicate all’ala
lungo questo asse generano traslazioni delle sezioni senza produrre
alcuna rotazione, mentre momenti applicati generano soltanto rota-
zione. Riferendo quindi i carichi all’asse elastico, si può eliminare
l’accoppiamento elastico dalle equazioni (33) e (34), ottenendo così
deformazioni accoppiate soltanto inerzialmente

w(y, t) =

∫ l
0

Czz(y, η)
[
−m(η)ẅ(η, t) + Sy(η)ϑ̈(η, t) + Fz(η, t)

]
dη (35)

ϑ(y, t) =

∫ l
0

Cϑϑ(y, η)
[
−Iy(η)ϑ̈(η, t) + Sy(η)ẅ(η, t) + t(η, t)

]
dη (36)

Non essendoci accoppiamento elastico tra flessione e torsione, è più
conveniente lavorare con equazioni differenziali in termini delle rigi-
dezze flessionale e torsionale EI,GJ al posto delle equazioni integrali.
Le equazioni di governo in forma differenziale possono essere facil-
mente ricavate considerando l’equilibrio dell’ala in Fig. 9 dotata di
asse elastico. Considerando sia le forze applicate che quelle inerziali,
il carico totale per unità di lunghezza è dato da

Z(y, t) = Fz(y, t) +m(y)s(y)ϑ̈(y, t) −m(y)ẅ(y, t) (37)
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Figura 9: Ala aeronautica con segmenti in corda rigidi

e la variazione di momento torcente in y riferita all’asse elastico è

T ′(y, t) = −t(y, t) + s(y)
[
m(y)s(y)ϑ̈(y, t) −m(y)ẅ(y, t)

]
+

+Ic.g.(y)ϑ̈(y, t)
(38)

con s(y) definito come in Fig. 9. Facendo valere l’ipotesi di deforma-
zione di scorrimento nulla, si sostituiscono le equazioni (37) e (38)
nella soluzione del modello di trave di Eulero-Bernoulli[

EIw ′′(y, t)
] ′′

= Z(y, t)[
GJϑ ′(y, t)

] ′
= T ′(y, t)

(39)

ottenendo cosi le equazioni differenziali di equilibrio alle derivate
parzialim(y)ẅ(y, t) − Sy(y) ϑ̈(y, t) +

[
EIw ′′(y, t)

] ′′
= Fz(y, t) flessione

Iy(y)ϑ̈(y, t) − Sy(y) ẅ(y, t) −
[
GJϑ ′(y, t)

] ′
= ty(y, t) torsione

(40)

dove Sy = ms è il momento statico di massa per unità di lunghezza
riferito all’asse elastico e Iy = Ic.g. +ms

2 è il momento di inerzia
(anch’esso riferito all’asse elastico).

Le due PDE ricavate sono equivalenti alle equazioni integrali (35)
e (36), e sono le leggi di governo implementate nel codice numerico
proposto. Nel capitolo 5 si vedrà come aerodinamica e struttura siano
implicitamente accoppate essendo i carichi Fz e ty in (40) esattamente
le forze e momenti aerodinamici provenienti dall’aerodinamica.
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4.2 deformazioni attraverso espansione modale

Una volta definiti il modello di trave e le equazioni che ne regolano
il moto, è sufficiente operare sulla descrizione degli spostamenti w e
ϑ per garantire la risoluzione delle equazioni di governo.

L’espansione modale consente di esprimere le deformazioni di una
struttura continua sottoposta a carichi dinamici in termini di frequen-
ze e modi propri di vibrare della struttura stessa. Le deformazioni w e
ϑ vengono quindi separate in un contributo spaziale e uno temporale:

w(y, t) =

∞∑
i=1

φi(y)ξi(t) (41)

ϑ(y, t) =

∞∑
i=1

Θi(y)κi(t) (42)

Si definiscono φ, Θ come modi naturali normalizzati di flessione e
torsione (dipendenti dallo spazio) mentre ξ, κ sono le coordinate nor-
mali tempo-varianti riferite ai due movimenti, ossia lo spostamento e
rotazione dovuti ad ogni modo naturale. Le sommatorie nelle equa-
zioni (41) e (42) hanno come indice i il quale fa riferimento ai gradi di
libertà, teoricamente infiniti per un sistema continuo rappresentante
una struttura aeronautica. La conoscenza di frequenze e modi propri
risulta quindi indispensabile per la risoluzione del sistema (40): in se-
zione 4.3 verrà eseguita un’analisi su come ottenere queste quantità
con una accuratezza più o meno accettabile.

4.2.1 Equazioni di governo in coordinate normali

Immaginando quindi di avere già a disposizione modi di vibrare e fre-
quenze proprieω della struttura sotto analisi, le equazioni di governo
possono essere riscritte in funzione delle coordinate normali tempo-
rali di flessione e torsione ξi, κi proprie di ogni modo. Sostituendo
infatti le espansioni modali (41) e (42) nel sistema (40) e manipolando
i vari termini, le equazioni di governo si riducono al seguente set di
equazioni differenziali ordinarie per flessione e torsione:Mi ξ̈i +Dijκ̈j +Miω

2
i ξi = Ξi

Mj κ̈j +Dji ξ̈j +Mjω
2
j κj = Υj (i, j = 1, . . . ,∞)

(43)
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dove i pedici i, j fanno riferimento ai modi di vibrare i,j-esimi di
flessione e torsione, rispettivamente. Gli scalari

Mi =

∫L
0

φ2imd Mj =

∫L
0

Θ2j I0dy

sono le masse generalizzate dei modi i,j-esimi. Allo stesso modo sono
definite le forze generalizzate

Ξi =

∫L
0

Fz(y, t)φidy Υj =

∫L
0

ty(y, t)Θjdy

Il termine Dij invece esprime l’accoppiamento inerziale tra flessione
e torsione ed definito come

Dij = −

∫L
0

φiΘjS(y)dy

Raccogliendo i contributi dei vari modi in matrici e vettori e facen-
do uso di pedici distinti per riferirsi alle due deformazioni contempla-
te (bending e twist), il sistema (43) può essere riscritto prima in forma

[Mb] ξ̈+ [D] κ̈+ωb
2[Mb] ξ = Ξ

[Mt] κ̈+ [D]T ξ̈+ωt
2[Mt] κ = Υ

(44)

e successivamente nella forma finale compatta (45) classica dei sistemi
dinamici[Mb] [D]

[D]T [Mt]


︸ ︷︷ ︸

[MTOT]

 ξ̈

κ̈

 +

ωb
2[Mb] [ 0 ]

[ 0 ] ωt
2[Mt]


︸ ︷︷ ︸

[KTOT]

 ξ

κ

 =

 Ξ

Υ

 (45)

Avendo a disposizione modi di vibrare e frequenze proprie, la risolu-
zione numerica del sistema (45) con l’utilizzo di condizioni iniziali su
ogni coordinata normale e sulle loro derivate prime consente di rica-
vare le deformazioni della struttura nello spazio e nel tempo tramite
le equazioni (41) e (42).

4.2.2 Risoluzione nella pratica

In sezione 4.2.1 si è vista la formulazione delle equazioni di moto di
un sistema continuo la cui soluzione esatta richiederebbe un numero
indefinito di gradi di libertà. Quando però si ha a che fare con ca-
si realistici la risoluzione dovrà per forza richiedere un certo grado
di approssimazione. Questa approssimazione consiste generalmente
nell’assumere che lo spazio di configurazione della struttura defor-
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mata possa essere approssimato come un sistema equivalente con un
numero finito di gradi di libertà. Una volta fatto questo passo, il siste-
ma (45) si riduce ad un set finito di ODE nella variabile indipendente
tempo da risolvere simultaneamente. Si considera quindi soltanto un
numero limitato di modi di vibrare e coordinate normali.

Questo metodo è molto utilizzato nella trattazione di problemi ae-
roelastici ed è in genere efficiente in quanto, nella maggior parte dei
casi, soltanto un numero relativamente ridotto di modi è necessario
per descrivere le deformazioni della struttura.

4.3 approssimazione dei modi e frequenze naturali

In sezione 4.2 si è visto come le deformazioni di una struttura conti-
nua sottoposta a carichi dinamici possano essere espresse in termini
delle frequenze e modi di vibrare propri. Se non in casi molto specifi-
ci (ad esempio trave uniforme) questi non possono essere determinati
in modo esatto, ed è quindi necessario utilizzare metodi di approssi-
mazione. In questa sezione viene spiegato come ricavare i modi φ,Θ
e le corrispettive frequenze ωb,ωt di una trave aeronautica a sezione
variabile in apertura; queste quantità sostituite nelle equazioni (41) e
(42) consentiranno di esprimere gli spostamenti di deformazione.

Come già stabilito, i gradi di libertà di una struttura aeronautica
sono infiniti e di conseguenza anche il numero di modi e frequenze
proprie: i metodi di approssimazione servono per stimare un numero
ristretto di questi ultimi. Esistono diversi tipi di metodi, ma la mag-
gior parte di questi si riconduce alla scrittura di set di equazioni li-
neari omogenee da risolvere simultaneamente. Il metodo di approssi-
mazione usato nella presente trattazione è il metodo di Rayleigh-Ritz.
Esso fa parte del gruppo dei così detti metodi energetici, in quanto
approssimano modi e frequenze partendo dal principio dei lavori vir-
tuali o, più nello specifico, dalla formulazione di Lagrange di questo
principio

d

dt

(
∂T

∂q̇i

)
+
∂U

∂qi
= 0 (i = 1, . . . , n) (46)

qui scritta per il caso di vibrazioni libere e piccoli spostamenti. Le
quantità T e U indicano l’energia cinetica e di deformazione, rispet-
tivamente, derivate in funzione di un numero finito di coordinate
generalizzate q1, . . . , qn.

Il metodo di Rayleigh-Ritz applicato alla trave incastrata di sezio-
ne variabile di Fig. 10 consente di esprimere la curva di flessione
dell’asse neutro come

w(y, t) =

n∑
i=1

γi(y)qi(t) (47)
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Figura 10: Trave incastrata con proprietà in apertura arbitrarie

Le funzioni γi(y) sono funzioni di spostamento arbitrarie tali da sod-
disfare le condizioni al contorno geometriche γi(0) = γ ′i(0) = 0, e
sono selezionate in modo da rendere possibile una buona appros-
simazione dei modi richiesti attraverso una loro combinazione. Le
quantità qi(t) sono invece coordinate generalizzate rappresentanti il
contributo di ognuna delle funzioni di spostamento alla costruzione
dei singoli modi di vibrare. Esprimendo l’energia cinetica e di de-
formazione facendo uso della (47) e sostituendole nell’equazione di
Lagrange, si ottengono le equazioni differenziali di moto libero

n∑
j=1

mijq̈j +

n∑
j=1

kijqj = 0 (i = 1, . . . , n) (48)

con mij =
∫l
0 γiγjmdy e kij =

∫l
0 EIγ

′′
i γ
′′
j dy. Considerando soluzio-

ni armoniche di ampiezza q̄i e frequenza ω si ottiene

n∑
j=1

(kij −mijω
2)q̄j = 0 (i = 1, . . . , n) (49)

Il set di equazioni caratteristiche (49) può essere risolto numericamen-
te per n valori approssimati di ω2, ai quali sono associati un set di
valori adimensionali q̄1, . . . , q̄n.

I valori ω21,ω
2
2, . . . ,ω

2
n sono quindi approssimazioni dei primi n

autovalori flessionali esatti del problema originale, e i corrispondenti
modi di vibrare sono esprimibili come

φr(y) =

n∑
i=1

γi(y)q̄
(r)
i (r = 1, . . . , n) (50)

Queste soluzioni rappresentano soltanto un’approssimazione dei mo-
di naturali esatti, in quanto sono limitate dal numero di funzioni di
forma γi scelte e dalla loro natura. L’approssimazione è migliore per
i modi di ordine più basso e diventa progressivamente peggiore per i
gradi più alti. Essendo le soluzioni di ordine più alto meno accurate,
vengono generalmente scartate.

La scelta delle funzioni di forma risulta un’operazione fondamen-
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tale in quanto l’efficienza del metodo di approssimazione dipende
largamente da queste. I requisiti generali che le funzioni devono se-
guire sono due: il rispetto delle condizioni al contorno geometriche
e l’indipendenza lineare. L’indipendenza lineare richiede l’impossibi-
lità di esprimere una delle funzioni come combinazione delle restan-
ti; tanto più queste saranno lontane dalla dipendenza lineare, tanto
più saranno adatte per l’utilizzo richiesto. La forma più semplice è
di queste funzioni è la forma polinomiale; formule standard tali da
rispettare le varie condizioni al contorno sono state derivate per pro-
blemi specifici. L’espressione polinomiale di flessione utilizzata nella
presente trattazione è quella proposta da Duncan [10] per il caso di
trave incastrata

γj(y) =
1

6
(j+2)(j+3)

(y
l

)j+1
−
1

3
j (j+3)

(y
l

)j+2
+
1

6
j (j+1)

(y
l

)j+3
(51)

con j = 1, . . . , n.
La formulazione per il caso torsionale risulta completamente ana-

loga: ciascun modo di vibrare viene approssimato tramite la somma-
toria

Θr(y) =

n∑
i=1

τi(y)q̄
(r)
i (r = 1, . . . , n) (52)

con τi(y) funzioni di forma torsionali e q̄i soluzioni del problema agli
autovalori (49) scritto però per il caso di torsione, quindi utilizzando
mij =

∫l
0 τiτjI0dy e kij =

∫l
0GJτ

′′
i τ
′′
j dy.

Le funzioni di forma τ(y) utilizzate nel presente lavoro sono fun-
zioni sinusoidali

τj(y) = sin
(
jπ

2

y

l

)
(j = 1, . . . , n) (53)

in analogia con [44]. In Fig. 11 sono rappresentati i primi tre anda-
menti delle funzioni flessionali (51) e torsionali (53).

Avvalendosi quindi del metodo di Rayleigh-Ritz, il codice scritto
approssima i primi n modi e frequenze proprie di una trave inca-
strata con geometria e proprietà inerziali variabili in apertura; queste
quantità dipendono soltanto dallo spazio, quindi la loro stima non
partecipa alla simulazione temporale attraverso la quale sono ricava-
te le coordinate normali ξ,κ. La validazione del codice implementato
per quanto riguarda il metodo di Rayleigh-Ritz è presentata in Ap-
pendice A.1. Una volta ottenuti modi propri e coordinate normali, le
deformazioni di flessione e torsione sono calcolate per ogni istante di
tempo e per ogni stazione in apertura attraverso le equazioni (41) e
(42).
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Figura 11: Funzioni di forma per flessione e torsione



5
A C C O P P I A M E N T O D E I M O D E L L I

In questo capitolo ci si occuperà dell’accoppiamento tra modello ae-
rodinamico e modello strutturale, con l’aggiunta della dinamica del
volo. Facendo riferimento alla schematizzazione di Fig. 2, i tre ele-
menti sopracitati interagiscono tra di loro influenzandosi a vicenda,
generando un problema aeroelastico completo la cui formulazione
è alla base del presente lavoro. L’accoppiamento eseguito è di tipo
stretto (tight coupling): l’interazione è mutua e avviene in entrambi
i sensi, contrariamente a diverse analisi presenti in letteratura nelle
quali risultati di modelli differenti sono calcolati separatamente e fat-
ti comunicare successivamente senza quindi un’interazione a doppio
senso (loose coupling). Questo ultimo approccio è tipicamente utiliz-
zato nel caso in cui struttura e fluidodinamica vengono affrontate
separatamente con modelli CSD (computational structural dynamc)
e CFD (computational flui dynamic): i carichi stimati in un sistema
vengono trasferiti all’altro facendo comunicare le rispettive griglie al-
l’interfaccia. L’utilizzo è giustificato qualora nel problema in analisi
forze aerodinamiche e risposta strutturale raggiungano un equilibrio
o una soluzione periodica in assenza di disturbi esterni. Il metodo
è quindi largamente adoperato nell’analisi di veivoli ad ala battente
attorno alle loro configurazioni di hovering o volo in avanti [6, 18, 20,
27, 30].

La formulazione presentata nelle seguenti sezioni si occupa dell’ac-
coppiamento diretto tra aerodinamica, struttura e dinamica del volo.
Partendo dal codice completo sviluppato, il settaggio preliminare a
zero di tutti i termini riguardati la dinamica del volo consentono di
isolare il sistema aerodinamico-strutturale, offrendo così la possibili-
tà di un confronto tra ala rigida ed elastica. Il modello aerodinamico
di Taha et al. verrà modificato in modo da poter risentire delle de-
formazioni strutturali e della dinamica del MAV stesso attorno alla
configurazione di hovering. I risultati sono esposti nel capitolo 6.

5.1 dinamica del volo

La dinamica del volo di un MAV ad ala battente costituisce un si-
stema dinamico non lineare, tempo-variante e multi-corpo. Il sistema
risulta anche multi-scala in quanto associato a due scale di tempo
differenti: una propria del movimento veloce di flappeggio (insieme
ai carichi aerodinamici ad esso associati) e infine la scala di tempo
relativamente lenta dei movimenti del corpo. Una importante ipotesi
solitamente adottata nell’analisi della dinamica del volo dei MAV è il

35
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poter trascurare gli effetti inerziali delle ali. Questa supposizione vie-
ne giustificata in quanto la massa delle ali è notevolmente ridotta se
paragonata alla massa del corpo. Nel loro lavoro [26], Sun et al. hanno
derivato le equazioni della dinamica complete e individuato i termini
specifici dovuti agli effetti inerziali delle ali. Il confronto con i risultati
ottenuti omettendo quei termini ha mostrato un comportamento pres-
soché analogo, giustificandone così l’omissione. Weihua e Cesnik [51]
invece hanno studiato la stabilità dinamica di un MAV ad ala flessibi-
le tenendo conto degli effetti di inerzia: la loro analisi ha dimostrato
che l’aumento di questi contributi genera meccanismi destabilizzanti
sia per la dinamica longitudinale che per quella laterale.

Nel presente lavoro la dinamica del volo viene affrontata conside-
rando soltanto gradi di libertà rigidi del corpo e trascurando gli effetti
inerziali del movimento delle ali. Questa assunzione rimuove la natu-
ra multi-corpo del problema e consente la descrizione della dinamica
longitudinale del MAV attraverso le stesse equazioni di moto di un
aeromobile generico.

Il set convenzionale di assi-corpo xb, yb, zb solitamente usato nella
dinamica del volo è lo stesso qui utilizzato: partendo dal centro di
gravità, l’asse xb punta verso la prua, l’asse yb è diretto verso l’ala
destra e infine zb è tale da completare la terna. Essendo l’analisi foca-
lizzata solamente sulla dinamica longitudinale, la rotazione del corpo
viene definita soltanto tramite l’angolo di beccheggio θ. Le equazioni
di moto longitudinali del MAV sono quindi

u̇

ẇ

q̇

θ̇

 =


−qw− g sin θ

qu+ g cos θ

0

q

 +


1
m X
1
m Z
1
Iy
M

0

 (54)

o in annotazione vettoriale compatta χ̇ = f(χ, t) con g accelerazione
di gravità, m massa del corpo e Iy momento di inerzia rispetto al-
l’asse y. Infine χ è il vettore delle variabili di stato χ = [u,w, q, θ]T

costituito dalle velocità u,w del baricentro lungo le direzioni xb, zb, e
dall’angolo di beccheggio e velocità angolare θ, q riferiti all’asse yb. I
carichi generalizzati X,Z,M sono le forze aerodinamiche in direzione
xb, zb e il momento aerodinamico rispetto all’asse yb, rispettivamente.

Il sistema di equazioni non lineari (54) dovrà essere risolto per ogni
istante di tempo nelle sue variabili di stato, forzato dai carichi aero-
dinamici provenienti dal modello aerodinamico i quali dipendono
direttamente anche dalle deformazioni della struttura. In sezione 5.2
si vedrà come anche le variabili di stato influenzino l’aerodinamica (e
di conseguenza la struttura).
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Figura 12: Diagramma schematico di un MAV in condizione di hovering e
orientazione generica

5.2 definizioni preliminari

5.2.1 Sistemi di riferimento

Essendo l’obbiettivo di questa analisi l’accoppiamento dei tre modelli
aerodinamico-strutturale e di dinamica del volo, risulta indispensabi-
le una rigorosa definizione di sistemi di riferimento. Questa necessità
nasce dal fatto che i modelli agiscono su frames differenti, come si
vedrà successivamente.

In Fig. 12 è fornita una rappresentazione schematica di un MAV
in condizione di hovering nel caso in cui le ali siano rigide. Quattro
sistemi di riferimento principali sono utilizzati per descrivere il movi-
mento di corpo ed ali: un sistema di riferimento inerziale {xI, yI, zI}, il
sistema di riferimento assi-corpo {xb, yb, zb} già descritto nella sezio-
ne precedente, un sistema di riferimento proprio del piano di battito
{xs, ys, zs}, e infine un sistema di riferimento fissato sull’ala rigida
{xw, yw, zw}.

La sequenza di angoli di Eulero imbardata-beccheggio-rollio con-
venzionale (ψ, θ,φ) tradizionalmente usata per i veivoli ad ala fissa è
qui utilizzata per descrivere l’orientazione del corpo, anche se come
già detto soltanto l’angolo θ verrà tenuto in considerazione. Il piano
di battito è inclinato rispetto al piano orizzontale di un angolo β. En-
trambi i piani xb-zb e xs-zs sono quindi ottenuti partendo dal frame
inerziale e ruotando di θ e β, rispettivamente, attorno l’asse yI. Il si-
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Figura 13: Percorso dei sistemi riferimento da quello inerziale a quello fisso
sull’ala rigida
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Figura 14: Percorso dei sistemi riferimento da quello inerziale a quello
dell’ala elastica

stema di riferimento fisso all’ala è invece definito in modo tale da
essere perfettamente allineato al sistema di riferimento di battito per
angoli di cinematica (ϕ, η) nulli. Ruotando di un angolo di flapping
ϕ attorno all’asse zs si giunge ad un frame intermedio iniziale indica-
to con IF1, dal quale il sistema di riferimento fisso dell’ala rigida può
essere ottenuto muovendosi di η (angolo di incidenza imposto) attor-
no all’asse yIF1 . É importante evidenziare come l’angolo cinematico
di affondo δ sia trascurato per le motivazioni enunciate in sezione 2.1.
Il set di sistemi di riferimento descritto fino ad ora è quello classico
utilizzato nell’analisi di dinamica del volo per MAV in condizione
di hovering. Il percorso di rotazioni tra i vari frame è ripercorribile
schematicamente in Fig. 13.

L’aggiunta dei gradi di libertà flessionale e torsionale comporta la
necessità di un quinto sistema di riferimento principale, questa vol-
ta riferito all’ala elastica. Questo frame è indicato col pedice “ew” -
elastic wing - e contempla prima la rotazione ϑ di ogni sezione lungo
l’asse yw (sistema di riferimento intermedio secondario IF2) e infine
l’angolo di flessione in apertura attorno all’asse xIF2 dato trigonome-
tricamente da −arctan(w ′) sotto l’ipotesi di piccole deformazioni, con
w ′ derivata spaziale della deformazione verticale. Si è giunti così al
sistema di riferimento finale proprio dell’ala elastica, sul quale i cari-
chi aerodinamici provenienti dal modello aerodinamico (accoppiato
con modello strutturale e dinamica del volo) verranno costruiti nello
spazio e nel tempo. Il percorso completo delle rispettive rotazioni è
mostrato in Fig. 14.

5.2.2 Grandezze cinematiche

Come si vedrà in sezione 5.3 le grandezze di entrata al modello aero-
dinamico necessarie per stimare i carichi aerodinamici sull’ala sono
il vettore velocità e velocità angolare propri di ogni stazione in aper-



5.2 definizioni preliminari 39

tura; più nello specifico, soltanto le componenti orizzontali e verticali
della velocità e la componente y del vettore velocità angolare, en-
trambe espresse nel sistema di riferimento elastic wing. Richiamando
il modello aerodinamico di Taha et al., infatti, forze e momenti ae-
rodinamici sono espressi in funzione di velocità, velocità angolare e
angolo di attacco in ogni punto dell’ala. Come visto nel capitolo 3,
il caso di ala rigida riduce queste quantità ad essere semplicemente
rϕ̇, η̇ e η, rispettivamente, dato che le deformazioni alari e la dinamica
dell’intero corpo non entrano in gioco.

L’aggiunta di queste ultime porta alla necessità di ridefinire le gran-
dezze cinematiche V[ew] e ω[ew] in modo tale da tenere direttamente
conto dell’accoppiamento tra i tre modelli. L’angolo di attacco pun-
tuale può essere ottenuto partendo dal vettore velocità attraverso la
relazione

α = arctan

[
V

[ew]
z

V
[ew]
x

]
(55)

avvalendosi dell’ipotesi di piccoli angoli. Partendo da queste tre quan-
tità, il modello aerodinamico sarà in grado di costruire i carichi nel
sistema di riferimento dell’ala elastica tenendo anche conto del movi-
mento del corpo e delle deformazioni delle ali.

Facendo riferimento al MAV schematizzato in Fig. 12, il vettore ve-
locità per ogni sezione alare nel sistema di riferimento ala elastica può
essere espresso partendo dalla velocità della cerniera e sommando il
prodotto vettoriale tra velocità angolare e distanza di ogni sezione
dalla cerniera stessa. Dato che l’ala è libera di flettersi, si aggiunge
anche un contributo −ẇ in direzione zew

V[ew](r, t) = V[ew]
h +ω[ew] × r jew − ẇ kew (56)

dove i, j e k sono i vettori unitari lungo gli assi x, y e z nel sistema di
riferimento indicato dal pedice. La velocità della cerniera è nota nel
sistema di riferimento assi-corpo in funzione delle variabili di stato

V
[b]
h = u ib + (w− xhθ̇)kb (57)

quindi per essere espressa nel frame elastic wing va moltiplicata per
opportune matrici di rotazione definite tramite il percorso di sistemi
di riferimento di Fig. 14. Rinominando l’angolo di flessione −arctan(w ′)
come µ con lo scopo di alleggerire l’annotazione, e ricordando che le
rotazioni η e ϑ avvengono lungo lo stesso asse, le matrici di rotazione
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possono essere così espresse:

[
Rβ
]
=

cosβ 0 − sinβ

0 1 0

sinβ 0 cosβ

 [
Rϕ
]
=

cosϕ − sinϕ 0

sinϕ cosϕ 0

0 0 1



[
Rη+ϑ

]
=

cos (η+ϑ) 0 − sin (η+ϑ)

0 1 0

sin (η+ϑ) 0 cos (η+ϑ)

 [
Rµ
]
=

1 0 0

0 1 −w ′

0 w ′ 1


(58)

La matrice
[
Rµ
]

proposta in (58) è ottenuta da semplici considerazio-
ni geometriche riportate in Appendice A.2. Il vettore velocità della
cerniera nel sistema di riferimento ala elastica diventa quindi

V[ew]
h =

[
Rµ
][
Rϑ+η

][
Rϕ
][
Rβ
]︸ ︷︷ ︸[

RTOT

] V[b]
h (59)

Resta da esprimere il vettore velocità angolare. Considerando ogni
rotazione attorno ai rispettivi assi si può scrivere

ω = (θ̇+��̇β ) js − ϕ̇kIF1 + (η̇+ ϑ̇) jIF2 − ẇ ′ iew (60)

tenendo l’angolo β costante (ossia l’inclinazione tra il piano di battito
delle ali e il piano orizzontale non varia nel tempo). La derivata tem-

porale dell’angolo di flessione µ = −arctan(w ′) è −
ẇ ′

1+ w ′2
; trascu-

rando i termini di ordine superiore al primo avvalendosi dell’ipotesi
di piccole deformazioni, la derivata si riduce al termine −ẇ ′ appunto
usato nella (60). Riferendosi al frame ala elastica si ottiene

ω[ew] =
[
Rµ
][
Rϑ+η

][
Rϕ
]0θ̇
0


[b]

+
[
Rµ
][
Rϑ+η

] 0

0

−ϕ̇


[IF1]

+

+
[
Rµ
] 0

η̇+ ϑ̇

0


[IF2]

+

−ẇ ′

0

0


[ew]

(61)

Avendo a disposizione il vettore ω[ew] si possono così ottenere le
grandezze cinematiche desiderate (ωy, Vx, Vz)

[ew] di input al modello
aerodinamico (Vx e Vz si ottengono sostituendo le equazioni (57),(59)
e (61) nella (56)).

Un’altra grandezza richiesta dal modello aerodinamico è l’accele-
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razione normale di ogni stazione alare necessaria per calcolare la
portanza non-circolatoria, come si era visto in sezione 3.4. Nel siste-
ma di riferimento dell’ala elastica questa è esprimibile semplicemente
derivando nel tempo la componente z del vettore velocità:

an =
d

dt
[V [ew]
z ] =

= ẇ ′u sinϕ cosβ+ w ′uϕ̇ cosϕ cosβ+

− ẇ ′(w− xhq) sinϕ sinβ+

− w ′(w− xhq)ϕ̇ cosϕ sinβ+

+ u(η̇+ ϑ̇) cos (η+ ϑ) cosϕ cosβ+

− u sin (η+ ϑ)ϕ̇ sinϕ cosβ+

− (ż− xhθ̇)(η̇+ ϑ̇) cos (η+ ϑ) cosϕ sinβ+

+ (w− xhq) sin (η+ ϑ)ϕ̇ sinϕ sinβ+

− u(η̇+ ϑ̇) sin (η+ ϑ) sinβ+

− (w− xhq)(η̇+ ϑ̇) sin (η+ ϑ) cosβ+

− r qϕ̇ cosϕ cos (η+ ϑ) + r q sinϕ(η̇+ ϑ̇) sin (η+ ϑ)+

+ r ϕ̈ sin (η+ ϑ) + rϕ̇(η̇+ ϑ̇) cos (η+ ϑ) (62)

La derivazione nel tempo di V [ew]
z è stata svolta manualmente per

poter individuare e rimuovere i termini di derivata seconda tempora-
le, in quanto non possono essere risolti dalla simulazione numerica
implementata.

É di fondamentale importanza sottolineare come tutte grandezze
espresse in questa sezione siano funzione sia dalla posizione in aper-
tura che dal tempo, e come siano direttamente dipendenti dal model-
lo strutturale (attraverso le deformazioni w, ϑ) e dalla dinamica del
volo (attraverso u,w, θ, q).

5.3 interazione dei modelli

Come già anticipato nelle sezioni precedenti, i carichi aerodinami-
ci generati dal battito delle ali del MAV sono rappresentati come
funzione della cinematica imposta all’ala stessa, dalle deformazioni
strutturali consentite dal modello di trave contemplato e infine dalla
dinamica longitudinale del corpo. Il problema sotto analisi è quin-
di un problema aeroelastico completo con l’aggiunta della dinamica
del volo, risolvibile nel tempo attraverso simulazione numerica. L’in-
terazione è rappresentata in Fig. 15, dove i blocchi K,A, S e FD fan
rispettivamente riferimento alla cinematica imposta all’ala, modello
aerodinamico, modello strutturale e dinamica del volo.

Nello schema presentato si vede come, previa definizione della ci-
nematica imposta all’ala e dell’inclinazione del piano di battito β, il
modello aerodinamico costruisca forze e momenti partendo dai vet-
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w, ϑ
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Figura 15: Diagramma schematico dell’interazione tra i vari modelli per un
MAV ad ala battente

tori velocità e velocità angolare di ogni stazione in apertura. I carichi
costruiti ad ogni step temporale sentono il contributo diretto delle de-
formazioni alari e della dinamica del volo, le quali a loro volta sono
forzate dall’aerodinamica stessa.

Il modello aerodinamico utilizzato per il problema accoppiato ri-
mane formalmente il modello di Taha et al. presentato nel capitolo
3, dove però le quantità utilizzate come input (velocità e velocità an-
golare di ogni stazione in apertura) dipenderanno adesso anche dal-
le deformazioni e dal movimento longitudinale del MAV, non più
soltanto dalla cinematica imposta all’ala come nel caso di ala rigida.
Definendo puntualmente l’angolo di attacco come

α(r, t) = arctan

[
V

[ew]
z (r, t)

V
[ew]
x (r, t)

]
(63)

e richiamando la definizione di coefficiente di portanza statico (22), le
circolazioni instazionarie effettive di dei due movimenti di rotazione
e traslazione dell’ala sono definite come

Γrot,eff(r, t) = (1−A1 −A2) Γrot,QS + x1(r, t) + x2(r, t)

Γtrasl,eff(r, t) = (1−A1 −A2) Γtrasl,QS + x3(r, t) + x4(r, t)
(64)

dove le circolazioni quasi-stazionarie Γrot,QS, Γtrasl,QS dipendono dalla
geometria dell’ala e dalle velocità in apertura espresse precedente-
mente

Γrot,QS(r, t) = π c(r)∆x(r)ω
[ew]
y (r, t)

Γtrasl,QS(r, t) = −Ac(r, t)
∣∣∣V[ew](r, t)

∣∣∣ sinα(r, t)
(65)
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con ∆x(r) =
(
3
4 − x̂0

)
c(r) e A funzione dell’allungamento alare AR

tramite

A =
1

2

πAR

1+

√(
πAR
a0

)2
+ 1

(66)

A differenza del caso ad ala rigida, si è deciso di assegnare due
stati aerodinamici per ognuna delle due circolazioni (di rotazione e
di traslazione) per un totale di quattro stati variabili in apertura e nel
tempo che soddisfano le seguenti equazioni differenziali ordinarie

ẋ1 =
2 b1

∣∣V[ew]
∣∣

c

[
− x1 +A1Γrot,QS

]

ẋ2 =
2 b2

∣∣V[ew]
∣∣

c

[
− x2 +A2Γrot,QS

]

ẋ3 =
2 b1

∣∣V[ew]
∣∣

c

[
− x3 +A1Γtrasl,QS

]

ẋ4 =
2 b2

∣∣V[ew]
∣∣

c

[
− x4 +A2Γtrasl,QS

]

(67)

Una volta definita la portanza non-circolatoria ZNC nel sistema di ri-
ferimento elastic wing come Z[ew]

NC = −mappan facendo uso della (62)
per esprimere l’accelerazione normale, il vettore delle forze aerodina-
miche nelle tre direzioni x, y, z è costruito per ogni stazione alare nel
tempo nella seguente forma

X[ew] = ρV [ew]
z Γrot,eff

Y[ew] = 0

Z[ew] = ρV [ew]
x Γtrasl,eff − ρV

[ew]
x Γrot,eff + Z

[ew]
NC

(68)

tramite il quale è possibile determinare il vettore dei momenti aerodi-
namici
M

[ew]
x = Z[ew]r

M
[ew]
y = −Z[ew]

C (xea − xcp)c + Z
[ew]
NC (xcg − xea)c−

π

16
ρ
∣∣V[ew]

∣∣ c3ω[ew]
y

M
[ew]
z = −X[ew]r

(69)

dove xea, xcp e xcg sono le posizioni adimensionali di asse elastico, cen-
tro aerodinamico e centro di gravità di ogni sezione alare espresse par-
tendo dal bordo di attacco; il contributo − π

16 ρ
∣∣V[ew]

∣∣ c3ω[ew]
y provie-
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ne dalla rotazione dell’ala nelle fasi terminali (si veda Binsplinghoff
et al. [4] o Fung [15]).

Lo schema di Fig. 15 mostra chiaramente come ad ogni ciclo di
iterazione temporale il modello aerodinamico riceva in input i vet-
tori V[ew],ω[ew] provenienti dall’iterazione precedente e costruisca la
distribuzione dei carichi aerodinamici per ogni stazione alare nel si-
stema di riferimento ala elastica attraverso i set di equazioni (68) e
(69). Questi carichi forzeranno il modello strutturale e la dinamica
del volo in modo tale da ottenere le deformazioni alari e i movimen-
ti globali del corpo, i quali definiranno a loro volta i nuovi vettori
V[ew],ω[ew] da utilizzare nell’iterazione successiva.

É fondamentale però notare come modello strutturale e dinami-
ca del volo necessitino di carichi aerodinamici in ingresso espressi
su sistemi di riferimento differenti. La struttura alare viene forzata
da forze e momenti espressi nel sistema di riferimento elastic wing,
quindi riceve come ingresso i carichi (X,Z,My)

[ew] direttamente pro-
venienti dal modello aerodinamico. Richiamando infatti le definizioni
proposte nel capitolo 4, i vettori di forze e momenti generalizzati Ξ,Υ
agenti sulla struttura sono ora scritti come

Ξi =

∫R
0

Z[ew](r, t)φidr (i = 1, . . . , n)

Υj =

∫R
0

M[ew]
y (r, t)Θjdr (j = 1, . . . , n)

(70)

senza più quindi utilizzare i carichi generici Fz, ty. Le grandezze Ξ,Υ
forzano ad ogni iterazione temporale il sistema dinamico di equazioni
differenziali ordinarie (45) la cui risoluzione consente di costruire le
deformazioni w, ϑ nello spazio e nel tempo.

Dall’altro lato invece la dinamica del volo longitudinale del MAV
è dettata dalle equazioni (54) non lineari nelle variabili di stato χ =

[u,w, q, θ]T, i cui termini forzanti sono i carichi aerodinamici globali
agenti sul corpo (X,Z,My)

[b]
tot ottenuti integrando forze e momenti di

interesse lungo le due ali

X
[b]
tot = 2

∫R
0

X[b]dr

Z
[b]
tot = 2

∫R
0

Z[b]dr

M
[b]
tot = 2

∫R
0

M[b]
y dr

(71)

La dinamica del volo è quindi risolta partendo da carichi espressi nel
sistema di riferimento assi-corpo; i vettori di forze e momenti uscenti
dal modello aerodinamico espressi nel frame ala elastica sono quindi
riportati nel sistema di riferimento corretto ad ogni ciclo di iterazione,
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F[ew]

[
RTOT

]−1
∫R
0

χ̇ = f(χ) + ga(χ, t)

FLIGHT DYNAMICS

[M]ẍ + [K]x = F

STRUCTURE

w, ϑ

χF[b]
tot

F[ew]

F[b]

Figura 16: Gestione dei carichi F[ew] provenienti dalla aerodinamica ed
entranti nel modello strutturale e dinamica del volo

consentendo così di risolvere il movimento globale del corpo. Questa
operazione è eseguita facendo uso delle matrici di rotazioneX0

Z


[b]

=
[
RTOT

]−1
X0
Z


[ew]

Mx

My

Mz


[b]

=
[
RTOT

]−1
Mx

My

Mz


[ew]

(72)

In Fig. 16 è riassunto schematicamente il percorso di gestione del-
l’output del modello aerodinamico, dove con F è indicato il vettore
dei carichi generico.
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R I S U LTAT I

In questo capitolo vengono forniti tutti i dati necessari per definire
aerodinamica e struttura del MAV sotto analisi. Sono infine presentati
i risultati della simulazione numerica effettuata con il codice scritto
dall’autore.

6.1 parametri aerodinamici e strutturali

I parametri morfologici iniziali utilizzati per effettuare l’analisi so-
no stati scelti facendo riferimento ad un MAV in fase costruzione
del gruppo di ricerca Flapping Wing Micro Air Vehicle, presso la
University of California, Irvine (USA).

Tab. 4 mostra i parametri utilizzati per descrivere la cinematica del-
le ali mentre Tab. 5 contiene i parametri morfologici dell’ala. In Tab.
6 sono invece inseriti i valori utilizzati per descrivere il modello strut-
turale e la dinamica del volo. La simulazione è stata quindi effettuata
con una ampiezza di battito Φ pari a 70◦ e angolo di incidenza im-
posto αm = 45◦; si è utilizzato flapping simmetrico, ossia gli angoli
di incidenza di upstroke e downstroke coincidenti. Una volta definiti
Φ e αm il valore della frequenza è stato settato in modo tale che la
portanza totale generata dalle ali (configurazione rigida) bilanciasse
indicativamente il peso totale del corpo, essendo la configurazione
desiderata quella di hovering. Le sezioni alari sono descritte come la-
stre piane rigide di spessore costante h e corda variabile in apertura,
per avvicinarsi il più possibile al caso realistico. Definito il valore c
alla radice, l’andamento della corda in apertura è di tipo ellittico

c(r) = c

√
1−

( r
R

)2
(73)

e lo è di conseguenza anche la distribuzione della massa, essendo
spessore e densità costanti. Il momento di inerzia rotazionale I0 di
ogni sezione attorno al proprio asse y è stimato partendo da corda,
massa e spessore di ogni stazione. La superficie alare è ottenuta inte-
grando la distribuzione della corda in apertura S =

∫R
0 c(r)dr, dalla

quale si ricava una stima dell’allungamento AR. Le rigidezze flessio-
nali e torsionali EI,GJ adoperate hanno anch’esse andamento ellittico
e si riferiscono ai valori alla radice EI,GJ presenti in tabella 6.

I vari andamenti in apertura di corda, massa, inerzia rotazionale
e rigidezze sono riportati in Appendice A.4. La cinematica imposta
all’ala è mostrata in Fig. 17 dove la prima metà del ciclo descrive la
fase di downstroke in cui le ali si muovono verso la prua, mentre

47
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Tabella 4: Parametri aerodinamici utilizzati per la simulazione

Parametri aerodinamici Valore Unità di misura

f 45 Hz
Φ 70 deg
αm 45 deg
∆tr 0.25T s

Tabella 5: Parametri morfologici dell’ala utilizzati per la simulazione

Parametri morfologici Valore Unità di misura

R 125 mm
c 93 mm
h 1 mm
S 0.0091 m2

AR 1.72 -
xh 0 mm
x̂0 0.3 -
xcg 0.5 -
xcp 0.25 -
xea 0.5 -

Tabella 6: Parametri strutturali del MAV

Parametri strutturali Valore Unità di misura

Massa alare mw 0.0144 kg
Massa totale del corpo M 0.1435 kg
Momento di inerzia del corpo Iy 3.4314 · 10−4 kg ·m2

Rigidezza flessionale EI 0.0194 N ·m
Rigidezza torsionale GJ 0.2391 N ·m
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Figura 18: Stima di ω4 al crescere del numero di modi utilizzati nel metodo
di approssimazione

nella seconda metà del ciclo tornano indietro (upstroke) dopo aver
ruotato di 90◦ lungo il loro asse di beccheggio.

6.2 simulazione

La simulazione è stata eseguita utilizzando il software Matlab®. Il la-
to spazio-variante del problema è risolto dal codice al di fuori della
simulazione temporale; come si è visto nel capitolo 4 infatti le defor-
mazioni strutturali sono approssimate come prodotto tra un numero
finito di modi di vibrare e le coordinate normali. I modi propri della
struttura alare, flessionali e torsionali, con le rispettive frequenze na-
turali, non dipendono dal tempo quindi vengono approssimati una
volta soltanto per poi essere passati alla simulazione numerica come
variabili globali.

L’approssimazione di modi e frequenze propri delle ali è stata effet-
tuata utilizzando il metodo di Rayleigh-Ritz riferendosi alla formula-
zione presentata in sezione 4.3. Si è scelto di condurre l’approssima-
zione considerando sette modi (nmodes = 7) per poi utilizzarne soltan-
to i primi quattro (nused = 4). Questa scelta è giustificata dal fatto che
l’approssimazione dei primi modi diventa più accurata man mano
che aumenta il numero di modi considerati, a discapito degli ultimi
che saranno meno precisi e vengono quindi scartati. Focalizzandosi
quindi sull’ultimo modo che si è deciso di utilizzare (il quarto), si è
cercato il numero di modi da usare per il quale l’approssimazione
del quarto fosse soddisfacente. In Fig. 18 sono rappresentate le ap-
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prossimazioni delle frequenze ω4 relative ai modi di vibrare quarti
di flessione e torsione per valori crescenti di nmodes. A cominciare da
nmodes = 7 entrambe le frequenze di flessione e torsione si assesta-
no su valori pressoché costanti, rendendo così tale numero una scel-
ta valida per ottenere una buona approssimazione delle grandezze
desiderate.

Facendo uso del metodo di Rayleigh-Ritz, le frequenze approssima-
te di flessione e torsione dell’ala elastica sotto analisi sono le seguenti,
presentate in ordine crescente

ωb =


111

599

1582

3026

Hz ωt =


948

2499

4029

5603

Hz (74)

In Fig. 19 sono invece riportati i rispettivi modi propri approssi-
mati, normalizzati rispetto il valore in estremità e costruiti partendo
dalle funzioni geometriche di forma (51),(53). Nel grafico y ed L indi-
cano rispettivamente posizione in apertura e lunghezza totale dell’a-
la. Entrambe le distribuzioni di φ,Θ sono quindi note nello spazio e
sono mandate alla simulazione temporale per ricavare le grandezze
necessarie.

Il calcolo temporale si occupa invece della risoluzione delle varie
equazioni differenziali ordinarie provenienti dai modelli aerodinamico-
strutturale e di dinamica del volo. Il solutore utilizzato è la function
ode45 di Matlab®, la quale presenta un ordine di accuratezza medio
nella risoluzione di equazioni ODE. Ad ogni step temporale la simu-
lazione risolve il problema completo accoppiato nelle sue incognite
differenziali, poste a zero nelle condizioni iniziali. I set di ODE che
vengono risolti sono i seguenti

aerodinamica : equazioni (67) nei quattro stati aerodinamici x1,x2,
x3,x4 per ognuna delle cinquanta stazioni alari in apertura.

struttura : sistema di equazioni differenziali di secondo grado (45)
nelle otto coordinate normali di flessione/torsione ξ, κ e rispet-
tive derivate prime ξ̇, κ̇.

dinamica del volo : equazioni della dinamica longitudinale del
corpo (54) nelle quattro variabili di stato u,w, q, θ.

Si ha quindi un totale di 220 equazioni differenziali in 220 incognite.
Una volta terminata la simulazione temporale è possibile ricostruire
al di fuori di essa tutte le grandezze desiderate, ora note sia in aper-
tura alare che nel tempo. I grafici che seguono mostrano i risultati su
sei cicli di battito.

Il coefficiente di portanza totale generato dal contributo aerodina-
mico di entrambe le ali è rappresentato in Fig. 20. La portanza totale
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Figura 19: Modi di vibrare approssimati dell’ala elastica sotto analisi
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nel tempo è costruita integrando in apertura i carichi aerodinamici
nel sistema di riferimento assi-corpo e successivamente riportandoli
nel sistema di riferimento inerziale

L(t) = 2

∫R
0

[
−Z[b](r, t) cos θ(t) +X[b](r, t) sin θ(t)

]
dr (75)

Dividendo il carico per una pressione dinamica di riferimento 1
2ρU

2
ref

calcolata alla stazione alare mediana si ottiene in questo modo il coef-
ficiente di portanza totale. Il CL mostrato risente dell’accoppiamento
dei tre modelli e risulta quindi differente dal coefficiente di portanza
mostrato in Fig. 7 riferito soltanto all’ala rigida.

Le deformazioni alari di flessione e torsione sono costruite utiliz-
zando i modi di vibrare approssimati e le coordinate normali ξ, κ
uscenti dalla simulazione temporale. Gli andamenti sono riportati in
Fig. 21. Come si può vedere l’entità delle deformazioni è oscillante nel
tempo essendo esse generate da carichi aerodinamici tempo-varianti.
Gli spostamenti verticali delle sezioni dovuti alla flessione sono nul-
li alla radice dell’ala e crescono spostandosi verso l’estremità. In Fig.
21c lo spostamento w è mostrato in apertura per particolari valori
temporali durante il secondo ciclo di battito. La flessione raggiun-
ge deformazioni fino ai 15 mm in modulo mentre la torsione supera i
1.5◦. In Fig. 21d si può notare come le ultime dieci stazioni in apertura
mantengano approssimativamente un angolo di torsione costante.

Entrambe le deformazioni e la dinamica del volo contribuiscono a
modificare l’angolo di attacco istantaneo di ogni stazione alare. Nel
caso di ala rigida spazzante su un piano orizzontale (capitolo 3) l’an-
golo di attacco visto dal modello aerodinamico nelle fasi di upstro-
ke/downstroke deriva direttamente dall’angolo di incidenza imposto
η; definire invece l’angolo di input al modello aerodinamico usando
l’espressione già vista

α = arctan

[
V

[ew]
z

V
[ew]
x

]

consente al problema completo di tenere conto dell’accoppiamento
tra i modelli. A livello computazionale il codice stima l’angolo α

usando il comando atan2(Vz, Vx) invece del generico atan(Vz/Vx),
essendo richiesto un angolo nei quattro quadranti e non nel range(
−π2 ,+

π
2

)
.

É importante evidenziare come l’angolo ”computazionale“ α trami-
te il quale il modello aerodinamico costruisce i carichi non coincida
con l’angolo di attacco reale AOA. Quest’ultimo può essere definito
partendo da α viaAOA = +α downstroke

AOA = −α upwnstroke
(76)
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generando un angolo visto dall’ala pressoché costante se non nelle fa-
si terminali di rotazione da una configurazione all’altra. Questo com-
portamento si può vedere chiaramente in Fig. 23 dove l’angolo di
attacco risulta nel complesso costante e con un valore attorno ai 40◦.
Fig. 22 mostra invece l’andamento di α: i picchi che intercorrono tra
fasi di uptroke e downstroke sono dovuti al passaggio tra quadranti
differenti nel calcolo della tangente inversa.

Si ricorda ancora come α, e di conseguenza anche l’angolo di at-
tacco reale, siano dipendenti sia dal tempo che dalla posizione in
apertura: spostandosi dalla radice dell’ala verso l’estremità ogni sta-
zione dovrà aggiungere all’angolo imposto η un contributo diretto
di torsione ϑ lungo lo stesso asse, più un contributo indotto dovuto
alla flessione. Entrambi questi elementi variano nello spazio-tempo
influenzando così l’angolo finale stesso. Tale differenza nello spazio,
seppur di ordine di grandezza contenuto, è facilmente apprezzabile
in entrambe le Fig. 22,23 di cui è proposta una porzione ingrandita. In-
fine, è importante sottolineare come l’angolo di attacco reale sia anche
dipendente dalla dinamica dell’intero MAV attraverso le variabili di
stato χ. Il movimento longitudinale partecipa quindi alla costruzione
di α nel tempo e questo si può notare ad esempio in Fig. 23 osservan-
do l’andamento medio di AOA in radice: essendo le deformazioni
nulle in radice, l’angolo di attacco differisce da η esattamente a causa
della dinamica del volo (essendo β tenuto a zero nella simulazione).

Per quanto riguarda la dinamica globale del MAV, l’andamento del-
le variabili di stato longitudinali proposto in Fig. 24 mostra una netta
instabilità. Essendo la configurazione sotto analisi quella di hovering,
i risultati desiderati avrebbero velocità in avanti, verticale e angola-
re con media nulla; al contrario la simulazione lanciata per sei cicli
indica una u media negativa e velocità verticale crescente in modo
uniforme (sistema di riferimento assi-corpo). Questo significa che per
un osservatore esterno il MAV cade accelerando e muovendosi in
direzione x negativa. La traiettoria è rappresentata in Fig. 25 dove
gli assi sono riferiti ad un frame generico esterno. Anche l’angolo di
beccheggio θ mostra una natura decisamente instabile, diminuendo
quasi linearmente nel tempo e modificando così l’assetto del MAV.
Obbiettivo della seconda parte di questo lavoro sarà lo studio della
stabilità e la progettazione di un sistema di controllo tale da garantire
con successo la condizione di hovering.

Per concludere la prima parte della trattazione, è proposto un con-
fronto tra il problema aeroelastico accoppiato e il modello puramente
ad ala rigida. Partendo dal codice implementato completo, basta por-
re a zero le variabili proprie dei singoli modelli per isolare soltanto
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Figura 21: Deformazioni nel tempo e in apertura



56 risultati

0 1 2 3 4 5 6

t/T

-200

-150

-100

-50

0

50

100

150

200

 [
d
e
g
]

0.25 R

0.5 R

0.75 R

R

(a) Angolo α in funzione del tempo

2 2.2 2.4 2.6 2.8 3

t/T

-200

-150

-100

-50

0

50

100

150

 [
d
e
g
]

0.25 R

0.5 R

0.75 R

R

(b) Porzione ingrandita di α

Figura 22: Angolo computazionale α = atan2(Vz, Vx)
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Figura 24: Simulazione della dinamica del volo proveniente dai tre modelli
accoppiati

una parte del problema. I risultati del caso aeroelastico sono quindi
ottenuti imponendo

u = 0 m/s w = 0 m/s

q = 0 rad/s θ = 0 rad
(77)

all’inizio della simulazione. Il problema ad ala rigida semplice invece
risolve lo stesso identico codice facendo valere le condizioni (77) e set-
tando anche le deformazioni strutturali a zero (insieme alle rispettive
derivate temporali e spaziali). I coefficienti di portanza provenienti
dalle due configurazioni differenti sono riportati in Fig. 26. Il metro
di misura utilizzato per il confronto è

∆CL% =
CLelastic −CLrigid

CLrigid
% (78)

Trascurando il primo ciclo transitorio, la differenza tra CL elastico e
rigido è del −11% indicando un calo di prestazioni dal punto di vi-
sta aerodinamico. I risultati ottenuti sono chiaramente molto sensibili
alla cinematica imposta e alle proprietà elastiche con cui si sono de-
scritte le ali. Si ricorda inoltre che l’analisi proposta è riferita soltanto
alla configurazione di hovering. Lo scompenso di carichi provenien-
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te dal confronto non è quindi in contrasto con l’obbiettivo principale
del lavoro, ossia l’utilizzo di ali deformabili per avvicinarsi sempre
di più al volo ad ala battente osservato in natura. Un ottimo spunto
per analisi successive è la ricerca di proprietà strutturali, geometri-
che e cinematiche tali da rendere l’elasticità favorevole per il MAV in
considerazione e in questa configurazione di volo.



Parte II
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7
A N A L I S I D I S TA B I L I TÀ

L’analisi condotta sulla dinamica dell’intero veivolo ha mostrato l’in-
capacità del corpo di sostenere il proprio peso e mantenere un assetto
particolare. La seconda parte di questo lavoro (capitoli 7 e 8) è rivol-
ta allo studio di stabilità e controllo centrati sulla configurazione di
hovering.

7.1 introduzione

La dinamica del volo ad ala battente è oggetto di particolare interes-
se per la comunità scientifica che si occupa dei Micro Air Vehicles.
Anche i modelli più semplici infatti implicano una dinamica multi-
corpo, non lineare e instazionaria. Come già chiarito in sezione 5.1
una assunzione comune è trascurare gli effetti inerziali delle ali sulla
dinamica globale del corpo. A giustificare questa ipotesi la grande dif-
ferenza tra massa alare e massa del corpo con la conseguente possibi-
lità di trascurare gli effetti multi-corpo. Si giunge così ad equazioni di
governo longitudinali analoghe a quelle di veivoli convenzionali. Ciò
nonostante, il flapping genera carichi aerodinamici instazionari che
conducono ad un modello dinamico tempo-variante, la cui natura si
scosta dalla dinamica del volo classica. In condizione di hovering non
si ha quindi un punto fisso di equilibrio, bensì un’orbita periodica di
equilibro.

Trascurando gli effetti inerziali delle ali, la dinamica del volo di
un MAV ad ala battente può essere rappresentata tramite un sistema
periodico non lineare, in inglese NLTP. L’analisi di stabilità di un si-
stema di questo genere (e riferendosi alla configurazione di hovering)
è generalmente condotta scegliendo uno dei due approcci rappresen-
tati schematicamente in Fig. 27. Nel primo approccio si procede me-
diando nel tempo in modo da ottenere un sistema non lineare tempo-
invariante (NLTI) con un punto singolo di equilibrio. Per frequenze di
battito sufficientemente elevate, il teorema della media garantisce che
la stabilità esponenziale del punto fisso soluzione del sistema NLTI
implichi che la corrispondente orbita periodica del problema origi-
nale NLTP sia anch’essa esponenzialmente stabile. Per determinare
la stabilità del punto fisso basta linearizzare il sistema NLTI ottenen-
do così un modello lineare e tempo-invariante (LTI) e conducendo
successivamente uno studio degli autovalori.

Un via meno comune ma comunque utilizzata ([24, 42, 51]) consiste
nel trovare la soluzione periodica del sistema NLTP attraverso approc-
cio numerico. Linearizzando attorno a questa soluzione si ottiene un
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sistema lineare periodico (LTP) la cui stabilità può essere esaminata
tramite la teoria di Floquet.

La condizione di hovering richiede solitamente frequenze di batti-
to relativamente elevate se comparate con il volo in avanti. Come già
riferito, la dinamica di un MAV in hovering vede due scale di tempo
differenti: quella veloce delle ali e quella più lenta riferita al movi-
mento del corpo. Se il rapporto tra le due scale è sufficientemente
grande, il primo approccio di Fig. 27 (media temporale) risulta in-
tuitivamente giustificabile e quindi adatto ad analisi di stabilità. Un
grande vantaggio del secondo approccio invece è la sua validità an-
che per problemi con scale simili. D’altro canto, l’applicazione della
teoria di Floquet è applicabile soltanto se si ha a disposizione la ma-
trice fondamentale soluzione del sistema LTP, la cui stima non è facile
nella pratica: trovare l’orbita periodica attorno la quale ricavare la so-
luzione della matrice fondamentale richiede tipicamente l’utilizzo di
metodi numerici.

Riassumendo, sebbene il secondo approccio (Floquet) non abbia li-
mitazioni sulla natura del sistema periodico sotto analisi, l’inevitabile
necessità di un’implementazione numerica preclude la possibilità di
analizzare il comportamento dinamico del sistema a livello analitico.
Allo stesso tempo, seppur il teorema della media consenta una trat-
tazione analitica, la sua applicazione a problemi privi di una netta
separazione di scale temporali rende i risultati discutibili. La via scel-
ta per condurre l’analisi di stabilità nel presente lavoro è la seconda.
Parte del primo approccio verrà comunque usato nel capitolo 8 per
ottenere il sistema lineare tempo-invariante LTI sul quale progettare
il sistema di controllo.

7.2 optimized shooting method

Avendo deciso di affrontare lo studio di stabilità attraverso il secon-
do approccio di Fig. 27, il primo passo è quello di catturare l’orbita
periodica del MAV che assicuri l’hovering.

NLTP OSM−−−−−→ orbita periodica lineariz.−−−−−−→ LTP
Floquet
−−−−−−→ stabilità

Come già detto, la scelta effettuata implica l’utilizzo di metodi nu-
merici. L’Optimized Shooting Method (OSM) qui adoperato è un me-
todo numerico proposto da Botha e Dednam [11] il quale mira alla
ricerca delle soluzioni periodiche di sistemi non lineari sia staziona-
ri che instazionari. Il metodo è basato principalmente sull’algoritmo
di Levenberg-Marquardt (LMA), uno schema di ottimizzazione ai mi-
nimi quadrati per problemi non lineari. Per spiegare brevemente il
funzionamento, si suppone che si voglia adattare la soluzione otte-
nuta ad una funzione desiderata ŷ(t; p) per un set particolare di m
valori (ti, yi). La variabile indipendente è t mentre p è un vettore di
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Figura 27: Approcci differenti per analizzare la stabilità di sistemi NLTP
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n parametri di sistema. La risoluzione di questo problema richiede
la minimizzazione della somma pesata degli scarti quadrati tra i dati
misurati e la funzione desiderata, ossia

χ2(p) =
1

2

m∑
i=1

[
y(ti) − ỹ(ti; p))

wi

]2
(79)

con wi peso i-esimo. Tradizionalmente si utilizzando due metodi dif-
ferenti per ottenere il minimo: il metodo di discesa del gradiente e
il metodo Gauss-Newton. L’algoritmo LMA aggiorna i parametri di
sistema in modo adattivo, scegliendo la direzione di ricerca facendo
uso incrociato di entrambi i metodi sopracitati. Se si è molto distanti
dal minimo della funzione, il metodo di discesa del gradiente entra in
gioco per garantire un avvicinamento veloce alla soluzione. All’avvi-
cinarsi della soluzione al minimo, l’algoritmo LMA prediligerà auto-
maticamente il metodo di Gauss-Newton per il quale la convergenza
è più rapida. Riferendosi al caso sotto analisi, l’idea principale è la
minimizzazione di un vettore di residui valutato su istanti di tempo
ad un ciclo gli uni dagli altri.

Considerando infatti un sistema dinamico non lineare

ẋ = f(x,α, t) (80)

con x, f ∈ Rn eα vettore di parametri di sistemaα = (α1, α2, . . . , αn),
il sistema si definisce periodico se

x(t) = x(t+ T) ∀ t > 0 (81)

dove T è il periodo (T > 0). Il metodo OSM può essere applicato
ad ogni sistema esprimibile nella forma (80). Le condizioni al con-
torno sul periodo possono essere semplificate introducendo i tempo
adimensionale τ, tramite il quale il sistema diventa

ẋ = T f(x,α, Tτ) (82)

τ = 1 indica quindi un periodo completo. Nella pratica esistono vie
differenti per definire il vettore dei residui: queste dipenderanno dalle
quantità (condizioni iniziali e parametri) da ottimizzare. Il residuo
qui utilizzato è nella seguente forma

R =
[
x(1) − x(0), x(1+∆τ) − x(∆τ),

. . . , x(1+ (p− 1)∆τ) − x((p− 1)∆τ)
] (83)

con ∆τ step di integrazione fissato a ∆τ = 2−10 in analogia con il
lavoro di Botha. Il numero naturale p nella formulazione del residuo
è un requisito dell’algoritmo LMA e deve essere scelto tale da ren-
dere il numero delle componenti di R maggiore o al più uguale al
numero di quantità da ottimizzare. Il principale obbiettivo è quindi
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Tabella 7: Guess iniziali fornite al problema di ottimizzazione

C.I. guess

û0 0.1
ŵ0 1.01
q̂0 −0.4 · π180
θ0 −0.4 · π180

Parametri guess

Φ 46◦

αd 31◦

αu 33◦

minimizzare il vettore dei residui così da ottenere quei parametri e
condizioni iniziali che pongono il sistema non lineare in equilibrio
(R = 0 fornisce la soluzione periodica).

risultati Essendo interessati a catturare l’orbita periodica che ga-
rantisca l’hovering bisogna assicurarsi che le velocità medie del centro
di gravità (velocità verticale e orizzontale) siano nulle. Si è scelto quin-
di di introdurre due nuovi stati x, h riferiti alla posizione longitudi-
nale del MAV vista da un osservatore esterno. I due stati partecipano
quindi alla simulazione temporale e sono calcolabili attraverso

ẋ = u cos θ+w sin θ

ḣ = u sin θ−w cos θ
(84)

Dal punto di vista della cinematica, l’introduzione del flapping
asimmetrico (ηdownstroke 6= ηupstroke) offre un grado di libertà in più
utile per ottenere i risultati ricercati. Vincolando la frequenza di bat-
tito a f = 45Hz, i parametri e condizioni iniziali scelti da ottimizzare
sono le quattro variabili di stato iniziali χ0 = (u0, w0, q0, θ0), l’am-
piezza di battito Φ e i due angoli cinematici imposti αd, αu ossia η
per le condizioni di downstroke/upstroke rispettivamente. I valori
assegnati come guess iniziali sono riportati in Tab. 7 all’interno della
quale le tre velocità sono adimensionalizzate attraverso le grandezze
caratteristiche R, T del problema sotto analisi

û = u · T
R

ŵ = w · T
R

q̂ = q · T (85)

Il vettore R è invece costituito dai valori residui delle quattro va-
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Tabella 8: Risultati del problema di ottimizzazione

C.I. valore esatto

û0 0.034438
ŵ0 0.013272
q̂0 −0.91558 · π180
θ0 −4.8448 · π180

Parametri valore esatto

Φ 79.8201◦

αd 27.9731◦

αu 34.8473◦

riabili di stato e dei due stati virtuali x, h, calcolati su sei istanti di
tempo differenti (p = 6). La sua forma completa è

R =



û(1) − û(0)

û(1+∆τ) − û(∆τ)
...

û(1+ 5∆τ) − û(5∆τ)

ŵ(1) − ŵ(0)

ŵ(1+∆τ) − ŵ(∆τ)
...

ŵ(1+ 5∆τ) − ŵ(5∆τ)

q̂(1) − q̂(0)

q̂(1+∆τ) − q̂(∆τ)
...

q̂(1+ 5∆τ) − q̂(5∆τ)

θ(1) − θ(0)

θ(1+∆τ) − θ(∆τ)
...

θ(1+ 5∆τ) − θ(5∆τ)

x(1) − x(0)

x(1+∆τ) − x(∆τ)
...

x(1+ 5∆τ) − x(5∆τ)

h(1) − h(0)

h(1+∆τ) − h(∆τ)
...

h(1+ 5∆τ) − h(5∆τ)



(86)
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Figura 28: Orbita periodica nello spazio degli stati tridimensionale

L’algoritmo di ottimizzazione minimizza la variazione di questi sei
stati in modo da trovare le sette grandezze (u0, w0, q0, θ0, Φ, αd, αu)

che garantiscono la condizione di hovering. I risultati sono raccolti in
Tab. 8. Per il caso in analisi quindi l’ampiezza di flapping che garan-
tisce l’orbita periodica in hovering è Φ = 79.8201◦ mentre l’angolo
imposto all’ala nel movimento di ritorno deve essere maggiore di
quello di andata.

Lanciando la simulazione completa partendo dalle nuove condizio-
ni al contorno e con i parametri corretti, si ottiene l’orbita periodica
raffigurata in Fig. 28 nel spazio degli stati (u,w, q). In Fig. 29 e 30

sono mostrati gli andamenti degli stati nel tempo adimensionale τ.
Come si può notare, l’utilizzo dei valori uscenti dall’ottimizzazione
rende perfettamente periodico l’andamento di ogni stato: in particola-
re gli stati virtuali x, h partono da una posizione e ritornano al punto
di partenza per τ = 1, ossia t = T . La traiettoria dell’orbita periodica
è presentata in Fig. 30c. É fondamentale sottolineare come l’orbita di
equilibrio trovata sia valida soltanto per un ciclo: la forte non-linearità
del problema scosterebbe i risultati calcolati sui cicli successivi.

7.3 linearizzazione e teoria di floquet

Una volta ottenuti i parametri e C.I. che garantiscono la soluzione
periodica, si procede con la linearizzazione del sistema per poter suc-
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Figura 29: Variabili di stato per un ciclo di simulazione calcolate partendo
dalle quantità ottimizzate
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Figura 30: Posizioni singole nel tempo e traiettoria del MAV per un ciclo di
simulazione
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cessivamente applicare la teoria di Floquet e compiere l’analisi di
stabilità.

NLTP OSM−−−−−→ orbita periodica lineariz.−−−−−−→ LTP
Floquet
−−−−−−→ stabilità

Partiti dal sistema NLTP del tipo ẋ = f(x, t) si è trovata la soluzione
di equilibrio periodico x̃(t) tale che ˙̃x = f(x̃(t), t). Considerando la
variazione ∆x = x− x̃, si linearizza attorno alla soluzione di equilibrio

∆ẋ = ẋ− ˙̃x = f(x̃(t) +∆x, t) − f(x̃(t), t) =

=����f(x̃, t) +
∂f

∂x

∣∣∣∣
x=x̃

∆x−����f(x̃, t) =

=

[
∂f

∂x
(x = x̃(t), t)

]
︸ ︷︷ ︸

[Ã(t)]

∆x

(87)

utilizzando un’espansione di Taylor troncata al primo ordine. Si ottie-
ne così il sistema lineare periodico LTP nella forma

∆ẋ = [Ã(t)]∆x (88)

con [Ã(t)] matrice quadrata periodica di periodo T , ossia [Ã(t)] =

[Ã(t+ T)]. La teoria di Floquet [32] richiede di risolvere sistema LTP
(88) in modo da ottenere la matrice transizione di stato

[
Φ(t, t0)

]
, la

quale lega la soluzione generica a quella riferita ad un tempo iniziale
t0

∆x(t) =
[
Φ(t, t0)

]
∆x0 (89)

Ogni colonna della matrice transizione di stato rappresenta una solu-
zione linearmente indipendente del sistema (88), ossia[

Φ̇(t, t0)
]
= [Ã(t)]

[
Φ(t, t0)

]
(90)

L’analisi di stabilità dell’orbita periodica è condotta studiando i mol-
tiplicatori di Floquet, ossia gli autovalori della matrice transizione di
stato calcolata sul singolo periodo. Questa nuova matrice è chiamata
matrice di monodromia ed è quindi definita come

[M] =
[
Φ(T, 0)

]
(91)

Chiamando Λs gli gli autovalori di [M], il sistema sistema (88) è
stabile se il modulo dei moltiplicatori è minore dell’unità

|Λs| < 1 (s = 1, 2, . . . , n) (92)

Nella presente trattazione linearizzazione e costruzione della ma-
trice di monodromia sono eseguite numericamente. Più nello speci-
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fico, invece di linearizzare e poi integrare il problema su un ciclo
si è presa la direzione opposta: la linearizzazione è stata effettuata
per differenze finite attorno alla soluzione di equilibrio già integrata
sul periodo. La matrice di monodromia è quindi calcolata numeri-
camente linearizzando per differenze finite, facendo riferimento alla
forma

∂f

∂x

∣∣∣∣T
x̃

=
φfT (x̃+ ε) −φ

f
T (x̃)

ε
(93)

dove la generica funzione di flusso φfT (ψ0) indica la soluzione del
sistema sopra il singolo periodo T dovuta alle condizioni iniziali ψ0.
La soluzione attorno la quale si linearizza è quella definita dalle con-
dizioni iniziali x̃ = χ0 = (u0, w0, q0, θ0) provenienti dal metodo di
ottimizzazione.

Basandosi sulla (93), si conducono le differenze finite attorno ogni
componente del vettore degli stati χ0, potendo così definire le singole
colonne della matrice [M]:

M(1) =
φfT (u0 + ε,w0, q0, θ0) −φ

f
T (χ0)

ε

M(2) =
φfT (u0, w0 + ε, q0, θ0) −φ

f
T (χ0)

ε

M(3) =
φfT (u0, w0, q0 + ε, θ0) −φ

f
T (χ0)

ε

M(4) =
φfT (u0, w0, q0, θ0 + ε) −φ

f
T (χ0)

ε

(94)

La matrice completa sarà quindi

[M] =
[
M(1)

∣∣ M(2)

∣∣ M(3)

∣∣ M(4)

]
(95)

7.4 analisi di stabilità

In sezione 7.3 si è visto come costruire numericamente la matrice di
mondodromia [M] tramite integrazione e linearizzazione. Le differen-
ze finite sono state condotte utilizzando un incremento infinitesimo
ε = 10−2. Seguono autovalori e rispettivi autovettori di [M]:
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Figura 31: Moltiplicatori di Floquet nel piano complesso. Il sistema è insta-
bile qualora almeno uno degli autovalori è sia fuori dal cerchio
unitario
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Si ricorda come il criterio di stabilità si basi sul modulo degli auto-

valori, il quale deve essere inferiore dell’unità. I primi due autovalori
(in rosso) sono quindi instabili e dettano l’instabilità del sistema glo-
bale. Si può vedere dai rispettivi autovettori come l’instabilità sia prin-
cipalmente dovuta all’ultimo termine, il quale è associato all’angolo
di beccheggio θ. Questo risultato era prevedibile in quanto in sezione
6.2 si era visto come θ diminuisse quasi linearmente nel tempo senza
quindi assumere un andamento periodico stabile.

I moltiplicatori di Floquet possono essere rappresentati nel piano
complesso (Fig. 31) insieme alla circonferenza di raggio unitario per
consentire un rapido confronto visivo.
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C O N T R O L L O

Una volta provata l’instabilità della condizione di equilibrio in ho-
vering, si procede con il design del sistema di controllo. Dopo aver
definito gli ingessi attraverso i quali agire sul sistema e la tipologia di
controllore desiderato, si farà in modo di ottenere il problema lineare
tempo-invariante LTI sul quale operare in fase di progetto. Una volta
ottenuti risultati soddisfacenti si applicherà lo stesso controllore sul
sistema reale NLTP.

8.1 modus operandi

Si vuole progettare un sistema di controllo per il MAV sotto analisi ta-
le da garantire il ritorno all’orbita periodica di hovering qualora il cor-
po si trovi al di fuori di essa a causa di disturbi o di instabilità propria.
Essendo il problema di natura non lineare e instazionaria, il progetto
del controllo verrà eseguito sul sistema lineare tempo-invariante as-
sociato al problema reale: soltanto quando la risposta del sistema LTI
sarà soddisfacente il design scelto potrà essere applicato al proble-
ma originale, garantendo così il ritorno del MAV alla configurazione
desiderata.

Riferendosi alla formulazione classica dei sistemi dinamici, il pro-
blema linearizzato è scritto come

ẋ = Ax + Bu (96)

con x,u vettori degli stati e ingressi, e A,B matrici che legano rispetti-
vamente stati e ingressi alla dinamica del sistema. É necessario quindi
scegliere le quantità in ingresso tramite le quali operare il controllo.
Le grandezze imposte dall’esterno che consentono il volo del MAV
sono generalmente quelle che definisco il movimento dell’ala: angolo
meccanico di incidenza η e l’ampiezza di battito finora indicata con
Φ. Un ulteriore ingresso al sistema è il già descritto angolo β che indi-
ca il movimento dell’ala fuori dal piano orizzontale. Queste elencate
sono le grandezze che consentono di interagire in modo diretto con
la dinamica del sistema. Basandosi sui risultati ottenuti in sezione 6 i
quali mostravano il MAV in caduta con un angolo di beccheggio de-
crescente nel tempo, si è scelto di progettare il controllo agendo sul
movimento di flappeggio dell’ala dettato da ϕ. Partendo dalla legge
armonica precedentemente utilizzata ϕ(t) = −Φ cos(ωt), l’aggiunta
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Figura 32: Rappresentazione schematica del sistema di feedback in anello
chiuso

di un termine di offset φ0 porta ad una nuova definizione dell’angolo
di flapping

ϕ(t) = φ0 −Φ cos(ωt) (97)

L’angolo di offset φ0 (fino ad ora considerato nullo) indica geome-
tricamente la posizione dalla quale l’ala inizia il suo movimento di
flappeggio. La nuova legge (97) dispone di due termini tramite i qua-
li è possibile agire direttamente sulla dinamica del sistema: l’ango-
lo Φ infatti influenza la magnitudine del carico aerodinamico men-
tre φ0 modifica la posizione del carico totale risultante lungo l’asse
longitudinale del MAV.

L’assetto di volo desiderato è quindi ottenibile regolando in tempo
reale i valori di questi due angoli: si ha

u =

(
∆Φ

∆φ0

)
(98)

Il sistema di controllo è progettato per assegnazione dei poli (sezio-
ne 8.2) e si basa su un feedback del vettore degli stati completo. Gli
ingressi saranno quindi esprimibili attraverso gli stati come u = −Kx,
con K matrice di pesi proveniente dal controllo. Il sistema dinamico
finale in anello chiuso sarà

ẋ = (A −KB)︸ ︷︷ ︸
Acl

x (99)

dove il pedice “cl” è riferito a closed loop. Il sistema di feedback è rap-
presentato schematicamente in Fig. 32: il termine xref indica il vettore
degli stati di riferimento desiderati.

8.2 sistema lti

In questa sezione è mostrato come ottenere il sistema LTI (96) equiva-
lente partendo dal sistema originale non-lineare tempo-invariante. Si
descriverà infine la tipologia di controllore scelta.

La procedura operativa che conduce al sistema lineare stazionario
coincide formalmente con il primo percorso che si era proposto in



8.2 sistema lti 77

Fig. 27. Il teorema della media converte il sistema NLTP in un sistema
autonomo non-lineare per il quale l’orbita periodica di equilibrio si
riduce ad un punto fisso proprio del sistema mediato. Linearizzare
attorno a questa posizione conduce al sistema LTI desiderato, dal
quale si può effettuare analisi di stabilità e design del controllo.

Il generico sistema dinamico non-autonomo è rappresentato come

χ̇ = ε f(χ, t) (100)

Facendo riferimento a Khalil [22], se f è T -periodica in t, il sistema
dinamico mediato proveniente da (100) è scritto come

χ̇ = ε f(χ) (101)

con f(χ) = 1
T

∫T
0 (χ, τ)dτ. Il teorema della media sostiene che per ε

sufficientemente piccoli la stabilità esponenziale del sistema mediato
garantisce anche quella del sistema periodico originale. Introducendo
la nuova variabile temporale τ = ωt con ω frequenza di flapping, è
facilmente dimostrabile come ε sia inversamente proporzionale a ω
rendendo così il teorema della media uno strumento valido soltanto
per problemi con grande separazione delle scale temporali. Essendo
però costretti ad intraprendere questa via con il fine di progettare il
controllo, si è trascurata la condizione di frequenze di battito elevate.
Fortunatamente, come si vedrà in seguito, l’analisi di stabilità del si-
stema LTI fornisce risultati analoghi a quelli ottenuti intraprendendo
l’altra strada (teoria di Floquet).

Nella presente trattazione si è considerato come punto fisso di equi-
librio la media temporale dell’orbita periodica proveniente dal pro-
blema di ottimizzazione OSM presentato in sezione 7.2. Partendo dai
risultati mostrati in Fig. 29 e mediando sopra il periodo T si è otte-
nuto il vettore χ contenente le variabili di stato al punto di equilibrio

χ =


u

w

q

θ

 =


0.002 m/s

0.0002 m/s

0.04 ◦/s

4.77 ◦

 '

0 m/s

0 m/s

0 ◦/s

4.77 ◦

 (102)

i cui valori numerici di velocità e velocità angolare sono intuitivi. L’ob-
biettivo è quindi costruire il sistema tempo-invariante linearizzato at-
torno a χ sul quale progettare il controllo. Richiamando i concetti
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espressi in sezione 8.1 e inserendo per comodità gli stati virtuali x, h
nel vettore delle variabili di stato, la struttura finale sarà



∆u̇

∆ẇ

∆q̇

∆θ̇

∆ẋ

∆ḣ


=

A︷ ︸︸ ︷

Xu Xw Xq −g cos θ 0 0

Zu Zw Zq −g sin θ 0 0

Mu Mw Mq 0 0 0

0 0 1 0 0 0

cos θ sin θ 0 0 0 0

sin θ − cos θ 0 0 0 0





∆u

∆w

∆q

∆θ

∆x

∆h


+

+



XΦ Xφ0

ZΦ Zφ0

MΦ Mφ0

0 0

0 0

0 0


︸ ︷︷ ︸

B

(
∆Φ

∆φ0

)
(103)

dove ∆ indica la perturbazione dalla posizione di equilibrio. Per quan-
to riguarda il vettore di ingressi u, i termini ∆Φ,∆φ0 indicano la va-
riazione esercitata dal controllo sui valori cinematici di equilibrio per
i quali si era ottenuta l’orbita periodica in hovering, ossia

Φ = 79.8201◦ φ0 = 0
◦

Ad ogni ciclo di battito i parametri cinematici precedentemente ot-
tenuti sono “corretti” con le quantità ∆Φ,∆φ0 modificando così il
movimento dell’ala

ϕ(t) = φ0 +∆φ0︸ ︷︷ ︸
φ0

−
(
Φ+∆Φ

)︸ ︷︷ ︸
Φ

cosωt (104)

Le derivate di stabilità mediate sul periodo T che compongono la
matrice A insieme alle sei componenti non-nulle di B sono approssi-
mate per differenze finite. Ad esempio, Xu è calcolata come

Xu =
1

m

∂X

∂u
con

∂X

∂u
=
X
(u)

−X
(eq)

εu∗

dovem, ε, u∗ sono rispettivamente massa totale del veivolo, incremen-
to infinitesimo e velocità di riferimento adimensionalizzata u∗ = R

T .

La quantità X(eq) indica il carico orizzontale nel sistema assi-corpo
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X[b] ottenuto risolvendo il problema nella condizione di equilibrio
(χ, ∆Φ = ∆φ0 = 0) e mediato nel tempo sopra il periodo

X
(eq)

=
1

T

∫T
0

X[b](t)dt (χ, ∆Φ = ∆φ0 = 0) (105)

Il termine X(u) è ottenuto anch’esso tramite media temporale: questa
volta però il carico X[b] proviene dalla simulazione in cui si è perturba-
to lo stato u di una quantità εu∗ attorno alla condizione di equilibrio

X
(u)

=
1

T

∫T
0

X[b](t)dt (u = εu∗, ∆Φ = ∆φ0 = 0) (106)

Allo stesso modo si possono ottenere Zu e Mu:

Zu =
1

m

Z
(u)

−Z
(eq)

εu∗
Mu =

1

Iy

My
(u)

−My
(eq)

εu∗

Perturbando singolarmente tutti gli stati si possono così approssi-
mare le derivate di stabilità che compongo A. I termini −g cos θ e
−g sin θ provengono dalla semplice linearizzazione dei contributi gra-
vitazionali (Eq. (54)).

Le componenti di B sono stimate analogamente alla derivate di
stabilità: i carichi necessari per la linearizzazione provengono dalla
simulazione effettuata attorno al punto di equilibrio χ, perturbando
volta per volta gli angoli cinematici di una quantità εΦ.

8.3 assegnazione dei poli

In sezione 8.2 si è mostrata la procedura per ottenere il sistema LTI
partendo dal sistema originale non lineare tempo-variante. La matrice
A è quindi costruita per il caso in analisi. Seguono gli autovalori con
rispettivi autovettori:

1.7724+ 3.4371i 1.7724− 3.4371i − 4.1898 − 0.3173

0.2533+ 0.4409i

0.0290+ 0.0358i

0.8226

0.0975− 0.1891i

−0.0007+ 0.0019i

0.1319− 0.0062i





0.2533− 0.4409i

0.0290− 0.0358i

0.8226

0.0975+ 0.1891i

−0.0007− 0.0019i

0.1319+ 0.0062i





−0.5139

−0.0366

0.8250

−0.1969

0.0015

0.1230





0.0817

0.2912

0.0005

−0.0017

0.8931

−0.3329


La condizione di stabilità è dettata dalla parte reale degli autova-

lori. In rosso sono evidenziati gli autovalori con parte reale positiva,
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Figura 33: Confronto degli autovalori ottenuti attraverso i due approcci di
Fig. 27

quindi instabili. In analogia con i risultati ottenuti nel capitolo 7, l’in-
stabilità è principalmente dovuta al movimento di beccheggio. Gli
autovettori sono composti da sei elementi in quanto si erano inseriti
nella matrice del sistema anche gli stati virtuali x, h: i due autova-
lori aggiuntivi provenienti da quest’ultimi non sono riportati poiché
irrilevanti.

Non avendo imposto nessuna condizione sulla separazione delle
scale temporali ci si aspetta che gli autovalori del sistema LTI asso-
ciato siano diversi (e meno corretti) di quelli ottenuti in sezione 7.4
attraverso la teoria di Floquet. Il confronto tra i risultati provenienti
dai due approcci differenti può essere condotto attraverso la relazione

z = eTs (107)

la quale lega gli autovalori nel dominio di analisi di Floquet z a quelli
nel dominio di Laplace s. Prendendo come risultato di riferimento
corretto quello ottenuto tramite Floquet, si può vedere in Fig. 33 come
l’analisi di stabilità condotta sul sistema LTI porti a risultati pressoché
analoghi e quindi validi.

Il controllo è quindi effettuato sul sistema lineare tempo-invariante
tramite semplice retroazione del vettore degli stati. Nel caso in cui le
misure di quest’ultimo siano disponibili, l’ingresso di controllo può
essere generato ad ogni step temporale moltiplicando i valori dello
stato per il guadagno statico K, ottenendo la forma già vista (99). Es-
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sendo il sistema (A,B) raggiungibile, gli autovalori di Acl = A −KB
possono essere imposti arbitrariamente in modo da garantire la stabi-
lità del sistema controllato: si è scelto quindi di progettare il controllo
per assegnazione dei poli. Dato il sistema generico (96) e un vettore
p contenente gli autovalori del sistema ad anello chiuso desiderati,
il comando place di Matlab® calcola la matrice di guadagni K tale
che la retroazione degli stati u = −Kx posizioni i poli del sistema
controllato esattamente in p. Gli autovalori di Acl saranno quindi le
componenti di p.

Essendo il sistema del sesto ordine, l’assegnazione dei valori de-
siderati è stata effettuata senza un criterio teorico particolare. Si è
deciso di prendere come posizioni di riferimento gli autovalori prove-
nienti da un sistema del secondo ordine con tempo di assestamento
Ts = 9T e coefficiente di smorzamento ζ = 0.9, con l’aggiunta di altri
quattro valori crescenti in modulo. Si è quindi simulata la risposta
temporale del relativo sistema lineare controllato per input nulli e
condizioni iniziali diverse da quelle di equilibrio χ. Essendo lo scopo
quello di progettare il controllo sul sistema LTI per applicarlo suc-
cessivamente al sistema originale, è di fondamentale importanza ot-
tenere un buon comportamento del sistema LTI controllato: data la
natura non lineare e fortemente instazionaria del problema originale,
il controllore progettato sarà efficace soltanto se ben funzionante sul
sistema LTI associato. In luce di ciò, si sono modificate manualmen-
te le componenti di p finché non si è trovata la giusta combinazione
di valori che desse una buona risposta temporale del sistema LTI
controllato.

In seguito a numerosi tentativi, i valori scelti da assegnare ai poli
sono i seguenti

p =



−10+ 4.8432i

−10− 4.8432i

−12

−14

−16

−18


e sono confrontati in Fig. 34 con gli autovalori del sistema non control-
lato. La matrice di guadagni che consente la collocazione desiderata
è

K =

[
5.0393 −1.5723 0.0826 −1.9970 13.4178 29.4218

−2.3729 −0.1719 0.0850 2.6534 0.3626 −7.7854

]

Ad ogni step temporale la retroazione dello stato muove la dina-
mica del sistema verso gli autovalori imposti attraverso K. La simu-
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Figura 34: Confronto tra gli autovalori del sistema LTI con e senza
controllore

lazione temporale eseguita sul sistema lineare è quindi lo strumento
di perfezionamento utilizzato per il design del controllore. Fig. 35-37

mostrano i risultati della simulazione su 50 cicli per input nulli e set
di condizioni iniziali x0 = [0 0.1 0 5· π180 0 0].

Come si può vedere in Fig. 35 e 36 le variazioni degli stati dalla con-
dizione di equilibrio (ossia χ e x = h = 0) vanno tutte a zero entro i
primi 40 cicli, in seguito a transitori in cui le ampiezze di oscillazione
sono accettabilmente contenute. Fig. 37 mostra invece l’andamento
degli angoli cinematici Φ,φ0 uscenti dal sistema di controllo: questi
vengono modificati ad ogni ciclo in modo da contrastare lo scosta-
mento degli stati dalla condizione di equilibrio fino ad assestarsi su
due valori costanti una volta eliminata la perturbazione. In giallo so-
no tracciate le rette passanti per i valori all’equilibrio, ossia i valori
per cui si ha hovering (Φ = 79.8201◦ , φ0 = 0).

8.4 risultati

Una volta ottenuti risultati soddisfacenti per il sistema lineare sta-
zionario LTI si può procedere applicando il controllore progettato al
sistema originale NLTP. Nella pratica, essendo la natura del proble-
ma differente, è necessario adattare la retroazione degli stati ad un
sistema non più tempo-invariante, bensì periodico.
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Figura 35: Perturbazione degli stati nel tempo per il sistema LTI
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Figura 37: Andamento degli angoli cinematici imposti dal controllo per il
sistema LTI

Richiamando la scrittura u = −Kx, le variazioni degli angoli di
controllo sono scritte in forma esplicita come

∆Φ = −K11∆u−K12∆w−K13∆q−K14∆θ−K15∆x−K16∆h

∆φ0 = −K21∆u−K22∆w−K23∆q−K24∆θ−K25∆x−K26∆h

(108)

con Kij componenti della matrice dei guadagni ottenuta in sezione
8.3. Sfruttando i valori numerici della condizione di equilibrio (102),
la scrittura può essere alleggerita nella seguente forma

∆Φ = −K11u−K12w−K13q−K14(θ− θ) −K15x−K16h

∆φ0 = −K21u−K22w−K23q−K24(θ− θ) −K25x−K26h
(109)

É importante evidenziare come gli ingressi ∆Φ,∆φ0 varino da ciclo
a ciclo ma siano costanti all’interno di ognuno di essi: la cinematica
infatti è modificata soltanto al termine di ogni periodo. Diversamente,
le variabili di stato u,w, q, θ, x, h dipendono puntualmente dal tem-
po cambiando istante per istante. In luce di ciò, le equazioni (109)
non risultano valide per il problema e vanno modificate in modo da
far combaciare le scale temporali. Il codice numerico è stato quindi
implementato in modo che al termine di ogni ciclo di battito siano
calcolate le medie temporali degli stati sul singolo periodo: il con-
fronto di queste quantità con la condizione di equilibrio del sistema
LTI (χ) detta quindi la retroazione attraverso la matrice K, definendo
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correttamente la cinematica per il ciclo di battito successivo. Per un
numero totale N di cicli si ha quindi

∆Φi+1 = −K11ũi −K12w̃i −K13q̃i −K14(θ̃i − θ) −K15x̃i −K16h̃i

∆φ0,i+1 = −K21ũi −K22w̃i −K23q̃i −K24(θ̃i − θ) −K25x̃i −K26h̃i

(110)

con i = 1, 2, . . . , N e usando il segno ·̃ per riferirsi alle quantità
mediate nel tempo.

La simulazione è stata effettuata per un totale di 140 cicli in mo-
do da lasciare al sistema di controllo il tempo sufficiente per agire.
Seguono i risultati.

In Fig. 38 è rappresentata la risposta temporale del sistema NLTP
in seguito all’applicazione del controllore progettato: come si può no-
tare, a differenza dei risultati di sezione 6.2 l’andamento delle varia-
bili di stato nel tempo non diverge, bensì assume un comportamento
periodico stabile a partire dal quarantesimo ciclo. Questo significa
che in circa 0.9 secondi il sistema di controllo riesce a stabilizzare la
dinamica longitudinale, consentendo al MAV di immettersi nella con-
figurazione di hovering. Essendo il problema sotto analisi instabile
di natura propria non si sono introdotti ulteriori disturbi: si è quindi
lanciata la simulazione semplicemente partendo da condizioni inizia-
li nulle. La risposta ottenuta ricorda un sistema del secondo ordine,
oscillando nel transitorio iniziale per poi muoversi verso la soluzione
a regime. Il transitorio non è caratterizzato da bruschi overshooting:
i picchi massimi sono decisamente contenuti, definendo così una ri-
sposta dinamica soddisfacente. In Fig. 38b è presentata una porzione
ingrandita della simulazione per un intervallo temporale ristretto. Si
nota come gli stati siano caratterizzati da andamenti armonici con
oscillazioni anche su scale temporali più veloci. Le tre velocità hanno
media pressoché nulla, mentre l’angolo di beccheggio θ si assesta su
un valore medio positivo di 9.94◦. Si ricorda che u,w, q sono espresse
nel sistema di riferimento assi-corpo, quindi i loro valori medi non de-
vono essere necessariamente nulli affinché la condizione di hovering
sia garantita. Riportando le velocità nel sistema di riferimento inerzia-
le esterno e integrandole successivamente, si ottengono le coordinate
del MAV nel tempo x(t), h(t). Fig. 39a mostra i loro andamenti con
valori espressi in millimetri. A partire dal quarantesimo ciclo sia x che
h mantengono valori costanti in media, implicando così il raggiungi-
mento della configurazione desiderata. Partendo dal punto di origine
di coordinate (0, 0) cerchiato in rosso, il MAV cade spostandosi verso
destra finché viene stabilizzato dal sistema di controllo: la posizione
di hovering raggiunta ha coordinate (24,−41)mm espresse nel frame
di un osservatore esterno.

In Fig. 40-41 è rappresentata la cinematica imposta all’ala. Nella pri-
ma figura è fornita una rappresentazione schematica del movimento
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di beccheggio per una sezione alare generica. Le fasi di downstroke
e upstroke sono distinte attraverso l’uso di colori differenti e si so-
no evidenziate in nero le posizioni del bordo di attacco. Per i cambi
di configurazione si è usato un tratto più sottile. La posizione della
cerniera ad ogni istante di tempo giace invece sulla linea tratteggia-
ta gialla. Si nota come le due fasi principali del movimento abbiano
angoli di incidenza differenti: questo è dovuto alla scelta di utilizza-
re flapping asimmetrico. Più nello specifico, gli angoli utilizzati nella
simulazione sono chiaramente quelli forniti dal metodo di ottimizza-
zione in sezione 7.2 (αd = 27.9731◦, αu = 34.8473◦) per i quali l’orbita
periodica è garantita. Fig. 41 mostra invece i valori di Φ e φ0 impo-
sti dal sistema di controllo ad ogni ciclo di battito. Si ricorda come
l’angolo di offset φ0 consente al controllore di cambiare la posizione
di applicazione del carico totale aerodinamico lungo l’ala, mentre Φ
ne può aumentare o ridurre l’intensità. Coerentemente coi risultati
precedenti, il quarantesimo ciclo determina l’inizio di un andamento
stabile. Al posto di mantenere un valore costante (risultato ottimale),
entrambi gli angoli imposti oscillano: il sistema di controllo richiede
quindi una continua modifica delle quantità cinematiche per poter
garantire il sostentamento del peso e l’assetto del MAV. Ad ogni mo-
do, tralasciando la fase transitoria, il valore medio dell’ampiezza di
battito che consente l’hovering (Φc = 81.04◦) risulta essere maggiore
dell’ampiezza Φ per la quale si era ottenuta l’orbita periodica di equi-
librio, rappresentata con una linea gialla in Fig. 41. Questo risultato
è in perfetto accordo con i recenti studi di Taha et al. [48],[47] i quali
hanno condotto analisi sulla dinamica di un MAV ad ala rigida senza
però trascurare gli effetti inerziali dovuti alle ali. Rilassando questa
comune ipotesi sono emersi risultati interessanti, tra cui il fatto che
il contributo inerziale medio delle ali non sia nullo: in aggiunta al
meccanismo principale di portanza (aerodinamico) vi sono ulteriori
contributi al carico totale dovuti all’inerzia alare i quali possono ge-
nerare termini di portanza negativa; essi svaniscono per mw = 0 o
CLα = 0. Tramite analisi algebrica delle derivate di stabilità, queste
forze deportanti sono state attribuite all’interazione tra aerodinamica
e dinamica del volo. Una possibile spiegazione è che nel compiere il
movimento di downstroke venga generata una forza inerziale istanta-
nea XI. Questa forza induce sul corpo una velocità negativa uI che a
sua volta conduce ad un carico deportante ZI. In altre parole la velo-
cità dell’ala relativa all’aria ferma nella quale si muove, rilevante per
la determinazione dei carichi aerodinamici, è inferiore alla velocità di
flapping a causa del movimento del corpo in direzione opposta. Un
comportamento analogo si ha nella fase di ritorno. L’effetto finale è
una riduzione del carico totale, in analogia con i risultati ottenuti da
Wu et al. nella loro analisi numerica [17]. Tornando alla presente trat-
tazione, il fatto che il controllore richieda un’ampiezza di flapping
superiore a quella ottenuta dall’analisi di stabilità esprime la necessi-
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ta del MAV di generare più portanza, in accordo con le considerazioni
sopra citate. Il difetto di carico può essere quindi associato all’accop-
piamento aerodinamica-dinamica del volo e ci si aspetta aumenti al
crescere del rapporto tra massa alare e massa del veivolo mw

m .
Avendo a disposizione l’andamento di Φ,φ0 nel tempo e di con-

seguenza la legge oraria (104) che definisce il movimento imposto
all’ala ϕ(t), si può condurre un’analisi quantitativa su momento mec-
canico e potenza richiesti da fornire all’ala una volta raggiunta la
configurazione di hovering. In prima approssimazione il momento
imposto dal controllo può essere scritto come

τϕ(t) = IFϕ̈(t) (111)

e quindi τϕ(t) = |τ| cos(ωt) essendoϕ armonico, con |τ| = IFω
2Φ e IF

inerzia di flappeggio. La formulazione di IF è proposta in Appendice
A.3. Allo stesso modo è definita la potenza richiesta

Pϕ(t) = τϕϕ̇ = |P| cos(ωt) (112)

con |P| = IFω
3Φ2. Gli andamenti di |τ| e |P| nel tempo sono riporta-

ti in Fig. 42. Essendo direttamente dipendenti da Φ la loro forma è
analoga: il momento di controllo oscilla attorno ad un valore medio
|τ| = 13.11Nm mentre la potenza richiesta media è |P| = 5273W. Que-
sti valori sono stati calcolati partendo dal quarantesimo ciclo prima
del quale la configurazione di hovering non è ancora raggiunta.

Infine Fig. 43 mostra l’andamento delle deformazioni alari per la
simulazione completa: in Fig. 43a e 43c sono rappresentate flessione
e torsione dell’ultima stazione in apertura (r = R), posizione per la
quale le deformazioni sono massime. Come ci si può aspettare basan-
dosi sui risultati della dinamica, gli andamenti nel tempo sono nel
complesso uniformi, assumendo una forma periodica a partire dal
ventesimo ciclo circa. Lo spostamento verticale massimo della punta
supera i 10mm; la torsione invece raggiunge i 2◦. Le porzioni ingran-
dite (Fig. 43b 43d) raffigurano w e ϑ una volta raggiunta la configu-
razione di hovering. Le deformazioni crescono entrambe spostandosi
in apertura verso la punta dell’ala. Sia w che ϑ sono nulli in radice
essendo l’incastro della trave associata.

É importante sottolineare come contrariamente ad altri studi effet-
tuati sul volo in hovering ad ala rigida [23, 47] non si sia riusciti a
stabilizzare la dinamica del MAV con un semplice pitch feedback, ossia
attraverso la retroazione del solo angolo di beccheggio θ. Nel proget-
tare il sistema di controllo si è inizialmente scelta una soluzione di
questo tipo senza però ottenere buoni risultati: la risposta del sistema
LTI ha mostrato un decadimento delle perturbazioni eccessivamente
lento e quindi la incapacità di garantire l’hovering nel sistema origina-
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le. Anche l’aggiunta degli stati u,w all’interno della retroazione si è
mostrata poco efficace. Soltanto l’utilizzo del vettore variabili di stato
competo χ ha finalmente fornito i risultati desiderati. Questa soluzio-
ne ovviamente è svantaggiosa dal punto di vista della realizzazione
costruttiva in quanto il MAV dovrà essere dotato di quattro sensori
di misurazione al posto di uno solo (caso pitch feedback).
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(a) Simulazione su 140 cicli di battito
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(b) Porzione ingrandita della simulazione a transitorio esaurito

Figura 38: Risposta nel tempo del sistema originale NLTP dotato di
controllore
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(a) Coordinate del MAV nel sistema di riferimento di un osservatore esterno
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(b) Traiettoria del MAV: in seguito ad un transitorio iniziale, la configurazione di
hovering è raggiunta

Figura 39: Coordinate inerziali e traiettoria del MAV
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Figura 40: Rappresentazione dell’angolo cinematico imposto η per le fasi di
upstroke e downstroke
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Figura 41: Angoli cinematici Φ,φ0 nel tempo imposti dal sistema di
controllo



92 controllo

0 20 40 60 80 100 120 140

cicli

11

12

13

14

15

|
| 
 [
N

m
]

0 20 40 60 80 100 120 140

cicli

4000

5000

6000

7000

|P
| 
 [
W

]

Figura 42: Moduli approssimativi di momento e potenza meccanica da
applicare all’ala richiesti per il caso in esame
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Figura 43: Deformazioni alari di flessione e torsione nel tempo
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C O N C L U S I O N I

Nel presente lavoro si è voluto analizzare un Micro Air Vehicle (MAV)
ad ala battente attorno alla configurazione di hovering. Sotto deter-
minate ipotesi, si sono accoppiate le equazioni di moto del corpo ai
modelli aerodinamico e strutturale in modo da ottenere il comporta-
mento dinamico del MAV. Si è quindi studiata la stabilità e progettato
un sistema di controllo tale da garantire la configurazione desiderata.

Partendo dal modello aerodinamico per ala rigida di Taha et al. si è
fatto in modo che la struttura alare contemplasse anche deformazioni
strutturali. L’interesse rivolto ad ali elastiche è fortemente giustificato
poiché consente di avvicinarsi al volo ad ala battente osservabile in
natura. Spinti da questo obbiettivo, si è deciso di accoppiare il mo-
dello aerodinamico al semplice modello di trave di Eulero-Bernoulli:
ogni sezione alare in apertura è libera di compiere spostamenti rigidi
muovendosi verticalmente e ruotando attorno al proprio asse elasti-
co. Generati da forze e momenti aerodinamici, questi spostamenti
sono descritti nello spazio e nel tempo attraverso espansione modale
finita, previa approssimazione di frequenze e modi propri di vibra-
re essendo l’ala di geometria variabile in apertura. Le deformazioni
in corda non sono contemplate. L’utilizzo di un modello di piastra
avrebbe riprodotto più fedelmente la struttura sotto analisi aggiun-
gendo ulteriori gradi di libertà, complicando però notevolmente lo
studio di stabilità e controllo condotto nella seconda parte della trat-
tazione. Essendo questo l’obbiettivo finale il modello aerodinamico di
Taha et al. si è presentato come un valido strumento in quanto risol-
ve l’aerodinamica con un livello di fedeltà low-to-medium ad un costo
computazionale contenuto, senza perdere la natura instazionaria del
problema e la fenomenologia non-convenzionale propria del flapping
(vortici di bordo d’attacco e portanza rotazionale). Una volta definiti
opportuni sistemi di riferimento e impostata la cinematica alare, si
sono scritte le equazioni di moto del corpo sotto l’azione dei carichi
periodici, esprimendo ogni quantità direttamente in funzione delle
deformazioni e della aerodinamica. I tre modelli aerodinamico, strut-
turale e di dinamica del volo interagiscono contemporaneamente in
un sistema completo tight coupled.

La simulazione è stata eseguita utilizzando i parametri aerodinami-
ci, morfologici e strutturali di un MAV in costruzione nel Dipartimen-
to di Ingegneria Meccanica ed Aerospaziale dell’università University
of California, Irvine (USA). In accordo con i numerosi studi presen-
ti in letteraturai risultati indicano instabilità del volo in hovering: le
variabili di stato che descrivono la dinamica longitudinale del corpo
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non oscillano con media nulla ma anzi divergono all’aumentare del
tempo insieme alle deformazioni strutturali fino a raggiungere valori
di scarso significato fisico.

Nella seconda parte del lavoro ci si è concentrati sull’analisi di stabi-
lità per giustificare i risultati ottenuti. La via intrapresa è stata quella
di risolvere numericamente un problema di ottimizzazione in modo
da trovare la soluzione periodica di equilibrio del sistema non lineare
tempo-variante, attorno la quale linearizzare il problema e adottare
la teoria di Floquet. La ricerca dell’orbita periodica si è rivelata dif-
ficoltosa in quanto fortemente dipendente dalle guess iniziali fornite
all’algoritmo di ottimizzazione: numerosi tentativi sono stati eseguiti
prima di ottenere quei parametri Φ,αd, αu che insieme alle corret-
te condizioni iniziali garantissero la chiusura dell’orbita. Nonostante
ciò, si è scelto questo approccio poiché fornisce la soluzione esatta
senza limitazioni dovute al caso in analisi (nessun vincolo sulle scale
temporali di corpo e ali). L’analisi dei moltiplicatori di Floquet ha mo-
strato instabilità in hovering dovuta all’angolo di beccheggio. Questo
risultato conferma le previsioni ed è in accordo con la letteratura. Di
conseguenza, si è progettato un sistema di controllo per consentire
il raggiungimento dell’assetto desiderato. In fase iniziale si è cercato
di stabilizzare il volo con un semplice pitch feedback attraverso la so-
la ampiezza di battito Φ. Questa scelta però non si è rivelata adatta
in quanto funzionante soltanto sul sistema lineare stazionario LTI as-
sociato e non sul caso originale. Si è quindi preferita una retroazione
del vettore variabili di stato completo con l’aggiunta degli stati virtua-
li x, h (coordinate inerziali) agendo sul sistema non soltanto tramite
Φ ma anche via angolo di offset φ0. La matrice di pesi necessaria per
il feedback è ottenuta tramite assegnazione dei poli nel sistema LTI e
successivamente applicata sul sistema originale. Una volta individua-
ta una valida combinazione di pesi, il controllore progettato si è mo-
strato in grado di condurre il MAV nella configurazione di hovering
partendo da condizioni iniziali al di fuori della propria orbita perio-
dica. Il tempo impiegato è inferiore 1s. Considerando l’assetto di volo
raggiunto, sono infine calcolati in prima approssimazione momento
meccanico e potenza richiesti.

sviluppi futuri I risultati ottenuti nel presente lavoro fanno ri-
ferimento ad uno specifico set di parametri morfologici e strutturali.
Uno spunto decisamente valido per sviluppi futuri sarebbe condurre
uno studio parametrico per analizzare la risposta del sistema. Si è
visto ad esempio come nel caso in analisi l’ala elastica sia meno effi-
ciente di quella rigida: sarebbe interessante trovare la giusta combina-
zione di parametri (in particolare le caratteristiche elastiche) tale per
cui le prestazioni siano incrementate fino a rendere questa configura-
zione vantaggiosa. Per quanto riguarda la parte di stabilità, invece, la
scelta di utilizzare il metodo di Floquet renderebbe la realizzazione
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di uno studio parametrico molto onerosa e in parte futile. L’orbita
periodica di equilibrio è infatti ottenuta con un metodo numerico for-
temente dipendente dalle C.I., il quale darebbe risultati decisamente
differenti al cambiare di un solo parametro. Il sistema di controllo svi-
luppato inoltre non si basa su un criterio universale per l’assegnazio-
ne dei poli. Il confronto tra risultati provenienti da diversi parametri
strutturali avrebbe quindi uno scarso significato fisico.

Come si è già visto nel capitolo 8 anche l’inerzia delle ali è un inte-
ressante oggetto di studi: variare il rapporto tra massa alare e massa
del corpo può generare nuovi contributi delle forze aerodinamiche
dovuti all’interazione tra aerodinamica e dinamica del volo. Anche
qui uno studio parametrico consentirebbe di trovare la condizione di
ottimo.

Infine si ricorda che l’analisi condotta è riferita esclusivamente alla
configurazione di hovering: il modello aeroelastico sviluppato, in se-
guito ad opportune modifiche, renderebbe possibile lo studio di altre
condizioni di volo tra cui il volo in avanti, nel quale l’elasticità alare
gioca un ruolo fondamentale.





Parte III

A P P E N D I C E
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A P P E N D I C E

a.1 validazione del codice implementato per l’applica-
zione del metodo rayleigh-ritz

Si vuole qui mostrare la validità del codice implementato per l’ap-
prossimazione dei modi di vibrare di una struttura a geometria va-
riabile in apertura attraverso il metodo di Rayleigh-Ritz. Facendo ri-
ferimento a [4], si considera una trave incastrata (Fig. 44) di spessore
unitario e larghezza linearmente variabile in apertura. Il metodo di
Rayleigh-Ritz è implementato con lo scopo di approssimare i primi
tre modi di vibrare flessionali e confrontarli con la soluzione esatta.
Per il calcolo la trave è stata divisa in dieci segmenti uguali e so-
no state considerate le seguenti distribuzioni di massa e rigidezza
flessionale in apertura

[
m
]
= 2bρ



1

.92

.84

.76

.68

.60

.52

.44

.36

.28

0.2



[
EI
]
=
2b3

3
E



1

.7787

.5927

.4389

.3144

.2160

.1406

.08518

.04665

.02195

.0080


Avvalendosi della formulazione presentata in sezione 4.3, i primi

tre modi della trave sono approssimati e rappresentati in Fig. 45 insie-
me alla soluzione esatta proposta da [40]. I risultati raffigurati sono

Figura 44: Trave incastrata di spessore unitario e larghezza linearmente
variabile in apertura
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Figura 45: Confronto tra soluzione approssimata ed esatta
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Figura 46: Generico triangolo rettangolo di angolo µ e cateto opposto w ′. Il
restante cateto è unitario

stati ottenuti considerando i primi sei termini dell’espansione e sono
in buona concordanza con le soluzioni di riferimento.

a.2 matrice di rotazione

[
Rµ
]

Riferendosi al percorso di sistemi di riferimento mostrato in Fig. 14

si vuole scrivere la matrice di rotazione che lega il frame IF2 al fra-
me elastic-wing. Essendo l’angolo di rotazione pari a −arctan(w ′), la
matrice è definita come

[
R−arctan(w ′)

]
=

 1 0 0

0 cos(arctan w ′) − sin(arctan w ′)

0 sin(arctan w ′) cos(arctan w ′)


Definendo µ = −arctan(w ′) per alleggerire l’annotazione, semplici

considerazioni trigonometriche possono semplificare la matrice appe-
na scritta. Essendo infatti tan(µ) = w ′

1 , si può considerare il generi-
co triangolo rettangolo (Fig. 46) di angolo µ e cateto opposto w ′. Il
restante cateto è unitario: segue così l’ipotenusa i =

√
1+ w ′2.

In luce di ciò, la matrice di rotazione è riscritta come

[
R−arctan(w ′)

]
=
[
Rµ
]
=


1 0 0

0 1√
1+w ′2

− w ′√
1+w ′2

0 w ′√
1+w ′2

1√
1+w ′2

 '

'

1 0 0

0 1 −w ′

0 w ′ 1
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trascurando i termini di ordine superiore al primo. Si ottiene quindi
la forma presentata in sezione 5.2.2.

a.3 inerzia di flappeggio IF

L’inerzia dell’ala quando il movimento di flapping le viene imposto
è esprimibile come

IF = Ix sin2(αm) + Iz cos2(αm) (113)

Indicando con m′= ρh la distribuzione uniforme di massa per unità
di superficie, le proprietà inerziali dell’ala sono stimate come

Ix = 2
∫R
0 m

′r2c(r)dr

Iy = 2
∫R
0 m

′ d̂2c3(r)dr

Iz = Ix + Iy

(114)

dove d̂ è la distanza tra la linea di cerniera e la linea baricentrica nor-
malizzata tramite la corda. Prendendo come αm la media aritmetica
tra angolo di downstroke e upstroke, l’inerzia di flappeggio risultante
per il caso in analisi è IF = 1 .1596 · 10−4kg m2 .

a.4 proprietà strutturali ed inerziali

Riferendosi ai valori riportati in Tab. 4-6 seguono gli andamenti in
apertura di corda, massa, inerzia rotazionale e rigidezze riferiti all’ala
elastica.
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