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❈♦♠♣✉t❡r✲❜❛s❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✕ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ✐♥ s✐❧✐❝♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✕ ♦❢ t❤❡
❤❡❛rt ❛♥❞ ❜❧♦♦❞ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ t♦♦❧ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r ❞✐s❡❛s❡s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❛ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝s ✭❈❋❉✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❜♦t❤ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❜②
❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝❛r❞✐❛❝ ✢♦✇s✿ ♠♦✈✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥
❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧✲t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s✱ ❝❛r❞✐❛❝ ✈❛❧✈❡s ❛♥❞
❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ✈♦❧✉♠❡✲❜❛s❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✐♥ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❛tr✐❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❛♥❞
♣❛t✐❡♥t s♣❡❝✐✜❝✲❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❆ ❧✉♠♣❡❞✲♣❛r❛♠❡t❡r ✭✵❉✮ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
s❡r✈❡s ❛s ✐♥♣✉t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✢♦✇r❛t❡s✱ ♣r❡ss✉r❡s ❛♥❞ ❛tr✐❛❧
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛tr✐❛❧ ✜❜r✐❧✲
❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜② ❞❡✈✐s✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✳
❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛tr✐❛❧ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞
✇❡ q✉❛♥t✐❢② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜❧♦♦❞ st❛s✐s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐❛❧ ❛♣♣❡♥❞❛❣❡✱ ✇❤❡r❡ ❛
❞r❛♠❛t✐❝ ✇❛s❤♦✉t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳

❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡
✲ ▲❛r❣❡ ❊❞❞② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❱▼❙✲▲❊❙✮ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝ts ❛s ❜♦t❤ ❛ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧
❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✢♦✇s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛tr✐❛❧ ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s✿ ✐❢ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ t❡r♠s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t tr❛♥✲
s✐t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❝②❝❧❡✲t♦✲❝②❝❧❡ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙tr❡❛♠❧✐♥❡
❯♣✇✐♥❞ P❡tr♦✈ ●❛❧❡r❦✐♥ ✭❙❯P●✮ ♠❡t❤♦❞✳ ❚♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✲
✇♦r❦s ✭❆◆◆s✮ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ♦♥ t❤❡ ❙❯P● ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❆◆◆s✲❜❛s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛♥ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞s✳

❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ❛♥❞ ✇❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐✲
❝❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ ✸❉ ❝❛r❞✐❛❝ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢
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t❤❡ ❧❡❢t ✈❡♥tr✐❝❧❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ ✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✵❉ ♠♦❞❡❧✳ ❚♦ ❜❡tt❡r
♠❛t❝❤ t❤❡ ✸❉ ❈❋❉ ✇✐t❤ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜❧♦♦❞ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✈✐s❡ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ✸❉✲✵❉
♠♦❞❡❧ ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ❛♥❞ t❤❡ ✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✿
❢r♦♠ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❜② ❛ s❡❣r❡❣❛t❡❞ s❝❤❡♠❡✱
❛♥❞ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ s②st❡♠ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s✱
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✈❛❧✈❡s ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ❤❡❛❧t❤② ❧❡❢t
❤❡❛rt s❤♦✇ t❤❛t ❜✐♦♠❛r❦❡rs ❛♥❞ ✢♦✇ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ✐♥✲✈✐✈♦ ❞❛t❛❀ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛❧s♦ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧
s❝❡♥❛r✐♦s ❛s ♠✐tr❛❧ ✈❛❧✈❡ r❡❣✉r❣✐t❛t✐♦♥✳ ❲❡ t❤❡♥ ❡①♣❛♥❞ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦
t❤❡ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❤❡❛rt ❝❤❛♠❜❡rs✿ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❛ ❜✐✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡
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✶

✶⑤ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝❛r❞✐❛❝ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ❛✐♠s ❛t ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt ♣❤②s✐♦❧✲
♦❣②✱ ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥ts
❛♥❞ t❤❡r❛♣❡✉t✐❝s✳ ■♥ t❤❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧ r♦✉t✐♥❡✱ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧❧② ❛ss❡ss❡❞
t❤r♦✉❣❤ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s♦♠❡t✐♠❡s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ❝♦♥tr❛st ♠❡❞✐✉♠
t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛❝q✉✐r❡❞✳ ■♥ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ t❤❡ ❣♦❧❞ st❛♥✲
❞❛r❞ ❢♦r t❤❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❛r❞✐❛❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✭❈▼❘✮
✐♠❛❣✐♥❣✱ ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥✲
str✉❝t❡❞ ❬✶✹✵❪✳ ❚♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇s✱ ❝♦❧♦r ❉♦♣♣❧❡r ❡❝❤♦❝❛r❞✐♦❣r❛♣❤② ❬✶✵✹✱ ✶✹✸❪
♣r♦✈✐❞❡s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❜❧♦♦❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ♥♦r♠❛❧❧② t♦
t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛ ✈❛❧✈❡❀ ✇❤❡r❡❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❤❛s❡✲❝♦♥tr❛st ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛❧❧❡❞ ✹❉ ✢♦✇ ▼❘■ ✭▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣✮ ♣r♦✈✐❞❡s t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
✢♦✇ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❬✶✻✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s ♥♦t ❛❝❝✉r❛t❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝❛♣t✉r❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ❢❡❛t✉r❡s ❛s r❡❝✐r❝✉❧❛✲
t✐♦♥ r❡❣✐♦♥s✱ ♣♦ss✐❜✐❧❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❝♦❤❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s
❬✶✽✵❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ st❛♥❞❛r❞ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ r❡❧❡✈❛♥t ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s
✐♥❞✐❝❛t♦rs s✉❝❤ ❛s ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ✭❲❙❙✮✱ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦r t❤❡
♦s❝✐❧❧❛t♦r② str❡ss ✐♥❞❡①✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❤❡❛rt ❛♥❞ ✈❡ss❡❧s ❬✺✶✱ ✶✷✹✱ ✶✽✵✱ ✷✶✸✱ ✷✽✽❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♠♣✉t❡r ❜❛s❡❞ ♥✉♠❡r✐✲
❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✕ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ✐♥ s✐❧✐❝♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✕ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt st❛♥❞ ❛s ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡
t♦♦❧ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❞❡❡♣❡♥ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r
❞✐s❡❛s❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❝❧✐♥✐❝✐❛♥s ✇✐t❤
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ s✉♣♣♦rt ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ❬✹✽✱ ✷✶✽❪✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝s ✭❈❋❉✮ ♠♦❞❡❧
♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤✉♠❛♥ ❤❡❛rt ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ✐♠♣❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❝❛r❞✐❛❝ ✢♦✇s✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✭▲❆✮ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡✐t❤❡r
✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❝✲
❝♦✉♥t ❢♦r ❛tr✐❛❧ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ✭❆❋✮ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❧✉♠♣❡❞✲♣❛r❛♠❡t❡r ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧ ♦❢
t❤❡ ❜❧♦♦❞ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✲t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧s
✐♥ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❝❛r❞✐❛❝ ✢♦✇s ❛♥❞ ✇❡ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ str❛t❡❣② ❜❛s❡❞
♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✭❆◆◆s✮ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ❞❡✈✐s❡ ❛ ♠✉❧t✐♣❤②s✐❝s ❛♥❞
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❇❧♦♦❞ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡❛rt ❛♥❛t♦♠②✳

♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ✭▲❍✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜②
❛ ✸❉ ❝❛r❞✐❛❝ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ✭❊▼✮ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ✈❡♥tr✐❝❧❡ ✭▲❱✮ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✵❉ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❛tr✐❛❧ ♠♦t✐♦♥
❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥♦✈❡❧ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ str❛t❡❣② t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❱
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ▲❍ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❛ ✈♦❧✉♠❡✲❜❛s❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ♦❢
t❤❡ ▲❆✳ ❲❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦✉r ✸❉ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ▲❍ t♦ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ✸❉✲✵❉ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ s❡❣r❡❣❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡✳
❲❡ ❝❛rr② ♦✉t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ❤❡❛❧t❤② ❤❡❛rt ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ♣r❡❞✐❝t ❛♥❞ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❜✐♦♠❛r❦❡rs ❛♥❞ ✢♦✇ ♣❛tt❡r♥s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣
t❤❡ ▲❍ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦✈❡r t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ♠✐tr❛❧ ✈❛❧✈❡ r❡❣✉r✲
❣✐t❛t✐♦♥✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ ♦✉r ♠✉❧t✐♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧
t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤✉♠❛♥ ❤❡❛rt✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣② ♦❢ ❤❡❛rt
❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣
❝❛r❞✐❛❝ ✢♦✇s ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❛♥❞ t♦ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣
♣❛r❛❞✐❣♠s ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡
♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳

✶✳✶✳ P❤②s✐♦❧♦❣② ♦❢ ❝❛r❞✐❛❝ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇s

❚❤❡ ❤❡❛rt ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ s✐❞❡s✱ t❤❡ ❧❡❢t ✭▲❍✮ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ✭❘❍✮ ♣❛rt ❛♥❞ ✐t ✐s
❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ❛♥❞ s②st❡♠✐❝ ❜❧♦♦❞ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳
❊❛❝❤ s✐❞❡ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ t✇♦ ❝❤❛♠❜❡rs✿ t❤❡ ❛tr✐❛ ✭▲❆✱ ❘❆✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝❧❡s ✭▲❱✱ ❘❱✮✳
❚❤❡ ❜❧♦♦❞ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠✐❝ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣✉s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘❆ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈❡♥❛❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ Pr❡ss✉r❡✲✈♦❧✉♠❡ ❧♦♦♣ ♦❢ t❤❡ ▲❱✳

❝❛✈❡ ✭✐♥❢❡r✐♦r ❛♥❞ s✉♣❡r✐♦r✮ ❛♥❞ ✐t ✜❧❧s t❤❡ ❘❱❀ t❤❡ ❞❡♦①②❣❡♥❛t❡❞ ❜❧♦♦❞ ✐s t❤❡♥ ♣✉s❤❡❞
t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧✉♥❣s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ❛rt❡r② t♦ ♣✐❝❦ ✉♣ ♦①②❣❡♥ ❛♥❞ ❣❡t r✐❞ ♦❢
❝❛r❜♦♥ ❞✐♦①✐❞❡✳ ❚❤❡ ♦①②❣❡♥❛t❡❞ ❜❧♦♦❞ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✉♥❣s ✭♣✉❧♠♦♥❛r② ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✮
✢♦✇s ✐♥ t❤❡ ▲❆ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ✭❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t✮ ❛♥❞ ✐t ✜❧❧s t❤❡ ▲❱❀ t❤❡
❧❛tt❡r ♣✉s❤❡s t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✐❝ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛♦rt❛✳ ❚❤❡ ❤❡❛rt ✐s
♠❛❞❡ ♦❢ ❢♦✉r ✈❛❧✈❡s✿ t❤❡ ♠✐tr❛❧ ✈❛❧✈❡ ✭▼❱✮ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ▲❆ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❱❀ t❤❡ ❛♦rt✐❝
✈❛❧✈❡ ✭❆❱✮ t❤❡ ▲❱ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♦rt❛✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt✱ t❤❡ tr✐❝✉s♣✐❞ ✈❛❧✈❡
✭❚❱✮ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ❘❆ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❱ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❛❧✈❡ ✭P❱✮ t❤❡ ❘❱ ❢r♦♠ t❤❡
♣✉❧♠♦♥❛r② ❛rt❡r②✳

❚❤❡ ❤❡❛rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❛♠♦♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t
t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ♠✉s❝❧❡
✕ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✐♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ✕ ✐s ❝❛✉s❡❞
❜② t❤❡ ✐♥tr❛❝❡❧❧✉❧❛r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛✉s❡s t❤❡ s❤♦rt❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✉s❝❧❡
✜❜❡rs✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ t✐ss✉❡
✭❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣② ✭t❤❛t ❞r✐✈❡s t❤❡ ❛❝t✐♦♥
♣♦t❡♥t✐❛❧✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✭❜♦t❤ ♣❛ss✐✈❡ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡✮ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt ❬✶✵✻✱ ✶✸✷✱ ✶✸✹✱ ✶✽✼❪✳

❚❤❡ ❤❡❛rt ❝②❝❧❡ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ t✇♦ ♣❤❛s❡s✿ s②st♦❧❡ ❛♥❞ ❞✐❛st♦❧❡✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝❧❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥ t❤❡ ✐s♦✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ❡❥❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡❀ t❤❡ ❞✐❛st♦❧❡ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐s♦✈♦❧✉♠❡tr✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
✜❧❧✐♥❣ st❛❣❡✳ ❲❡ ❞✐s♣❧❛② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✕✈♦❧✉♠❡ ✭♣❱✮ ❧♦♦♣ ♦❢ t❤❡ ▲❱✱ ✇❤✐❝❤
❧✐♥❦s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ p ✇✐t❤ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ V ♦❢ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✉♥❞❡r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❇②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ▲❱ ✭❛♥❛❧♦❣♦✉s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❘❱✮✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐s♦✈♦❧✉♠❡tr✐❝
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ❜♦t❤ t❤❡ ✈❛❧✈❡s ✭▼❱ ❛♥❞ ❆❱✮ ❛r❡ ❝❧♦s❡❞✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡
✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ✈♦❧✉♠❡ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ▲❱ ♣r❡ss✉r❡ ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ s②st❡♠✐❝
❛rt❡r✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡✱ t❤❡ ❆❱ ♦♣❡♥s✿ t❤❡ ❡❥❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ st❛rts ❛♥❞ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ✈♦❧✉♠❡
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ▲❡♦♥❛r❞♦ ❞❛ ❱✐♥❝✐✬s ❞r❛✇✐♥❣s ♦♥ ❤✐s st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ ❤❡❛rt ❛♥❛t♦♠② ❛♥❞ t❤❡

❜❧♦♦❞ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞②✿ ✭❛✮ st✉❞② ♦♥ t❤❡ ❝♦r♦♥❛r② ✈❡ss❡❧s ❛♥❞ ❝❛r❞✐❛❝ ✈❛❧✈❡s❀

✭❜✮ ✈♦rt✐❝❡s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦✇♥✇✐♥❞ t❤❡ ❆❱✳ ❈r❡❞✐t✿ ❚❤❡ ❘♦②❛❧ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥✱ ❍❡r ▼❛❥❡st②

◗✉❡❡♥ ❊❧✐③❛❜❡t❤ ■■✳

❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ❡❥❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❡♥❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧♦s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆❱✱ ❛♥❞ t❤✐s ♠♦♠❡♥t ♠❛r❦s
t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐s♦✈♦❧✉♠❡tr✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ✈❛❧✈❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ t❤❡
✐♥tr❛✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ♣r❡ss✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❆s t❤❡ ▼❱ ♦♣❡♥s✱ t❤❡ ✜❧❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ st❛rts✿ t❤❡
♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ▲❆ ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ♦♥❡✱ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ▲❆ t♦ t❤❡
▲❱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❡♥❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧♦s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ▼❱
❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ❝②❝❧❡ st❛rts ❬✶✸✷✱ ✶✸✹✱ ✶✽✼❪✳

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛s

Re =
ρUL

µ
, ✭✶✳✶✮

❜❡✐♥❣ ρ ❛♥❞ µ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ U ❛♥❞ L t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆t ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✱
t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❧❛♠✐♥❛r❀ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧
❢♦r❝❡s ❜❡❝♦♠❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ♦♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ ✐s s❛✐❞ t♦
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ▼❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♦❢ ❈❋❉ ♦❢ ❤❡❛rt ✢♦✇s✳

❜❡ t✉r❜✉❧❡♥t✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛rt ❝②❝❧❡✱ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ✢♦✇ r❡❣✐♠❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❝❤❛♥❣❡s
❞✉❡ t♦ ❛ ❝②❝❧✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✳ ❆♥ ♦♣❡♥ ✐ss✉❡ ✐♥ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✢✉✐❞
❞②♥❛♠✐❝s ✐s ✇❤❡t❤❡r ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✈❡❧♦❝✐t②
✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ✈♦rt✐❝❡s ❛r❡ str♦♥❣✳ ❇❛❝❦ ✐♥ t❤❡ ✶✻th ❝❡♥t✉r②✱
▲❡♦♥❛r❞♦ ❞❛ ❱✐♥❝✐ ❛❧r❡❛❞② ❣✉❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦rt✐❝❡s ❞♦✇♥✲
✇✐♥❞ t❤❡ ❆❱ ✐♥ ❤✐s st✉❞② ♦♥ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✮
❬✶✹✷❪✳ ❉✉r✐♥❣ s②st♦❧❡✱ ✐♥ ♥♦r♠❛❧ s✉❜❥❡❝ts t❤❡ ♣❡❛❦ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❞♦✇♥✇✐♥❞ t❤❡
❆❱ ✐s ❛❜♦✉t 8′000 ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r ✐♥ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ❛♦rt✐❝
st❡♥♦s✐s ❬✷✹✶❪✳

✶✳✷✳ ❋❧✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❤❡❛rt ✢♦✇s

■♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝❛r❞✐❛❝ ❤❡♠♦❞②✲
♥❛♠✐❝s ❤❛s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❣❛✐♥❡❞ r❡❧❡✈❛♥❝❡✱ ❢♦r t❤❡✐r ♥♦♥✲✐♥✈❛s✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✺✶✱ ✻✼✱ ✶✵✵✱ ✶✸✾✱ ✶✼✵✱ ✷✹✽✱ ✷✹✾✱ ✷✺✽✕✷✻✵✱ ✷✼✷❪✳
❈❋❉ ✐s ❧❛r❣❡❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢✉❧❧② ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝❛r❞✐❛❝ ✢♦✇s ❛♥❞ t♦
❡st✐♠❛t❡ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❛s t❤❡ ❲❙❙ t❤❛t st❛♥❞❛r❞ ✐♠❛❣❡✲❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s
♠✐❣❤t ♥♦t ❝❛♣t✉r❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❆♥❛❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✐r❝✉✐t ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞✲

♣❛r❛♠❡t❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r s②st❡♠✳

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❛r❞✐❛❝ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇s s❤♦✉❧❞ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts t❤❛t
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❤❡❛rt✬s ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✢✉✐❞
❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s ❛
❝♦♠♣❧❡① ❝♦✉♣❧❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✿ ❡❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣②✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞
✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐ts t♦♣♦❧♦❣② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛rt❜❡❛t
❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛r❞✐❛❝ ✈❛❧✈❡s✱ ✇❤♦s❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ❛❧s♦ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ t❤❡
✐♥tr❛❝❛r❞✐❛❝ ✢♦✇ ✐ts❡❧❢✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ♥❡✐t❤❡r
❧❛♠✐♥❛r✱ ♥♦r ❢✉❧❧② t✉r❜✉❧❡♥t ❜✉t r❛t❤❡r tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❬✸✾✱ ✷✻✾✱ ✷✼✶✱ ✷✾✶❪✳ ❆♠♦♥❣ s❡✈❡r❛❧
❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛r❞✐❛❝ ✢♦✇s✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❡ str✐❝t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❤❡❛rt✬s ✢♦✇ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛t♦r② s②st❡♠ ✭♣✉❧♠♦♥❛r②
❛♥❞ s②st❡♠✐❝ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❤❡❛rt✬s
✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts
s❤♦✇✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s ❛❞♦♣t❡❞ ❜② t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳

❚♦ ♠♦❞❡❧ ❤❡❛rt ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s✱ s❡✈❡r❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞♦♣t❡❞✱ ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❧✉♠♣❡❞✲♣❛r❛♠❡t❡r ♠♦❞❡❧s ❬✸✼✱ ✶✵✺✱
✶✷✸✱ ✶✾✶✱ ✷✷✹✱ ✷✸✾❪ ❝♦♥s✐st ✐♥ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ q✉✐❝❦ ✐♥✲



✶⑤ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✼

❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r s②st❡♠✳ ❆ ❧✉♠♣❡❞✲♣❛r❛♠❡t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r s②st❡♠ ❜r✐♥❣s t♦ ✶❉ ♦r ✵❉ ♠♦❞❡❧s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❧❛tt❡r ✇❡ r❡❢❡r t♦
♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ❛♥❞
❤❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡s ❛♥❞ ✢♦✇r❛t❡s ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t
✐s ❛ss✉♠❡❞ ❬✷✶✶✱ ✷✸✽❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ✇❡ ❞✐s♣❧❛② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✱ ✵❉ ♠♦❞❡❧s ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥
❛♥❛❧♦❣② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✈❡ss❡❧s ✭❛♥❞ t❤❡ ❤❡❛rt ❝❤❛♠❜❡rs✮ ✇✐t❤ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝✐r❝✉✐t✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② s❡ts ♦❢ ♦r❞✐♥❛r②
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❖❉❊s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ q✉✐❝❦❧②
♣r♦✈✐❞❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s
♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❛s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❛❧❧ ❞❡r✐✈❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s
❝♦♠♠♦♥❧② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢r♦♠ ❛♥ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✈✐❡✇ ♣♦✐♥t✱ ❛s t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ✭❲❙❙✮✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✸❉ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢✉❧❧② ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝❛r✲
❞✐❛❝ ✢♦✇s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐♥ ❧❛r❣❡ ✈❡ss❡❧s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
✐♥ t❤❡ ❤❡❛rt ❝❤❛♠❜❡rs✱ ❜❧♦♦❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞
❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s s✉s♣❡♥❞❡❞ ❛♥❞ ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤✉s✱
❤❡❛rt ✢♦✇s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ✭◆❙✮ ❡q✉❛t✐♦♥s
❬✶✾✽✱ ✷✶✸✱ ✷✺✷✱ ✷✺✸❪✳ ❆ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐ss✉❡ ✐♥ ✸❉ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s
❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❇❈s✮ ❛t ✐♥❧❡t ❛♥❞ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥s✳
❙✐♥❝❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❞❛t❛ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭✐♥❞❡❡❞✱ ✐♥❧❡t ❛♥❞ ♦✉t❧❡t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡
♥♦t r❡❛❧✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❥✉st s❡t ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣✉r♣♦s❡s✮✱ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ♦♥❡
❝❛❧❧❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❬✷✶✶❪✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❛ ✈❡ss❡❧ ♦r ❛
❤❡❛rt ❝❤❛♠❜❡r✮ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ✸❉ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛✲
t✐♦♥ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❧✉♠♣❡❞✲♣❛r❛♠❡t❡rs ♠♦❞❡❧s ❛s ✵❉ ❬✸✼✱ ✶✹✹✱ ✶✼✹✱ ✷✶✶✱ ✷✸✼❪
♦r ✶❉ ❬✾✶✱ ✾✷✱ ✷✶✶✱ ✷✻✸❪ ♠♦❞❡❧s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❛t❡❣② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈✐s❡❞ ❡♥s✉r✐♥❣
❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ♣r❡ss✉r❡s ❛♥❞ ✢♦✇r❛t❡s ♦♥ t❤❡ ✏❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❝❤♦♣♣❡❞✑ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✸❉
❞♦♠❛✐♥✳

❆ ❦❡② ❛s♣❡❝t ✐♥ ❤❡❛rt ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ✈❛❧✈❡s✳ ❚❤❡②
❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✭✸❉ ♦r ✷❉✮ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ s♦❧✐❞
✭❧❡❛✢❡ts ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✈❡ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ✐ts ❝❤♦r❞❛❡ t❡♥❞✐♥❛❡✮ ❛♥❞ ❛ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧
❢♦r t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ②✐❡❧❞s ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠ ❝♦♠♠♦♥❧② ❞❡✲
♥♦t❡❞ ❛s ❋❧✉✐❞✲❙tr✉❝t✉r❡✲■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❋❙■✮ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✭❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿
♣❡r❢❡❝t ❛❞❤❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ✢✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡✮✱ t❤❡ t❤✐r❞ ◆❡✇t♦♥✬s ❧❛✇
✭❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❡①❡rt❡❞ ❜② t❤❡ ✢✉✐❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣❡♥✲
s❛t❡❞ ❜② t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r❝❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❛❞❤❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✭❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ❝♦♥❝❡r♥ ❋❙■ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢
❝❛r❞✐❛❝ ✈❛❧✈❡s ❬✹✼✱ ✻✺✱ ✶✵✸✱ ✶✺✹✱ ✶✺✾✱ ✷✹✹❪ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❣r♦✉♣ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❢♦✉r ♠❛✐♥ ❝❛t❡✲
❣♦r✐❡s ❬✽✻❪✿ ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆r❜✐tr❛r② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✭❆▲❊✮ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮ ❬✹✾✱ ✺✵✱ ✶✻✼❪❀ t❤❡ ■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ✭■❇✮ ♠❡t❤♦❞ ❬✷✾✱ ✶✶✶✱ ✷✵✵❪❀ t❤❡ ❋✐❝✲
t✐t✐♦✉s ❉♦♠❛✐♥ ✭❋❉✮ ♠❡t❤♦❞ ❬✻✺✱ ✷✻✺❪ ❛♥❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠✐① t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞
♠❡t❤♦❞s ❬✶✸✽✱ ✶✺✼❪✳ ■♥ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆▲❊ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s
♦❢ t❤❡ ❋❙■ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ r❡❝❛st ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦❀ ✐t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥



✽ ✶⑤ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❬✼✻❪ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✭❝♦♠✲
♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✮ ❛♥❞ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✭❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s✮
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❉✐✛❡r❡♥t❧②✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ■❇ ♠❡t❤♦❞s ✕ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜②
❈✳ P❡s❦✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝❛r❞✐❛❝ ✈❛❧✈❡s ❬✶✾✾❪✱ ❛♥❞ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦
❬✷✼✵❪ ✕ ✐s t♦ ✐♠♠❡rs❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ s♦❧✐❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❢♦r❝✐♥❣ t❡r♠ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❢♦r❝❡s ❡①❡rt❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞✳ ❉✐✛❡r❡♥t❧②
❢r♦♠ t❤❡ ❆▲❊ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ✢✉✐❞ ♠❡s❤ ✐s ♥♦t ❞❡❢♦r♠❡❞ s✐♥❝❡ ❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s
st✐❧❧ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ t❤✉s ♣r♦❜❧❡♠s ❛s ♠❡s❤ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦r r❡♠❡s❤✐♥❣ ✭❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ✐♥st❡❛❞
t❤❡ ❆▲❊ ♠❡t❤♦❞✮ ❛r❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥
t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ❜r✐♥❣s t♦ ❛ ❧♦ss ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❆▲❊ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✷✷✱ ✷✵✶❪✳
❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ■❇✱ ✐♥ t❤❡ ❋❉ ♠❡t❤♦❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✢✉✐❞s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥
❛♥❞ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤❡
♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✶✵✾❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢
▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✳ ❋❙■ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❤✉❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥
t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts
♦❢ t❤❡ ✈❛❧✈❡s ✐♥ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ♠✐♠✐❝❦❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✈❡s ❛s ✐♠♠❡rs❡❞ s✉r✲
❢❛❝❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ❬✷✺✱ ✻✼✱ ✽✻✱ ✽✼✱ ✶✵✵✱ ✷✺✾❪ ♦r ❛s ♠✐①❡❞✲t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣ ❇❈s
❬✷✹✾✱ ✷✾✶❪ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❝❤❛♠❜❡rs ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✉s❡ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s
✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s❀ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❤❛♠❜❡rs st✉❞②✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ❘❡✲
s✐st✐✈❡ ■♠♠❡rs❡❞ ■♠♣❧✐❝✐t ❙✉r❢❛❝❡ ✭❘■■❙✮ ♠❡t❤♦❞ ❬✽✻✱ ✶✵✵❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜②
t❤❡ ❘❡s✐st✐✈❡ ■♠♠❡rs❡❞ ❙✉r❢❛❝❡ ✭❘■❙✮ ♠❡t❤♦❞✿ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✽✼❪ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐✉♠ ✐♥ ❛ ✢✉✐❞✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝❛r❞✐❛❝ ✈❛❧✈❡s ✐♥ ❬✷✺✱ ✷✺✾❪✳ ❚❤❡ ❘■■❙ ♠❡t❤♦❞
✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✽✻❪ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ❬✶✵✵❪ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s②st♦❧✐❝ ❛♥t❡r✐♦r ♠♦✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❱✳ ■t ❧❛②s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ■❇✲❋❉ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛♥❞ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r
❛ ♠♦✈✐♥❣ ✐♠♠❡rs❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛
s✉r❢❛❝❡✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ♠❡s❤✳

❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❦❡② ♣♦✐♥t ✐♥ ✸❉ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧s ✐s ❤♦✇ t♦ tr❡❛t ❜♦✉♥❞❛r② ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t s✐♥❝❡
✐t ❞r✐✈❡s t❤❡ ❜❧♦♦❞ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ ❤❡❛rt ❝❤❛♠❜❡rs✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞
❢♦r ✐♥ t❤❡ ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛✐♥❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t✇♦ ♣❛r❛❞✐❣♠s✿ ❋❙■ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❈❋❉
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♠♦t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱
s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦s ❛♥❞ ❝♦♥s✳

✶✳ ❋❙■ ♣r♦❜❧❡♠s✿ t❤❡ ♠②♦❝❛r❞✐✉♠ ♠♦t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✈✐❛ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ✭❊▼✮
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ✈✐❛ ❛ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢
❦✐♥❡♠❛t✐❝✱ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❜❧♦♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠②♦❝❛r❞✐✉♠✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✱
✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♣❛r❛❞✐❣♠ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✺✷✱ ✶✵✻✱ ✷✼✷✕✷✼✹❪✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❋❙■ ♠♦❞❡❧ ♦❢
t❤❡ ▲❍ r❡q✉✐r❡s ❛❜♦✉t ✹✽ ❤♦✉rs t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt❜❡❛t ♦♥ ✶✾✷ ❝♦r❡s ✭▼✳
❇✉❝❡❧❧✐✱ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❬✹✹❪✮✳

✷✳ ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✿ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ✇❛❧❧s
♠♦t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❡✐t❤❡r ✉s✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❧❛✇s ❬✷✼✱ ✻✼✱ ✼✺✱ ✷✸✺✱ ✷✹✼✱ ✷✹✽✱
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❊♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡❀ s❝❛❧❡s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t

t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧s✳

✷✽✾✱ ✷✾✶❪✱ ❜② ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ✐♠❛❣❡✲❜❛s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❬✺✶✱ ✶✵✵✱ ✶✻✽✕✶✼✵✱ ✷✻✵❪✱
♦r ✈✐❛ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✷✻✱ ✶✸✾✱
✷✺✽✱ ✷✺✾❪✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✏♦♥❡✲✇❛② ❝♦✉♣❧❡❞✑ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❊▼
❛♥❞ ❈❋❉✱ s✐♥❝❡ ❛ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦♥❧② ✐s ❡♥❢♦r❝❡❞✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❞②♥❛♠✐❝
❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖♥❡ ♠❛② r❡❢❡r t♦
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧s♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✏❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✉♥❝♦✉♣❧✐♥❣✑ ❬✷✺✽✱ ✷✺✾❪✳

❆s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❝❛r❞✐❛❝ ✭❛♥❞ ❝❛r✲
❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r✮ ✢♦✇s ✐s t❤❡ ❜❧♦♦❞ ❘❡②♥♦❧❞s r❡❣✐♠❡ t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝②❝❧❡ r❛♥❣✐♥❣
❢r♦♠ ❧❛♠✐♥❛r✱ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✱ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡
♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ♣✉ts ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❜② ❡❞❞✐❡s E(k) ✇✐t❤ t❤❡
✇❛✈❡♥✉♠❜❡r k✳ ❚✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❢✉❧❧ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞
s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ s❝❛❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡st s❝❛❧❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧✲
❡st ♦♥❡s ❬✷✽✱ ✷✵✺✱ ✷✼✾❪✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛♥❣❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❞✉❡
t♦ ❇❈s ❛♥❞ ❢♦r❝✐♥❣ t❡r♠ ✭✇❤✐❝❤ ♠❛② ❝❛✉s❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✢♦✇✮✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st
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❡❞❞✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛♥❣❡✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣❛rt ♦❢ ❡♥❡r❣② ❛ss♦❝✐❛t❡❞❀
t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❡❞❞✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ L ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② U ✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡❞❞✐❡s
❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
D ♣❧❛② ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡✳ ■♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ r❛♥❣❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡st t♦
t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡❞❞✐❡s ❛♥❞✱ ❜② ❞❡♥♦t✐♥❣ ✇✐t❤ η t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✭♦r ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✮ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✱
❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ t✇♦ ❧❡♥❣t❤s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛s ❬✶✹✽❪✿

η

L
= Re−3/4. ✭✶✳✷✮

❋r♦♠ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮ s❤♦✇s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t✿ ❜② ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣
❡❛❝❤ s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ n ❡q✉❛❧❧②✕s♣❛❝❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ s✐③❡ h ✭s✉❝❤ t❤❛t L = (n− 1)h✮✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♣❛t✐♦✕
t❡♠♣♦r❛❧ s❝❛❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✜❡❧❞✿

n3 ∼ Re9/4. ✭✶✳✸✮

❆ ❉✐r❡❝t ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❉◆❙✮ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s♦❧✈❡s ❛❧❧ t❤❡ s❝❛❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ r❡q✉✐r✐♥❣
❤❡♥❝❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✮✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡
❢♦r t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s❝❛❧❡s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ ❬✷✽✱ ✷✷✽✱ ✷✼✾❪✳
❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ▲❱✱ ✇❤❡r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❛ ♣❡❛❦ ♦❢ Re = 8′000 ❝❛♥ ❜❡
❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ ✐ts ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥ ✭s②st♦❧✐❝ ♣❡❛❦✮✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✮ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ n3 ∼ 6 ·108
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ 2.4 ❜✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭❉❖❋s✮ ❢♦r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭★❉❖❋s = 4n3✮✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s
t❤❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❢✉❧❧② ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡
✢♦✇ ❢❡❛t✉r❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❉◆❙ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ❬✷✼✾❪✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡♠♣❧♦②❡❞✱
❧✐❦❡ ❡✳❣✳ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s✲❆✈❡r❛❣❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❘❆◆❙✮ ❛♥❞ t❤❡ ▲❛r❣❡ ❊❞❞②
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭▲❊❙✮ ❬✶✵✼✱ ✶✼✶✱ ✷✵✺✱ ✷✼✾❪✳ ■♥ ❘❆◆❙ ♠♦❞❡❧s✱ ♦♥❡ s♦❧✈❡s ❢♦r ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✢♦✇
✜❡❧❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❡❞❞✐❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡♥❡r❣② ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ r❛♥❣❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✜♥❡✲s❝❛❧❡s ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❡①tr❛
t❡r♠✱ ❝❛❧❧❡❞ ❘❡②♥♦❧❞s str❡ss✱ t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ❬✷✵✺✱ ✷✼✾❪✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s
str❡ss t❡r♠ ✐s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✇✐t❤ ❛ t✉r❜✉❧❡♥t ✈✐s❝♦s✐t② t❤❛t ✐s
❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ❘❆◆❙ ♠♦❞❡❧s ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ t♦♦ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ②✐❡❧❞✐♥❣
✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ✢♦✇s ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ♦r ❡✈❡♥ ❧❛♠✐♥❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❜❡✐♥❣ t❤✉s ♥♦t
✈❡r② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ✢♦✇s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ▲❊❙ ♠♦❞❡❧s ❛✐♠ ❛t ❡①♣❧✐❝✐t❧②
s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❡❞❞✐❡s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❜② r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ r❛♥❣❡✱ ✇❤✐❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡❞❞✐❡s ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❬✷✵✺✱ ✷✼✾❪✳
❆s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✱ ▲❊❙ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❝❛❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥
❝✉t♦✛ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r kc✿ ❛❧❧ t❤❡ s❝❛❧❡s ❜❡❧♦✇ kc ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✉❜❣r✐❞✲s❝❛❧❡



✶⑤ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✶

♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✜♥❡✲s❝❛❧❡s ✭♠♦❞❡❧❡❞✮ ♦♥ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ♦♥❡
✭r❡s♦❧✈❡❞✮ ❬✷✽✱ ✷✷✽❪✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ▲❊❙ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ✐♥ t❤r❡❡
♠❛✐♥ st❡♣s✿ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❜r✐♥❣✐♥❣ t♦ ✏✜❧t❡r❡❞✑ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s❀ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ◆❙
❡q✉❛t✐♦♥s❀ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✏♠♦❞❡❧❡❞ ✜❧t❡r❡❞✑ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ▲❊❙
♠♦❞❡❧s ❢♦r ❝❛r❞✐❛❝ ❛♥❞ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r ✢♦✇s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✺✶✱ ✻✼✱ ✶✺✻✱ ✶✽✶✱ ✷✹✷✱ ✷✻✽❪✳

■♥ ✷✵✵✵✱ t❤❡ ▲❊❙ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ✭❱▼❙✮
♠❡t❤♦❞ ❜② ❚✳❏✳❘✳ ❍✉❣❤❡s ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✻❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✇❛s t♦ ✉s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s
✭❛t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❱▼❙ ♠❡t❤♦❞✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❧❛ss✐♥❣ ✜❧t❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦
❛✈♦✐❞ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ❝♦♠♠♦♥❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✜❧t❡rs ✭s❡❡ ❬✸✶✱ ✶✷✻❪✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ u✱ t❤❡ ❱▼❙ ♠❡t❤♦❞
❛ss✉♠❡s ❛ ❞✐r❡❝t s✉♠ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦❛rs❡ ❛♥❞ ✜♥❡✲s❝❛❧❡ s♦❧✉t✐♦♥
❛s

u = uh + u′, ✭✶✳✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲s❝❛❧❡ uh ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ✭❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t❤✉s t♦ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❡✲s❝❛❧❡ u′✱ ♦r✐❣✐✲
♥❛❧❧② ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ✐s t❤❡♥ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
uh✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✐❞❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✇❛② ✜♥❡✲s❝❛❧❡
t❡r♠s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ▲❊❙ ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❱▼❙ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❛t
✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ❛s ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛❧❧♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❢✲s✉♣
st❛❜❧❡✱ ❢r❡❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✭❞✉❡ t♦ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ r❡❣✐♠❡✮
❛♥❞ ❝♦♥t❡①t✉❛❧❧② ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ▲❊❙ ♠♦❞❡❧ ❬✸✶✱ ✶✷✺✱ ✶✷✼✱ ✶✷✼✱ ✶✷✾✱ ✶✸✵❪✳

▲✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ❛❜✉♥❞❛♥t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝✐r❝✉❧❛t♦r② s②st❡♠✱
t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❤❡❛rt ✈❛❧✈❡s✱ s♣❡❝✐✜❝ ❛rt❡r✐❡s ❛♥❞ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡s ❬✾✼✱ ✶✹✾✱ ✶✺✵✱ ✶✻✸✱ ✶✽✷✱
✷✶✷✱ ✷✶✸✱ ✷✼✼✱ ✷✽✼❪✳ ❇② ❢❛r✱ t❤❡ ♠♦st st✉❞✐❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt ✐s t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ❬✻✼✱ ✷✼✷✕
✷✼✹❪✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ▲❱✱ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞
✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts✱ ❜♦t❤ ❢♦r ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ❞❛t❛ ❬✾✻✱ ✶✻✸✱ ✷✸✺✱
✷✸✻✱ ✷✹✻✱ ✷✹✼✱ ✷✹✾✱ ✷✽✾❪✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ▲❱✱ t❤❡ ▲❆ ✐s ❢❛r ❧❡ss ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ❛t ❧❡❛st
✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✼✵✱ ✶✹✼✱ ✶✻✽✕✶✼✵✱ ✷✻✻❪✳ ❋❡✇ ✇♦r❦s ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡ ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❘❍ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t❤❡ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❘❱ ❬✺✽✱ ✶✻✷✱ ✷✽✵❪✳
❆t t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞
s♦ ❢❛r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ✇♦r❦s✿

✶✳ ■♥ ❬✶✼✷❪ ❛ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❈❋❉ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❙✐❡♠❡♥s ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ ❞✐s✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ✐♠❛❣❡ ❜❛s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ ❧❡✈❡❧✲s❡t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬✶✽✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t s✐❞❡s ✇❡r❡ ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡② ♣❡r❢♦r♠❡❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❡♣❛r❛t❡❧② ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ♣❛rt✳

✷✳ ■♥ ❬✶✽✺❪✱ ✐t ✐s r❡♣♦rt❡❞ ❛♥ ❋❙■ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❯❚✲❍❡❛rt
s✐♠✉❧❛t♦r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚♦❦②♦✳

✸✳ ❋❙■ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡



✶✷ ✶⑤ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲✐✈✐♥❣ ❍❡❛rt Pr♦❥❡❝t ❬✼❪ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❋❧♦✇❱✐s✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ✐♥ ❬✶✾✵❪✳

✶✳✸✳ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❤❉ t❤❡s✐s

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✿ P❛rt ■ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞
t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s❀ ✐♥ P❛rt ■■ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❈❋❉ ♦❢ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇s ✐♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❤❡❛rt✳

P❛rt ■✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s✳

❼ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s
✐♥ ❛ ✜①❡❞ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✇❡ ✈❡r✐✜❝❛t❡ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❧❛tt❡r
♦♥ t✇♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❚❛②❧♦r✲●r❡❡♥ ❱♦rt❡① ❢♦r t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦③③❧❡ t❡st ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❋♦♦❞
❛♥❞ ❉r✉❣ ❆❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳

❼ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥♦✈❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠s ❬✶✼✻❪✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❧✐♠✐t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙❯P●
♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳

P❛rt ■■✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ♣r♦❜❧❡♠✳

❼ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❡♠♣❧♦② t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✢✉✐❞
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❤❡❛rt✿ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❆▲❊ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ❘■■❙
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✈❛❧✈❡s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ t♦ t❤✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♠♦❞❡❧✳

❼ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ▲❆✳ ❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r
❛♥ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢
❱▼❙✲▲❊❙ ♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ✢♦✇s✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦
♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛tr✐❛❧ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
▲❆ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s✳

❼ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ✇❡ ❞❡✈✐s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ❞r✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦✈❡r ❜♦t❤
t❤❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✐tr❛❧ r❡❣✉r❣✐t❛t✐♦♥✳

❼ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣
✜♥❛❧❧② ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤✉♠❛♥ ❤❡❛rt✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❢♦❧❧♦✇ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✳



✶✸

P❛rt ■

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧

❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s





✶✺

✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✇❡
✉s❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱
✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ✐ts ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛
❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡
❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❛♥❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✼ ✇❡ ❞r❛✇ ♦✉r ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s✳

✷✳✶✳ ❚❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s

▲❡t Ω ⊂ Rd ❜❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇✐t❤ d = 2, 3 t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤
❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② r❡❣✉❧❛r ❜♦✉♥❞❛r② Γ ≡ ∂Ω✱ ✇✐t❤ n t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♥♦r♠❛❧
✉♥✐t ✈❡❝t♦r✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❛s ΓD ❛♥❞ ΓN t❤❡ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✇❤❡r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

❉✐r✐❝❤❧❡t ❛♥❞ ◆❡✉♠❛♥♥ t②♣❡ ❇❈s ❛r❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞✱ ✇✐t❤ Γ = ΓD ∪ ΓN ❛♥❞
◦
ΓD ∩

◦
ΓN = ∅✳

▲❡t (0, Tf ) ❜❡ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇✐t❤ Tf t❤❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✢✉✐❞ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t
❞❡♥s✐t② ρ ❛♥❞✱ ❜② ❞❡♥♦t✐♥❣ ✇✐t❤ u : Ω × (0, Tf ) → Rd t❤❡ ✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❛♥❞
p : Ω× (0, Tf )→ R t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡❛❞✿

ρ

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
−∇ · σ(u, p) = f ✐♥ Ω× (0, Tf ), ✭✷✳✶❛✮

∇ · u = 0 ✐♥ Ω× (0, Tf ). ✭✷✳✶❜✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶❛✮ ✐s t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ ❊q✉❛✲

t✐♦♥ ✭✷✳✶❛✮✱
∂u

∂t
✐s t❤❡ ✉♥st❡❛❞② t❡r♠ ❛♥❞ (u · ∇)u t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ t❡r♠✳



✶✻ ✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

❚❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ ❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛s

Du

Dt
=
∂u

∂t
+ (u · ∇)u. ✭✷✳✷✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶❛✮ ✐s t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✭❈❛✉❝❤②✬s✮ str❡ss
t❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s✿

σ(u, p) = −pI + τ (u), ✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❢♦r❝❡s ✇✐t❤ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r❡ss✉r❡ p ❛♥❞
t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s str❡ss t❡♥s♦r✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❛♥❞
◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ τ (u) ❛♥❞ t❤❡ str❛✐♥✲r❛t❡ t❡♥s♦r
ǫ(u) ❤♦❧❞s✿

τ (u) = 2µǫ(u), ✭✷✳✹✮

❜❡✐♥❣ µ ✐s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ✭❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✮ ❛♥❞ ǫ(u) t❤❡ str❛✐♥✲r❛t❡
t❡♥s♦r ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ǫ(u) =
1

2

(
∇u+ (∇u)T

)
. ✭✷✳✺✮

❲✐t❤ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✬s str❡ss t❡♥s♦r ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶❛✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

∇ · σ(u, p) = −∇p+ µ∆u. ✭✷✳✻✮

❚❤❡ t❡r♠ f : Ω× (0, Tf )→ Rd ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶❛✮ ✐s t❤❡ ❢♦r❝✐♥❣ t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
❜♦❞② ❢♦r❝❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶❜✮ ✐s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭♦r ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✮ ❛❧s♦
❦♥♦✇♥ ❛s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✲❢r❡❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ✐s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❇❈s ❛♥❞
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

u = g ♦♥ ΓD × (0, Tf ), ✭✷✳✼❛✮

σ(u, p)n = h ♦♥ ΓN × (0, Tf ), ✭✷✳✼❜✮

u = u0 ✐♥ Ω× {0}. ✭✷✳✼❝✮

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✼❛✮ ❛♥❞ ✭✷✳✼❜✮ ❛r❡ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❛♥❞ ◆❡✉♠❛♥♥ ❇❈s✱ ❛♥❞ g : ΓD×(0, Tf )→
Rd ❛♥❞ h : ΓN × (0, Tf ) → Rd ❉✐r✐❝❤❧❡t ❛♥❞ ◆❡✉♠❛♥♥ ❞❛t❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✼❝✮ ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ u0 : Ω→ Rd t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t✉♠✳

✷✳✷✳ ❲❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❚♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❬✷✵✽❪✿

Vg := {v ∈ [H1(Ω)]d : v = g ♦♥ ΓD}, Q := L2(Ω), ✭✷✳✽✮



✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✶✼

❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ✇✐t❤ Vg := Vg×Q✳ ❚❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ r❡❛❞s ❬✷✵✽❪✿

❣✐✈❡♥ u0✱ ❢♦r ❛♥② t ∈ (0, Tf )✱ ✜♥❞ (u, p) ∈ Vg ×Q s✳t✳

(
v, ρ

∂u

∂t

)
+ (v, ρu · ∇u) + (∇v, µ∇u)− (∇ · v, p) + (q,∇ · u) =

(v,f) + (v,h)ΓN , ❢♦r ❛❧❧ (v, q) ∈ V0 ×Q.
✭✷✳✾✮

❲❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② (·, ·) ❛♥❞ (·, ·)ΓN t❤❡ L2 ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Ω ❛♥❞ ΓN r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳

❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ U = (u, p)T ❛♥❞ V = (v, q)T ✱ ✇✐t❤ U ∈ Vg ❛♥❞ V ∈ V0✱ ✇❡
❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠ ❛s

❣✐✈❡♥ u0✱ ❢♦r ❛♥② t ∈ (0, Tf )✱ ✜♥❞ U ∈ Vg s✳t✳

A(V ,U ) = F (V ), ❢♦r ❛❧❧ V ∈ V0, ✭✷✳✶✵✮

❜❡✐♥❣

A(V ,U ) = A1(V ,U ) + A2(V ,U ,U ), ✭✷✳✶✶❛✮

A1(V ,U ) =

(
v, ρ

∂u

∂t

)
+ (∇v, µ∇u)− (∇ · v, p) + (q,∇ · u) , ✭✷✳✶✶❜✮

A2(U ,V ,W ) = (u, ρv · ∇w) , ✭✷✳✶✶❝✮

F (V ) = (v,f) + (v,h)ΓN . ✭✷✳✶✶❞✮

✷✳✸✳ ❙♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✿ t❤❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡

✲ ▲❊❙ ♠❡t❤♦❞

❋♦r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✾✮✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r T h✿ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Ω
✐♥t♦ t❡tr❛❤❡❞r❛ ♦r ❤❡①❛❡❞r❛✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦❢ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ✭❋❊✮
✇✐t❤ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ r ≥ 1 ♦✈❡r T h ❛s

Xh
r = {vh ∈ C0(Ω) : vh|K ∈ Qr, ❢♦r ❛❧❧ K ∈ T h}, ✭✷✳✶✷✮

h ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❡❧❡♠❡♥t K ∈ T h✳ ■♥ t❤❡ ❱▼❙ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡
❛ ❞✐r❡❝t s✉♠ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ tr✐❛❧ ❛♥❞ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s ✐♥t♦ ❝♦❛rs❡ ❛♥❞ ✜♥❡
s❝❛❧❡s s✉❜s♣❛❝❡s ❛s

Vg = V
h
g ⊕ V

′
g , ✭✷✳✶✸❛✮

V0 = V
h
0
⊕ V

′
0
. ✭✷✳✶✸❜✮
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❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ V
h
g = Vh

g × Qh✱ V
h
0
= Vh

0
× Qh ❛r❡ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲s❝❛❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s✱

✐✳❡✳ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s ❞✐r❡❝t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ Vh

g = Vg ∩ [Xh
r ]

d✱ Vh
0
= V0 ∩ [Xh

r ]
d ❛♥❞ Qh = Q ∩ Xh

r ✳ ❖♥
t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ V ′

g = V ′
g ×Q′✱ V ′

0
= V ′

0
×Q′ ❛r❡ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s

✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜♥❡✲s❝❛❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❬✸✶✱ ✾✸✱ ✶✷✺✕✶✷✼✱ ✶✷✾✱ ✶✸✵❪✳

■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛✲♣r✐♦r✐ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❛♥❞ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥s✮ ✐♥t♦
❝♦❛rs❡ ❛♥❞ ✜♥❡✲s❝❛❧❡s ❛s ❬✶✷✺✕✶✷✼✱ ✶✷✾✱ ✶✸✵❪✿

U = Uh +U ′, ✭✷✳✶✹❛✮

V = V h + V ′ . ✭✷✳✶✹❜✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣ts (·)h ❛♥❞ (·)′ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢U ❛♥❞ V ♦♥ ❝♦❛rs❡✲
s❝❛❧❡ ❛♥❞ ✜♥❡✲s❝❛❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤ Uh ∈ V

h
g ✱ U

′ ∈ V
′
g✱ V

h ∈ V
h
0

❛♥❞ V ′ ∈ V
′
0
✳ ❇② ♣❧✉❣❣✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮✱ ♦♥❡ ❣❡ts t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❬✸✶❪✿ ❣✐✈❡♥ u0✱ ❢♦r ❛♥② t ∈ (0, Tf )✱

✜♥❞ Uh ∈ V
h
g s✳t✳

A(V h,Uh +U ′) = F (V h), ❢♦r ❛❧❧ V h ∈ V
h
0
, ✇✐t❤ U ′ ∈ V

′
g,

✭✷✳✶✺✮

✜♥❞ U ′ ∈ V
′
g s✳t✳

A(V ′,Uh +U ′) = F (V ′), ❢♦r ❛❧❧ V ′ ∈ V
′
0
, ✇✐t❤ Uh ∈ V

h
g .

✭✷✳✶✻✮

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✺✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✻✮ ❛r❡ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲s❝❛❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜♥❡✲s❝❛❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇② ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ A(·, ·) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✶❛✮✱ ❛♥❞ ❜②
❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❜✐❧✐♥❡❛r✐t②✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮ ✐s r❡❛rr❛♥❣❡❞ ❛s✿ ❣✐✈❡♥ u0✱ ❢♦r ❛♥② t ∈ (0, Tf )✱
✜♥❞ Uh ∈ V

h
g s✳t✳

A1(V
h,Uh) + A1(V

h,U ′)+

+ A2(V
h,Uh,Uh) + A2(V

h,Uh,U ′) + A2(V
h,U ′,Uh) + A2(V

h,U ′,U ′)

= F (V h), ❢♦r ❛❧❧ V h ∈ V
h
0
, ✇✐t❤ U ′ ∈ V

′

g.

✭✷✳✶✼✮

■♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ A2(V
h,Uh,U ′) ❛♥❞ A2(V

h,U ′,Uh) ❛r❡ t❤❡ ❝r♦ss✲str❡ss t❡r♠s✱
✇❤✐❧❡ A2(V

h,U ′,U ′) t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s✲str❡ss t❡r♠ ❬✸✶❪✳ ❇② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥s ❬✸✶❪✿

❼

∂vh

∂t
= 0 ✐♥ Ω❀

❼ u′ = 0 ♦♥ Γ❀

❼

(
∇vh, µ∇u′) = 0 ✐♥ Ω✱

✇❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❜② ♣❛rts ✜♥❡✲s❝❛❧❡ t❡r♠s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮✱ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡
❧❛tt❡r r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♠✐✕❞✐s❝r❡t❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s



✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✶✾

❬✸✶❪✿

❣✐✈❡♥ u0✱ ❢♦r ❛♥② t ∈ (0, Tf )✱ ✜♥❞ (uh, ph) ∈ Vh
g ×Qh s✳t✳

(
vh, ρ

∂uh

∂t

)
+
(
vh, ρ(uh · ∇)uh

)
+
(
∇vh, µ∇uh

)
−
(
∇ · vh, ph

)

+
(
qh,∇ · uh

)
−
(
ρuh · ∇vh +∇qh,u′)−

(
∇ · vh, p′

)
︸ ︷︷ ︸

✭■✮

−
(
ρuh · (∇vh)T ,u′)

︸ ︷︷ ︸
✭■■✮

−
(
ρ∇vh,u′ ⊗ u′)

︸ ︷︷ ︸
✭■■■✮

=
(
vh,f

)
+
(
vh,h

)
ΓN ,

❢♦r ❛❧❧ (vh, qh) ∈ Vh
0
×Qh✱ ✇✐t❤ (u′, p′) ∈ V ′

g ×Q′.

✭✷✳✶✽✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮ ❝♦♥t❛✐♥s st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ t❡r♠s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s✱
♥❛♠❡❧② ✭■✮ t❤❡ ❙tr❡❛♠❧✐♥❡ ❯♣✇✐♥❞ P❡tr♦✈ ●❛❧❡r❦✐♥ ✭❙❯P●✮ t❡r♠✶✱ ✭■■✮ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❱▼❙ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✭■■■✮ t❤❡ ▲❊❙ t❡r♠ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧s
t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s str❡ss ❬✸✶✱ ✾✸❪✳

❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙❯P● st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❢✉❧❧② st❛❜✐❧✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✸✶❪✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡
✇✐❧❧ ❛❞♦♣t ❡✐t❤❡r t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮✱
❛♥❞ t❤❡ ❙❯P● ♠❡t❤♦❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
t❡r♠s ❱▼❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ✭t❡r♠s ■■ ❛♥❞ ■■■ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳

❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❙❯P● ❛♥❞ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞s ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s
✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ✭✐✳❡✳ ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✮
r❡❣✐♠❡s ❛♥❞ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡q✉❛❧ ♦r❞❡r ❋❊ s♣❛❝❡s ✭Pr−Pr ♦r Qr−Qr✮
✇♦✉❧❞ ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡ ✐♥❢✲s✉♣ ✭♦r ▲❇❇✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ❬✸✶✱ ✹✶✱ ✾✸❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ ✕ ❛s t❤❡
♥❛♠❡ ✐ts❡❧❢ ❡♠♣❤❛s✐③❡s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ❙❯P● ✕ ❛❧s♦ ②✐❡❧❞s ❛ ▲❊❙✲t②♣❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❬✸✶✱ ✾✸✱ ✶✷✺✕✶✷✼✱ ✶✷✾✱ ✶✸✵❪ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧✲♥❡❛r❧② t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ r❡❣✐♠❡
t❤❛t t②♣✐❝❛❧❧② ♦❝❝✉rs ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❝❛r❞✐❛❝ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s✉❜❥❡❝t
♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♦❢ t❤❡ P❛rt ■■ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❋r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✜♥❡✲s❝❛❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ (u′, p′) ✐s st✐❧❧ ❞❡✲
✜♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ✜♥❡✲s❝❛❧❡ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✷✳✶✻✮✱ ✐♥ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❢❛s❤✐♦♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿ ❣✐✈❡♥ u0✱ ❢♦r ❛♥② t ∈ (0, Tf )✱

✶■♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ ❙❯P● t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❙❯P●✲P❙P●
t②♣❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ❬✷✺✻❪✳ ❚❤❡ ❙❯P● ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ✈❡❧♦❝✲
✐t② ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ r❡❣✐♠❡❀ t❤❡ P❙P● ✭Pr❡ss✉r❡ ❙t❛❜✐❧✐③❡❞ P❡tr♦✈✲●❛❧❡r❦✐♥✮
♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥❢✲s✉♣ st❛❜✐❧✐t②✳



✷✵ ✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

✜♥❞ U ′ ∈ V
′

g s✳t✳

A1(V
′,Uh) + A1(V

′,U ′)+

+ A2(V
′,Uh,Uh) + A2(V

′,Uh,U ′) + A2(V
′,U ′,Uh) + A2(V

′,U ′,U ′)

= F (V ′), ❢♦r ❛❧❧ V ′ ∈ V
′

0
, ✇✐t❤ Uh ∈ V

h
g .

✭✷✳✶✾✮

❇② r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ t❡r♠s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✾✮✱ ✇❡ ❣❡t✿

A1(V
′,U ′) + A2(V

′,Uh,U ′) + A2(V
′,U ′,Uh) + A2(V

′,U ′,U ′)

= F (V ′)− A1(V
′,Uh)− A2(V

′,Uh,Uh), ❢♦r ❛❧❧ V ′ ∈ V
′

0
, ✇✐t❤ Uh ∈ V

h
g .

✭✷✳✷✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✵✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲s❝❛❧❡
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ✜♥❡✲s❝❛❧❡ s♣❛❝❡ V

′
0
✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲s❝❛❧❡

r❡s✐❞✉❛❧ ❛s R(Uh) ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✵✮ ✐s ❤❡♥❝❡ r❡❛rr❛♥❣❡❞ ❛s

A1(V
′,U ′)+A2(V

′,Uh,U ′)+A2(V
′,U ′,Uh)+A2(V

′,U ′,U ′) = (V ′,R(Uh)). ✭✷✳✷✶✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥U ′ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✶✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲s❝❛❧❡
s♦❧✉t✐♦♥ Uh ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲s❝❛❧❡ r❡s✐❞✉❛❧ R(Uh) ❬✸✶❪✿

U ′ = F
′(Uh,R(Uh)). ✭✷✳✷✷✮

❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ♣❧✉❣❣❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮ t♦ ❝❧♦s❡ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❝♦❛rs❡✲s❝❛❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿

✜♥❞ Uh ∈ V
h
g : A(V h,Uh +F

′(Uh,R(Uh)︸ ︷︷ ︸
U ′

) = F (V h), ❢♦r ❛❧❧ V h ∈ V
h
0
. ✭✷✳✷✸✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇✐t❤ F̃

′ ≈ F
′✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦❛rs❡ ❛♥❞ ✜♥❡✲

s❝❛❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② Ũh ≈ Uh ❛♥❞ Ũ ′ ≈ U ′✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱
❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ s✐♠♣❧② r❡❢❡r t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ∼✱ ❜✉t ✐♠♣❧✐❝✐t❧②
❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡✐r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳

✷✳✸✳✶✳ ◗✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❡✲s❝❛❧❡s

❋♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ F ′✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ❬✸✶✱ ✾✸❪✱
✇❡ ❡♠♣❧♦② ❛ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✷✮ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s✿

U ′ ≈ −τ (Uh)R(Uh), ✭✷✳✷✹✮

❜❡✐♥❣ ❬✸✶✱ ✾✸❪

R(Uh) =

{
r▼(u

h, ph)
r❈(u

h)

}
, τ (Uh) =

[
τ▼(u

h)I3×3 03×3

0T
3×3 τ❈(u

h)

]
. ✭✷✳✷✺✮



✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✷✶

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✜♥❡✲s❝❛❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s

u′ ≈− τ▼(uh)r▼(u
h, ph), ✭✷✳✷✻❛✮

p′ ≈− τ❈(uh)r❈(u
h). ✭✷✳✷✻❜✮

❋♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❡✲s❝❛❧❡s✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦
❬✸✶❪✳ r▼(uh, ph) ❛♥❞ r❈(uh) ❛r❡ t❤❡ str♦♥❣ r❡s✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲s❝❛❧❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞
❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s✿

r▼(u
h, ph) = ρ

(
∂uh

∂t
+ uh · ∇uh

)
+∇ph − µ∆uh − f , ✭✷✳✷✼❛✮

r❈(u
h) = ∇ · uh. ✭✷✳✷✼❜✮

▼❛♥② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs τ▼(uh) ❛♥❞ τ❈(u
h) ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ t❤❡♥ ❡①✲
t❡♥❞❡❞ t♦ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧②✱ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ s♦♠❡ ✭❡♠♣✐r✐❝❛❧✮
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣s ❬✹✵✱ ✹✸✱ ✺✹✕✺✻✱ ✾✹✱ ✶✵✶✱ ✶✾✺✱ ✷✶✼✱ ✷✸✸✱ ✷✸✹✱ ✷✺✼❪✳ ❲❡
❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ str❛t❡❣② t♦ ✜♥❞
❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r♠ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈✐❛ ❆◆◆s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❧✐♠✐t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙❯P● ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❋♦r t❤❡ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s
✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ s❡t t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ❬✸✶✱ ✾✸❪

τ▼(u
h) =

(
σ2
t ρ

2

∆t2
+ ρ2uh ·Guh + Crµ

2G : G

)− 1
2

, ✭✷✳✷✽❛✮

τ❈(u
h) =

(
τ▼(u

h)g · g
)−1

. ✭✷✳✷✽❜✮

■♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✽✮✱ σt ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡
❡♠♣❧♦②❡❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮✱ ∆t t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣ s✐③❡ ❛♥❞ Cr = 15·2r ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡❣r❡❡ r ❬✸✶✱ ✾✸❪✳

▲❡t x = {xi}di=1 ❜❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥t K ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞
ξ = {ξi}di=1 t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t K̂ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✱ ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳ ▲❡t x = x(ξ) : K̂ → K ❜❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡
♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡
✐♥✈❡rs❡✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ ❜② J = ∂x

∂ξ
t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ x(ξ)✱ G ❛♥❞ g ❛♣♣❡❛r✐♥❣

✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✽✮ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r ❛♥❞ ♠❡tr✐❝ ✈❡❝t♦r ❬✸✶❪✿

G = J−TJ−1, g = J−T1. ✭✷✳✷✾✮

❋r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✽✮✱ ❛s ∆t = O(h/|uh|)✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞♦ ♥♦t ❞❡❣❡♥✲
❡r❛t❡❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ∆t→ 0✱ ❢♦r ✜①❡❞ h/|uh|✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✽❛✮
❜❡❝♦♠❡s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ♦✈❡r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✇♦✿ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ τ▼ → 0 ❛♥❞ τ❈ →∞ ❬✸✶✱ ✺✼❪✳



✷✷ ✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ▼❛♣♣✐♥❣ x = x(ξ) : K̂ → K ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t K̂ t♦ t❤❡

♣❤②s✐❝❛❧ ♦♥❡ K✳

❆ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t♦ r❡❧② ♦♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✜♥❡✲s❝❛❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❖❉❊ ✐s s♦❧✈❡❞ t♦ ❛❞✈❛♥❝❡ ✐♥ t✐♠❡ t❤❡
✜♥❡✲s❝❛❧❡✳ ❋♦r ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❱▼❙✲▲❊❙✱ ✇❡ r❡❢❡r ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ ❬✺✼✱ ✽✹❪✳

❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❡✲s❝❛❧❡s ✭✷✳✷✹✮ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮✱
t❤❡ s❡♠✐✲❞✐s❝r❡t❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❡✲s❝❛❧❡s ✜♥❛❧❧② r❡❛❞s✿

❣✐✈❡♥ u0✱ ❢♦r ❛♥② t ∈ (0, Tf )✱ ✜♥❞ (uh, ph) ∈ Vh
g ×Qh s✳t✳

(
vh, ρ

∂uh

∂t

)
+
(
vh, ρ

(
uh · ∇

)
uh
)
+
(
∇vh, µ∇uh

)

−
(
∇ · vh, ph

)
+
(
qh,∇ · uh

)

+
(
ρuh · ∇vh +∇qh, τ▼(uh)r▼(u

h, ph)
)
+
(
∇ · vh, τ❈(u

h)r❈(u
h)
)

+
(
ρuh · (∇vh)T , τ▼(u

h)r▼(u
h, ph)

)

−
(
ρ∇vh, τ▼(u

h)r▼(u
h, ph)⊗ τ▼(uh)r▼(u

h, ph)
)
=(

vh,f
)
+
(
vh,h

)
ΓN , ❢♦r ❛❧❧ (vh, qh) ∈ Vh

0
×Qh.

✭✷✳✸✵✮

✷✳✹✳ ❚✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s tr❡❛t✲

♠❡♥t

❲❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡ ✐♥ t✐♠❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✵✮ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❇❛❝❦✇❛r❞ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❋♦r♠✉❧❛
✭❇❉❋✮ ❬✻✹❪ ♦❢ ♦r❞❡r σt = 1, 2, 3✳ ❲❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ (0, Tf ) ✐♥t♦ Nt s✉❜✐♥✲
t❡r✈❛❧s ♦❢ ❡q✉❛❧ s✐③❡ ∆t =

Tf

Nt
❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t n q✉❛♥t✐t✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦

t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣ n✱ ✇✐t❤ n = 0, . . . , Nt✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡



✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✷✸

r❡❛❞s ❬✾✸❪✿

∂uh

∂t

∣∣∣∣
n+1

≈
α❇❉❋u

h
n+1 − uh

n,❇❉❋

∆t
, ❢♦r n = σt − 1, . . . , Nt − 1. ✭✷✳✸✶✮

❜❡✐♥❣

uh
n,❇❉❋ =





uh
n, ✐❢ n ≥ 0, ❢♦r σt = 1 ✭❇❉❋✶✮,

2uh
n −

1

2
uh

n−1, ✐❢ n ≥ 1, ❢♦r σt = 2 ✭❇❉❋✷✮,

3uh
n −

3

2
uh

n−1 +
1

3
uh

n−2, ✐❢ n ≥ 2, ❢♦r σt = 3 ✭❇❉❋✸✮,

✭✷✳✸✷✮

❛♥❞

α❇❉❋ =





1, ❢♦r σt = 1 ✭❇❉❋✶✮,

3

2
, ❢♦r σt = 2 ✭❇❉❋✷✮,

11

6
, ❢♦r σt = 3 ✭❇❉❋✸✮.

✭✷✳✸✸✮

✷✳✹✳✶✳ ❋✉❧❧② ✐♠♣❧✐❝✐t✱ ❇❉❋✱ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❱▼❙✲▲❊❙ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❉❋ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✶✮ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✵✮✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉❧❧②✲
❞✐s❝r❡t❡ ❢✉❧❧②✲✐♠♣❧✐❝✐t ❇❉❋ ❱▼❙✲▲❊❙ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ q✉❛s✐✲st❛t✐❝
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❡✲s❝❛❧❡s✿

❣✐✈❡♥ uh
n, . . . ,u

h
n+1−σt

✱ ❢♦r ❛♥② n = 0, . . . , Nt − 1✱ ✜♥❞ (uh
n+1, p

h
n+1) ∈ Vh

g ×Qh s✳t✳

(
vh, ρ

α❇❉❋u
h
n+1 − uh

n,❇❉❋

∆t

)
+
(
vh, ρ

(
uh

n+1 · ∇
)
uh

n+1

)
+
(
∇vh, µ∇uh

n+1

)

−
(
∇ · vh, phn+1

)
+
(
qh,∇ · uh

n+1

)

+
(
ρuh

n+1 · ∇vh +∇qh, τ▼(uh
n+1)r▼(u

h
n+1, p

h
n+1)

)

+
(
∇ · vh, τ❈(u

h
n+1)r❈(u

h
n+1)

)

+
(
ρuh

n+1 · (∇vh)T , τ▼(u
h
n+1)r▼(u

h
n+1, p

h
n+1)

)

−
(
ρ∇vh, τ▼(u

h
n+1)r▼(u

h
n+1, p

h
n+1)⊗ τ▼(uh

n+1)r▼(u
h
n+1, p

h
n+1)

)

=
(
vh,fn+1

)
+
(
vh,hn+1

)
ΓN , ❢♦r ❛❧❧ (vh, qh) ∈ Vh

0
×Qh, ❢♦r ❛❧❧ n ≥ σt − 1.

✭✷✳✸✹✮
■♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ fn+1 = f(tn+1) ❛♥❞ hn+1 = h(tn+1)✳ ❆❢t❡r t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱



✷✹ ✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ str♦♥❣ r❡s✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

τ▼(u
h
n+1) =

(
σ2
t ρ

2

∆t2
+ ρ2uh

n+1 ·Guh
n+1 + Crµ

2G : G

)− 1
2

, ✭✷✳✸✺❛✮

τ❈(u
h
n+1) =

(
τ▼(u

h
n+1)g · g

)−1
, ✭✷✳✸✺❜✮

r▼(u
h
n+1, p

h
n+1) = ρ

(
α❇❉❋u

h
n+1 − uh

n,❇❉❋

∆t
+ uh

n+1 · ∇uh
n+1

)
+∇phn+1

− µ∆uh
n+1 − fn+1,

✭✷✳✸✻❛✮

r❈(u
h
n+1) = ∇ · uh

n+1. ✭✷✳✸✻❜✮

❆ ❢✉❧❧②✲✐♠♣❧✐❝✐t ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s❝❤❡♠❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛ st❛❜❧❡ t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✹✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛t ❡❛❝❤ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ tn✱ ♦❢
❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t② ♠✐❣❤t ❜❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✈✐❛
t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ✕ ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✕ t❤❡
❛ss❡♠❜❧② ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✳ ❚♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s❝❤❡♠❡✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✾✸❪✳

✷✳✹✳✷✳ ❙❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t✱ ❇❉❋✱ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❱▼❙✲▲❊❙ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t ❇❉❋ s❝❤❡♠❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✹✮
❜② ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r t❡r♠s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲●r❡❣♦r② ❜❛❝❦✇❛r❞ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ♦r❞❡r σt = 1, 2, 3 ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s uh

n+1 ❛♥❞ phn+1✳ ❊①tr❛♣♦❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ s✉❜s❝r✐♣t ✏n+1,❊❳❚✑ ❛♥❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇❉❋ ♦r❞❡r ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡
t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡② ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❬✾✸❪✿

uh
n+1,❊❳❚ =





uh
n, ✐❢ n ≥ 0, ❢♦r σt = 1 ✭❇❉❋✶✮,

2uh
n − uh

n−1, ✐❢ n ≥ 1, ❢♦r σt = 2 ✭❇❉❋✷✮,

3uh
n − 3uh

n−1,+uh
n−2 ✐❢ n ≥ 2, ❢♦r σt = 3 ✭❇❉❋✸✮,

✭✷✳✸✼❛✮

phn+1,❊❳❚ =





phn, ✐❢ n ≥ 0, ❢♦r σt = 1 ✭❇❉❋✶✮,

2phn − phn−1, ✐❢ n ≥ 1, ❢♦r σt = 2 ✭❇❉❋✷✮,

3phn − 3phn−1 + phn−2, ✐❢ n ≥ 2, ❢♦r σt = 3 ✭❇❉❋✸✮.

✭✷✳✸✼❜✮

❇② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❡❛❝❤ t❡r♠ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✹✮✱ ❜② ❧✐♥❡❛r✐s✐♥❣ ❡❛❝❤ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❡r♠s ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ◆❡✇t♦♥✲●r❡❣♦r② ❜❛❝❦✇❛r❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ❛♥❞ ❜② ❣❛t❤❡r✐♥❣ t❡r♠s t♦ r❡✲❞❡✜♥❡
t❤❡ str♦♥❣ r❡s✐❞✉❛❧s✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉❧❧②✲❞✐s❝r❡t❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t ❇❉❋ ❱▼❙✲▲❊❙
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❡✲s❝❛❧❡s✿



✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✷✺

❣✐✈❡♥ uh
n, . . . ,u

h
n+1−σt

✱ ❢♦r ❛♥② n = 0, . . . , Nt − 1✱ ✜♥❞ (uh
n+1, p

h
n+1) ∈ Vh

g ×Qh s✳t✳

(
vh, ρ

α❇❉❋u
h
n+1 − uh

n,❇❉❋

∆t

)
+
(
vh, ρ

(
uh

n+1,❊❳❚ · ∇
)
uh

n+1

)
+
(
∇vh, µ∇uh

n+1

)

−
(
∇ · vh, phn+1

)
+
(
qh,∇ · uh

n+1

)

+
(
ρuh

n+1,❊❳❚ · ∇vh +∇qh, τ▼(uh
n+1,❊❳❚)r▼,❊❳❚(u

h
n+1, p

h
n+1)

)

+
(
∇ · vh, τ❈(u

h
n+1,❊❳❚)r❈(u

h
n+1)

)

+
(
ρuh

n+1,❊❳❚ · (∇vh)T , τ▼(u
h
n+1,❊❳❚)r▼,❊❳❚(u

h
n+1, p

h
n+1)

)

− (ρ∇vh, τ▼(u
h
n+1,❊❳❚)r

▲❍❙
▼✱❊❳❚(u

h
n+1, p

h
n+1)⊗

τ▼(u
h
n+1,❊❳❚)r▼✱❊❳❚(u

h
n+1,❊❳❚, p

h
n+1,❊❳❚))

+
(
ρ∇vh, τ▼(u

h
n+1,❊❳❚)r

❘❍❙
▼ ⊗ τ▼(uh

n+1,❊❳❚)r▼✱❊❳❚(u
h
n+1, p

h
n+1)

)

=
(
vh,fn+1

)
+
(
vh,hn+1

)
ΓN , ❢♦r ❛❧❧ (vh, qh) ∈ Vh

0
×Qh ❢♦r ❛❧❧ n ≥ σt − 1.

✭✷✳✸✽✮
■♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞♦♣t❡❞ t❤❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ str♦♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡
♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✿

r▼✱❊❳❚(u
h
n+1, p

h
n+1) =ρ

(
α❇❉❋u

h
n+1 − uh

n,❇❉❋

∆t
+ uh

n+1,❊❳❚ · ∇uh
n+1

)

+∇phn+1 − µ∆uh
n+1 − fn+1.

✭✷✳✸✾✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s♣❧✐t ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❛ ❧❡❢t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ❛♥❞
❛ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ t❡r♠✿

r▼✱❊❳❚(u
h
n+1, p

h
n+1) = r▲❍❙▼✱❊❳❚(u

h
n+1, p

h
n+1)− r❘❍❙▼ , ✭✷✳✹✵✮

✇✐t❤

r▲❍❙▼✱❊❳❚(u
h
n+1, p

h
n+1) =ρ

(
α❇❉❋u

h
n+1

∆t
+ uh

n+1,❊❳❚ · ∇uh
n+1

)

+∇phn+1 − µ∆uh
n+1,

✭✷✳✹✶❛✮

r❘❍❙▼ =ρ
uh

n,❇❉❋

∆t
+ fn+1. ✭✷✳✹✶❜✮

❖♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤✐s s♣❧✐tt✐♥❣✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✽✮ t❤❛t t❤❡ ▲❊❙ t❡r♠ ✐s
❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ t❡r♠s ❛❢t❡r ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ s❡❡ t❤❛t t❤❡
❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✾✮ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✽✮ ❡✐t❤❡r
✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡✲st❡♣ ❛♥❞ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞✳



✷✻ ✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

✷✳✺✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❜② uh
∗ ✿

uh
∗ =

{
uh

n+1, ✐❢ ✐♠♣❧✐❝✐t,

uh
n+1,❊❳❚ ✐❢ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t,

✭✷✳✹✷✮

✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✸✹✮ ❛♥❞ ✭✷✳✸✽✮ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠ ❛s

❣✐✈❡♥ uh
n, . . . ,u

h
n+1−σt

✱ ❢♦r ❛♥② n = 0, . . . , Nt − 1✱ ✜♥❞ (uh
n+1, p

h
n+1) ∈ Vh

g ×Qh s✳t✳

(
vh, ρ

α❇❉❋u
h
n+1 − uh

n,❇❉❋

∆t

)
+
(
vh, ρ

(
uh

∗ · ∇
)
uh

n+1

)
+
(
∇vh, µ∇uh

n+1

)

−
(
∇ · vh, phn+1

)
+
(
qh,∇ · uh

n+1

)
+ S(vh, qh,uh

n+1,u
h
∗ , p

h
n+1, p

h
n+1,❊❳❚)

=
(
vh,fn+1

)
+
(
vh,hn+1

)
ΓN , ❢♦r ❛❧❧ (vh, qh) ∈ Vh

0
×Qh, ❢♦r ❛❧❧ n ≥ σt − 1.

✭✷✳✹✸✮
❚❤❡ ❢♦r♠ S ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ t❡r♠s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❊q✉❛✲
t✐♦♥s ✭✷✳✸✹✮ ❛♥❞ ✭✷✳✸✽✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❡♠♣❧♦②❡❞
✭❙❯P● ♦r ❱▼❙✲▲❊❙✮✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ S ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠s✿

S(vh, qh,uh
n+1,u

h
∗ , p

h
n+1, p

h
n+1,❊❳❚) =





SSUPG(v
h, qh,uh

n+1,u
h
∗ , p

h
n+1), ✐❢ ❙❯P●

SSUPG(v
h, qh,uh

n+1,u
h
∗ , p

h
n+1) + SVMS(v

h,uh
n+1,u

h
∗ , p

h
n+1)

+SLES(vh, qh,uh
n+1,u

h
∗ , p

h
n+1, p

h
n+1,❊❳❚), ✐❢ ❱▼❙✲▲❊❙

✭✷✳✹✹✮

❜❡✐♥❣

SSUPG(v
h, qh,uh

n+1,u
h
∗ , p

h
n+1) =

(
ρuh

∗ · ∇vh +∇qh, τ▼(uh
∗)r▼(u

h
n+1, p

h
n+1)

)

+
(
∇ · vh, τ❈(u

h
∗)r❈(u

h
n+1)

)
, ✭✷✳✹✺✮

SVMS(v
h, qh,uh

n+1,u
h
∗ , p

h
n+1) =

(
ρuh

∗ · (∇vh)T , τ▼(u
h
∗)r▼(u

h
n+1, p

h
n+1)

)
, ✭✷✳✹✻✮



✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✷✼

❛♥❞

SLES(vh, qh,uh
n+1,u

h
∗ , p

h
n+1, p

h
n+1,❊❳❚) =




−(ρ∇vh, τ▼(u
h
n+1)r▼(u

h
n+1, p

h
n+1)⊗

τ▼(u
h
n+1)r▼(u

h
n+1, p

h
n+1)), ✐❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ ✐♠♣❧✐❝✐t✱

−(ρ∇vh, τ▼(u
h
n+1,❊❳❚)r

▲❍❙
▼✱❊❳❚(u

h
n+1, p

h
n+1)⊗

τ▼(u
h
n+1,❊❳❚)r▼✱❊❳❚(u

h
n+1,❊❳❚, p

h
n+1,❊❳❚))

+(ρ∇vh, τ▼(u
h
n+1,❊❳❚)r

❘❍❙
▼ ⊗

τ▼(u
h
n+1,❊❳❚)r▼✱❊❳❚(u

h
n+1, p

h
n+1)), ✐❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t✳

✭✷✳✹✼✮

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✸✮ ✐♥ lifex ❬✻❪✱ ❛ ❈✰✰ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
❧✐❜r❛r② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐❍❊❆❘❚ ♣r♦❥❡❝t ✷ ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ deal.II ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
❝♦r❡ ❬✹❪✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧② ✐♠♣❧✐❝✐t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ❜r✐♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t② t♦ ❜❡
s♦❧✈❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡✲st❡♣✱ ✐s s♦❧✈❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❛r✐s✐♥❣
❛t ❡❛❝❤ ◆❡✇t♦♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ t✐♠❡✲st❡♣ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡
❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✐s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❙■▼P▲❊ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❬✻✾❪ ❛♥❞ ✐ts ❜❧♦❝❦s
❛r❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠✉❧t✐❣r✐❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚r✐❧✐♥♦s ❬✶✷❪✳
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜r✐♥❣s t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ t♦ ❜❡
s♦❧✈❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡✲st❡♣ t❤❛t ✇❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ s♦❧✈❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛s❤✐♦♥✳

✷✳✻✳ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✈❡r✐✜❝❛t❡ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦
❜❡♥❝❤♠❛r❦s✿ t❤❡ ❚❛②❧♦r✲●r❡❡♥ ✈♦rt❡① ✭❚●❱✮ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✶ ❛♥❞ t❤❡ ❋❉❆ ♥♦③③❧❡ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✷✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✐♠s ❛t ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧② s♦❧✈❡❞✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✷✹❪✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦❞❡
✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❡①❛❝t ❜❡♥❝❤♠❛r❦s s♦✲
❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♦r s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡
❝♦rr❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
✇✐t❤ ❤✐❣❤✲✜❞❡❧✐t② ❉◆❙ ❞❛t❛✳

❉✐✛❡r❡♥t❧②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✷✹❪✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ t♦
✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛r❡ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐t②✳ ❚❤✉s✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐♥ ✈✐tr♦ ♦r ✐♥ ✈✐✈♦ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞

✷✐❍❊❆❘❚ ✲ ❆♥ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❍❡❛rt ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❘❡✲
s❡❛r❝❤ ❈♦✉♥❝✐❧ ✭❊❘❈✮ ❣r❛♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ◆♦ ✼✹✵✶✸✷✱ P✳■✳ Pr♦❢ ❆✳ ◗✉❛rt❡r♦♥✐✳



✷✽ ✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❚❤❡ ❝✉❜✐❝ ❞♦♠❛✐♥ Ω ❢♦r t❤❡ ❚●❱ ♣r♦❜❧❡♠✳

❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛❣❛✐♥st ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛❧s♦
❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t❤❛t ✇❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❚❤❡s❡ ✇♦r❦s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ▼❙❝ t❤❡s❡s ♦❢ ❚♦♠♠❛s♦ ❚❛ss✐ ❛♥❞ ❙❛r❛ P❡r✲
❞♦♥❝✐♥✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ■ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦✲❛❞✈✐s♦r✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✶ ❝♦♥t❛✐♥s ♠❛t❡r✐❛❧
❢r♦♠ ❬✷✺✵❪ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✷ ❢r♦♠ ❬✶✾✼❪✳

✷✳✻✳✶✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✿ t❤❡ ❚❛②❧♦r✲●r❡❡♥ ✈♦rt❡①

❚❤❡ ❚●❱ ✐s ❛♥ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝❛②✐♥❣ ♦❢ ✈♦rt❡① ✐♥ ❛ ❝✉❜❡✳ ❋✐rst❧②
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✶✾✸✼ ❜② ●✳■✳ ❚❛②❧♦r ❛♥❞ ❆✳❊✳ ●r❡❡♥ ❬✷✺✹❪✱ ♥♦✇❛❞❛②s t❤❡ ❚●❱ r❡♣r❡s❡♥ts
❛ ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s ❬✸✹✱ ✺✾✱ ✽✶✱ ✽✸✱ ✶✺✶✱ ✷✽✸❪ ❛❣❛✐♥st ❉◆❙ ❞❛t❛ ❬✹✷✱ ✶✼✽❪✳

❚❤❡ ❚●❱ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❇❈s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡
❝✉❜✐❝ ❞♦♠❛✐♥ Ω = [0, 2πL]3 ⊂ R3 ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Γ = Γt♦♣∪Γ❜♦tt♦♠∪Γ❢r♦♥t∪Γ❜❛❝❦∪Γ❧❡❢t∪
Γr✐❣❤t ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳ ❲❡ s❡t ♣❡r✐♦❞✐❝ ❇❈s ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛ ✢✉✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛ss✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝✉❜❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♣♣❡❛rs ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
✈❡❧♦❝✐t② ♦♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡✿ ❋♦r ❛❧❧ t ∈ (0, Tf )✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❇❈s r❡❛❞

u|Γ❧❡❢t = u|Γr✐❣❤t , ✭✷✳✹✽❛✮

u|Γt♦♣ = u|Γ❜♦tt♦♠ , ✭✷✳✹✽❜✮



✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✷✾

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ■♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚●❱ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✾✮✿ ✐s♦✕

❝♦♥t♦✉rs ♦❢ x ❛♥❞ y ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✳

u|Γ❢r♦♥t = u|Γ❜❛❝❦ . ✭✷✳✹✽❝✮

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

u0 = u0(x) =




U sin(x/L) cos(y/L) cos(z/L)
−U cos(x/L) sin(y/L) cos(z/L)

0


 ✐♥ Ω× {0}, ✭✷✳✹✾✮

❜❡✐♥❣ U ❛♥❞ L t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ ✉s❡❞ ❛❧s♦ ❢♦r
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ U = 1 ♠✴s ❛♥❞ L = 1 ♠✱ ❜r✐♥❣✐♥❣ t♦ Re = 1/ν✱ ❜❡✐♥❣ ν = µ

ρ

t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t②✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
Re = 1600✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝♦❤❡r❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❉◆❙ ❞❛t❛ ♦❢ ❬✹✷✱ ✶✼✽❪✱ ✇❡ s❡❧❡❝t ❛s ✜♥❛❧
t✐♠❡ Tf = 10 s✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ L ❛♥❞ U ❛r❡ s❡t t♦ ✉♥✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
t✐♠❡ t/(L/U) ❛s ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss q✉❛♥t✐t②✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✾✮✳

❚❤❡ ❉◆❙ ❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❬✹✷✱ ✶✼✽❪ ❝♦♥s✐st ✐♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② Ẽk ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞✐ss✐✲



✸✵ ✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

♣❛t✐♦♥ r❛t❡ D̃ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

Ẽk(t) =
1

|Ω|

∫

Ω

1

2
|u(x, t)|22 dx, ✭✷✳✺✵✮

❛♥❞

D̃(t) = −dẼk(t)

dt
. ✭✷✳✺✶✮

❜❡✐♥❣ |Ω| t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ Ω ❛♥❞ | · |2 t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❛ str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ❝✉❜❡ ♠❛❞❡ ♦❢ N❡❧ = n3

❡❧ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❜❡✐♥❣ n❡❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡❧❡♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ ❡❛❝❤ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t
❉◆❙ ♦♥ ❛ ♠❡s❤ ♠❛❞❡ ♦❢ N❡❧ = 5123 ❬✹✷✱ ✶✼✽❪✳

❲❡ ❝❛rr② ♦✉t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ lifex ✐♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❢r♦♠ ✷✵ ✉♣ t♦ ✻✹ ❝♦r❡s ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ♠❡s❤❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✳ ❆
♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st✉❞② ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ Q1 ✲ Q1 ❋❊ s♣❛❝❡s s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts
❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐❢ ✈❡r② ✜♥❡ ❣r✐❞s ❛r❡ ✉s❡❞ ✭N❡❧ = 1283✮✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♦❢
♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r
❋❊ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛st❡r t♦ t❤❡ ❉◆❙ ❞❛t❛✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ Q1 ✲ Q1 ❛♥❞ Q2 ✲ Q2 ❋❊ s♣❛❝❡s✳ ❇② ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛
♠❡s❤ ♠❛❞❡ ♦❢ N❡❧ = 323✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❋❊ ✐s ✈❡r② ❢❛r ❢r♦♠
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❉◆❙ ❞❛t❛✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ❛❧❧♦✇ t♦ ❜❡tt❡r ❝❛♣t✉r❡
t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✱ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ Q2✕Q2 ❋❊
s♣❛❝❡s ❛♥❞ ❇❉❋✸ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✱ ♥❛♠❡❧② 323 ❛♥❞ 643✳ ❲❡ s❡❡
t❤❛t r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❣r✐❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡✐t❤❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡✳

❲❡ s♣❧✐t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t ∇u ✐♥t♦ ✐ts s②♠♠❡tr✐❝ ǫ(u) ❛♥❞ s❦❡✇✲s②♠♠❡tr✐❝ ω(u)
♣❛rts✿

∇u =
1

2

(
∇u+ (∇u)T

)
+

1

2

(
∇u− (∇u)T

)
= ǫ(u) + ω(u), ✭✷✳✺✷✮

❜❡✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ str❛✐♥✲r❛t❡ t❡♥s♦r ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✮✮ ❛♥❞ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ t❡♥s♦r✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❝♦❤❡r❡♥t ✈♦rt❡① str✉❝t✉r❡s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✶✸✶❪✿

Q(u) =
1

2

(
|ω(u)|2❋ − |ǫ(u)|2❋

)
, ✭✷✳✺✸✮

✇❤❡r❡ | · |❋ ✐s t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠ ♦❢ ❛ t❡♥s♦r✳ ■❢ Q(u) > 0✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✢✉✐❞
❡❧❡♠❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ❞♦♠✐♥❛♥t ♦✈❡r ✐ts str❡t❝❤✐♥❣✿ t❤❡ ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♥❛❧②s✐♥❣
t❤❡ ✐s♦s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ Q(u) ❬✶✸✶❪✳

✸◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♦❢ t❤❡ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ P♦❧✐t❡❝♥✐❝♦
❞✐ ▼✐❧❛♥♦ ✭✺ ♥♦❞❡s ♦❢ ✷✵ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ❊✺✲✹✻✶✵✈✷ ❅✷✳✸✵●❍③ ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✶✻✵ ❝♦r❡s ❛♥❞ ✻
♥♦❞❡s ♦❢ ✶✷ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ❊✺✲✷✻✹✵✈✹ ❅✷✳✹✵●❍③ ✇✐t❤ ✶✷✵ ❝♦r❡s✮



✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✸✶

❲❡ r❡♣♦rt t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞✐s♣❧❛②
✐s♦✲❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥ ✭Q = 0.25 ❍③2✮ ❝♦❧♦✉r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛t
❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼❛ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❡✐❣❤t✲❢♦❧❞ s②♠♠❡tr②
♦❢ t❤❡ ❚●❱ ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡❀ ❛s t❤❡ t✐♠❡ ❛❞✈❛♥❝❡s✱ t❤❡ ✈♦rt✐❝❡s ❞❡s❝❡♥❞ ♦♥ t❤❡
s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❢♦r♠✐♥❣ ✈♦rt❡① s❤❡❡ts ✭❋✐❣✉r❡s ✷✳✼❜✱ ✷✳✼❝✮✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡
✐♥st❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ st❛rts t♦ ❞✐ss✐♣❛t❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s
♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❛r❡ ❧♦st ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✼❞✮✳ ❋r♦♠ t❤❛t t✐♠❡✱ t❤❡ ✢♦✇ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r②
❝❤❛♦t✐❝✱ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢
t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❧♦st✳

❱▼❙✲▲❊❙ s❤♦✇❡❞ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ t❤❡ ❚●❱ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐❢ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝♦❛rs❡ ❣r✐❞
❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ❱▼❙✲▲❊❙ ❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r♦❞✉❝❡s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ✐❢ ❛t ❧❡❛st s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r
❋❊ s♣❛❝❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳



✸✷ ✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

✭❛✮ ❑✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②

✭❜✮ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉◆❙ ❞❛t❛ ❬✹✷✱ ✶✼✽❪ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r✲

❡♥t ❋❊ s♣❛❝❡s✳ ❱▼❙✲▲❊❙✱ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t✱ ∆t = 2 · 10−3✱ ❇❉❋✶✱ N❡❧ = 323✳ ✭❛✮ ❦✐♥❡t✐❝

❡♥❡r❣②❀ ✭❜✮ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡✳



✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✸✸

✭❛✮ ❑✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②

✭❜✮ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉◆❙ ❞❛t❛ ❬✹✷✱ ✶✼✽❪ ✉s✐♥❣ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t ❣r✐❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳ Q2 ✲ Q2 ❱▼❙✲▲❊❙✱ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t✱ ∆t = 2 · 10−3✱ ❇❉❋✸✳ ✭❛✮

❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②❀ ✭❜✮ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡✳



✸✹ ✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

✭❛✮ t = 0 ✭❜✮ t = 2

✭❝✮ t = 4 ✭❞✮ t = 6

✭❡✮ t = 8 ✭❢✮ t = 10

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❱♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts✳



✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✸✺

✭❛✮ t = 0 ✭❜✮ t = 2

✭❝✮ t = 4 ✭❞✮ t = 6

✭❡✮ t = 8 ✭❢✮ t = 10

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ■s♦✲❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ Q = 0.25 ❍③2 ❝♦❧♦✉r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈❡❧♦❝✐t②

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts✳



✸✻ ✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❚❤❡ ❋❉❆ ♥♦③③❧❡ ♠♦❞❡❧✳

D✐♥ ❬♠♠❪ Dt ❬♠♠❪ D♦✉t ❬♠♠❪ L✐♥ ❬♠♠❪ L♥ ❬♠♠❪ Lt ❬♠♠❪ L♦✉t ❬♠♠❪ α ❬◦❪
✶✷ ✹ ✶✷ ✶✷✵ ✷✷✳✻✽✺ ✹✵ ✶✹✹ ✷✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❙✐③❡s ♦❢ t❤❡ ❋❉❆ ♥♦③③❧❡ ♠♦❞❡❧✳

✷✳✻✳✷✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥✿ t❤❡ ❋❉❆ ♥♦③③❧❡

❆ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐ss✉❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐s t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❋❉
♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t r❡❣✐♠❡s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳
■♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ t❤❡ ❯❙ ❋♦♦❞ ❛♥❞ ❉r✉❣ ❆❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ✭❋❉❆✮ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥ ✷✵✵✹ t❤❡
✏❈r✐t✐❝❛❧ P❛t❤ ■♥✐t✐❛t✐✈❡✑ ❬✺❪ ♣r♦♣♦s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ t❡sts ✇✐t❤ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ r❡❛❧ ♠❡❞✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s✱
❋❉❆ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✿ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♠♦❞❡❧ ✭♦r s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❛s❡✮ ❛♥❞ ❛
❜❧♦♦❞ ♣✉♠♣ ♠♦❞❡❧ ❬✶✻✶❪✳

❚❤❡ ♥♦③③❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❋❉❆ ❬✶✶✼❪ ✐s ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✷✳✽✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■t ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❧❡t ♣❛rt ♦❢ ❧❡♥❣t❤
L✐♥ ❛♥❞ ❞✐❛♠❡t❡r D✐♥❀ ❛ ❝♦♥✐❝❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s❡❝t✐♦♥ ✭♥♦③③❧❡✮ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ Ln ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡ α❀ ❛ t❤r♦❛t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ Lt ❛♥❞ ❞✐❛♠❡t❡r Dt ❛♥❞ ❛ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥
r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ L♦✉t ❛♥❞ ❞✐❛♠❡t❡r D♦✉t✳ ❙✐③❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❧❡♥❣t❤s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✷✳✶✳

❚❤❡ ✢✉✐❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s t❤❡ ❜❧♦♦❞✱ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ✈✐s❝♦✉s ❛♥❞ ◆❡✇t♦♥✐❛♥
✢✉✐❞ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ρ = 1.056 · 103 kg/m3 ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② µ = 3.5 · 10−3 Pa · s ❬✷✶✸❪✳
❚❤❡ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ❡♥t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✐❝❛❧ ❝♦❧❧❡❝t♦r ❛♥❞ ❡①✐ts ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳
❚❤✐s ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ s✐♥❝❡ ✐t ♣r❡s❡♥ts
✢♦✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❜❧♦♦❞ ❞❛♠❛❣❡ ❛s ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡
❣r❛❞✐❡♥ts✱ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛♥❞ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡❛s✳



✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✸✼

Re Q ❬♠3✴s❪
✺✵✵ ✺✳✷✵✻✷·10−6

✸✺✵✵ ✸✳✻✹✹✹·10−5

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ✢♦✇ r❛t❡s ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞

✢♦✇ r❡❣✐♠❡s✳

▲❡t Ω ⊂ R3 ❜❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✕ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✕ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Γ = Γ✐♥ ∪
Γ✇ ∪ Γ♦✉t✱ ❜❡✐♥❣ Γ✐♥✱ Γ♦✉t ❛♥❞ Γ✇ t❤❡ ✐♥❧❡t✱ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❛❧❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r
t❤✐s ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ t❤r♦❛t s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
❤❡♥❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Re =
ρuz,tDt

µ
=

4ρQ

πDtµ
. ✭✷✳✺✹✮

❲❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ uz,t t❤❡ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ t❤r♦❛t r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ Q t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝

✢♦✇ r❛t❡✱ ✇✐t❤ Q = uz,tπ
D2

t

4
✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢

♠❡❞✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡s✱ t❤❡ ❋❉❆ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r t❤✐s ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
❘❡②♥♦❧❞s r❡❣✐♠❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ♥❛♠❡❧②
Re = 500 ❛♥❞ ✸✺✵✵ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❧❛♠✐♥❛r ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡
r❡♣♦rt ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ✢♦✇ r❛t❡s✳

Pr♦❜❧❡♠ s❡t✉♣

❋♦r t❤❡ ❋❉❆ ♥♦③③❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ✇❡ s❡t ❛ ♥✉❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ u0 = 0 ❛♥❞ ♥♦ ❜♦❞②
❢♦r❝❡s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✭f = 0✮✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❇❈s✱ ♦♥ t❤❡ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❡t ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t
❇❈❀ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❛❧✇❛②s ❧❛♠✐♥❛r ♦♥ Γin✱ ✇❡ ♣r❡s❝r✐❜❡ ❛
P♦✐s❡✉✐❧❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ✇❛❧❧ r♦✉❣❤♥❡ss ✈❛❧✉❡ ❢♦r ♠❡❞✐❝❛❧
❞❡✈✐❝❡s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✺ ♠✐❝r♦♥s✱ ✇❡ ♣r❡s❝r✐❜❡ ❛ ♥♦✲s❧✐♣ ❇❈ ♦♥ Γw✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❬✷✾✸❪✳
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥ Γ♦✉t✱ ❛s ✐♥ ❬✻✽❪✱ ✇❡ ♣r❡s❝r✐❜❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ◆❡✉♠❛♥♥
❇❈✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❇❈s ❢♦r t❤❡ ❋❉❆ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❛❞s✿

u = u✐♥ ♦♥ Γ✐♥ × (0, Tf ), ✭✷✳✺✺✮

u = 0 ♦♥ Γ✇ × (0, Tf ), ✭✷✳✺✻✮

σ(u, p)n = 0 ♦♥ Γ♦✉t × (0, Tf ). ✭✷✳✺✼✮

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r t❤❡ ✐♥❧❡t ❇❈✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ u✐♥ ❛s

u✐♥(x, t) = − 2Q

π(D✐♥/2)2

(
1− r2(x)

(D✐♥/2)2

)
u(t)n, ✭✷✳✺✽✮

❜❡✐♥❣ r(x) t❤❡ r❛❞✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ u(t) ❛ s❝❛❧❛r t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❜r✐♥❣s
t❤❡ ✐♥❧❡t ✈❡❧♦❝✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❛ t✐♠❡ ❡q✉❛❧ t♦



✸✽ ✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❍❡①❛❡❞r❛❧ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ❋❉❆ ♥♦③③❧❡✳ ❖♥ t❤❡ t♦♣✿ ❢r♦♥t❛❧ ✈✐❡✇❀ ♦♥ t❤❡

❜♦tt♦♠✿ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤r❡❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✿ ✐♥❧❡t✱ t❤r♦❛t ❛♥❞ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥s✳

T❧♦❛❞✿

u(t) =





1

2

(
1− cos

(
πt

T❧♦❛❞

))
, ✐❢ t < T❧♦❛❞,

1, ✐❢ t ≥ T❧♦❛❞.
✭✷✳✺✾✮

❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❤❡①❛❡❞r❛❧ ♠❡s❤❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ gmsh ❬✶✵✽❪✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r
t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ✇❡ ✉s❡ ❖❍ ❣r✐❞ t♦♣♦❧♦❣② ❬✸✽❪ ❛♥❞ ✇❡ r❡✜♥❡ ♠♦r❡ t❤❡ t❤r♦❛t
❛♥❞ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥s s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡s❡ ❛r❡❛s✳ ❚❤❡ ✇❛❧❧
♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡①tr✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳ ❲❡ r❡♣♦rt ❛ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡
❋❉❆ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✳

◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

❲❡ ♣r❡s❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❘❡②♥♦❧❞s r❡❣✐♠❡s✱
♥❛♠❡❧② ❧❛♠✐♥❛r ✭Re = 500✮ ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t ✭Re = 3500✮✳ ❆❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛r❡
♠❛❞❡ ♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✶✶✻❪✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥ u✐♥ = Q/ (π(D✐♥/2)

2)
❛s

u♥♦r♠ =
u

u✐♥
. ✭✷✳✻✵✮

❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡
❞r♦♣ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

∆p♥♦r♠ =
p− pz=0

1
2
ρu2t

, ✭✷✳✻✶✮



✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✸✾

❈♦❛rs❡ ▼❡❞✐✉♠ ❋✐♥❡

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ✼✬✸✷✺ ✸✻✬✶✷✽ ✶✺✷✬✼✵✵

❉❖❋s
Q1✲Q1

uh ✷✹✬✻✾✻ ✶✶✻✬✹✹✷ ✹✼✽✬✹✶✵

ph ✽✬✷✸✷ ✸✽✬✽✶✹ ✶✺✾✬✹✼✵

t♦t❛❧ ✸✷✬✾✷✽ ✶✺✺✬✷✺✻ ✻✸✼✬✽✽✵

h♠✐♥ ❬♠❪ 2.31 · 10−3 1.26 · 10−3 6.00 · 10−4

h❛✈❣ ❬♠❪ 6.20 · 10−3 3.10 · 10−3 1.53 · 10−3

h♠❛① ❬♠❪ 8.38 · 10−3 4.10 · 10−3 2.08 · 10−3

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ❈❛s❡ Re = 500✿ s♣❡❝✐✜❝s ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❣r✐❞ ❧❡✈❡❧s ❡♠♣❧♦②❡❞✳

❜❡✐♥❣ pz=0 t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ z = 0 ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✮ ❛♥❞ ut = Q/ (π(Dt/2)
2) t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ t❤r♦❛t s❡❝t✐♦♥✳

❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ lifex ✐♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❢r♦♠ ✷✵ ✉♣ t♦ ✻✹ ❝♦r❡s ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ♠❡s❤❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ❛♥❞
❞✐✛❡r❡♥t ❘❡②♥♦❧❞s r❡❣✐♠❡s✳

▲❛♠✐♥❛r ❝❛s❡✿ Re = 500

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡s❤ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ Re = 500✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ s❡t ∆t = 10−3 s✱ T❧♦❛❞ = 0.01 s ❛♥❞ Tf = 2 s✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧
t✐♠❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ❣❡t ❛ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✢♦✇✳ ◆♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t
❢❛s❤✐♦♥ ❛♥❞ Q1 ✕ Q1 ❋❊ s♣❛❝❡s ❛r❡ s❡t ❢♦r ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❇❉❋
♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♦r❞❡r ✶ ❛♥❞ t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ ❛s st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ♠❡s❤ ❧❡✈❡❧s✱ ♥❛♠❡❧② ❝♦❛rs❡✱ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ✜♥❡ ♠❡s❤❀ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸
✇❡ r❡♣♦rt s♣❡❝✐✜❝s ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❣r✐❞ ❧❡✈❡❧s ✉s❡❞✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✇❡ r❡♣♦rt ✈❡❧♦❝✐t②
♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❛ s✉r❢❛❝❡ ▲✐♥❡ ■♥t❡❣r❛❧ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭▲■❈✮ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❛
s❧✐❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥❡ ♠❡s❤ ❛t t❤❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡ ✐s ❧❛♠✐♥❛r t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡
❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤r♦❛t r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥
t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳ ◆♦r ❜r❡❛❦✐♥❣ ❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ❥❡t✱ ♥♦r ✢♦✇ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵❝ s❤♦✇s s②♠♠❡tr✐❝ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡
♣r❡ss✉r❡✱ ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥❧❡t r❡❣✐♦♥✱ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ❢❛st ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✐❝❛❧
❝♦❧❧❡❝t♦r ❛♥❞ ❛ s❧♦✇❡r ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ t❤r♦❛t✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶❛✮ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶❜✮✳
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❛❧❧ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ ❛ ❣♦♦❞ ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ t❤❡

✹◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♦❢ t❤❡ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ P♦❧✐t❡❝♥✐❝♦
❞✐ ▼✐❧❛♥♦ ✭✺ ♥♦❞❡s ♦❢ ✷✵ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ❊✺✲✹✻✶✵✈✷ ❅✷✳✸✵●❍③ ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✶✻✵ ❝♦r❡s ❛♥❞ ✻
♥♦❞❡s ♦❢ ✶✷ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ❊✺✲✷✻✹✵✈✹ ❅✷✳✹✵●❍③ ✇✐t❤ ✶✷✵ ❝♦r❡s✮



✹✵ ✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

❉◆❙ ❬✶✾✸❪ ▲❊❙ ❬✻✽❪ ❘❆◆❙ ❬✷✹✸❪ ❱▼❙✲▲❊❙ ✭♣r❡s❡♥t st✉❞②✮
∆p♥♦r♠ ♦♥ Γ✐♥ ❬✕❪ ✸✳✺✵ ✹✳✶✼ ✸✳✶✻ ÷ ✹✳✶✵ ✸✳✹✾

❚❛❜❧❡ ✷✳✹✿ ❈❛s❡ Re = 500✿ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥✿

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧s ❛✈❛✐❧✲

❛❜❧❡ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ♦♥ t❤❡ ✜♥❡ ❣r✐❞✳

r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♥♦ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r✐❞ ❧❡✈❡❧s✳
❚❤❡ ❝♦❛rs❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛✐♥❧② ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥❡r ♦♥❡s ✐♥ r❡❣✐♦♥ ❞♦✇♥str❡❛♠ t❤❡ s✉❞❞❡♥
❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ s❤♦✇ ❛ ❤✉❣❡
✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♥♦t
✈❡r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✐ss✉❡ ✐s ♠❡t ❛❧s♦ ✐♥ ♦t❤❡r ❣r♦✉♣s t❤❛t ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❈❋❉
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤✐s ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❬✻✽✱ ✶✾✸✱ ✷✹✸❪✱ ❛♥❞ t❤✐s ♠✐s♠❛t❝❤ ❛♠♦♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛ ♠✐❣❤t ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡rr♦rs ❛t t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❬✷✹✸❪✳ ■♥ ❚❛❜❧❡
✷✳✹✱ ✇❡ ❧✐st t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❣r♦✉♣s✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❱▼❙✲▲❊❙ ❛r❡ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❈❋❉ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ✐♥
❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❉◆❙ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✶✾✸❪✳



✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✹✶

✭❛✮ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡

✭❜✮ ♣r❡ss✉r❡

✭❝✮ ❙✉r❢❛❝❡ ▲■❈

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❈❛s❡ Re = 500✱ r❡s✉❧ts ♦♥ ❛ s❧✐❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥❡ ♠❡s❤ ❛t Tf = 2.0 s✳ ✭❛✮

✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡❀ ✭❜✮ ♣r❡ss✉r❡❀ ✭❝✮ s✉r❢❛❝❡ ▲■❈ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦❧♦r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ■♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❬✶✾✼❪✳



✹✷ ✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

✭❛✮ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②

✭❜✮ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❈❛s❡ Re = 500✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✭❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞ ♥✉✲

♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✭❧✐♥❡s✮ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ♠❡s❤ ❧❡✈❡❧s✳ ✭❛✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐❛❧

✈❡❧♦❝✐t②❀ ✭❜✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣✳ ▲❡❣❡♥❞ ✐♥ ✭❛✮ ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❜♦t❤ s✉❜✜❣✉r❡s✳

■♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❬✶✾✼❪✳



✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✹✸

h ❬♠❪ ❝❡❧❧s ❉❖❋s ✭Q1 −Q1✮
♠✐♥ ❛✈❣ ♠❛① u p t♦t❛❧

4.83 · 10−4 1.39 · 10−3 2.13 · 10−3 ✹✻✶✬✾✷✺ ✶✬✹✷✵✬✺✻✵ ✹✼✸✬✺✷✵ ✶✬✽✾✹✬✵✽✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✺✿ ❈❛s❡ Re = 3500✿ s♣❡❝✐✜❝s ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤✳

❚✉r❜✉❧❡♥t ❝❛s❡✿ Re = 3500

❋♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ Re = 3500✱ s✉r❡❧② ♠♦st ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛r ❝❛s❡✱ ✇❡
✉s❡ ❛ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ✶✳✽ ♠✐❧❧✐♦♥ ♦❢ ❉❖❋s ✭Q1 ✲ Q1✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝s ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤ ❛❞♦♣t❡❞ ❛r❡
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✺✳ ❲❡ s❡t ∆t = 10−4 s ❛♥❞✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✶✾✸❪✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s ✜♥❛❧
t✐♠❡ Tf = 0.5 s✳ ❋❧♦✇ st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ✵✳✶ s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t♦♦❦ ❛❜♦✉t t✇♦ ✇❡❡❦s ✉s✐♥❣ ✸✷ ❝♦r❡s✳

■♥ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✶✷❛ ❛♥❞ ✷✳✶✷❜ ✇❡ r❡♣♦rt ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡s ♦♥ ❛ s❧✐❝❡✳
❉✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛r ❝❛s❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r s♣❡❡❞ ❥❡t t❤❛t ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ ✐♥
t❤❡ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts✱ t❤❛t ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧②
r❡✢❡❝t❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞✳ ❲❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦rt✐❝❡s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢
✐s♦✲❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥ ❬✶✸✶❪ ❝♦❧♦✉r❡❞ ✇✐t❤ ✈♦rt✐❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞✱
✇❤❡♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇✐t❤ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ❞❛t❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✾✸❪ ❛♥❞ ❬✻✽❪✳ ❲❡
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ❞✐✛❡r✲
❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✳ ❱▼❙✲▲❊❙ ❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r♦❞✉❝❡s
t❤❡ P♦✐s❡✉✐❧❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❧❡t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸❛✮✳
❲❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ t❤r♦❛t s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸❜✿ t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ s❤♦✇s ❛
t②♣✐❝❛❧ ✢❛t✱ t✉r❜✉❧❡♥t ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❛❧s♦
✇✐t❤ t❤❡ ❉◆❙ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✶✾✸❪✳ ❚❤❡ ▲❊❙ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✻✽❪ ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛♥❞
❛❝❝✉r❛t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts❀ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣❡❛❦ ♦❢
❛❜♦✉t ✻✪ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❡❛❦ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❉◆❙✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✶✸❝ ❛♥❞
✷✳✶✸❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ t❤❡ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤✐s ✇❛s t❤❡ ♠♦st
❞✐✣❝✉❧t ♣❛rt t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥❡t ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ✐s str♦♥❣❧② ✐♥✢✉✲
❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸❝✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙
r❡s✉❧ts ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣❡❛❦ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜✉t t❤❡② ❜❡tt❡r
❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❉◆❙ ❞❛t❛✿ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② tr❡♥❞ ♥❡❛r t❤❡ ✇❛❧❧ ✐s ✇❡❧❧ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜✉t✱ ✐♥ t❤❡
❝❡♥tr❛❧ r❡❣✐♦♥✱ ❜♦t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛ ♣r♦✜❧❡ ✢❛tt❡r t❤❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✷✳✶✸❞ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❜♦t❤ ▲❊❙ ❛♥❞ ❱▼❙✲▲❊❙ r❡s✉❧ts ❛r❡ q✉✐t❡ ❛❝❝✉r❛t❡✱ ❛❧♠♦st
r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✢❛t ♣r♦✜❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❱▼❙✲▲❊❙ ❛♥❞ ▲❊❙
❤❛✈❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ✾✪ ❛♥❞ ✶✸✪ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳



✹✹ ✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

✭❛✮ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡

✭❜✮ ♣r❡ss✉r❡

✭❝✮ ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❈❛s❡ Re = 3500✱ r❡s✉❧ts ❛t Tf = 0.5 s✳ ✭❛✮ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡❀ ✭❜✮

♣r❡ss✉r❡❀ ✭❝✮ ✐s♦✕❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦❧♦✉r❡❞ ✇✐t❤ ✈♦rt✐❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ■♠❛❣❡s

❢r♦♠ ❬✶✾✼❪✳



✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✹✺

✭❛✮ z = −0.088 ♠ ✭❜✮ z = −0.008 ♠

✭❝✮ z = 0.06 ♠ ✭❞✮ z = 0.08 ♠

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❈❛s❡ Re = 3500✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✭❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞

♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✭❧✐♥❡s✮ ❢♦r t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡✳ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ❞❛t❛ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❛❦❡♥

❢r♦♠ ❬✶✾✸❪ ❛♥❞ ❬✻✽❪✳ ▲❡❣❡♥❞ ✐♥ ✭❜✮ ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✳ ■♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❬✶✾✼❪✳



✹✻ ✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡✳ ■♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✷✳✶✹❛✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❱▼❙✲▲❊❙ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱
❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✐♥❧❡t ❛♥❞ ❝♦♥✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥s✿ t❤❡② ❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡
❧❛♠✐♥❛r ✐♥❧❡t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡✳ ■♥
t❤❡ t❤r♦❛t✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❉◆❙✱ ❜✉t t❤❡② s❧✐❣❤t❧② ✉♥❞❡r❡s✲
t✐♠❛t❡ ▲❊❙ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ❛❜♦✉t ✻✪✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ❤✉❣❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❞♦✇♥str❡❛♠ t❤❡ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥✿ t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙
✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥❡t ❜r❡❛❦❞♦✇♥✱ ❜r✐♥❣✐♥❣ t♦ ❧♦✇❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r❡ss✉r❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹❜✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✐♥❧❡t r❡❣✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ❛♥
❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❉◆❙ ❛♥❞ ❱▼❙✲▲❊❙ r❡s✉❧ts✳ ▲❊❙ ♦✈❡r❡st✐✲
♠❛t❡s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✷ ✪✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❢❛st ♣r❡ss✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐s ❝♦rr❡❝t❧② ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s❀ ✐♥ t❤❡
s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ✇❡ r❡❝♦❣♥✐③❡ t✇♦ ♣❧❛t❡❛✉ ❛♥❞ ❱▼❙✲▲❊❙ ✇❡❧❧ r❡♣r♦❞✉❝❡s ❜♦t❤
♦❢ t❤❡♠✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦t❤❡r
♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

✷✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞♦♣t t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋❊ ❧✐❜r❛r② lifex✳ ❆ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡ss ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❣❛✐♥st ❉◆❙ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ❚●❱
❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣r♦❜❧❡♠❀ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t❤r♦✉❣❤ ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❋❉❆
♥♦③③❧❡✳ ❱▼❙✲▲❊❙ s❤♦✇❡❞ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❜♦t❤ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❚●❱ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐❢ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦❛rs❡ ❣r✐❞s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ❱▼❙✲▲❊❙
❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r♦❞✉❝❡s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ✐❢ ❛t ❧❡❛st s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❋❊ s♣❛❝❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❆ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ Q1 − Q1 ❋❊ s♣❛❝❡s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❣r✐❞ ✐s ✜♥❡
❡♥♦✉❣❤✳ ■♥ t❤❡ ❋❉❆ ♥♦③③❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❱▼❙✲▲❊❙ ✐s ❢✉❧❧② ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❧s♦ ✐♥
t❤❡ ❧❛♠✐♥❛r ❝❛s❡ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❉◆❙ r❡s✉❧ts✳
■♥ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❝❛s❡✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡ ✇❛s r❡❧❛t❡❞ ✐♥ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣r❡❞✐❝t✐♥❣
t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❥❡t ❜r❡❛❦❞♦✇♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧❛tt❡r ✐s str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❡♠♣❧♦②❡❞✳

❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ ✭❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧✲❜❛s❡❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❣❡♥✲
❡r❛❧✮ ✐s str♦♥❣❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛② t❤❡ ✜♥❡✲s❝❛❧❡ t❡r♠s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✿ ❛ q✉❛s✐✲st❛t✐❝
❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ❜r✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ❛ ♣♦ss✐❜✐❧❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ r❡❧② ♦♥ ❛ ✜♥❡✲s❝❛❧❡s ❞②♥❛♠✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✺✼✱ ✽✹❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧
✐ss✉❡ ✐♥ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ♠❛♥② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ t✐♣✐❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ✶❉ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ t❤❡♥
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✸❉ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❢❛s❤✐♦♥ ❬✶✾✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠



✷⑤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✹✼

✭❛✮ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②

✭❜✮ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❈❛s❡ Re = 3500✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✭❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞

♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✭❧✐♥❡s✮ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡✿ ✭❛✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②❀ ✭❜✮ ♥♦r✲

♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣✳ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ❞❛t❛ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✾✸❪ ❛♥❞ ❬✻✽❪✳

▲❡❣❡♥❞ ✐♥ ✭❛✮ ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❜♦t❤ s✉❜✜❣✉r❡s✳ ■♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❬✶✾✼❪✳

t❤❡ ✶❉ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ♣r♦❜❧❡♠s ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ ♥♦❞❛❧❧② ❡①❛❝t
s♦❧✉t✐♦♥✱ ♥❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♠♣❧❡r P❉❊s ❛s t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✕❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥
❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t
❛ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ str❛t❡❣② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♦♣t✐♠❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳





✹✾

✸⑤ ❆ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞

st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ str❛t❡❣② t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②
♦❢ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙❯P● ♠❡t❤♦❞
❢♦r t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥t❡①t ✐♥
t❡r♠s ♦❢ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ t❤❡ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜②
♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✭▼▲✮ ✐♥ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞
❈❋❉ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❙❯P● st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲
❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s❀ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ str❛t❡❣②✳ ❲❡ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r
str❛t❡❣② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣
r❡♠❛r❦s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳

❚❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✷✺✶❪✳

✸✳✶✳ ❙t❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❆◆◆s

❚❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❋❊ ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ P❉❊s ✇✐t❤ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ t❡r♠s ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♦✈❡r ❞✐❢✲
❢✉s✐♦♥ ♦♥❡s ♠❛② s✉✛❡r ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❬✶✷✽✱ ✷✵✼❪✳ ❚❤❡s❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s
❝❛✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❡①❤✐❜✐t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✲
❝❛❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦✈❡r ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ Pè❝❧❡t
♥✉♠❜❡r ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♦♥❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ✭♦r ❛t ❧❡❛st ♠✐t✐❣❛t❡✮ ♥✉♠❡r✲
✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡♠♣❧♦②❡❞ str❛t❡❣② ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ●❛❧❡r❦✐♥
♠❡t❤♦❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ t❡r♠s ❬✷✵✼❪✳ ❊①❛♠♣❧❡s
♦❢ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t♦ r❡❞✉❝❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞
r❡❣✐♠❡s ❛r❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ✉♣✇✐♥❞ ❛♥❞ str❡❛♠❧✐♥❡✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s
t❤❛t ❛r❡ ♥♦t str♦♥❣❧② ❝♦♥s✐st❡♥t✳ ■♥st❡❛❞✱ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ str♦♥❣❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
t❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥✲▲❡❛st✲❙q✉❛r❡s✱ t❤❡ ❙❯P●✱ ❛♥❞ t❤❡ ❉♦✉❣❧❛s✲❲❛♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❬✹✸✱ ✷✵✼✱ ✷✷✻❪✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛s ✇❡ s❛✇ ❢♦r t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ❢♦r



✺✵ ✸⑤ ❆ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

t❤❡s❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥s✐st❡♥t st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧
♦❢ t❤❡ P❉❊ ✭✐♥ str♦♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✮✱ ♦t❤❡r t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤♦s❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✲
✉❡s ♦❢ s✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❧❛❝❦✐♥❣✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛s ✐t ✐s str♦♥❣❧②
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❋❊ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❉❊s✱ ❡✳❣✳ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ❋❊ ♠❡t❤♦❞s✱ s♣❡❝tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱
✐s♦❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s✱ ❡t❝✳ ❬✹✺✱ ✻✷✱ ✷✸✷❪✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠
✐♥ ✶❉✱ ♦t❤❡rs ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ♦♥❧② ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♦♥❡s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ s♦♠❡ ✭❡♠♣✐r✐❝❛❧✮ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s❡tt✐♥❣✱ ❛s ❡✳❣✳ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❋❊ ❬✹✵✱ ✹✸✱ ✺✹✕✺✻✱ ✾✹✱ ✶✵✶✱ ✷✶✼✱ ✷✸✸✱ ✷✸✹✱ ✷✺✼❪✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉s✐♥❣ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✭▼▲✮ ❬✶✶✵✱ ✶✼✻✱ ✷✽✹❪ t♦ ♠❛❦❡
❝♦♠♣✉t❡rs ❧❡❛r♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ❋❊
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ P❉❊s✳ ❆◆◆s ❬✶✺✺✱ ✶✽✹❪✱ ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ♣♦♣✉❧❛r ✐♥
▼▲ ❛♥❞ ❉❡❡♣ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ ❛rr❛② ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ✈❡r② ✈❡rs❛t✐❧❡
t♦♦❧s t❤❛t ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ✜♥❞✐♥❣ t❤❡✐r ✇❛② ✐♥ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❬✶✼✾❪✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ P❉❊s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛s s✉❜st✐t✉t❡ t♦
st❛♥❞❛r❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ❆◆◆s ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛s ♠❡s❤❧❡ss ♠❡t❤♦❞s ✐♥ P❤②s✐❝s
■♥❢♦r♠❡❞ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✭P■◆◆s✮ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❉❊
❛s ✐t ✐s tr❛✐♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✭str♦♥❣✮ r❡s✐❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ P❉❊ ❬✷✶✹✕✷✶✻❪✳ ❆◆◆s ❛r❡
❛❧s♦ ❧❛r❣❡❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❛ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❢❛s❤✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r r❡❞✉❝t✐♦♥
❢♦r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ P❉❊s ❬✾✽✱ ✾✾✱ ✶✶✹✱ ✶✷✵✱ ✷✶✾✱ ✷✽✻❪ ❛♥❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r P❉❊s ❬✼✶✱ ✶✸✼❪✳ ■♥ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ❆◆◆s
❛r❡ ♠❛ss✐✈❡❧② ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r ✢♦✇ ❢❡❛t✉r❡s ❡①tr❛❝t✐♦♥s✱ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✲
tr♦❧✳ ❋♦r ✢♦✇ ❢❡❛t✉r❡s ❡①tr❛❝t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ❝❧❛ss✐❢② ✇❛❦❡
t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❬✻✵❪❀ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❜② r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ✢♦✇s s✉❝❤ ❛s t❤❡
♥❡❛r ✇❛❧❧ ✜❡❧❞ ✐♥ ❛ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ❬✶✼✸❪ ❛♥❞ ❢♦r ✢♦✇ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❬✶✽✸❪✱ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧
❢♦r ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✸✸❪✳ ❆◆◆s ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❛s ❛ ♠❛♥♥❡r ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❘❆◆❙✬ str❡ss t❡♥s♦r ❬✼✾❪✱ ❢♦r
s✉❜✲❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ▲❊❙ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧s ❬✷✽✶✱ ✷✽✷✱ ✷✾✵❪✱ ♦r ❢♦r ♠♦❞❡❧ ❧❡❛r♥✐♥❣
✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❬✷✷✵❪✳

✸✳✷✳ ❚❤❡ ❙❯P●♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜✲

❧❡♠s

❲❡ ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❙❯P● st❛❜✐❧✐③❛✲
t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ r❡❣✐♠❡✳ ▲❡t Ω ∈ Rd, d = 1, 2, 3 ❜❡ t❤❡
♣❤②s✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ∂Ω ❜❡✐♥❣ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥



✸⑤ ❆ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✺✶

t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ u✿
{
−∇ · (µ∇u) + β · ∇u = f ✐♥ Ω,

u = g ♦♥ ∂Ω,
✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ µ✱ β✱ ❛♥❞ f ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦r ❝♦♥st❛♥ts✱ ✇✐t❤ µ ∈ L∞(Ω)✱ β ∈ [L∞(Ω)]d✱
✇✐t❤ ∇ · β ∈ L2(Ω)✱ ❛♥❞ f ∈ L2(Ω)✳ ❚❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞❛t✉♠ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s g ∈
H1/2(∂Ω)✳ ▲❡t Vg = {v ∈ H1(Ω) : v|∂Ω = g} ❛♥❞ V0 = H1

0 (Ω)✱ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ r❡❛❞s

✜♥❞ u ∈ Vg : a(v, u) = (v, f) ❢♦r ❛❧❧ v ∈ V0. ✭✸✳✷✮

✇✐t❤ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ a(v, u) ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

a(v, u) := (∇v, µ∇u) + (v, β · ∇u) ,

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s vh ⊂ V ✭❡✐t❤❡r ❢♦r Vg ❛♥❞ V0✮ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥
❛ ♣❛r❛♠❡t❡r h s✉❝❤ t❤❛t dim(vh) = Nh < ∞✳ ▲❡t Xh

r = {vh ∈ C0(Ω) : vh|K ∈
Pr, ❢♦r ❛❧❧ K ∈ T h} ❜❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❋❊ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣✐❡❝❡✇✐s❡
▲❛❣r❛♥❣❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ r ≥ 1✱ T h ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Ω ❛♥❞ h t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✱ ❝♦♠♣r✐s❡❞ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥tsK ∈ T h✳ ❇② s❡tt✐♥❣ vh = X̊r

h

⋂
V0✱ t❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥

❋❊ ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ r❡❛❞s

✜♥❞ uh ∈ V h
g : a(uh, vh) = F (vh) ❢♦r ❛❧❧ vh ∈ V h, ✭✸✳✸✮

✇❤❡r❡ V h
g = Xh

r

⋂
Vg✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ●❛❧❡r❦✐♥✲❋❊ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✮ ❝❛♥ ❣❡♥❡r✲

❛t❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦♥ uh ✐❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ t❡r♠✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡s❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❛r✐s❡ ✐❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ Pé❝❧❡t ♥✉♠❜❡r ✐s Peh > 1✱
✇❤❡r❡

Peh =
|β|h
2µ

. ✭✸✳✹✮

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ●❛❧❡r❦✐♥ ♠❡t❤♦❞ ✭❬✷✵✾❪✮ ❛❧❧♦✇s ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ♦r ♠✐t✐❣❛t✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❜② ❛❞❞✐♥❣ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ t❡r♠s t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ●❛❧❡r❦✐♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s

✜♥❞ uh ∈ V h
g : a(vh, uh) + bh(v

h, uh) = (vh, f) ❢♦r ❛❧❧ vh ∈ V h. ✭✸✳✺✮

■♥ t❤❡ ❙❯P● ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ r❡❛❞s✿

bh(v
h, uh) =

(
1

2

(
∇ · (βvh) + β · ∇vh

)
, τR(uh)

)
✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡ R(uh) st❛♥❞s ❛s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✐♥ str♦♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

R(uh) := −∇ · (µ∇uh) + β · ∇uh − f.



✺✷ ✸⑤ ❆ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ t❡r♠ τ ✱ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮✱ ✐s t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❆ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ τ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❛t❛✱
♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣s ❧✐❦❡ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ❛♥❞ ❋❊ ❞❡❣r❡❡ ✐s ❧❛❝❦✐♥❣✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢
st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❙❯P● ♠❡t❤♦❞ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✶✸✺❪✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥
❝❤♦✐❝❡s ❢♦r τ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
✐♥ ✶❉ ✇✐t❤ f = 0 ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞s✿

τ̃1 =
h

2|β| ξ(Peh), ✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡ ξ(θ) ✐s t❤❡ ✉♣✇✐♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

ξ(θ) = coth(θ)− 1

θ
, θ > 0.

❚❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r τ̃1 ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✱ ✐✳❡✳ ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥t ❜② ❡❧❡♠❡♥t✳
■❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤ ✐s ✉s❡❞✱ ❛s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ h ✐s ✉♥✐❢♦r♠
♦✈❡r T h❀ ✐❢ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ β ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡♥ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t τ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ♦✈❡r T h✳ ❚❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ τ ♠❛❞❡ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✼✮ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r
❛s ✐t ②✐❡❧❞s ❛ ♥♦❞❛❧❧② ❡①❛❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✶❉ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
✐❢ f = 0 ❛♥❞ t❤❡ ❋❊ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦r❞❡r ✐s r = 1 ❬✶✵✶✱ ✷✵✼❪✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✼✮ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❢✉❧❧② ❡✛❡❝t✐✈❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❡✳❣✳ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ♥♦❞❛❧❧② ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥
✷❉✴✸❉ ♦r ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❋❊ ❞❡❣r❡❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ r = 1✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✼✮ t♦ ❤✐❣❤❡r ❋❊ ❞❡❣r❡❡s ✭r > 1✮ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✵✶❪ ❛♥❞ r❡❛❞s✿

τ̃r =
h

2|β|r ξ
(
Peh
r

)
. ✭✸✳✽✮

❉✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✸✳✼✮✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r τ̃r ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✽✮ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡❣r❡❡s r✳ ❙t✐❧❧✱ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧ ❛s ✐t
❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ♥♦❞❛❧❧② ❡①❛❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧
❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤♦❧❞✐♥❣ ❢♦r ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❋❊ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ r ≥ 1 t♦ ❜❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥✿ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
d✱ t❤❡ ❋❊ ❞❡❣r❡❡ r✱ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ h✱ t❤❡ ❢♦r❝✐♥❣ t❡r♠ f ✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t µ ❛♥❞
t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❝♦❡✣❝✐❡♥t β✳

✸✳✸✳ ❆◆◆✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦♣✲

t✐♠❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r

❲❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r τ ❢♦r t❤❡
❙❯P● st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❆◆◆✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s ❢❡❛t✉r❡s ✭✐♥♣✉ts✮ ♦❢ ♦✉r
❆◆◆✿ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t r✱ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ h ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ Pé❝❧❡t ♥✉♠❜❡r



✸⑤ ❆ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✺✸

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣② ✉s❡❞ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ τ

❛♥❞ t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣s

Peg := |β|L/(2µ) ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r β t♦ ❜❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ✜①❡❞✱ ✉s✐♥❣ Peg ❛s ✐♥♣✉t
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t µ✳ ❚❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ✭✐♥♣✉t✮ ♦❢
t❤❡ ❆◆◆ r❡❛❞✿

x(i) = [r, h, Peg] , ✭✸✳✾✮

t❤❡ t❛r❣❡t ✭♦✉t♣✉t✮ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❙❯P● st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ✇❡
❞❡♥♦t❡ ✇✐t❤ τ ∗✿

y(i) = [τ ∗] . ✭✸✳✶✵✮

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ❝♦♥s✐st ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✱ ✐✳❡✳ ♣❛✐rs ♦❢ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts t♦ ❜❡
✉s❡❞ ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❆◆◆ ✭❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ st❡♣✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ r❡♣❡❛t❡❞❧②
❛♥❞ r❛♥❞♦♠❧② ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s x(i) ✐♥ ❣✐✈❡♥ r❛♥❣❡s✳ ❚❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦
❢❡❡❞ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t✱ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡r ❛♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡✱
♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r y(i)✱ ✐✳❡✳ t❤❡ t❛r❣❡t ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❢❡❛t✉r❡✳
❙✉❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛s ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡ E(τ)✿ t❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ uh ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t ♦♥❡ u ♦✈❡r t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❋❊ ♠❡s❤✳ E(τ)



✺✹ ✸⑤ ❆ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

r❡❛❞s ❛s✿

E(τ) =

Kh∑

k=1

| e(xk, τ) |, e(xk, τ) = uh(xk; τ)− u(xk). ✭✸✳✶✶✮

❜❡✐♥❣ xk t❤❡ k✲t❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❋❊ ♠❡s❤ T h ❛♥❞ Kh ✐ts ♥✉♠❜❡r✳ ❚♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
♦❢ E(τ) ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❡ s♦❧✈❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t
♣❛r❛♠❡t❡rs x(i)✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

✜♥❞ τ ∗ : min
τ

E(τ). ✭✸✳✶✷✮

❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ m ♣❛✐rs ♦❢ ✐♥♣✉ts✲♦✉t♣✉ts (x(i),y(i))✱ ✇✐t❤
i = 1, . . . ,m✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✉s❡❞ ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❆◆◆✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡♥ ✉s❡❞
t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r y(j) = τANN t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❋❊
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② x(j)✳

❲❡ r❡♣♦rt ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ❛ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❆◆◆ ❢♦r t❤❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❛♥② ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡ x(j)✳

✸✳✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ str❛t❡❣② ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ✶❉ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲
❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ τ̃1 ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✼✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✶✮ ✇✐t❤ Ω = (0, 1)✱
f = 0 ❛♥❞ ✇✐t❤ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❇❈s u = 0 ♦♥ x = 0 ❛♥❞ u = 1 ♦♥ x = 1✳ ■t ❛❞♠✐ts t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✿

u(x) =
exp

(
β
µ
x
)
− 1

exp
(

β
µ

)
− 1

.

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r τ̃1 ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✼✮ ②✐❡❧❞s ❛ ♥♦❞❛❧❧② ❡①❛❝t ♥✉♠❡r✲
✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ ❊q✳ ✭✸✳✶✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❋❊ ✭r = 1✮✳

❲❡ ♣❧♦t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ t❤❡ ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡ E(τ) ❛❣❛✐♥st t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡r τ ✱ ✇✐t❤ h = 1/20✱ Peh = 12.5 ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ r = 1 ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷❛✮ ❛♥❞ r = 3
✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷❜✮✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t E(τ) s❤♦✇s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ τ ∗✱ t❤✉s s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡
❡♠♣❧♦② t❤❡ ▲✲❇❋●❙✲❇ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ SciPy✱ ❛♥ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ❧✐❜r❛r② ❢♦r
Python ❬✷✼✺❪✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❊
♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ❧✐❜r❛r② FEniCS ❬✶✾❪✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❙❯P● ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤✳
P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ τ ∗ ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ r = 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦♥❡
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r② ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✼✮✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ r = 3✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡
♦❢ τ ∗ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✿ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r τ̃r ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r② ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✽✮✿ ❛s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ t❤❡
❧❛tt❡r ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r τ̃1 ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✼✮ t♦



✸⑤ ❆ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✺✺

2×10−2 3×10−24×10−2 6×10−2
τ

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

E(
τ)

Minimum
Theoretical

✭❛✮ r = 1

10−22×10−3 3×10−34×10−3 6×10−3
τ

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

E(
τ)

Minimum
Theoretical

✭❜✮ r = 3

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❊rr♦r ✭✸✳✶✶✮ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❙❯P● ♠❡t❤♦❞ ✈s✳ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛✲

t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r τ ❢♦r t❤❡ ✶❉ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ✇✐t❤ h = 1/20 ❛♥❞ Peh = 12.5❀

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ τ̃r ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✽✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡ τ ∗

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❞❡❣r❡❡s r > 1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❡♥s✉r❡ ❛ ♥♦❞❛❧❧② ❡①❛❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥✳

❲❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ Pé❝❧❡t ♥✉♠❜❡r
1 ≤ Peh ≤ 250 ❛♥❞ ✇❡ ♣❧♦t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r τ ∗

❛❣❛✐♥st t❤❡ ❧♦❝❛❧ Pé❝❧❡t ♥✉♠❜❡r ❢♦r r = 1, 2✱ ❛♥❞ 3✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸❛ s❤♦✇s t❤❛t✱ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❋❊ s♣❛❝❡ r = 1✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡r τ ∗ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ E(τ) ❡①❛❝t❧② ♠❛t❝❤❡s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡ τ̃1 ❢♦r
❡✈❡r② ✈❛❧✉❡ ♦❢ Peh✱ t❤✉s ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷❛✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ s❡r✈❡s ❛s
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❇② r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t τ̃1 ♦❢
❊q✳ ✭✸✳✼✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❡①❛❝t ❛t ♥♦❞❡s ❢♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ r = 1✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✐s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❢✉rt❤❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r r > 1✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✸❜ ❛♥❞ ✸✳✸❝ s❤♦✇ ✐♥st❡❛❞ ❛ ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ τ̃r ♦❢
❊q✳ ✭✸✳✽✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡ τ ∗✱ t❤✉s ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷❜✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ r❡♣♦rt✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡
❡rr♦r E(τ) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ τ ∗ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ τ̃r st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ❢♦r r = 2 ❛♥❞ 3✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ r❡♣♦rt ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡
❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ u✱ t❤❡ ❙❯P●✲st❛❜✐❧✐③❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ uh∗ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r τ ∗✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ũh ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♦♥❡ τ̃r✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❋❊ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ r = 3 ❛♥❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ Peh✳
■♥ ❜♦t❤ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r τ ∗ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r τ̃r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ Peh ✐s ✏s♠❛❧❧✑✱ τ̃r



✺✻ ✸⑤ ❆ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

100 101 102
ℙeh

10−2

2×10−2

τ

Optimized
Theoretical

✭❛✮ r = 1

100 101 102
ℙeh

10−2

2×10−3

3×10−3

4×10−3

6×10−3

τ

Optimized
Theoretical

✭❜✮ r = 2

100 101 102
ℙeh

10−3

10−2

τ

Optimized
Theoretical

✭❝✮ r = 3

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r τ ∗ ✭❢✉❧❧ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ t❤❡

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡ τ̃r ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✽✮ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛❣❛✐♥st Peh✱ ✇✐t❤ h = 1/20✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡

r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ✶❉ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹

❧❡❛❞s t♦ ♦✈❡rs❤♦♦t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ✐❢ Peh ✐s ✏❧❛r❣❡✑ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❧❡❛❞s t♦ ✉♥❞❡rs❤♦♦t✐♥❣✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r τ ∗

❛❝❝✉r❛t❡❧② ✐♥t❡r❝❡♣ts t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♥♦❞❡s✳



✸⑤ ❆ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✺✼

100 101 102

ℙeh

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

E(
τ)

Optimized
Theoretical

✭❛✮ r = 2

100 101 102

ℙeh

0.0000

0.0025

0.0050

0.0075

0.0100

0.0125

0.0150

0.0175

0.0200

E(
τ)

Optimized
Theoretical

✭❜✮ r = 3

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ ❊q✳✭✸✳✶✶✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ τ ∗ ✭❢✉❧❧

❧✐♥❡✮ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ τ̃r ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ Peh ✇✐t❤ h = 1/20✳ ❘❡s✉❧ts r❡❢❡rr❡❞

t♦ t❤❡ ✶❉ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳

0.86 0.88 0.90 0.92 0.94 0.96 0.98 1.00
x

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

u(
x)

Exact solution
SUPG solution with optimized τ
SUPG solution with theoretical τ

✭❛✮ Peh = 2.5

0.90 0.92 0.94 0.96 0.98 1.00
x

0.00

0.01

0.02

0.03

u(
x)

Exact solution
SUPG solution with optimized τ
SUPG solution with theoretical τ

✭❜✮ Peh = 12.5

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❇♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s uh∗ ❛♥❞ ũh ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

❙❯P● ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ♦♣t✐♠❛❧ τ ∗ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡ τ̃r ❢♦r h = 1/20 ❛♥❞ r = 3✱ r❡✲

s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ u ✭uh∗ ✐s ♥♦❞❛❧❧② ❡①❛❝t ❛t t❤❡ ♥♦❞❡ ✐♥

x = 0.95✮✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ✶❉ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹



✺✽ ✸⑤ ❆ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
x

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

y

✭❛✮ h =
√
2/10

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
x

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

y

✭❜✮ h =
√
2/20

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
x

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

y

✭❝✮ h =
√
2/40

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❙tr✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ✷❉✲❛❞✈❡❝t✐♦♥✲

❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

✸✳✺✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

❲❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ♦❢ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ❆◆◆
t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❆◆◆ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳

✸✳✺✳✶✳ ❚r❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❆◆◆ ♦♥ ❛ ✷❉ ♣r♦❜❧❡♠

❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ str❛t❡❣② ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦ ❢❛r t♦ ❛ ✷❉ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❢♦r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆◆◆✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✶✮✿ Ω =
(0, 1)2✱ f = 0✱ ❛♥❞ β = (1, 1)✳ ❲❡ ♣r❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❜♦✉♥❞❛r② ∂Ω✿

u(x, y) =
e(x/µ) − 1

e(1/µ) − 1
+
e(y/µ) − 1

e(1/µ) − 1
. ✭✸✳✶✸✮

❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥ Ω ❛ str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤ T h ♦❢ tr✐❛♥❣❧❡s ✇✐t❤ FEniCS ❬✶✾❪✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❜② r❡♣❡❛t❡❞❧② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
❊q✳ ✭✸✳✶✷✮ ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ s❡t ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸❀ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡
t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✾✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥sm = 900 ❡①❛♠♣❧❡s

✇✐t❤ r = {1, 2, 3}✱ h =
{√

2
10
,
√
2

20
,
√
2

40

}
❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Peg r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡

[7, 70′710] ✭✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s µ ∈ [10−5, 10−1]✳ ❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡
❞❡t❛✐❧s ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡
❞❛t❛s❡t ✉s❡❞ t♦ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆◆◆✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s x(i) = [r, h, Peg] ❛♥❞
t❤❡ t❛r❣❡t y(i) = [τ ∗]✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ L ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ s❡t ❡q✉❛❧ t♦
L = 1✳

❲❡ tr❛✐♥ ❛ ❢✉❧❧②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢❡❡❞✲❢♦r✇❛r❞ ❆◆◆ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞❛t❛s❡t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ❧✐❜r❛r② Keras ❬✺✸❪ ❜✉✐❧t ♦♥ t♦♣ ♦❢ TensorFlow ❬✶✻❪✳ ❲❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❞❛t❛s❡t
✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✿ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t t❤❛t t❛❦❡s 80% ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡



✸⑤ ❆ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✺✾

101 102 103 104 105

ℙeg

10−3

10−2

τ

r = 1
r = 2
r = 3

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❆◆◆ tr❛✐♥✐♥❣✿ t❛r❣❡t τ ∗ ❛❣❛✐♥st

❢❡❛t✉r❡ Peg ❝♦❧♦r❡❞ ❜② ❢❡❛t✉r❡ r = 1 ✭r❡❞✮✱ 2 ✭❜❧✉❡✮✱ ❛♥❞ 3 ✭❣r❡❡♥✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s

♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ h ✭✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ h ❢r♦♠ ❜♦tt♦♠ t♦ t♦♣✮ ❛s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶

❉❛t❛ s❡t ✭m✮ ❚r❛✐♥✐♥❣ s❡t ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t r h Peg

900 720 (80%) 180 (20%) {1, 2, 3}
{√

2
10
,
√
2

20
,
√
2

40

} r❛♥❞♦♠❧②
✐♥ [7, 70′710]✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❉❛t❛ s❡t ❞❡t❛✐❧s✳

❆◆◆ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t t❤❛t t❛❦❡s t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ 20%✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡
❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ tr❛✐♥✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡✱ t❤❡
sq✉❛r❡❞ ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆◆◆ ŷ(j) ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ t❛r❣❡t y(j)✳
❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

J =
1

2m

m∑

j=1

(
ŷ(j) − y(j)

)2
. ✭✸✳✶✹✮

❲❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡✐r ♠❡❛♥ ❛♥❞ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❜② t❤❡✐r st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❡❧♣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts t♦ ❜❡tt❡r ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ♦❢ t❤❡
❢❡❛t✉r❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ t❛r❣❡ts ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ Peg ♥❡❡❞ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛r❡ ❛s ❜✉✐❧t ♦♥ ❛ ❧♦❣✲
❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡❀ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❜❛s❡ 10 ❧♦❣❛r✐t❤♠✳
❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ t❛r❣❡ts r❡❛❞✿

x̃ =
[

r−r
σr
, h−h

σh
, log10(Peg)−log10(Peg)

σlog10(Peg)

]
, ỹ =

[
− log10(τ

∗)
]
,

✇❤❡r❡ r✱ h✱ log10(Peg) ❛r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s r✱ h ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢



✻✵ ✸⑤ ❆ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❡❞✲❢♦r✇❛r❞ ❢✉❧❧②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❆◆◆✳

Peg r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❧❡ σr✱ σh ❛♥❞ σlog10(Peg) ❛r❡ t❤❡✐r st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❆◆◆ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ✇❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛ st✉❞② ❜②
t❡st✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ ♥♦❞❡s ♣❡r ❧❛②❡r✱ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
✐ts ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡✱ ❛♥❞ ❜❛t❝❤ s✐③❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ❆◆◆ ✇✐t❤ 3 ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱
64 ♥♦❞❡s ♣❡r ❧❛②❡r ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥♦❞❡✱ ❛❧❧ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❝t✐✜❡❞ ❧✐♥❡❛r
✉♥✐t ✭❘❡▲❯ ✮ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❆◆◆ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✳ ❲❡
tr❛✐♥❡❞ t❤❡ ❆◆◆ ✇✐t❤ t❤❡ ❙●❉ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ♦❢
0.01✱ ❛♥❞ ♠✐♥✐✲❜❛t❝❤ s✐③❡ ♦❢ 32 ❡①❛♠♣❧❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ 0.9
✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ❚❤❡ tr❛✐♥❡❞ ❆◆◆ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥
t❤❡ GitLab r❡♣♦s✐t♦r② ❬✷❪✳



✸⑤ ❆ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✻✶

ℙeg10.0
100.0

1000.0
10000.0

100000.0

h
0.04

0.06
0.08

0.10
0.12

0.14

τ

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

✭❛✮ ❆◆◆✬s ♣r❡❞✐❝t❡❞ τ ❛t r = 1

ℙeg10.0
100.0

1000.0
10000.0

100000.0

h
0.04

0.06
0.08

0.10
0.12

0.14

τ

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

✭❜✮ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ τ ❛t r = 1

ℙeg10.0
100.0

1000.0
10000.0

100000.0

h
0.04

0.06
0.08

0.10
0.12

0.14

τ

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

✭❝✮ ❆◆◆✬s ♣r❡❞✐❝t❡❞ τ ❛t r = 2

ℙeg10.0
100.0

1000.0
10000.0

100000.0

h
0.04

0.06
0.08

0.10
0.12

0.14

τ

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

✭❞✮ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ τ ❛t r = 2

ℙeg10.0
100.0

1000.0
10000.0

100000.0

h
0.04

0.06
0.08

0.10
0.12

0.14

τ

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

✭❡✮ ❆◆◆✬s ♣r❡❞✐❝t❡❞ τ ❛t r = 3

ℙeg10.0
100.0

1000.0
10000.0

100000.0

h
0.04

0.06
0.08

0.10
0.12

0.14

τ
0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

✭❢✮ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ τ ❛t r = 3

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❙t❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r τANN ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❆◆◆ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡

τ̃r ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ Peg ❛♥❞ h ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❋❊ ❞❡❣r❡❡s r = 1, 2✱ ❛♥ 3 ❢♦r t❤❡ ✷❉ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲

❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✶



✻✷ ✸⑤ ❆ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

ℙeg10.0
100.0

1000.0
10000.0

100000.0

h
0.04

0.06
0.08

0.10
0.12

0.14

τ

0.0025
0.005
0.0075
0.01

0.0125
0.015
0.0175
0.02

0.0225

✭❛✮ ❆◆◆✬s ♣r❡❞✐❝t❡❞ τ ❛t r = 4

ℙeg10.0
100.0

1000.0
10000.0

100000.0

h
0.04

0.06
0.08

0.10
0.12

0.14

τ

0.0025

0.005

0.0075

0.01

0.0125

0.015

0.0175

0.02

0.0225

✭❜✮ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ τ ❛t r = 4

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❙t❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r τANN ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❆◆◆ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡

τ̃r ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ Peg ❛♥❞ h ✇✐t❤ ❋❊ ❞❡❣r❡❡ r = 4 ❢♦r t❤❡ ✷❉ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✶

✸✳✺✳✷✳ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜② ❆◆◆

◆♦✇✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆◆◆ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠✲
❡t❡r τ̃r ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✽✮ ❬✶✵✶✱ ✷✵✼❪✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✭❧❡❢t✮ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r
τANN ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❆◆◆ ❜② ✈❛r②✐♥❣ ♠❡s❤ s✐③❡ h ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ Pé❝❧❡t ♥✉♠❜❡r Peg✳ ❋♦r
❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✇❡ r❡♣♦rt ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✭r✐❣❤t✮ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡r τ̃r✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥❡❞ ❆◆◆✬s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r τ̃r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t
❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛❧♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❋❊ ✭r = 1✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡② q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❞✐✛❡r ❢♦r r = 2 ❛♥❞ r = 3✳
❚❤✐s ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛s τ̃r ❢♦r r > 1 ✐s ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡
r = 1✳

❚❤❡ ❆◆◆ ❛❧❧♦✇s t♦ ♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❢❡❛t✉r❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤
✐t ❤❛s ❜❡❡♥ tr❛✐♥❡❞✱ t❤❛t ✐s ❢♦r ✉♥s❡❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ s✉❝❤ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❛✐♠✱ ✇❡ r❡♣♦rt
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆◆◆✬s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s τANN ✇✐t❤ τ̃r ❢♦r t❤❡ ❋❊ ❞❡❣r❡❡
r = 4✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❤♦✇s ❛ ❝❧❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❆◆◆✬s τ
❢♦r r = 4 ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ tr❡♥❞ ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ s✐♠✐❧❛r✳

Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆◆◆✬s tr❛✐♥✐♥❣

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s uANN
h ❛♥❞ ũh ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❙❯P●

st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r τANN ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❆◆◆ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡ τ̃r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛❧s♦ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ u ✭✸✳✶✸✮ ♦❢
t❤❡ ✷❉ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆◆◆✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱



✸⑤ ❆ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✻✸
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✭❛✮ Peh = 2✱ h =
√
2/10✱ r = 1
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✭❜✮ Peh = 500✱ h =
√
2/20✱ r = 3

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s u ✭❜❧✉❡✮✱ ũh ✭❣r❡❡♥✮✱ ❛♥❞ uhANN ✭r❡❞✮ ♦❢ t❤❡

✷❉ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ (1− h, y) ❢♦r ❛♥② y ∈ [0, 1]

✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✷❉ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡
(1 − h, y) ❢♦r ❛♥② y ∈ [0, 1] ✇✐t❤✿ ✭❛✮ Peh = 2✱ r = 1✱ ❛♥❞ h =

√
2/10 ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶❛✮❀

✭❜✮ Peh = 500✱ r = 3✱ ❛♥❞ ❛♥❞ h =
√
2/20 ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶❜✮✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡

❝❛s❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ uhANN ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r τANN ♣r♦✈✐❞❡s
♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠t❡r τ̃r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✭❛✮✱ ũh ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ♠✉❝❤ s♠♦♦t❤❡r ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❛♥❞ ♦✈❡rs❤♦♦ts t❤❡ ❡①❛❝t
s♦❧✉t✐♦♥s u✱ ❝♦♥✈❡rs❡❧② t♦ t❤❡ ♥❡❛r❧② ♥♦❞❛❧❧② ❡①❛❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ uhANN✳ ■♥ t❤❡
❝❛s❡ ✭❜✮✱ uhANN ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡
✉♥❞❡rs❤♦♦t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ u ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❜② ũh✳

Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ✉♥s❡❡♥ ♣r♦❜❧❡♠

❲❡ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆◆◆ tr❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✷❉ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ u ♦❢ ❊q✳ ✸✳✶✸ ❜② ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ τANN ❢♦r ❛♥ ✉♥s❡❡♥ ✷❉ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲
❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✶✮
✐♥ Ω = (0, 1)2✱ ✇✐t❤ f = 1 ❛♥❞ β = (1, 1)✳ ❲❡ ♣r❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜♦✉♥❞❛r② ∂Ω✿

u(x, y) =
1

2
(x+ y) +

1− 1
2
(e(x/µ) + e(y/µ))

e(1/µ) − 1
. ✭✸✳✶✺✮

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s uANN
h ❛♥❞ ũh ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦✈❡❧ ❡①❛❝t

s♦❧✉t✐♦♥ u✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r τANN ♣r❡✲
❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s uhANN t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r τ̃r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ❛♥❞ ♦✈❡r❛❧❧



✻✹ ✸⑤ ❆ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
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✭❛✮ Peh = 2✱ h =
√
2/10✱ r = 1
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✭❜✮ Peh = 500✱ h =
√
2/20✱ r = 3

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s u ✭✸✳✶✺✮ ✭❜❧✉❡✮✱ ũh ✭❣r❡❡♥✮✱ ❛♥❞ uhANN ✭r❡❞✮

♦❢ t❤❡ ✉♥s❡❡♥ ✷❉ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ (1−h, y) ❢♦r ❛♥② y ∈ [0, 1]

s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ❛r❡ ❜❡tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳

❲❡ ❜❡tt❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛ss❡ss t❤❡ ❢♦r♠❡r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
❡rr♦r E(τ) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❙❯P● st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs τANN ❛♥❞ τ̃r❀ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ Peg ❛♥❞ r ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ❝♦♠♣❛r❡s E(τ) ❛❣❛✐♥st Peg ✭✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ r✿
t❤❡ ❡rr♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ τANN ✐s ❛❧✇❛②s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ τ̃r✳ ❚❤❡s❡
r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t τANN✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ τ ❢♦r ❛♥ ✉♥s❡❡♥ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

✸✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ str❛t❡❣② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r ✐♥ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤r♦✉❣❤ ❆◆◆s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✇✐t❤ ❋❊ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ✇❡ st❛❜✐❧✐③❡❞ t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞♦♠✐♥❛t❡❞
r❡❣✐♠❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❙❯P● st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤♦s❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r
❤❛s st✐❧❧ ♥♦t ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ str❛t✲
❡❣② ❛✐♠❡❞ ❛t ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣r❡❞✐❝t❡❞② ❜② ❛♥ ❆◆◆✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② tr❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♠♣✉t❡❞
❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ♦✉r ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱

❼ ✇❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✶❉ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ♥✉❧❧ ❢♦r❝✐♥❣ t❡r♠
❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❋❊ s♣❛❝❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐③❛✲
t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t✱ ❢♦r t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡✱ ②✐❡❧❞s ❛ ♥♦❞❛❧❧② ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥st❡❛❞✱



✸⑤ ❆ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✻✺
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✭❛✮ r = 1
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✭❜✮ r = 2
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✭❝✮ r = 3

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡rr♦rs E(τ) ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✶✶✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ τANN ✭❜❧✉❡✱ ❢✉❧❧

❧✐♥❡✮ ❛♥❞ τ̃r ✭♦r❛♥❣❡✱ ❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡❡♥ ✷❉ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ u ✭✸✳✶✺✮❀ E(τ) ❛❣❛✐♥st Peg ✇✐t❤ h =
√
2/10 ❛♥❞ ❋❊ ❞❡❣r❡❡s

r = 1, 2✱ ❛♥❞ 3

❢♦r ❤✐❣❤❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❞❡❣r❡❡s✱ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡✲
♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✿ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡tt❡r ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡✳

❼ ❖✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ str❛t❡❣② t♦ ✉s❡ ❛♥ ❆◆◆ t♦ r❡♣r♦✲
❞✉❝❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ s✉r♣❛ss t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❝✉rr❡♥t ❡♠♣❧♦②❡❞ str❛t❡❣✐❡s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r r❡♣r❡s❡♥ts ❛ st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts ♦❢
st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❋❊ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧



✻✻ ✸⑤ ❆ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❢❡✇ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r t❤❡ ❆◆◆✲❜❛s❡❞ st❛✲
❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛s ♦✉t♣✉t ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r
♠❡❛♥t ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡s❤ ❋❊ T h✳ ◆❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥✲
✈♦❧✈❡ ❧♦❝❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐✳❡✳ ❡❧❡♠❡♥t ❜② ❡❧❡♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡ ♠❡s❤ T h✱ t♦
❜❡tt❡r ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤❡s✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱
❛♥❞ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤✐s st✉❞② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❜❛s✐s t♦ ❛♣♣❧② ❛ s✐♠✐❧❛r
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s t❤❡ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ ❛s ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✐ts st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
♦❢t❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞s t❤r♦✉❣❤ ▼▲ ❜❛s❡❞
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇♦✉❧❞ ❜r✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳



✻✼

P❛rt ■■

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ♣r♦❜❧❡♠





✻✾

✹⑤ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r

❝❛r❞✐❛❝ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ ❤❡❛rt✬s ❝❤❛♠❜❡rs✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ✇❡ ❡①♣r❡ss t❤❡ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❆▲❊ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ✈❛❧✈❡s ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥✱ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❘■■❙ ♠❡t❤♦❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ✵❉
❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r s②st❡♠✳

✹✳✶✳ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❆▲❊ ❢r❛♠❡✇♦r❦

■♥ ❧❛r❣❡ ✈❡ss❡❧s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ❤❡❛rt ❝❤❛♠❜❡rs✱ ❜❧♦♦❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ◆❡✇t♦♥✐❛♥
✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s s✉s♣❡♥❞❡❞ ❛♥❞ ❝❛rr✐❡❞ ❜②
t❤❡ ♣❧❛s♠❛❀ t❤✉s✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❧r❡❛❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶
❬✶✾✽✱ ✷✶✸✱ ✷✺✷✱ ✷✺✸❪✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❜❧♦♦❞ ❛r❡ ❞❡♥s✐t② ρ = 1.056 · 103
❦❣✴♠3 ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② µ = 3.5 · 10−3 ❦❣✴✭♠·s✮✳
❚❤❡ ❤❡❛rt ❝❤❛♠❜❡rs ❛r❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡
♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ♠✉st ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t✐♠❡✳ ❆ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t
✇❛② t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ✢✉✐❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ✐s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❛
♠♦✈✐♥❣ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❆▲❊ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❆▲❊ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❛t❡s
❜❛❝❦ t♦ ✶✾✽✷ ❛♥❞ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❏✳ ❉♦♥❡❛ ❡t ❛❧✳ ❬✼✻❪ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❋❙■ ♣r♦❜❧❡♠s✱
❛♥❞ ✐t ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♥❞
t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❢r❛✇❡✇♦r❦s ❬✼✼❪✳

❆s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ✇✐t❤ Ωt ⊂ Rd t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ t✐♠❡
t > 0✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❇② r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❛s ΓD

t ❛♥❞ ΓN
t t❤❡ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✇❤❡r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

❉✐r✐❝❤❧❡t ❛♥❞ ◆❡✉♠❛♥♥ t②♣❡ ❇❈s ❛r❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞✱ ✇✐t❤ Γt = ΓD
t ∪ΓN

t ❛♥❞
◦
ΓD
t ∩

◦
ΓN
t = ∅✳

▲❡t Ω̂ ⊂ Rd ❜❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ∂Ω̂ ≡ Γ̂ ✐ts s✉✣❝✐❡♥t❧② r❡❣✉❧❛r
❜♦✉♥❞❛r②✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❆▲❊ ♠❛♣ At ✇❤✐❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡s ❛t ❡❛❝❤ t ∈ (0, Tf ) ❛ ♣♦✐♥t



✼✵ ✹⑤ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝❛r❞✐❛❝ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❉♦♠❛✐♥ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭❧❡❢t✮✱ ❆▲❊ ♠❛♣ x = At(x̂) ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥

✐♥ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮✳ ■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ωt ✐s ❜♦✉♥❞❡❞

❜② Γt = ΓD
t ∪ ΓN

t ❀ Σk ✐s ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞ s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❘■■❙ ♠❡t❤♦❞

✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✳

x̂ ∈ Ω̂ t♦ ❛ ♣♦✐♥t x ∈ Ωt ❬✾✵❪✿

At : Ω̂→ Ωt : x = At(x̂) = x̂+ d̂(x̂, t), ✭✹✳✶✮

❜❡✐♥❣ d̂ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Ω̂✳ ❚❤❡
s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ x̂ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❆▲❊ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❀
x ✐s t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❬✾✵❪✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞♦♠❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❆▲❊ ♠❛♣ ❛s

Ωt = At(Ω̂). ✭✹✳✷✮

❋♦r ❡✈❡r② ❢✉♥❝t✐♦♥ w ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ✇✐t❤ ŵ = w ◦ At

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❛s ❬✾✵❪

ŵ : Ω̂× (0, Tf )→ R, ŵ(x̂) = w(At(x̂), t). ✭✹✳✸✮

❱✐❝❡✈❡rs❛✱ w = ŵ ◦ A−1
t ✳

❆ss✉♠✐♥❣ ♥♦✇ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t d̂Γ(x̂, t) : Γ̂× (0, Tf )→ Rd t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❜♦✉♥❞❛r② Γ̂ ❛t ❛♥② t✐♠❡ t ∈ (0, Tf )✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r
❞♦♠❛✐♥ d̂ ❜② ❤❛r♠♦♥✐❝❛❧❧② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞❛t✉♠ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❞❛t✉♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ d̂Γ(x̂, t) : Γ̂ → Γt✱ ❛♥❞ ✇❡ ❡①t❡♥❞ ✐t t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω̂ ❜②



✹⑤ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝❛r❞✐❛❝ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ✼✶

s♦❧✈✐♥❣ ✕ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ✕ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

−∇ ·
(
K∇d̂

)
= 0 ✐♥ Ω̂, ✭✹✳✹❛✮

d̂ = d̂Γ ♦♥ Γ̂. ✭✹✳✹❜✮

■♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹❛✮✱ K ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡✲❞❡✜♥✐t❡ t❡♥s♦r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② s❡t t♦ ❜❡tt❡r
t✉♥❡ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ❛s ❞♦♥❡
✐♥ ❬✶✸✻❪✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❡t K ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② t❡♥s♦r✱ ❛♥❞ ❊q✳ ✭✹✳✹✮
r❡s❡♠❜❧❡s ❤❡♥❝❡ ❛ st❛♥❞❛r❞ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ d✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❆▲❊ ❢r❛♠❡ ❛s ∂
∂t

∣∣
x̂
✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥

❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛s ❬✾✵❪

∂w

∂t

∣∣∣∣
x̂

: Ωt × (0, Tf )→ R,
∂w

∂t

∣∣∣∣
x̂

(x, t) =
∂ŵ

∂t
(x̂, t), ✭✹✳✺✮

❜❡✐♥❣
x̂ = A−1

t (x). ✭✹✳✻✮

❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❆▲❊ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

u❆▲❊(x, t) =
∂x

∂t

∣∣∣∣
x̂

, ✭✹✳✼✮

♦r✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ✈✐❛ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❛s

u❆▲❊ =

(
∂d̂

∂t

)
◦ A−1

t . ✭✹✳✽✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✮ ✐♥ t❤❡ ❆▲❊ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ✜rst
❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✜rst ♦r❞❡r t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ u : Ωt × (0, Tf ) → R

❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❢♦r♠ ❛s

∂u

∂t

∣∣∣∣
x

+L(u) = 0, ✭✹✳✾✮

❜❡✐♥❣ L ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✾✮ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥
❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✮✳ ❚♦ r❡❝❛st ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✾✮ ✐♥ t❤❡ ❆▲❊ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❆▲❊ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ u ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✮✮✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✈✐❛
❝❤❛✐♥ r✉❧❡ ❛s✿

∂u

∂t

∣∣∣∣
x̂

(x, t) =
∂u

∂t

∣∣∣∣
x̂

(x(x̂, t), t) =
∂u

∂t

∣∣∣∣
x

+
∂x

∂t

∣∣∣∣
x̂

·∇xu, ✭✹✳✶✵✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ ∇x t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ✉s✐♥❣



✼✷ ✹⑤ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝❛r❞✐❛❝ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✼✮✱ ✇❡ ❣❡t✿
∂u

∂t

∣∣∣∣
x̂

=
∂u

∂t

∣∣∣∣
x

+u❆▲❊ · ∇xu. ✭✹✳✶✶✮

❚❤✉s✱ s♦❧✈✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✶✮ ❢♦r ∂u
∂t

∣∣
x
❛❧❧♦✇s t♦ ❡①♣r❡ss ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✾✮ ✐♥ t❤❡ ❆▲❊

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛s✿
∂u

∂t

∣∣∣∣
x̂

−u❆▲❊ · ∇xu+ L(u) = 0. ✭✹✳✶✷✮

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✾✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✷✮ ✐s t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥✲
✈❡❝t✐✈❡ t❡r♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❬✾✵❪✳ ❚♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡r✱ ❢r♦♠
♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❆▲❊ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛s ∂̂u

∂̂t
:= ∂u

∂t

∣∣
x̂
❛♥❞✱ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱

t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s✐♠♣❧② ❛s ∇ := ∇x✳

❚❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✷✮ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ✐♥
t❤❡ ❆▲❊ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛s✿

ρ

(
∂̂u

∂̂t
+
((
u− u❆▲❊

)
· ∇
)
u

)
−∇ · σ(u, p) = f ✐♥ Ωt × (0, Tf ), ✭✹✳✶✸❛✮

∇ · u = 0 ✐♥ Ωt × (0, Tf ), ✭✹✳✶✸❜✮

❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❇❈s✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡✱
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✸✮ ♠✉st ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮ t♦ r❡❝♦✈❡r
t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ d❀ t❤❡ ❆▲❊ ✈❡❧♦❝✐t② u❆▲❊ ✐s ✐♥st❡❛❞ r❡❝♦✈❡r❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✮✳

✹✳✷✳ ❱❛❧✈❡s ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✿ t❤❡ ❘■■❙ ♠❡t❤♦❞

❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ✈❛❧✈❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞✱ ✇❡
❡♠♣❧♦② t❤❡ ❘■■❙ ♠❡t❤♦❞ ❬✽✻✱ ✶✵✵❪✿ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ◆❙
❡q✉❛t✐♦♥s ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶❛✮ ♦r ✭✹✳✶✸❛✮ ❢♦r t❤❡ ❆▲❊ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✮ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✐st✐✈❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠✿

m∑

k=1

Rk

εk
δΣk,εk(ϕk) (u− uΣk

) . ✭✹✳✶✹✮

❚❤❡ ❧❛tt❡r ♣❡♥❛❧✐③❡s ❛ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛❞❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ t♦m ✐♠♠❡rs❡❞
♠♦✈✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s Σk ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Σk = {x : ϕk(x) = 0} , ✇✐t❤ k = 1, . . . ,m. ✭✹✳✶✺✮

❜❡✐♥❣ ϕk(x) ❛ s✐❣♥❡❞✲❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡s❝r✐❜❡ Σk✳ ❚❤❡ r❡s✐st✐✈❡ t❡r♠
❤❛s s✉♣♣♦rt ✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇ ❧❛②❡r ❛r♦✉♥❞ Σk r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s♠♦♦t❤❡❞ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ t②♣❡



✹⑤ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝❛r❞✐❛❝ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ✼✸

❢✉♥❝t✐♦♥✿

δΣk,εk(ϕk(x)) =





1 + cos(πϕk(x)/εk)

2εk
✐❢ |ϕk| ≤ εk,

0 ✐❢ |ϕk| > εk.
✭✹✳✶✻✮

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞ s✉r❢❛❝❡ Σk ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ Ωt✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✐♥ t❤❡ t❡r♠ ✭✹✳✶✹✮ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ Rk t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ✇✐t❤ εk > 0 ❛
s✉✐t❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛❧✈❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❘■■❙ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ h s❤♦✉❧❞ ❜❡
❝❤♦s❡♥ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ s✉r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡
♦❢ h s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t εk ✐s ❛t ❧❡❛st ✶✳✺ t✐♠❡s h ❬✽✻❪✳

uΣk
✐s t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤r♦✉❣❤

♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮ ♦r ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋♦r
t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❬✶✵✵❪✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜②
t❛❦✐♥❣ uΣk

= 0 t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ ❬✽✻✱ ✶✵✵❪ ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♦♥
t❤❡ ❘■■❙ ♠❡t❤♦❞✳

❇② ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❆▲❊ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡
t❡r♠ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✹✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❘■■❙ ♠❡t❤♦❞✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ❣❡t t❤❡ ◆❙✲❆▲❊✲❘■■❙
❡q✉❛t✐♦♥s ❛s

ρ
∂̂u

∂̂t
+ ρ

((
u− u❆▲❊

)
· ∇
)
u−∇ · σ(u, p)+

+
m∑

k=1

Rk

εk
δΣk,εk(ϕk) (u− uΣk

) = f ✐♥ Ωt × (0, Tf ), ✭✹✳✶✼❛✮

∇ · u = 0 ✐♥ Ωt × (0, Tf ), ✭✹✳✶✼❜✮

u = g ♦♥ ΓD
t × (0, Tf ), ✭✹✳✶✼❝✮

σ(u, p)n = h ♦♥ ΓN
t × (0, Tf ), ✭✹✳✶✼❞✮

u = u0 ✐♥ Ω0 × {0}. ✭✹✳✶✼❡✮

✹✳✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ◆❙✲❆▲❊✲❘■■❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✼✮✮
❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳



✼✹ ✹⑤ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝❛r❞✐❛❝ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s

✹✳✸✳✶✳ ❙♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❙✲❆▲❊✲❘■■❙ ❡q✉❛✲

t✐♦♥s ❛♥❞ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s

Vg :=
{
v ∈ [H1(Ωt)]

d : v = g ♦♥ ΓD
t

}
, Q := L2(Ωt). ✭✹✳✶✽✮

❛♥❞✱ ❜② ❞❡♥♦t✐♥❣ ✇✐t❤ (·, ·)Ωt
❛♥❞ (·, ·)ΓN

t
t❤❡ L2 ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ♦✈❡r Ωt ❛♥❞ ΓN

t r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❙✲❆▲❊✲❘■■❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s

❣✐✈❡♥ u(x, 0) = u0✱ ❢♦r ❛♥② t ∈ (0, Tf )✱ ✜♥❞ (u, p) ∈ Vg ×Q s✳t✳ ✿

(
v, ρ

∂̂u

∂̂t

)

Ωt

+
(
v, ρ(u− u❆▲❊) · ∇u

)
Ωt

+ (∇v, µ∇u)Ωt
− (∇ · v, p)Ωt

+ (q,∇ · u)Ωt
+

(
v,

m∑

k=1

Rk

εk
δΣk,εk (u− uΣk

)

)

Ωt

= (v,f)Ωt
+ (v,h)ΓN

t
, ∀ (v, q) ∈ V0 ×Q.

✭✹✳✶✾✮

❋♦r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✾✮✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✲
✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✷✮✱ ❤❡r❡ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥
uh

∗ t❤❡ ❆▲❊ ✈❡❧♦❝✐t②✿

uh
∗ =

{
uh

n+1 − u
ALE,h
n+1 ✐❢ ✐♠♣❧✐❝✐t,

uh
n+1,❊❳❚ − u

ALE,h
n+1 ✐❢ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t.

✭✹✳✷✵✮

❚❤❡ ❢✉❧❧② ❞✐s❝r❡t❡ ❇❉❋ ❱▼❙✲▲❊❙ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ◆❙✲❆▲❊✲❘■■❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛
q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❡ s❝❛❧❡s r❡❛❞s✿

❣✐✈❡♥ uh
n, . . . ,u

h
n+1−σt

✱ ❢♦r ❛♥② n = 0, . . . , Nt − 1✱ ✜♥❞ (uh
n+1, p

h
n+1) ∈ Vh

g ×Qh s✳t✳ ✿

(
vh, ρ

α❇❉❋u
h
n+1

∆t

)

Ωn+1

+
(
vh, ρ

(
uh

∗ · ∇
)
uh

n+1

)
Ωn+1

+
(
∇vh, µ∇uh

n+1

)
Ωn+1

−
(
∇ · vh, phn+1

)
Ωn+1

+
(
qh,∇ · uh

n+1

)
Ωn+1

+

(
vh,

m∑

k=1

Rk

εk
δΣk,εk(ϕk)

(
uh

n+1 − uΣk,n+1

)
)

Ωn+1

+ S(vh, qh,uh
n+1,u

h
∗ , p

h
n+1, p

h
n+1,❊❳❚)Ωn+1

=
(
vh,fn+1

)
Ωn+1

+
(
vh,hn+1

)
ΓN
n+1

+

(
vh, ρ

uh
n,❇❉❋

∆t

)

Ωn

,

❢♦r ❛❧❧ (vh, qh) ∈ Vh
0
×Qh, ❢♦r ❛❧❧ n ≥ σt − 1.

✭✹✳✷✶✮
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❚❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ S ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✹✮ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥
✭✷✳✹✹✮ ❛r❡ st✐❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✹✺✮✱ ✭✷✳✹✻✮ ❛♥❞ ✭✷✳✹✼✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t
uh

∗ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✵✮ ❛♥❞ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ str♦♥❣ r❡s✐❞✉❛❧s ❤♦❧❞✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
♥♦✇ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

τ▼(u
h
∗) =

(
σ2
t ρ

2

∆t2
+ ρ2uh

∗ ·Guh
∗ + Crµ

2G : G+
m∑

k=1

R2
k

ε2k
δ2Σk,εk

(ϕk)

)− 1
2

, ✭✹✳✷✷❛✮

τ❈(u
h
∗) =

(
τ▼(u

h
∗)g · g

)−1
, ✭✹✳✷✷❜✮

❛♥❞ t❤❡ str♦♥❣ r❡s✐❞✉❛❧s ❛s✿

r▼(u
h
n+1, p

h
n+1) = ρ

(
α❇❉❋u

h
n+1 − uh

n,❇❉❋

∆t
+ uh

∗ · ∇uh
n+1

)
+∇phn+1

− µ∆uh
n+1 +

m∑

k=1

Rk

εk
δΣk,εk(ϕk)

(
uh

n+1 − uΣk,n+1

)
− fn+1,

✭✹✳✷✸❛✮

r❈(u
h
n+1) = ∇ · uh

n+1. ✭✹✳✷✸❜✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ str♦♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
▲❊❙ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐✕✐♠♣❧✐❝✐t ❝❛s❡ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✼✮✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

r▼✱ ❊❳❚(u
h
n+1, p

h
n+1) =

ρ

(
α❇❉❋u

h
n+1 − uh

n,❇❉❋

∆t
+
(
uh

n+1,❊❳❚ − u
❆▲❊,h
n+1

)
· ∇uh

n+1

)

+∇phn+1 − µ∆uh
n+1 +

m∑

k=1

Rk

εk
δΣk,εk(ϕk)

(
uh

n+1 − uΣk,n+1

)
− fn+1,

✭✹✳✷✹✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✕ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✵✮ ✕ ✐♥ ❛ ❘❍❙ ❛♥❞ ❛ ▲❍❙ t❡r♠s r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

r▲❍❙▼✱❊❳❚(u
h
n+1, p

h
n+1) =ρ

(
α❇❉❋u

h
n+1

∆t
+
(
uh

n+1,❊❳❚ − u
❆▲❊,h
n+1

)
· ∇uh

n+1

)

+∇phn+1 − µ∆uh
n+1 +

m∑

k=1

Rk

εk
δΣk,εk(ϕk)u

h
n+1,

✭✹✳✷✺❛✮

r❘❍❙▼ =ρ
uh

n,❇❉❋

∆t
+ fn+1 +

m∑

k=1

Rk

εk
δΣk,εk(ϕk)uΣk,n+1. ✭✹✳✷✺❜✮
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✹✳✸✳✷✳ ❙♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠

❋♦r t❤❡ ❆▲❊ ❧✐❢t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡

V
d̂Γ

:=

{
v ∈

[
H1(Ω̂)

]d
: v = d̂Γ ♦♥ Γ̂

}
✭✹✳✷✻✮

t♦ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✿

❢♦r ❛♥② t ∈ (0, Tf ), ✜♥❞ d̂ ∈ V
d̂Γ

s✳t✳
(
K∇d̂, ∇ŵ

)
= 0 ∀ ŵ ∈ V0. ✭✹✳✷✼✮

❚❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✼✮ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

❢♦r ❛♥② n = 0, . . . , Nt, ✜♥❞ d̂h
n ∈ V

h
d̂Γ

s✳t✳
(
K∇d̂h

n, ∇ŵh
)
= 0 ∀ ŵh ∈ V

h
0
. ✭✹✳✷✽✮

❚❤❡ ❆▲❊ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞ ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✼✮
✇✐t❤ t❤❡ ❇❛❝❦✇❛r❞ ❊✉❧❡r ▼❡t❤♦❞✱ ❛s

û❆▲❊,hn =
d̂h
n − d̂h

n−1

∆t
. ✭✹✳✷✾✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♠♦✈❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ωn ❛♥❞ t❤❡ ♠❡s❤ T h
n ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❆▲❊ ♠❛♣ An(x) =

x̂+ d̂h
n ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s✿

Ωn = An(Ω̂), T h
n = An(T̂ h). ✭✹✳✸✵✮

✹✳✹✳ ❆ ✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛r❞✐♦✲

✈❛s❝✉❧❛r s②st❡♠

❚❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❧✉♠♣❡❞✲♣❛r❛♠❡t❡r ✭✵❉✮ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇❡ ❡♠♣❧♦② ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s
✇❛s r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✷✷✹❪ ❛♥❞ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❬✸✼✱ ✶✷✸❪✳ ❚❤❡ ✵❉ ♠♦❞❡❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡s
❛♥ ❛♥❛❧♦❣② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✢✉✐❞✲❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉✐t✳ ❆s
❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡ Q(t) ✐s ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ p(t) ❜② t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ r❡s✐st❛♥❝❡ R ♠♦❞❡❧s ✈✐s❝♦s✐t② ❡✛❡❝ts✱ t❤❡
✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ L ✐♥❡rt✐❛❧ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ C t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♦❢ ✈❡ss❡❧s✳ ❆s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✱ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✐❝ ❛♥❞ ♣✉❧♠♦♥❛r②
❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ r❡s✐st❛♥❝❡✲✐♥❞✉❝t❛♥❝❡✲❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✭❘▲❈✮ ❝✐r❝✉✐ts✱ ♦♥❡ ❢♦r
t❤❡ ❛rt❡r✐❛❧ ♣❛rt ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ✈❡♥♦✉s ♣❛rt✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ❤❡❛rt ❝❤❛♠❜❡rs
✭❝❛r❞✐❛❝ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✮ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❡❧❛st❛♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts E(t) ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉r
✈❛❧✈❡s ❜② ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ❞✐♦❞❡s✳ ▲❡t V▲❆(t)✱ V▲❱(t)✱ V❘❆(t)✱ V❘❱(t)✱ p▲❆(t)✱ p▲❱(t)✱ p❘❆(t)✱
p❘❱(t) ❛♥❞ E▲❆(t)✱ E▲❱(t)✱ E❘❆(t)✱ E❘❱(t) ❜❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s✱ ♣r❡ss✉r❡s ❛♥❞
❡❧❛st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ▲❆✱ ▲❱✱ ❘❆✱ ❘❱❀ Q▼❱(t)✱ Q❆❱(t)✱ Q❚❱(t) ❛♥❞ QP❱(t) t❤❡ ✢♦✇r❛t❡s
✐♥ t❤❡ ▼❱✱ ❆❱✱ ❚❱ ❛♥❞ P❱✳ Q❙❨❙❆❘ (t)✱ Q❙❨❙❱❊◆(t) ❛♥❞ p

❙❨❙
❆❘ (t)✱ p❙❨❙❱❊◆(t) ❛r❡ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡s
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❆♥❛❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉✐t ❛♥❞ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞②✲

♥❛♠✐❝s✳

❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✐❝ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ❛rt❡r✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡♥♦✉s ♣❛rts❀
❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ❢♦r QP❯▲❆❘ (t)✱ QP❯▲❱❊◆(t) ❛♥❞ pP❯▲❆❘ (t)✱ pP❯▲❱❊◆(t) ✐♥ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ✵❉ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r s②st❡♠ r❡❛❞s ❬✷✷✹❪✿
❢♦r ❛♥② t ∈ (0, Tf )✿

dV▲❆(t)

dt
= QP❯▲❱❊◆(t)−Q▼❱(t), ✭✹✳✸✶❛✮

dV▲❱(t)

dt
= Q▼❱(t)−Q❆❱(t), ✭✹✳✸✶❜✮

dV❘❆(t)

dt
= Q❙❨❙❱❊◆(t)−Q❚❱(t), ✭✹✳✸✶❝✮

dV❘❱(t)

dt
= Q❚❱(t)−QP❱(t), ✭✹✳✸✶❞✮

C❙❨❙❆❘

dp❙❨❙❆❘ (t)

dt
= Q❆❱(t)−Q❙❨❙❆❘ (t), ✭✹✳✸✶❡✮

C❙❨❙❱❊◆

dp❙❨❙❱❊◆(t)

dt
= Q❙❨❙❆❘ (t)−Q❙❨❙❱❊◆(t), ✭✹✳✸✶❢✮

CP❯▲❆❘

dpP❯▲❆❘ (t)

dt
= QP❱(t)−QP❯▲❆❘ (t), ✭✹✳✸✶❣✮

CP❯▲❱❊◆

dpP❯▲❱❊◆(t)

dt
= QP❯▲❆❘ (t)−QP❯▲❱❊◆(t), ✭✹✳✸✶❤✮

L❙❨❙❆❘

R❙❨❙❆❘

dQ❙❨❙❆❘ (t)

dt
= −Q❙❨❙❆❘ (t)− p❙❨❙❱❊◆(t)− p❙❨❙❆❘ (t)

R❙❨❙❆❘

, ✭✹✳✸✶✐✮

L❙❨❙❱❊◆

R❙❨❙❱❊◆

dQ❙❨❙❱❊◆(t)

dt
= −Q❙❨❙❱❊◆(t)−

p❘❆(t)− p❙❨❙❱❊◆(t)

R❙❨❙❱❊◆

, ✭✹✳✸✶❥✮



✼✽ ✹⑤ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝❛r❞✐❛❝ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❚❤❡ ✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r s②st❡♠✳

LP❯▲❆❘

RP❯▲❆❘

dQP❯▲❆❘ (t)

dt
= −QP❯▲❆❘ (t)− pP❯▲❱❊◆(t)− pP❯▲❆❘ (t)

RP❯▲❆❘

, ✭✹✳✸✶❦✮

LP❯▲❱❊◆

RP❯▲❱❊◆

dQP❯▲❱❊◆(t)

dt
= −QP❯▲❱❊◆(t)−

p▲❆(t)− pP❯▲❱❊◆(t)

RP❯▲❱❊◆

, ✭✹✳✸✶❧✮

❜❡✐♥❣

p▲❆(t) = p❊❳(t) + E▲❆(t) (V▲❆(t)− V0,▲❆) , ✭✹✳✸✷❛✮

p▲❱(t) = p❊❳(t) + E▲❱(t) (V▲❱(t)− V0,▲❱) , ✭✹✳✸✷❜✮

p❘❆(t) = p❊❳(t) + E❘❆(t) (V❘❆(t)− V0,❘❆) , ✭✹✳✸✷❝✮

p❘❱(t) = p❊❳(t) + E❘❱(t) (V❘❱(t)− V0,❘❱) , ✭✹✳✸✷❞✮



✹⑤ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝❛r❞✐❛❝ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ✼✾

❛♥❞

Q▼❱(t) =
p▲❆(t)− p▲❱(t)

R▼❱(p▲❆(t), p▲❱(t))
, ✭✹✳✸✸❛✮

Q❆❱(t) =
p▲❱(t)− p❙❨❙❆❘ (t)

R❆❱(p▲❱(t), p❙❨❙❆❘ (t))
, ✭✹✳✸✸❜✮

Q❚❱(t) =
p❘❆(t)− p❘❱(t)

R❚❱(p❘❆(t), p❘❱(t))
, ✭✹✳✸✸❝✮

QP❱(t) =
p❘❱(t)− pP❯▲❆❘ (t)

RP❱(p❘❱(t), pP❯▲❆❘ (t))
, ✭✹✳✸✸❞✮

❚❤❡ ❡❧❛st❛♥❝❡s E(t) ♦❢ ❝❛r❞✐❛❝ ❝❤❛♠❜❡rs ❛r❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞
♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛❀ t❤❡ ✈❛❧✈❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❞✐♦❞❡s ♦❢ r❡s✐st❛♥❝❡
Rk(p

(k)
✉♣ , p

(k)
❞♦✇♥)✱ ❜❡✐♥❣ p

(k)
✉♣ , p

(k)
❞♦✇♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✉♣✇✐♥❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥✇✐♥❞ t❤❡ ✈❛❧✈❡ k✱ ✇✐t❤

k = ▼❱✱ ❆❱✱ ❚❱✱ P❱✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❖❉❊s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✶✮ ✐s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ✇✐t❤
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❆s ✐♥ ❬✷✷✸❪✱ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❖❉❊s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✶✮ ✇✐t❤ ❛ ✹t❤ ♦r❞❡r ❡①♣❧✐❝✐t
❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ♠♦t✐✲
✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ st✐✛♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❬✷✶✵✱ ✷✷✸❪✳ ❋♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ✵❉
❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ❝❛♥ r❡❢❡r t♦ ❬✷✷✸✱ ✷✷✹❪✳





✽✶

✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s

♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ▲❆✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❤❡❛❧t❤② ▲❆ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡❛❧✲
✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❱▼❙✕▲❊❙ ✐♥ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ✢♦✇s
❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ▲❆ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝
❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❛tr✐❛❧ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▲❆ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s
❜② ❛♥❛❧②s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ✇✐t❤ ❛ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡✳
❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✇❡ r❡♣♦rt ♦✉r ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳

❚❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥s ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✷✾✶❪❀ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ❝♦♥t❛✐♥s
♠❛t❡r✐❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❙❝ t❤❡s✐s ♦❢ ▼❛tt✐❛ ❈♦rt✐ ❬✻✶❪✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ■ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦✲❛❞✈✐s♦r✳

✺✳✶✳ ❍❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✐♥

♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

■❞❡❛❧✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇s ♦✛❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❢♦r s❡✈❡r❛❧
♣❛t✐❡♥ts ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚♦ t❛❦❡
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❧❛r❣❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♥t❡r✲♣❛t✐❡♥t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ▲❆ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐✲
s✐t✐♦♥s✳ ❆♥♦t❤❡r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ✇✐t❤ ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞
❦✐♥❡♠❛t✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❲✐❣❣❡rs ❞✐❛❣r❛♠ ❬✶✼✺✱ ✷✼✽❪✱ ❧❛②s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❛tr✐❛ ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ✭♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❝❛r❝❡✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ▲❆ ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱
t❤❡s❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
s✉❝❤ ❛s ❛tr✐❛❧ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ❬✶✻✽✕✶✼✵❪✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ▲❆ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✲
❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆▲❊ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶❀
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❝r✐❜❡ ❛ ❧❛✇ ♦❢ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❆ ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤



✽✷ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ P♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❆ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ t♦rs♦✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ▲❆ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ✐♥

❣r❡❡♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❤❡❛rt✬s ❝❤❛♠❜❡rs ✐♥ r❡❞✳ ❚❤❡ ✸❉ t♦rs♦ ♠♦❞❡❧ ✐s t❛❦❡♥ ❢♦r

✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡♣♦s✐t♦r② ❈♦▼▼▲❛❜ ❬✸✱ ✽✽❪✳

t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ❝②❝❧❡✳

❚❤❡ ▲❆ ✐s ❛ ❝❤❛♠❜❡r ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt ❛♥❝❤♦r❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡
▲❱✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ s②st❡♠ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ❛♥❞
t♦ t❤❡ ▲❱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼❱✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ s✐③❡ ❛♥❞ ❡✈❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s
✐s s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ ❜✉t t❤❡r❡ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❢♦✉r ✈❡✐♥s s✐t✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ▲❆ ✐♥ ❛ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▼❱ ❛①✐s✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐❛❧
❛♣♣❡♥❞❛❣❡ ✭❧❡❢t ❛✉r✐❝❧❡✮ ✐s ❛ s♠❛❧❧ s❡❝♦♥❞❛r② ❝❛✈✐t② ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ▲❆
❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✈✐t② t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ♦r✐✜❝❡✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❆ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❤✉♠❛♥ t♦rs♦✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②
♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❝❤❛♠❜❡r t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ▲❆ ❜♦✉♥❞❛r② Γt ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ s✐① ♣♦rt✐♦♥s✿ ❢♦✉r ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s s❡❝t✐♦♥s ΓP❱❡✐♥i , i =
1, . . . , 4✱ t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥ Γ▼❱t ❛♥❞ t❤❡ ▲❆ ❡♥❞♦❝❛r❞✐✉♠ Γ✇t ✳ ❚❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡q✉❛❧ s✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐❛❧ ❛♣♣❡♥❞❛❣❡ ✐s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛s ▲❆❆✳ ❚❤❡ s❡❝t✐♦♥
❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ▼❱ ✐s ✻✳✼✹ ❝♠2✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡✐♥ ✐s ✵✳✼✽ ❝♠2✱ ✐❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✇❡r❡
t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝✐r❝✉❧❛r✱ t❤❡✐r ❞✐❛♠❡t❡rs ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✷✳✾✸ ❝♠ ❛♥❞ ✶ ❝♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

■♥ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❞✉r✐♥❣ ❞✐❛st♦❧❡✱ ❜❧♦♦❞ ✐s ❡❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❆ ✐♥t♦ t❤❡ ▲❱
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦♣❡♥ ▼❱ ✇✐t❤ ❛ ✜rst str♦♥❣ ❡❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ✇❡❛❦❡r ♦♥❡✱ str❡♥❣t❤❡♥❡❞
❜② t❤❡ ▲❆ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❦♥♦✇♥ ❛❧s♦ ❛s ❛tr✐❛❧ ❦✐❝❦✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛
✈♦❧✉♠❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t 25% ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ ✜rst ❜❧♦♦❞ ❡❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ▲❆ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❊❛r❧② ✇❛✈❡ ✭❊✲✇❛✈❡✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛tr✐❛❧ ❦✐❝❦ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❆❢t❡r ✇❛✈❡



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✽✸

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❚❤❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ▲❆ ❣❡♦♠❡tr② ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞✲

❛r② ✐s Γt = Γ✇t ∪ Γ▼❱
t ∪

(⋃4
i=1 Γ

P❱❡✐♥i
)
✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❆❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✢♦✇r❛t❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥ ✭Γ▼❱
t ✮ ❛♥❞ ✐♥ ❡❛❝❤

P❱ ✭ΓP❱❡✐♥i , i = 1, . . . , 4✮ ✈s✳ t✐♠❡

✭❆✲✇❛✈❡✮✳ ❉✉r✐♥❣ s②st♦❧❡ t❤❡ ▼❱ ❝❧♦s❡s ❛♥❞ t❤❡ ▲❆ ✐s ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❜❧♦♦❞ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s✱ ❡♥❧❛r❣✐♥❣ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡✳

■♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ▼❱ ✢♦✇ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞
♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✺✶✱ ✶✹✻✱ ✷✶✸✱ ✷✸✻✱ ✷✹✽✱ ✷✻✻❪✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ✐♥❧❡t
✭♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s s❡❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ♦✉t❧❡t ✭▼❱ s❡❝t✐♦♥✮ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✢♦✇r❛t❡s ❛❣❛✐♥st
t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ❞✉r✐♥❣ ❞✐❛st♦❧❡ ✐s t❤❡ ❊✲✇❛✈❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❆✲
✇❛✈❡✳ ❉✉r✐♥❣ s②st♦❧❡ t❤❡ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼❱ ✐s ③❡r♦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛❧✈❡ ✐s ❝❧♦s❡❞✳ ❚❤❡
❤❡❛rt ❝②❝❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ r❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t ✻✵ ❜♣♠✱ ✐✳❡✳ t❤❡
♣❡r✐♦❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ T❍❇ = 1 s✳ ❚❤❡ ❞✐❛st♦❧❡ ❧❛sts ❢♦r T❞✐❛s = 0.68 s ❛♥❞ t❤❡ s②st♦❧❡ ❢♦r



✽✹ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ■❞❡❛❧✐③❡❞ ▲❆ ✈♦❧✉♠❡ ✈s✳ t✐♠❡✳

t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ Ts②st = 0.32 s❀ ❛ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt❜❡❛t ❧❛sts T❍❇ = T❞✐❛s + Ts②st✳ ❲❡ s✐♠✉❧❛t❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞✐❛st♦❧❡ ❛♥❞ s②st♦❧❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡♥❞ s②st♦❧✐❝
♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❆ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❥❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡s✱ s♦ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡
❞❡❝r❡❛s❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣❤❛s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❊ ❛♥❞ ❆✲✇❛✈❡s✳ ❚❤❡ ▲❆ ✜❧❧✐♥❣
♣❤❛s❡ ✐s s❤♦rt❡r ❛♥❞ ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r✳ ❚❤❡
▲❆ ✈♦❧✉♠❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ V (t) ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ❬✶✹✼❪✳

✺✳✶✳✶✳ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ✇❡ ♣r❡s❝r✐❜❡ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ d̂Γ ♦♥ Γ̂ ❛♥❞ ✇❡ ❡①t❡♥❞ ✐t
t♦ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❆▲❊ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♣r❡s❝r✐❜❡
❛ ✈❡❧♦❝✐t② g❆▲❊ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② Γt ❛♥❞ ✇❡ ❡①t❡♥❞ ✐t ❤❛r♠♦♥✐❝❛❧❧② t♦ ❣❡t t❤❡ ❆▲❊
✈❡❧♦❝✐t② u❆▲❊ ✐♥ Ωt✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❆▲❊ ✈❡❧♦❝✐t② ♦♥ t❤❡ ▲❆ ❜♦✉♥❞❛r②
❜② ❛ss✉♠✐♥❣ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s✿

g❆▲❊(x, t) = f❆▲❊(x) g❆▲❊(t) ♦♥ Γt, ✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡ f❆▲❊(x) ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ g❆▲❊ ❛♥❞ g❆▲❊(t) ✐s ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝✲
t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡s✐❣♥ f❆▲❊ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ✇❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♥❡❛r t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ✭g❆▲❊ = 0

♦♥ ΓP❱❡✐♥i , i = 1, . . . , 4✮✳ ▲❡t e●(x) ❜❡ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ▲❆ ❝❡♥t❡r
♦❢ ♠❛ss✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f❆▲❊ ❛s✿

f❆▲❊(x) = F (z)e●(x), ✭✺✳✷✮



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✽✺

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❋✉♥❝t✐♦♥ F (z) ✭✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✮ ✮ ♦♥ t❤❡ ▲❆ s✉r❢❛❝❡

✇✐t❤

F (z) =





0.5 ✐❢ |z − zG| ∈ [0, 2.5] ❝♠,

0.5

(
2.5− |z − zG|

0.72
+ 1

)
✐❢ |z − zG| ∈ [2.5, 3.22] ❝♠,

0 ✐❢ |z − zG| ∈ [3.22, 10] ❝♠.

✭✺✳✸✮

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ❛♥❞ ✐t ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✮
t♦ ❜❡ ♥✉❧❧ ♦♥ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛♠❜❡r✱
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❣✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❆▲❊ ✈❡❧♦❝✐t② g❆▲❊(t)✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▲❆ ✈♦❧✉♠❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✇❡
✉s❡ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s tr❛♥s♣♦rt t❤❡♦r❡♠ ✭❘❚❚✮ ❬✶✺✸❪ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✮ t♦ ❣❡t

dV (t)

dt
=

d

dt

∫

Ωt

dΩ
❘❚❚
=

∫

Γt

g❆▲❊ · ndΓ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✮
= g❆▲❊(t)

∫

Γt

f❆▲❊ · ndΓ, ✭✺✳✹✮

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ g❆▲❊✿

g❆▲❊(t) =
1∫

Γt
f❆▲❊ · ndΓ

dV (t)

dt
. ✭✺✳✺✮

❚♦ ❜❡tt❡r ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ t❤❡ ▲❆ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✇❡ ♦✈❡r❧❛♣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢
t❤❡ ▲❆ ✐♥ ✐ts r❡❧❛①❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞
♦❢ ❞✐❛st♦❧❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ▲❆ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐s ♠❡t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇② ❞❡✜♥✐♥❣
t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♠✐tr❛❧ ❛♥♥✉❧❛r ❛r❡❛ ❡q✉❛❧ t♦



✽✻ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ▲❆ ❣❡♦♠❡tr② ❛t ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛t ❡♥❞ ❞✐❛st♦❧❡✿ t❤❡ ❝♦❧♦rs ✐♥ t❤❡

❞❡❢♦r♠❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ |d|✳

✻✳✻ cm2 ❛♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛ ❡q✉❛❧ t♦ ✹✳✽ cm2✱ ❜r✐♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
❡q✉❛❧ t♦ ✷✼✳✸ ✪ ✭✭♠❛①✐♠✉♠ ❛r❡❛ ✲ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛✮✴♠❛①✐♠✉♠ ❛r❡❛✮✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❛r❡
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ❬✶✽✽❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ♠❡❛s✉r❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♠✐tr❛❧
❛♥♥✉❧❛r ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 7.1± 1.3 cm2 ❛♥❞ ❛ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 26± 3 ✪✳

✺✳✶✳✷✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

■♥ t❡r♠s ♦❢ ❇❈s✱ ❞✉r✐♥❣ ❞✐❛st♦❧❡ ✭▼❱ ✐s ♦♣❡♥✮✱ ✇❡ s❡t ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ◆❡✉♠❛♥♥ ❇❈
♦♥ t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ♣r❡s❝r✐❜❡ P♦✐s❡✉✐❧❧❡ ♣r♦✜❧❡s ♦♥ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s✳ ❲❡ ❞♦
t❤✐s ❜② ✉s✐♥❣✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡✐♥✱ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❧❡t ✢♦✇r❛t❡
QP❱❡✐♥i(t), i = 1, . . . , 4 t❤❛t ❢✉❧✜❧s t❤❡ ♠❛ss ❜❛❧❛♥❝❡✶✳✿

4∑

i=1

QP❱❡✐♥i(t) +Q▼❱(t) +
dV (t)

dt
= 0, ✭✺✳✻✮

✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✢♦✇r❛t❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

QP❱❡✐♥i(t) =

∫

ΓP❱❡✐♥i

(
u− u❆▲❊

)
· n dx, i = 1, . . . , 4, ✭✺✳✼✮

Q▼❱(t) =

∫

Γ▼❱t

(
u− u❆▲❊

)
· n dx. ✭✺✳✽✮

✶❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧
n✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ✐♥❧❡t ✢♦✇ r❛t❡ ✭❡♥t❡r✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②✮ ✇✐❧❧ ❜❡✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ♥❡❣❛t✐✈❡✳



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✽✼

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ■♥❧❡t ✢♦✇r❛t❡s ♦♥ ΓP❱❡✐♥2 ❛♥❞ ΓP❱❡✐♥4 ✳

❉✉r✐♥❣ s②st♦❧❡✱ t❤❡ ▼❱ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✭Q▼❱(t) = 0✮✱ s♦ ✇❡ s✇✐t❝❤ t❤❡ ❇❈ ♦♥ Γ▼❱t t♦ ❛
❉✐r✐❝❤❧❡t ♦♥❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✈❡✿ u = g❆▲❊✳ ❚❤❡ s✉❞❞❡♥
s✇✐t❝❤ ♦❢ ❇❈s ❢r♦♠ ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ✈✐❝❡✈❡rs❛ ✕ ❛✐♠❡❞ ❛t r❡♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ r❛♣✐❞
❝❧♦s✐♥❣ ❛♥❞ ♦♣❡♥✐♥❣ st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ▼❱ ✕ ♠❛② ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❛rt✐❢❛❝ts ♦♥ t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡s❡ ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞
t❤❛t✱ ❞✉r✐♥❣ s②st♦❧❡✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❛r✐s❡ ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❇❈s ♦♥ ❛❧❧
t❤❡ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥s ✭❛s ❞♦♥❡ ❞✉r✐♥❣ ❞✐❛st♦❧❡✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱
✉♥❧✐❦❡ ❞✐❛st♦❧❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ◆❡✉♠❛♥♥ ❇❈ ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s
✭s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ΓP❱❡✐♥4✮ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❇❈ ✇✐t❤ ❛ss✐❣♥❡❞ ✢♦✇r❛t❡
❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✻✮ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r t❤r❡❡✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ str♦♥❣❧② r❡❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❜♦✉♥❞❛r②
s❡tt✐♥❣✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ s②st♦❧❡ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❛❧✇❛②s ❡♥t❡r✐♥❣
✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭❛s ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥s✮✱ ✇✐t❤ ❛ ✢♦✇r❛t❡ ♦♥ ΓP❱❡✐♥4 ❛❧♠♦st
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉❞❛r② ✐s ♣r❡s❝r✐❜❡❞✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤✐s
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♦♥ ✐♥❧❡t ♣♦rt✐♦♥ ΓP❱❡✐♥2 ✱ ✇❤❡r❡
❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❇❈ ✐s s❡t ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt❜❡❛t✱ ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ΓP❱❡✐♥4 ✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ◆❡✉♠❛♥♥ ❇❈ ✐s ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s②st♦❧❡ ❛♥❞ ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♦♥❡ ✐♥
❞✐❛st♦❧❡✳ ▼❛ss ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✻✮ ✐s ❤❡♥❝❡ ❛❧✇❛②s s❛t✐s✜❡❞✳ ❇② s❡tt✐♥❣
t❤❡ ❇❈s ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✢✉①❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤
❡❛❝❤ P❱ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✸✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r②



✽✽ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

u =
2QP❱❡✐♥i

|ΓP❱❡✐♥i |

(
1− r2

R2
i

)
ni ♦♥ ΓP❱❡✐♥i × (0, T❞✐❛s], i = 1, . . . , 4✱

σ(u, p)n = 0 ♦♥ Γ▼❱
t × (0, T❞✐❛s],

u = g❆▲❊ ♦♥ Γ✇t × (0, T❞✐❛s],

u =
2QP❱❡✐♥i

|ΓP❱❡✐♥i |

(
1− r2

R2
i

)
ni ♦♥ ΓP❱❡✐♥i × (T❞✐❛s, T❍❇), i = 1, 2, 3

σ(u, p)n = 0 ♦♥ ΓP❱❡✐♥4 × (T❞✐❛s, T❍❇),

u = g❆▲❊ ♦♥ Γ✇t ∪ Γ▼❱
t × (T❞✐❛s, T❍❇),

u = 0 ✐♥ Ω0 × {0},

✐♥ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ✐♥✢♦✇ ❇❈✱ r(x) = |x|✱ Ri ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ i✕t❤ P❱ s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
ni ✐ts ♦✉t✇❛r❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♥♦r♠❛❧ t♦✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ❜❛❝❦✢♦✇✲st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ◆❡✉♠❛♥♥✲t②♣❡ ❇❈s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✇❡❛❦❧② ♣❡♥❛❧✐③❡ t❤❡
r❡✈❡rs❡ ✢♦✇ ❬✸✷❪✿

σ(u, p)n = ρ({
(
u− u❆▲❊

)
· n}−)

(
u− u❆▲❊

)
♦♥ ΓN

t , ✭✺✳✾✮

❜❡✐♥❣ {
(
u− u❆▲❊

)
· n}− t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❛rt ♦❢

(
u− u❆▲❊

)
· n✿

{
(
u− u❆▲❊

)
· n}− =

{(
u− u❆▲❊

)
· n ✐❢

(
u− u❆▲❊

)
· n < 0,

0 ✐❢
(
u− u❆▲❊

)
· n ≥ 0.

✭✺✳✶✵✮

✺✳✶✳✸✳ ▼❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

❚❤❡ ▲❆ ❡♥❞♦❝❛r❞✐✉♠ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❜✉✐❧t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ◆❯❘❇❙ ✇✐t❤ t❤❡
♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❛✈❡❢r♦♥t ❬✶✾✹❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ▲❆ ❡♥✲
❞♦❝❛r❞✐✉♠ ✐s ❜✉✐❧t ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ◆❯❘❇❙ ♣❛t❝❤ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❇✲s♣❧✐♥❡s ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢
❞❡❣r❡❡ ✷❀ t❤❡ ▲❆ ✢✉✐❞ ♠❡s❤ ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✉r❢❛❝❡✳ ❋♦r ❢✉rt❤❡r
❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ▲❆ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r
t♦ ❬✶✾✹❪ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡ ✐♥✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤r❡❡ ♠❡s❤❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❛ ❝♦❛rs❡✱ ♠❡❞✐✉♠
❛♥❞ ❛ ✜♥❡ ♦♥❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s Th1 ✱ Th2 ❛♥❞ Th3 ✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ❛♥❞
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✱ ❢♦r Th1 ❛♥❞ Th2 ✱ ❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✇❡❧❧ r❡s♦❧✈❡❞ ▲❆❆✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦② ❢♦r ❛❧❧ ♠❡s❤
❧❡✈❡❧s t❤❡ s❛♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝❡❧❧✲s✐③❡ h♠✐♥ = 0.05 ❝♠ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ▲❆❆ ❛♥❞
✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐t ❧✐♥❡❛r❧② t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❢♦r Th1 ❛♥❞ Th2 ♦♥❧②✮✳
Th3 ✐♥st❡❛❞ ❦❡❡♣s ✉♥✐❢♦r♠ ❣r✐❞ ❝❡❧❧s s✐③❡s h♠✐♥ = h♠❛① = 0.05 ❝♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❝❛t❝❤ ✈✐s❝♦✉s ❡✛❡❝ts ♥❡❛r t❤❡ ✇❛❧❧✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ♠❛❞❡
♦❢ n❧❛②❡rs ❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r❧② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡❧❡♠❡♥t t❤✐❝❦♥❡ss❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s❡t ❢♦r ❛❧❧
t❤❡ ♠❡s❤❡s t❤❡ s❛♠❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss δ❇▲ = 0.05 ❝♠✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✽✾

▼❡s❤ Th1 Th2 Th3

★ ❡❧❡♠❡♥ts ✺✼✺✬✷✷✵ ✶✬✼✶✶✬✻✷✷ ✽✬✸✹✹✬✵✸✵
uh ✷✾✶✬✺✻✶ ✽✸✵✬✺✶✼ ✹✬✵✸✵✬✷✷✼

★ ❉❖❋s ✭P1− P1✮ ph ✾✼✬✶✽✼ ✷✼✻✬✽✸✾ ✶✬✸✹✸✬✹✵✾
t♦t❛❧ ✸✽✽✬✼✹✽ ✶✬✶✵✼✬✸✺✻ ✺✬✸✼✸✬✻✸✻

■♥t❡r♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts
h♠✐♥❬❝♠❪ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺
h♠❛① ❬❝♠❪ ✵✳✷ ✵✳✶ ✵✳✵✺
δ❇▲ ❬❝♠❪ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺

❇♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r n❧❛②❡rs ✸ ✹ ✺
χ❇▲ ✵✳✽ ✵✳✽ ✵✳✽

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡s❤❡s Thi
, i = 1, . . . , 3✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts❀ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭❉❖❋s✮ ✉s✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❧✐♥❡❛r ❡❧❡♠❡♥ts ✭❢♦r ✈❡❧♦❝✐t②✱ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞

t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r✮❀ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❡❧❧ s✐③❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥♥❡r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤❀

❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✿ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss δ❇▲✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛②❡rs n❧❛②❡rs ❛♥❞ r❛t✐♦ ❛♠♦♥❣

s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❧❛②❡rs✬ t❤✐❝❦♥❡ss❡s χ❇▲✳
✳

✭❛✮ ♠❡s❤ Th1 ✭❜✮ ♠❡s❤ Th2 ✭❝✮ ♠❡s❤ Th3

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♠❡s❤❡s Thi
, i = 1, . . . , 3 ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

✐❞❡❛❧✐③❡❞ ▲❆ ❣❡♦♠❡tr② ✇✐t❤ ❛ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥✳



✾✵ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

✭❛✮ t = 0.20 s ✭❜✮ t = 0.40 s ✭❝✮ t = 0.60 s

✭❞✮ t = 0.68 s ✭❡✮ t = 0.80 s ✭❢✮ t = 1.00 s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✿ ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ |〈u〉| ♦♥ ❛ s❧✐❝❡

❝✉tt✐♥❣ t✇♦ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ✭t♦♣✲❧❡❢t✮ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts✳

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛②❡rs ✕ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♠❡s❤ ❧❡✈❡❧ t♦ ❛♥♦t❤❡r ✕ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❛t✐♦ ❛♠♦♥❣
s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❧❛②❡rs✬ t❤✐❝❦♥❡ss❡s χ❇▲✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ❧✐sts q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
t❤r❡❡ ♠❡s❤❡s✳ ▼❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❱▼❚❑ ❧✐❜r❛r② ❬✷✵✱ ✽✺❪✳
▼❡s❤❡s ❛r❡ ✉♣❧♦❛❞❡❞ t♦ ❛ ●✐t▲❛❜ r❡♣♦s✐t♦r② ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❬✾❪✳

✺✳✶✳✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❲❡ r❡♣♦rt t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✷ ❜② t❤❡ ❋❊
❧✐❜r❛r② LifeV ❬✶✱ ✸✺❪ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ▲❆✳

❋♦r ❡❛❝❤ Thi
✱ i = 1, . . . , 3 ✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ s✐① ❤❡❛rt❜❡❛ts✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

u0 = 0✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ✐♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❇❈s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t
♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✜❧t❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛✈❡r❛❣❡❞
q✉❛♥t✐t✐❡s ♦♥ ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝②❝❧❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
t❤❡ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ u0 = 0✱ ✇❡ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❤❡❛rt❜❡❛ts✳ ❍❡♥❝❡✱
r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ N❍❇ = 4 ❤❡❛rt❜❡❛ts✱ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞ T❍❇ = 1 s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣❤❛s❡✲

✷◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✐❍❊❆❘❚ ✭▲❡♥♦✈♦ ❙❘✾✺✵ ✽ ① ✷✹✲❈♦r❡ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥
P❧❛t✐♥✉♠ ✽✶✻✵✱ ✷✶✵✵ ▼❍③ ❛♥❞ ✶✳✼❚❇ ❘❆▼✮ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ▼❖❳✱ ❉✐♣❛rt✐♠❡♥t♦ ❞✐ ▼❛t❡♠❛t✐❝❛✱ P♦✲
❧✐t❡❝♥✐❝♦ ❞✐ ▼✐❧❛♥♦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤ Th3

✇❡r❡ r✉♥ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ●❆▲■▲❊❖
s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡r ✭■❇▼ ◆❡❳t❙❝❛❧❡ ❝❧✉st❡r✱ ✶✵✷✷ ♥♦❞❡s ✭■♥t❡❧ ❇r♦❛❞✇❡❧❧✮✱ ✷ ① ✶✽✲❈♦r❡s ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ❊✺✲
✷✻✾✼ ✈✹ ❛t ✷✳✸✵ ●❍③✱ ✸✻ ❝♦r❡s✴♥♦❞❡✱ ✷✻✳✺✼✷ ❝♦r❡s ✐♥ t♦t❛❧ ✇✐t❤ ✶✷✽ ●❇✴♥♦❞❡✮ ❜② ❈■◆❊❈❆✳



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✾✶

❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✜❧t❡r ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛s✿

〈u(x, t)〉 = 1

N❍❇

N❍❇∑

n=1

u(x, t+ (n− 1)T❍❇). ✭✺✳✶✶✮

❋✐rst✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡s❤ Th3 ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❯P● st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥t ♦✉r r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠
❛ ♠❡s❤ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ❙❯P● ❛♥❞ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥❞✐❝❛t♦rs ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❲❡ r❡♣♦rt t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡s❤ Th3 ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛ ❙❯P● st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✱ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ st❡♣ ∆t = 6.25 · 10−5 s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ♦✉r r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ✇✐❧❧
♣r❡s❡♥t ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② 〈u〉 ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ❛
❤❡❛rt❜❡❛t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ [0, T❍❇]✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ♦♥ ❛ s❧✐❝❡
❝✉tt✐♥❣ t✇♦ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ❛t s✐① t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐❛st♦❧✐❝ ♣❡❛❦ ♦❢
t❤❡ ❊✲✇❛✈❡ ✭t = 0.20 s✮✱ t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉ ❜❡t✇❡❡♥ ❊ ❛♥❞ ❆✲✇❛✈❡s ✭t = 0.40 s✮✱ t❤❡ ❆✲✇❛✈❡
✭t = 0.60 s✮✱ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ s②st♦❧❡ ✭t = 0.68 s✮✱ t❤❡ ✜❧❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❞✉r✐♥❣ s②st♦❧❡
✭t = 0.80 s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ s②st♦❧❡ ✭t = 1.00 s✮✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ✈❡❧♦❝✐t② ❛tt❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦✉r
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❛r♦✉♥❞ ✾✵ ❝♠✴s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❊✲✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ❥❡ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r②
✈❡✐♥s ✐♠♣❛❝t ♦♥❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛t t✐♠❡ ✵✳✷✵ s✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✱ ✇❡ r❡♣♦rt ✈♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡
❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts✳ ❚❤❡ ✢♦✇ s❤♦✇s q✉✐t❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢❡❛t✉r❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡
♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❥❡ts ✐♠♣❛❝t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛rt❜❡❛t ✐♥ t❤r❡❡ ♣❡❝✉❧✐❛r ✐♥st❛♥ts✿ t❤❡ ❊✲
✇❛✈❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵❛✮✱ t❤❡ ❆✲✇❛✈❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵❜✮ ❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜❧❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ s②st♦❧❡
✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵❡✮✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✱ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥ ❜② ♣❧♦tt✐♥❣ t❤❡ ✐s♦s✉r❢❛❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
Q = 2000 ❍③2 ❝♦❧♦✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈♦rt✐❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ |∇ × 〈u〉|✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ✢♦✇ ✐s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦rt❡① r✐♥❣s ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s
✇❤❡♥ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ❡♥t❡rs ✐♥ t❤❡ ▲❆✳ ❚❤❡s❡ r✐♥❣s ♠✉t✉❛❧❧② ✐♥t❡r❛❝t ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❥❡ts ✐♠♣❛❝t ❛♥❞ t❤❡♥ ❢♦r♠ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❜❡❝♦♠❡ s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r ✉♥t✐❧ ❞✐s❛♣♣❡❛r✲
✐♥❣ ❜② ❞✐ss✐♣❛t✐♥❣ t❤❡✐r ❡♥❡r❣②✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶❛✱ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ❛♠♦♥❣ t❤❡
str♦♥❣ ❥❡ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❊✲✇❛✈❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛t t✐♠❡ t = 0.40 s ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶❜✮✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡s
❜❡❝♦♠❡ s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ t❤❡② ❤❛✈❡ ♥❡❛r❧② ❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞ ❛s ♥❡✇ ❥❡t ❡♥t❡rs ❛t t✐♠❡ t = 0.60 s
✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶❝✮ ❢♦r♠✐♥❣ ❢♦✉r ✇❡❧❧ ✈✐s✐❜❧❡ ✈♦rt❡① r✐♥❣s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s s❡❝✲
t✐♦♥s ✭❆✲✇❛✈❡✮✳ ■♥ t❤❡ r❡✜❧❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ s②st♦❧❡ ✭t = 0.80 s✮✱ t❤❡ ✈♦rt❡① r✐♥❣s ❛r❡ ❛❣❛✐♥
✈✐s✐❜❧❡ ✇✐t❤ s♦♠❡ r❡s✐❞✉❛❧ str✉❝t✉r❡s st✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r✳

❇② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❊✲✇❛✈❡ ✇❡ s❤♦✇✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈♦rt✐❝✐t② ∇× 〈u〉 ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❧✐❝❡ ❝✉tt✐♥❣ t✇♦



✾✷ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

✭❛✮ t = 0.20 s ✭❜✮ t = 0.40 s ✭❝✮ t = 0.60 s

✭❞✮ t = 0.68 s ✭❡✮ t = 0.80 s ✭❢✮ t = 1.00 s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✿ ✈♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐✲

t✉❞❡ |〈u〉| ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts✳

♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❡❛r ❧❛②❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s
✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷❛✮✱ ❛ ❡❛r❧②✲st❛❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷❜ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ s♦♠❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥
r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ ❢r♦♠ t = 0.18 s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ s❤❡❛r ❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❛ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ♦❢
✈♦rt✐❝❡s ❛♥❞ ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✢♦✇ ♣❛tt❡r♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡❡♥ ✭❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✷❝✱
✺✳✶✷❞✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✈♦rt✐❝❡s ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r✱
t♦✇❛r❞s t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✷❡✱ ✺✳✶✷❢✮✳

❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛t t❤❡ ▼❱ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❱ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❬✷✹✽✱ ✷✹✾❪✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✱
✇❡ r❡♣♦rt ❣❧②♣❤s ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r ❛t t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❞✐❛st♦❧❡ ✭✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡ ▼❱
✐s ♦♣❡♥✮ ♦♥ ❛ s❧✐❝❡ ❝♦❧♦✉r❡❞ ✇✐t❤ 〈u〉 · n▼❱✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡✲
❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ♣♦✐♥t✐♥❣ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡
♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐s ❤✐❣❤❧② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞✱ ♠♦r❡
✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② s❤♦✇s ❛ ✢❛t ♣r♦✜❧❡ ♦♥❧② ❛t s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ t✐♠❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❛t
t = 0.10 s ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸❛✮✳ ❊✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ✐♥t❡♥s❡✱ s✉❝❤ ❛s ❛t t = 0.20 s ♦r t = 0.60
s✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s ♥❡✈❡r ✢❛t ❜✉t✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦rt✐❝❡s ❧♦❝❛t❡❞
❛❜♦✈❡ t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❣✐♦♥s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✸❜ ❛♥❞
✺✳✶✸❢✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✇❛✈❡s✱ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✸❝✱ ✺✳✶✸❞ ❛♥❞ ✺✳✶✸❡✱ ❜✉t s♦♠❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ s♦♠❡



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✾✸

✭❛✮ t = 0.20 s ✭❜✮ t = 0.40 s ✭❝✮ t = 0.60 s

✭❞✮ t = 0.68 s ✭❡✮ t = 0.80 s ✭❢✮ t = 1.00 s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✿ ✐s♦s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥ Q = 2000 ❍③2 ❝♦❧♦✉r❡❞ ❜②

♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈♦rt✐❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ |∇ × 〈u〉| ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts✳

✭❛✮ t = 0.16 s ✭❜✮ t = 0.17 s ✭❝✮ t = 0.18 s

✭❞✮ t = 0.20 s ✭❡✮ t = 0.21 s ✭❢✮ t = 0.22 s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✿ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈♦rt✐❝✐t② ♦♥ t❤❡

♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❧✐❝❡ ❝✉tt✐♥❣ t✇♦ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ✭t♦♣✲❧❡❢t✮ (∇×〈u〉) ·n✳ ❘❡s✉❧ts
❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ ❊✲✇❛✈❡ ✭t = 0.20 s✮✳



✾✹ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

✭❛✮ t = 0.10 s ✭❜✮ t = 0.20 s ✭❝✮ t = 0.30 s

✭❞✮ t = 0.40 s ✭❡✮ t = 0.50 s ✭❢✮ t = 0.60 s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✿ ❣❧②♣❤s ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r ❛t t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣

❞✐❛st♦❧❡ ♦♥ ❛ s❧✐❝❡ ❝♦❧♦✉r❡❞ ✇✐t❤ 〈u〉 · n▼❱✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡✲

❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ♣♦✐♥t✐♥❣ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥✳

s♣♦ts r❡❛❝❤✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ 〈u〉 ·n▼❱ = −15 ❝♠✴s✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✱ ✇❡ ❛❧s♦ r❡♣♦rt
t❤❡ ▼❱ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥ts ❞✉r✐♥❣ ❞✐❛st♦❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡♠❛r❦ ❜❡✐♥❣
❛♥ ♦✉t♣✉t ♦❢ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❛ ✢❛t ♣r♦✜❧❡✱ ❛ P♦✉✐s❡✉✐❧❧❡ ♣r♦✜❧❡✱ ♦r✱ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
♣r♦✜❧❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ✐♥❧❡t ❇❈s ❞✉r✐♥❣ ❞✐❛st♦❧❡ ❢♦r ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ▲❱ ✭✐✳❡✳ ♦♥ t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥✮ ❬✼✹✱ ✼✺✱ ✶✻✸❪✳ ❲❡ ♠❛❞❡ t❤❡s❡ ♣r♦✜❧❡s ♣✉❜❧✐❝❧②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ r❡♣♦s✐t♦r② ❬✾❪✿ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❛❢t❡r ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✜tt✐♥❣ ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞
t✐♠❡✱ t♦ ♣r❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ✐♥✢♦✇ ❇❈ ❛t ▼❱ s❡❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❞✐❛st♦❧❡ ❢♦r t❤❡ ▲❱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ❜♦✉♥❞❛r② tr❡❛t♠❡♥t ❜❡tt❡r ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
▲❆✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ▲❱✳

❍❡♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥❞✐❝❛t♦rs

■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥❞✐❝❛t♦rs✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s str❡ss t❡♥s♦r
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❛s

τ (〈u〉) = 2µε(〈u〉). ✭✺✳✶✷✮



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✾✺

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✿ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛t t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡

❞✉r✐♥❣ ❞✐❛st♦❧❡✳

❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ✭❲❙❙✮ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Ω̂ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ▲❆ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❞✐❛st♦❧❡✿ Ω̂ = Ω0✮ ❛s

❲❙❙(〈u〉) = τ (〈u〉)n− (τ (〈u〉)n · n)n ♦♥ Γ̂, ✭✺✳✶✸✮

❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞s t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ✭❚❆❲❙❙✮✱ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② s❤❡❛r ✐♥❞❡①
✭❖❙■✮ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ✭❘❘❚✮ ✭s❡❡ ❬✶✷✶✱ ✶✹✼✱ ✶✺✷❪✮✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❝❛♥
❤❡❧♣ s❤❡❞❞✐♥❣ ❧✐❣❤t ♦♥ ❧♦♥❣✲t❡r♠ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❡♥❞♦t❤❡❧✐❛❧ ❝❡❧❧s s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞
❜② ❜♦t❤ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❲❙❙ ❛♥❞ ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡② ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ t✐ss✉❡s✱ ♣❧❛q✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♠♦t✐♥❣ ♦❢ ♥❡♦✐♥t✐♠❛❧
❤②♣❡r♣❧❛s✐❛ ❬✶✺✷❪✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❲❙❙✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❚❆❲❙❙ ❛s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡
t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❲❙❙✱

❚❆❲❙❙(〈u〉) = 1

T❍❇

∫ T❍❇

0

|WSS(〈u〉)|2 dt ♦♥ Γ̂, ✭✺✳✶✹✮



✾✻ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

✭❛✮ t = 0.20 s ✭❜✮ t = 0.40 s ✭❝✮ t = 0.60 s

✭❞✮ t = 0.68 s ✭❡✮ t = 0.80 s ✭❢✮ t = 1.00 s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✿ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ✭❲❙❙✮ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡

✐♥st❛♥ts✳

✇❤❡r❡ | · |2 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❖❙■ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❬✶✺✷❪✿

❖❙■(〈u〉) = 1

2


1−

∣∣∣
∫ T❍❇
0

WSS(〈u〉) dt
∣∣∣
2∫ T❍❇

0
|WSS(〈u〉)|2 dt


 ♦♥ Γ̂, ✭✺✳✶✺✮

❛♥❞ ✐t ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❲❙❙ ❝❤❛♥❣❡s ♠✉❝❤ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❤❡❛rt ❝②❝❧❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❘❘❚ ❛s ✐♥ ❬✶✷✶❪

❘❘❚(〈u〉) =
(
(1− 2❖❙■(〈u〉)) 1

T❍❇

∫ T❍❇

0

|WSS(〈u〉)|2 dt

)−1

♦♥ Γ̂. ✭✺✳✶✻✮

❚❤❡ ❘❘❚ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ ❜❧♦♦❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢
t❤❡ ✇❛❧❧✱ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥❞✐❝❛t♦r t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❲❙❙ ✐s ❜♦t❤ ❧♦✇ ❛♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❬✼✸❪✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ❲❙❙ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❆
❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡s ❛r❡
❛tt❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❊✲✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❆✱ t♦✇❛r❞s t❤❡ ▼❱✳
❚❤✐s r❡❣✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ ✈♦rt✐❝❡s ✐♥t❡r❛❝t ❛♥❞ ❛r❡ ♣✉s❤❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡
▲❆ ✇❛❧❧✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧❡✱ t❤❡ ❲❙❙ ✈❛❧✉❡s r❡♠❛✐♥ q✉✐t❡ s♠❛❧❧❀ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✾✼

✭❛✮ ❚❆❲❙❙ ✭❜✮ ❖❙■ ✭❝✮ ❘❘❚

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡rs♣❡❝✲

t✐✈❡s✿ ✭❛✮ ❚❆❲❙❙✱ ✭❜✮ ❖❙■✱ ✭❝✮ ❘❘❚✳

❛r❡ ❛tt❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▲❆✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻❛ s❤♦✇s t❤❡ ❚❆❲❙❙ ♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r✲
s♣❡❝t✐✈❡s✿ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❚❆❲❙❙ ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❆❆✱ ✇❤✐❧❡ s♦♠❡ ♣❡❛❦s ❝❛♥
❜❡ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r✱ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✲
✉❡s ♦❢ |❲❙❙| ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✈♦rt✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡
❡♥❞♦❝❛r❞✐✉♠✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻❜ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ❖❙■ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡tt✐♥❣s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻❛✳ ❚❤❡
❖❙■ ✐s ❧❛r❣❡ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ▲❆ ✇❤❡r❡ ❛ ❧❛r❣❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ♦♥ t❤❡
❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ▲❆❆✱ r❡✈❡❛❧✐♥❣ ❤❡♥❝❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss✳

❆s ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t❤❛t ❛ ✢✉✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡♥❞s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t②
♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ✇❡ r❡♣♦rt ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻❝ t❤❡ ❘❘❚✿ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡s ❛r❡
❛tt❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ▲❆❆✳ ❲❡ s✉❣❣❡st ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❆❆✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❧♦♦❞ r❡❛❝❤❡s ✈❡r② ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥
❡✛❡❝ts ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡❞
❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❤❡❛❧t❤② ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ st✉❞✐❡s ❛s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥
❬✶✹✼❪✱ ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ▲❆ s✉r❢❛❝❡✳



✾✽ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋♦✉r

❣r✐❞s ❜✉✐❧t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ♦❢ t❤❡ ▲❆ ✇✐t❤ ❛ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞ ✭✐♥ r❡❞ t❤❡

n(t)/4 ♣❛rt✐❝❧❡s ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤ ✈❡✐♥✮ ✭❧❡❢t✮✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡

δ(t) ✐♥ t✐♠❡✱ ✇✐t❤ tr✐❛♥❣❧❡s✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥ts ✭❡✈❡r② ✵✳✵✺ s✮

✭r✐❣❤t✮✳

✺✳✶✳✺✳ P❛rt✐❝❧❡s ❝♦✉♥t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

▲❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❘❘❚ ✐♥ t❤❡ ▲❆❆ s✉❣❣❡st t❤❡ st❛s✐s ♦❢ ❜❧♦♦❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦❛❣✉❧❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦♦❞ ✐♥ ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦♦❞ ❝❧♦ts
❬✼✵✱ ✶✶✺❪✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦♦❞ ♣❛rt✐❝❧❡s r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ▲❆ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❤❡❛rt✲❝②❝❧❡✳ ❲❡ ✐♥❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✾✾

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ P❛rt✐❝❧❡s ✐♥❥❡❝t❡❞ ❡✈❡r② ✵✳✵✺ s ✭✐♥ r❡❞✮ ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧

t♦ t❤❡ ✐♥❧❡t ✢♦✇r❛t❡ ✭✐♥ ❜❧✉❡✮ ✭❧❡❢t✮✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ▲❆ ❞✉r✐♥❣ ✻ ❝❛r❞✐❛❝

❝②❝❧❡s✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝②❝❧❡ ♦♥❧②✳ ❲✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦✉rs✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ✭r✐❣❤t✮✳

n(t) t❤❛t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥❧❡t ✢✉① Q✐♥(t) =
∑4

i=1QP❱❡✐♥i(t) ❛s✿

n(t) = Np
Q✐♥(t)

max
t∈[0,T❍❇]

Q✐♥(t)
, ✭✺✳✶✼✮



✶✵✵ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

t✐♠❡ ❬s❪ t = 1.00 t = 2.00 t = 3.00 t = 4.00 t = 5.00 t = 6.00
♣❛rt✐❝❧❡s ✸✼✬✾✼✶ ✼✬✸✸✻ ✶✬✺✽✸ ✸✹✹ ✾✶ ✹✷

✪ ♦♥ t♦t❛❧ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✼✺✳✷✸ ✶✹✳✺✸ ✸✳✶✹ ✵✳✻✽ ✵✳✶✽ ✵✳✵✽

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✿ ♣❛rt✐❝❧❡s r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ▲❆ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❛r❞✐❛❝

❝②❝❧❡ ❛♥❞ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦♥ t♦t❛❧ ✐♥❥❡❝t❡❞✳

❜❡✐♥❣ Np t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥❥❡❝t❡❞ ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ t✐♠❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡
♣♦♣✉❧❛t❡ t❤❡ ▲❆ ✇✐t❤ n(t) ♣❛rt✐❝❧❡s ♦♥❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❤❡❛rt❜❡❛t✱ ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞
♦❢ ❡❛❝❤ ❤❡❛rt✲❝②❝❧❡✱ ✇❡ ❝♦✉♥t ❤♦✇ ♠❛♥② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❧❡❢t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ▲❆✳ ❆s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼❛✱ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❢♦✉r sq✉❛r❡s ♦❢ ❡❞❣❡ 2R ✭✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥s ❞✐❛♠❡t❡r✮ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞ ✇✐t❤
❡❧❡♠❡♥t s✐③❡ δ(t)✳ ■♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❡✐♥✱ ❛t t✐♠❡ t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡
▲❆ ✐s n(t)

4
✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s

n(t)

4
≈
(

2R

δ(t)
− 1

)2

. ✭✺✳✶✽✮

❯s✐♥❣ ❊q✳ ✭✺✳✶✼✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❣r✐❞ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡ ❤♦❧❞s✿

δ(t) = R



√√√√Np

Q✐♥(t)

max
t∈[0,T❍❇]

Q✐♥(t)
+ 2




−1

, ✭✺✳✶✾✮

✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❤✐❣❤ ✢♦✇r❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s♠❛❧❧ ❣r✐❞ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦r❡
♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼❜✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❡❧❡♠❡♥t
s✐③❡ ✐♥ t✐♠❡✳ ❲❡ ✐♥❥❡❝t ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ❡✈❡r② ✵✳✵✺ s✱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧②
t♦ t❤❡ ✐♥❧❡t ✢♦✇r❛t❡✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽❛ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥❥❡❝t❡❞✳ ■♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾ ✇❡ r❡♣♦rt s♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✉r✐♥❣ s✐① ❤❡❛rt❜❡❛ts✱ ✐♥❥❡❝t✐♥❣
✐♥ t❤❡ ✜rst ❤❡❛rt ❝②❝❧❡ ♦♥❧② ❛♥❞ ❧❡❛✈✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜✈❡
❝②❝❧❡s✳ ❲❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡✐♥s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦✉rs ♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❧❡ts✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
❢♦✉r ✈♦rt❡① r✐♥❣s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s✱ ✇✐t❤ ❢♦✉r ❥❡ts ✐♠♣❛❝t✐♥❣ ✐♥ t❤❡
♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❤❡♥❝❡ ❛ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ P❛rt✐❝❧❡s r❡♠❛✐♥
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ▲❆❆✱ ❛s ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❘❘❚ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❢♦✉♥❞✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ q✉❛♥t✐❢② ✇❛s❤✲♦✉t ❡✛❡❝ts✱ ✇❡ st♦♣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛t t = 1.00 s✱ ❝♦✉♥t✐♥❣
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s t❤❡♥ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽❜ ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❤❡❛rt❜❡❛t ✐s ✺✵✬✹✼✶ ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❛r❞✐❛❝ ❝②❝❧❡✱
✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s st✐❧❧ ✐♥s✐❞❡✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t✱ ❛❢t❡r ✺ ❝②❝❧❡s✱ ✐♥ t❤❡
▲❆ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡ ✵✳✵✽✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥❥❡❝t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✶✵✶

✭❛✮ t = 0.05 s ✭❜✮ t = 0.10 s ✭❝✮ t = 0.15 s

✭❞✮ t = 0.20 s ✭❡✮ t = 0.30 s ✭❢✮ t = 0.40 s

✭❣✮ t = 0.50 s ✭❤✮ t = 0.70 s ✭✐✮ t = 0.80 s

✭❥✮ t = 1.00 s ✭❦✮ t = 2.00 s ✭❧✮ t = 3.00 s

✭♠✮ t = 4.00 s ✭♥✮ t = 5.00 s ✭♦✮ t = 6.00 s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✿ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✿ ❜❧♦♦❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ▲❆ ❞✉r✐♥❣ s✐① ❤❡❛rt❜❡❛ts✱ ✐♥❥❡❝t✲

✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r t❤❡ ✜rst ❤❡❛rt❜❡❛t ♦♥❧② ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥❧❡t ✢♦✇r❛t❡✳

❋r♦♠ ✭❛✮ t♦ ✭❥✮ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❝②❝❧❡✱ ❢r♦♠ ✭❦✮ t♦ ✭♦✮ ♣❛rt✐❝❧❡s r❡♠❛✐♥❡❞ ✐♥s✐❞❡

t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❤❡❛rt✲❝②❝❧❡✳



✶✵✷ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

▼❡s❤ ❧❡✈❡❧ ∆t ❬s❪ ▼❡t❤♦❞ ❈♦✉r❛♥t ♥✉♠❜❡rs
Th1 1.00 · 10−3 ❙❯P● ✵✳✽✷✽✶
Th1 1.00 · 10−3 ❱▼❙✲▲❊❙ ✵✳✼✻✻✻
Th2 2.50 · 10−4 ❙❯P● ✵✳✸✹✷✺
Th2 2.50 · 10−4 ❱▼❙✲▲❊❙ ✵✳✸✽✼✶

Th3 ✭r❡❢❡r❡♥❝❡✮ 6.25 · 10−5 ❙❯P● ✵✳✶✺✻✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❙❯P● ❛♥❞ ❱▼❙✲▲❊❙

st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ r❡❣✐♠❡✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✉s❡ P1 − P1

❋❊ s♣❛❝❡s✱ ❇❛❝❦✇❛r❞ ❊✉❧❡r ▼❡t❤♦❞ ❛s t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ ❛♥❞ ❛ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t

tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r t❡r♠s✳

✺✳✷✳ ❖♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❱▼❙✕▲❊❙ ✐♥ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❝❛r✲

❞✐❛❝ ✢♦✇s

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❱▼❙✲▲❊❙ ❛♥❞ ❙❯P● st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣
t❤❡ ♠❡s❤❡s Th1 ❛♥❞ Th2 ✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✹✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡♠❛r❦ ❤❛s ❜❡✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ♠❡s❤ Th3 ✇✐t❤ t❤❡ ❙❯P● ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡
✜✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❈♦✉r❛♥t ♥✉♠❜❡rs ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s
✐♥ ❬✷✵✻❪ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✭✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✮
✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡s❤ ❛♥❞
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ st❡♣ ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❈♦✉r❛♥t ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t
✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✳ ❋✉rt❤❡r ❢❡❛t✉r❡s ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤❡s ❛❞♦♣t❡❞ ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ s♦♠❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✐♥❞✐❝❛t♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ s✉✐t❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✈❡r t❤❡
✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥ t❤❛t ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
♦❢ t❤❡ ✢♦✇✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✶✮✮✱ ❛s

Ek(t) =
1

2
ρ

∫

Ωt

|〈u〉(x, t)|22 dx. ✭✺✳✷✵✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡♥str♦♣❤② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❛s ❬✶✺✽✱ ✷✻✷❪

S(t) =
1

2
ρ

∫

Ωt

|∇ × 〈u〉(x, t)|22 dx. ✭✺✳✷✶✮

❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥❞✐❝❛t♦r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧
✢♦✇ ❬✶✺✽✱ ✷✻✷❪✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✱ ✇❡ r❡♣♦rt Ek ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞
❢♦r t❤❡ ♠❡s❤❡s Th1 ❛♥❞ Th2 ✇✐t❤ ❙❯P● ❛♥❞ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❦✐♥❡t✐❝



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✶✵✸

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✿ ❚♦t❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② Ek(〈u〉) ✉s✐♥❣ ❙❯P● ❛♥❞ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞s ♦♥

♠❡s❤❡s Th1 ❛♥❞ Th2 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥❀ ③♦♦♠ ♦♥ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦✳

❡♥❡r❣② ♣r❡s❡♥ts t❤r❡❡ ♣❡❛❦s ✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❊✲✇❛✈❡✱ ❆✲✇❛✈❡ ❛♥❞ s②st♦❧✐❝ ✜❧❧✐♥❣
♣❤❛s❡✳ ❊♥❡r❣② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇s ❛rr✐✈❡ ❢r♦♠ t❤❡
♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s✳ ❆s t❤❡ ❥❡ts ✐♠♣❛❝t ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ❝❤❛♠❜❡r✱ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞✳ ❆❧❧ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♠❡s❤❡s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡
♦✈❡r❛❧❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡s✉❧t✳ ❋♦r t❤❡ ♠❡s❤ Th2 ✱ t❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✱ ✇❤❡r❡❛s s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ ✐♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ❛♠♦♥❣ ❱▼❙✲▲❊❙ ❛♥❞ ❙❯P● ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤ Th1 ✿ ✇✐t❤ ❛
❝♦❛rs❡ ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ r❡♣r❡s❡♥ts ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♦✉r r❡❢❡r❡♥❝❡
s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ❙❯P● ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s ✐t✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❡♥str♦♣❤② S ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r
t❤❡ ♠❡s❤❡s Th1 ❛♥❞ Th2 ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❙❯P● ❛♥❞ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆s ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② Ek✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♣❡❛❦s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛r❜❡❛t ✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦rt✐❝✐t②✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❧❛r❣❡❧② ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡s❤ ❛♥❞✱ ❛s ✐t ✐s r❡✜♥❡❞✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞
♥♦ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷✱ ✇❡ r❡♣♦rt Ek(u) ❛♥❞ S(u) ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣
❢♦✉r ❤❡❛rt❜❡❛ts ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② ✭♥♦t ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞✮✳ ❚❤❡ ♣❧♦t s❤♦✇s
❛ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❤❡❛rt❜❡❛ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✿ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧❛st ❤❡❛rt❜❡❛t✱ t❤❡ ❊✲✇❛✈❡ ♣❡❛❦ s❤♦✇s ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ ❛❜♦✉t ✻✪ ❢♦r Ek ❛♥❞ ✶✷✪ ❢♦r S✳ ❚❤✉s✱ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞✉r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛rt ❝②❝❧❡s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❛s



✶✵✹ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶✿ ❊♥str♦♣❤② S(〈u〉) ✉s✐♥❣ ❙❯P● ❛♥❞ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ♠❡s❤❡s Th1

❛♥❞ Th2 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷✿ ❚♦t❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② Ek(u) ❛♥❞ ❡♥str♦♣❤② S(u) ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥

❞✉r✐♥❣ ❢♦✉r ❤❡❛rt❜❡❛ts✳

❬✺✶✱ ✷✹✾❪

Ekf (t) =
1

2
ρ

∫

Ωt

|σu(x, t)|22dx, ✭✺✳✷✷✮

❜❡✐♥❣ σu = (σu1 , σu2 , σu3)
T ❛ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ✢✉❝✲



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✶✵✺

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸✿ ❋❧✉❝t✉❛t✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② Ekf (σu) ✉s✐♥❣ ❙❯P● ❛♥❞ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞s

♦♥ ♠❡s❤❡s Th1 ❛♥❞ Th2 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥❀ ③♦♦♠s ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞

t❤✐r❞ ♣❡❛❦✳

t✉❛t✐♦♥s✮ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t k ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞
✈❡❧♦❝✐t②✳ ■ts k✕t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

σuk
(x, t) =

√
✈❛r(uk(x, t)) =

√
〈uk2(x, t)〉 − 〈uk(x, t)〉2, k = 1, 2, 3. ✭✺✳✷✸✮

❚❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t✉r❜✉❧❡♥❝❡
❜✉t ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♥ ❝②❝❧❡✲t♦✲❝②❝❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ❢♦r ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✺✶✱ ✷✹✾❪✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ Ekf s❤♦✇s ❛ ♣❡❛❦ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠♠❡✲
❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ ❊✲✇❛✈❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s✉❣❣❡sts t❤❛t ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s σu ❛r❡ ❤✐❣❤❡r
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r ❧❛②❡r
❛♥❞ t❤❡ ✈♦rt✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ✭✇❤❡r❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ❤✐❣❤✮✱ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧s♦ ✐♥
❬✺✶❪✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤✐s ❜② r❡♣♦rt✐♥❣ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
✭1
2
ρ|σu|2✮ ♦♥ ❛ s❧✐❝❡ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦✉r ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ❛t t✐♠❡ t = 0.25 s✳ ■t

❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ ❥❡ts ❛♥❞
✈♦rt✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ✐♠♣❛❝t✳ ▲❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Ekf ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♠♦♥❣
❤❡❛rt❜❡❛ts ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡s❤❡s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ❞✐✛❡r✲
❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ t♦t❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② Ek ❛♥❞ t❤❡ ❡♥str♦♣❤② S✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ♠♦r❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② Ekf ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸✳

❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡s❤ Th2 ✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡



✶✵✻ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

✭❛✮ ✭❜✮ Th1 ❙❯P● ✭❝✮ Th1 ❱▼❙✲▲❊❙

✭❞✮ Th2 ❙❯P● ✭❡✮ Th2 ❱▼❙✲▲❊❙ ✭❢✮ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹✿ ❙♣❡❝✐✜❝ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② 1
2
ρ|σu| ♦♥ ❛ s❧✐❝❡ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡

❢♦✉r ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ✭s❡❡ ✭❛✮✮ ❛t t✐♠❡ t = 0.25 s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s✳

▲❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❛❝t ❛♠♦♥❣ ❥❡ts✳

s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❙❯P● ❛♥❞ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ ❜♦t❤ ❛r❡
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❡①❝❡♣t ❢r♦♠ t❤❡ t❤✐r❞ ♣❡❛❦ ✭③♦♦♠ ❇✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ❱▼❙✲
▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦ ❜❡tt❡r q✉❛♥t✐❢② t❤❡s❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ✇❡ r❡♣♦rt ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✶✵✼

▼❡s❤ ❧❡✈❡❧ ▼❡t❤♦❞ mint(e(t)) ❬♠❏❪ maxt(e(t)) ❬♠❏❪ e(t) ❬♠❏❪
Th1 ❙❯P● ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✸✹✵✽ ✵✳✵✹✾✷
Th1 ❱▼❙✲▲❊❙ ✵✳✵✵✵✾ ✵✳✷✶✸✵ ✵✳✵✹✸✽
Th2 ❙❯P● ✵✳✵✵✵✸ ✵✳✶✽✷✻ ✵✳✵✷✻✻
Th2 ❱▼❙✲▲❊❙ ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✶✹✾✵ ✵✳✵✷✺✻

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ▼✐♥✐♠✉♠✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ e(t) = |Ekf (t)− E❘❊❋
kf (t)|✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺✿ ❚♦t❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② Ek(u) ❞✉r✐♥❣ ❢♦✉r ❤❡❛rt✲❝②❝❧❡s ✇✐t❤ ❙❯P● ❛♥❞ ❱▼❙✲

▲❊❙ ♦♥ Th1 ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

e(t) ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
s♦❧✉t✐♦♥ E❘❊❋

kf (t)✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r t❤❡ ♠❡s❤ Th2 ✱ t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r
❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② t❤❛♥ ❙❯P●✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ♠♦r❡
r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ♠❡s❤ Th1 ✿ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢
t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✐s ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛❞♦♣t❡❞❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❧♦✇❡r ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ✭t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❊✲✇❛✈❡ ♣❡❛❦✮ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❙❯P●✱ ❛s ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✺✳✹ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ Th1 ❜❡tt❡r
♣r❡❞✐❝ts t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❙❯P● ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡s❤ ✭❛s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❛❧s♦ ❜②
③♦♦♠s ❆ ❛♥❞ ❇ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜❡tt❡r q✉❛♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡❛♥ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✮✳

❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝



✶✵✽ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

❡♥❡r❣② ✇✐t❤ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤❡s ✭Th1✮ ♠❛② ❛✛❡❝t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✢♦✇ ✜❡❧❞✿ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺ ✇❡
r❡♣♦rt t❤❡ t♦t❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② u ♦♥ ❢♦✉r
❤❡❛rt❜❡❛ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❯P● ❛♥❞ ❱▼❙✲▲❊❙
♠❡t❤♦❞s ♦♥ Th1 ✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r❡s❡♥t Ek(u)✱ ❜✉t t❤❡②
❜♦t❤ ❧♦♦s❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❞✉r✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ st❛❣❡s✱ ♥♦t r❡✈❡❛❧✐♥❣ ❛ ❝❧❡❛r tr❡♥❞ ❛♠♦♥❣
t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❞✉r✐♥❣ t❤❡s❡ ♣❤❛s❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ✲ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❧s♦ ❜② ♣r❡✈✐♦✉s ♦✉t❝♦♠❡s ✲ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❊✲✇❛✈❡ ❡♥❡r❣② ♣❡❛❦✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧✇❛②s s❤♦✇s t❤❛t ❱▼❙✲▲❊❙ ❣✐✈❡s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✱
✇❤✐❧❡ ❙❯P● ♠❡t❤♦❞ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♣❡❛❦s✱ r❡✈❡❛❧✐♥❣ ❛❧s♦ ❤♦✇ ❱▼❙✲▲❊❙ ❜❡tt❡r
♣r❡❞✐❝ts ❊✲✇❛✈❡ ♣❡❛❦s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❝②❝❧❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t r♦❧❡ ♦❢
t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❧❛r❣❡r ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs
❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ❛s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❊✲✇❛✈❡✱ ✇❤❡r❡ ❛t t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r Re▼❱ ≈ 3800 ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t✱ ❛s t❤♦r♦✉❣❤❧②
❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✹✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤✐s ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
t❡r♠s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✹✮ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛❧s♦ ❘❡②♥♦❧❞s str❡ss❡s ❬✸✶✱ ✾✸❪ ✐♥ ❛ ▲❊❙ ❢❛s❤✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❢❡✇ ✇♦r❦s t❤❛t ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❙❯P● ❛♥❞ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞s✱
❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❣♦ ❛❧♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❬✶✶✽❪✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧②✲✐♠♣❧✐❝✐t ❧♦❣✲♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr✐❢✉❣❛❧
✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ❛ss✐st ❞❡✈✐❝❡✿ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❱▼❙ st❛❜✐❧✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡tt❡r
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ s✉♣❡r✐♦r st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙❯P●
♦♥❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ ❬✶✼❪ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t ❜♦t❤
❙❯P● ❛♥❞ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞s ❡①❤✐❜✐t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ t❤❡② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t
❢♦r t❤❡✐r ❝❛s❡ t❤❡ ❙❯P● st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❝❝✉r❛t❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦✉r
❡①♣❡r✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t✱ ❛s t❤❡ ♠❡s❤ ✐s r❡✜♥❡❞✱ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤
❙❯P● ❛♥❞ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞s✿ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❤❡♥❝❡ ✈❛♥✐s❤❡s ❛s t❤❡
♠❡s❤ ❜❡❝♦♠❡s ✜♥❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▲❊❙ ♠♦❞❡❧✳
❚❤✉s✱ ✐❢ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✜♥❡ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞✱ t❤❡ ❙❯P● ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❝❝✉r❛t❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦
♣r❡❞✐❝t tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ✢♦✇s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❱▼❙✲
▲❊❙ ❞♦ ♥♦t ②✐❡❧❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❡♥❡✜ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ t✇♦
♠❡t❤♦❞s s❤♦✇ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ ❝♦❛rs❡r ♠❡s❤❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣②✿ ❱▼❙✲▲❊❙ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❧♦✇❡r ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥
t❤❛♥ ✇✐t❤ ❙❯P● st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞❀ ✇❡ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❱▼❙✲▲❊❙ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝ts t❤❡
❊✲✇❛✈❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♣❡❛❦s ❛♥❞ t❤❡✐r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ ❤❡❛rt❜❡❛t t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ ♣❧❛②s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❜❡tt❡r ❝❛t❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧
❡✛❡❝ts ✉s✉❛❧❧② ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❝❛r❞✐❛❝ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❝②❝❧❡✲t♦✲❝②❝❧❡ ✢♦✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱
✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❤❡♥
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❙❯P● st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
♠✐❣❤t ❜❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ♠♦❞❡❧ ❝❛r❞✐❛❝ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s✳



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✶✵✾

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ▲❆ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ Ωt ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡rs♣❡❝✲

t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Γt =
(⋃4

i=1 Γ
P❱❡✐♥i

)
∪Γ▼❱∪Γ✇t ❛♥❞ ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠

t❤❡ ♦✉t❡r s✉r❢❛❝❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❬✷✷✺❪✳

✺✳✸✳ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❛tr✐❛❧ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ▲❆ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s
s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛tr✐❛❧ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ✭❆❋✮ ❛♥❞ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝s ▲❆ ✐♥ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✭P❍✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✉♥❞❡r ❆❋✳

❚❤❡ ❆❋ ♣❛t❤♦❧♦❣② ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ s✉st❛✐♥❡❞ ❝❛r❞✐❛❝ ❛rr❤②t❤♠✐❛ ❛♥❞ ✐t
✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ❛tr✐❛❧ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✇❤✐❝❤ ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ♠♦t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢r♦♠ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❆❋ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ▲❆
❝♦♥tr❛❝t✐❧✐t② ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ▲❆ ❡❥❡❝t✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭▲❆❊❋✮✿

LAEF =
V ♠❛①
▲❆ − V ♠✐♥

▲❆

V ♠❛①
▲❆

, ✭✺✳✷✹✮

❜❡✐♥❣ V ♠❛①
▲❆ ❛♥❞ V ♠✐♥

▲❆ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ▲❆ ✈♦❧✉♠❡s ❞✉r✐♥❣ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
❤❡❛rt ❝②❝❧❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❋ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ ❛tr✐❛ r❡♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ♣r❡ss✉r❡
❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ♦✈❡r❧♦❛❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ▲❆ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦♥❡✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱
r❡♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ♠❛♥✐❢❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❆❆✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▲❆ t❤❛t
♠♦r❡ s✉✛❡rs ❢r♦♠ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥tr❛❝t✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♣r♦❞✉❝❡s ❛❧s♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ❡❥❡❝t✐♦♥
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✉r✐❝❧❡ ✭▲❆❆❊❋✮ ✇❤✐❝❤ ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ t❤r♦♠❜✉s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❧♦♦❞
st❛s✐s✳

■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ▲❆ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛❝q✉✐r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❉✐✛✉s✐♦♥
❚❡♥s♦r ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣ ✭❉❚▼❘■✮ ❜② ❬✶✾✷❪ ❛♥❞ ♠❛❞❡ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡



✶✶✵ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ ❬✷✷✺❪✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻✱ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛
♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ▲❆ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❞♦❝❛r❞✐✉♠ ❣❡♦♠❡tr② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②
❬✷✷✺❪✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❝❛s❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ωt ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Γt =(⋃4

i=1 Γ
P❱❡✐♥i

)
∪ Γ▼❱ ∪ Γ✇t ✳

✺✳✸✳✶✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦r ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t♦ ❜❡ s❡t ❛t t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s
❛♥❞ ▼❱ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✵❉ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧
♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈♦❧✲
✉♠❡s ♦❢ t❤❡ ▲❆ ❛♥❞ ❘❆ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✵❉ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✻ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✻✶❪✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡
♣r❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ♣r❡ss✉r❡ pP❯▲❱❊◆(t) ❛♥❞ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ✢♦✇r❛t❡s QP❯▲

❱❊◆(t)
♦♥ t❤❡ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ▲❱ ♣r❡ss✉r❡ p▲❱(t) ♦♥ t❤❡ ♦✉t❧❡t✱ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✼✮ ✇✐t❤ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

u =
2QP❯▲

❱❊◆

|ΓP❱❡✐♥i |ζi
(
1− r2

R2
i

)
ni ♦♥ ΓP❱❡✐♥i × (0, T❞✐❛s], i = 1, . . . , 4✱

σ(u, p)n = −p▲❱n ♦♥ Γ▼❱ × (0, T❍❇),

u =
2QP❯▲

❱❊◆

|ΓP❱❡✐♥i |ζi
(
1− r2

R2
i

)
ni ♦♥ ΓP❱❡✐♥i × (T❞✐❛s, T❍❇), i = 1, 2

σ(u, p)n = −pP❯▲❱❊◆n ♦♥ ΓP❱❡✐♥i × (T❞✐❛s, T❍❇), i = 3, 4

u = g❆▲❊ ♦♥ Γ✇t × (T❞✐❛s, T❍❇),

u = 0 ✐♥ Ω0 × {0}.

✭✺✳✷✺✮

❆s ❢♦r t❤❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❜❛❝❦✢♦✇✲st❛❜✐❧✐③❡❞ ◆❡✉♠❛♥♥ t②♣❡ ❇❈s ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✾✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ❛r❡ ♥♦t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡
s❛♠❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛✱ ✐♥ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❇❈s ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ζi✿ t❤❡ ✢♦✇✲r❡♣❛rt✐t✐♦♥
❢❛❝t♦r ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢♦✇ r❛t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐t
❛s

ζi =
|ΓP❱❡✐♥i |∑4
i=1 |ΓP❱❡✐♥i |

. ✭✺✳✷✻✮

✺✳✸✳✷✳ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧

❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❆▲❊ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❡❧♦❝✐t② g❆▲❊(x, t) ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s♣❛❝❡✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ f̂❆▲❊ ❛s✿

f̂❆▲❊(x̂) = f̂❆▲❊1 (x̂) + f̂❆▲❊2 (x̂) ♦♥ Γ̂. ✭✺✳✷✼✮



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✶✶✶

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✼✿ ❋✉♥❝t✐♦♥s ϕ1✱ ϕ2 ❛♥❞ ψ ♦♥ Γ✇t ✳ ■♠❛❣❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ▲❆ ✐♥ ❆❋✱ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❆❆ ✐s ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❛s♣❡❝t
t❤❛t ♠❛② str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ▲❆ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞
f̂❆▲❊ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✼✮ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❆❆ ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❤❛♠❜❡r✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ f̂❆▲❊1 ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
♦❢ ♠❛✐♥ ❝❤❛♠❜❡r ❛♥❞ f̂❆▲❊2 ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❆❆✳

▲❡t xG ❜❡ t❤❡ ▲❆ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ f̂❆▲❊1 ❛s

f̂❆▲❊1 (x̂) = ψ̂(x̂)(x̂− xG) ♦♥ Γ̂, ✭✺✳✷✽✮

❜❡✐♥❣

ψ̂(x̂) =
ϕ̂1(x̂)ϕ̂2(x̂)

max
x̂∈Γ̂ (ϕ̂1(x̂)ϕ̂2(x̂))

♦♥ Γ̂, ✭✺✳✷✾✮

❛♥❞ ϕ̂1✱ ϕ̂2 s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❛♣❧❛❝❡✕❇❡❧tr❛♠✐ ♣r♦❜❧❡♠s✿




−∆Γ̂ϕ̂1 = 0 ♦♥ Γ̂✇,

ϕ̂1 = 0 ♦♥
⋃4

i=1 ∂Γ̂
P❱❡✐♥i ,

ϕ̂1 = 1 ♦♥ ∂Γ̂▼❱,

,





−∆Γ̂ϕ̂2 = 0 ♦♥ Γ̂✇,

ϕ̂2 = 1 ♦♥
⋃4

i=1 ∂Γ̂
P❱❡✐♥i ,

ϕ̂2 = 0 ♦♥ ∂Γ̂▼❱.

✭✺✳✸✵✮

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✽ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ Γ✇✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ψ̂ = 0 ❛❧s♦ ♦♥⋃4
i=1 Γ̂

P❱❡✐♥i ❛♥❞ Γ̂▼❱✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ f̂❆▲❊2 (x̂) ❛s

f̂❆▲❊2 = k▲❆❆ψ̂(x̂)ε̂▲❆❆(x̂)(x̂− xLAA
G ) ♦♥ Γ̂, ✭✺✳✸✶✮

❜❡✐♥❣ xLAA
G t❤❡ ▲❆❆ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ❛♥❞ ε̂▲❆❆ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♠❛❦❡

f̂❆▲❊2 ❤❛✈✐♥❣ s✉♣♣♦rt ♦♥ t❤❡ ▲❆❆ ♦♥❧②✳ ❚♦ ❞❡✜♥❡ ε̂▲❆❆✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ✐❞❡♥t✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s



✶✶✷ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✽✿ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ f̂❆▲❊2

✭❝♦❧♦r❡❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✐t ✭tr❛♥s♣❛r❡♥t✮✳ ■♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳

♦♥ t❤❡ ▲❆❆✱ ❜✉t ✇❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❛❞♦♣t ❛ ♠♦❧❧✐✜❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡
▲❆❆ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❤❛♠❜❡r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✶✮ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t k▲❆❆ t♦ ♣❡♥❛❧✐③❡ t❤❡ ▲❆❆ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✿ ✇❡ t✉♥❡ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r
t♦ ♠❛t❝❤ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ▲❆❆❊❋✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✾✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❩②❣♦t❡ ▼❱ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t♦ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ▲❆

❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ■♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✶✶✸

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✵✿ ❈♦♠♣❧❡t❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ s✐♠✲

✉❧❛t❡ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ▲❆ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳



✶✶✹ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

✺✳✸✳✸✳ ❱❛❧✈❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣

❲❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❱ ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❘■■❙ ♠♦❞❡❧
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ▲❆ ❣❡♦♠❡tr✐❡s r❡♣♦s✐t♦r② ❬✶✾✷✱ ✷✷✺❪
❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✈❡s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ▼❱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❩②❣♦t❡ ❬✶✸✸❪✱ ❛♥
❛❝❝✉r❛t❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❈❚ s❝❛♥ ❞❛t❛✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❡①t❡♥s✐✈❡❧②
✉s❡ t❤❡ ❩②❣♦t❡✬s ❤❡❛rt ❣❡♦♠❡tr② ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✻ ❛♥❞ ✼✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ▼❱ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦
t❤❡ ❩②❣♦t❡✬s ❤❡❛rt ❣❡♦♠❡tr②✱ ✇❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❛❞❛♣t t❤❡ ▼❱ ❣❡♦♠❡tr② t♦ ♦✉r ♣❛t✐❡♥t✲
s♣❡❝✐✜❝ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✾✳ ❋♦r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❛❞❛♣t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱
✇❡ r❡❢❡r t♦ ❬✻✶✱ ✶✵✵❪✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ❬✷✺✾❪✱ t❤❡ ▼❱ ❝❧♦s❡s ✇❤❡♥ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♦❢ r❡✈❡rs❡❞ ✢♦✇ ❛❝r♦ss t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞❀ t❤❡ ▼❱ ♦♣❡♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
❥✉♠♣ ❛❝r♦ss t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ p▲❆(t) > p▲❱(t)✳ ❲❡ ♣r❡s❝r✐❜❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡s t♦ ♦♣❡♥ ❛♥❞ ❝❧♦s❡ t❤❡ ✈❛❧✈❡✿ ✷✵ ♠s ❢♦r t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ✻✵ ♠s ❢♦r
t❤❡ ❝❧♦s✐♥❣ st❛❣❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ✇❛② ✇❡ ♦♣❡♥ ❛♥❞ ❝❧♦s❡ ✈❛❧✈❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✻ ✇❤❡♥ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt✳

✺✳✸✳✹✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✵✱ ✇❡ r❡♣♦rt ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ▲❆ ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✿ ✐t
s❡r✈❡s ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ ❇❈s ✕ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✢♦✇r❛t❡s ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡s t♦ ❜❡ s❡t ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t
❛♥❞ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥s ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✺✮ ✕ ❛♥❞ ✐t ❛❧s♦ ❞r✐✈❡s t❤❡ ▲❆ ♠♦t✐♦♥
s✐♥❝❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ▲❆ ✈♦❧✉♠❡ V▲❆(t) t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❆▲❊ ✈❡❧♦❝✐t② ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✭s❡❡
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✮✮✳

✺✳✸✳✺✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❆❋ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

❲❡ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❆❋ ♦♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ t✐ss✉❡s ❜② ❝♦♥✈❡✲
♥✐❡♥t❧② t✉♥✐♥❣ t❤❡ ✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❡❧❛st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ❝❤❛♠❜❡rs ✈❛r②
✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡

Ej(t) ∈
[
E♣❛ss

j , E♣❛ss
j + E❛❝t✱♠❛①

j

]
, ✇✐t❤ j = RA,LA,RV,LV ✭✺✳✸✷✮

❜❡✐♥❣ E♣❛ss
j ❛♥❞ E❛❝t✱ ♠❛①

j t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝t✐✈❡ ❡❧❛st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛tr✐❛❧ ❦✐❝❦ ✕ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❆✲✇❛✈❡
✕ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❡❧❛st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛tr✐❛ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ❬✷✸✵❪✿

E❛❝t✱♠❛①
▲❆ = E❛❝t✱♠❛①

❘❆ = 0, ✭✺✳✸✸✮

t❤✉s✱ t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❡❧❛st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛tr✐❛ ❜❡❝♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦

E▲❆(t) = E♣❛ss
▲❆ , E❘❆(t) = E♣❛ss

❘❆ , ❢♦r ❛❧❧ t ∈ (0, Tf ). ✭✺✳✸✹✮



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✶✶✺

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✶✿ P❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ▲❆ ❛♥❞ ❘❆ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❬✷✷✺❪✳ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞

❢r♦♠ ❬✻✶❪✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❆❋✱ ✇❡ ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝❧❡s
❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❡❧❛st❛♥❝❡s ✭E❛❝t✱♠❛①

▲❱ ❛♥❞ E❛❝t✱♠❛①
❘❱ ✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ♣❛t✐❡♥ts

✇❤♦s❡ ❛tr✐❛ ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡♠♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛❜♦✈❡
❞♦ ♥♦t ❜r✐♥❣ t♦ ❝❧✐♥✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡s✉❧ts✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧✇❛②s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ t❤❡ ❛tr✐❛ ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✵✮ ❛♥❞✱ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✈♦❧✉♠❡s✱ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ❡❧❛st❛♥❝❡s ♦❢
t❤❡ ❤❡❛rt ❝❤❛♠❜❡rs ✭E♣❛ss

▲❱ ✱ E♣❛ss
❘❱ ✱ E♣❛ss

▲❆ ✱ ❛♥❞ E♣❛ss
❘❆ ✮✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❛❧s♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧

t♦ ❝♦♥tr♦❧ pP❯▲❱❊◆ ✇❤✐❝❤ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✇♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❆❋ ✐♥❞❡❡❞ ✐s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ pP❯▲❱❊◆ ❬✼✷✱ ✶✽✻✱ ✷✽✺❪✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❛ss✐✈❡ ❡❧❛st❛♥❝❡s ✐s st✐❧❧ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ t♦♦ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✳

✺✳✸✳✻✳ ❍❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ♣❛r♦①②s♠❛❧ ❆❋

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ▲❆ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡
♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ❛ss✉♠✐♥❣ ♣❛r♦①②s♠❛❧ ❆❋✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆❋ ✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦t ②❡t ❝❛✉s❡ r❡♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❜♦t❤ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ✇❡ ❝❛rr②
♦✉t ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ▲❆ ❣❡♦♠❡tr② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✺✺ ②❡❛rs
♦❧❞ ♠❛❧❡ ✇✐t❤ ♥♦ ❦♥♦✇♥ ❤❡❛rt ❞✐s❡❛s❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ▲❆ ❞♦♠❛✐♥ ❛❧❧♦✇s t♦ t♦
♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡t❛✐❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t
t❤❡ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝ r❡s✉❧ts✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✶ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ▲❆ ❛♥❞ ❘❆ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❬✷✷✺❪✳
❲❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠♦❞❡❧ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❡♥❞ s②st♦❧✐❝ ✈♦❧✉♠❡s ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ❬✶✾✷✱ ✷✷✺❪✿ V ♠❛①

▲❆ = 58.06 ♠❧ ❛♥❞ V ♠❛①
❘❆ = 69.39 ♠❧✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺❛

✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡✱ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❀ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺❜ t❤❡ ❡❧❛st❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ✇❡ ✉s❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡
t❤❡ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✺✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r



✶✶✻ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡
RSYS

AR 1.00 mmHg · s/mL
CSYS

AR 2.00 mL/mmHg
LSYS
AR 1.00 mmHg · s2/mL

RSYS
VEN 0.50 mmHg · s/mL

CSYS
VEN 140.00 mL/mmHg

LSYS
VEN 5× 10−4 mmHg · s2/mL

RPUL
AR 0.04 mmHg · s/mL

CPUL
AR 15.00 mL/mmHg

LPUL
AR 5× 10−4 mmHg · s2/mL

RPUL
VEN 0.60 mmHg · s/mL

CPUL
VEN 10.00 mL/mmHg

LPUL
VEN 1× 10−4 mmHg · s2/mL

✭❛✮ P❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♠♦♥ t♦ P❍ ❛♥❞ ❆❋✳

❱❛❧✉❡
❬♠♠❍❣✴♠▲❪

P❛r❛♠❡t❡r P❍ ❆❋
Eact,max

RA 0.04 0.00
Epass

RA 0.06 0.60

Eact,max
RV 1.20 1.20
Epass

RV 0.05 0.80

Eact,max
LA 0.20 0.00
Epass

LA 0.09 0.30

Eact,max
LV 6.00 4.00
Epass

LV 0.08 0.20

✭❜✮ ❊❧❛st❛♥❝❡s ✈❛❧✉❡s ✭❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠

P❍ ❛♥❞ ❆❋✮

❚❛❜❧❡ ✺✳✺✿ ❱❛❧✉❡s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ✵❉ ♠♦❞❡❧ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝❛s❡s✳ ❚❛❜❧❡ ❢r♦♠

❬✻✶❪✳

✐♥st❛♥❝❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ❬✷✸✵❪✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ♣❛r♦①②s♠❛❧ ❆❋✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡
t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❡❧❛st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘❱✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤✐s ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥t ❆❋✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✷❛ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ▲❆ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ t❤❡ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝❛s❡s ❛❢t❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✵❉ ♠♦❞❡❧ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❆❋ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝♦♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛tr✐❛❧
❦✐❝❦ ❛♥❞ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ▲❆❊❋ ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✹✮✮✿

LAEFPH = 50.5%, LAEFAF = 30.7%. ✭✺✳✸✺✮

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ ♠❡❞✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ❜♦t❤ P❍
❬✷✷✱ ✶✾✻❪ ❛♥❞ t❤❡ ❆❋ ❝❛s❡ ❬✶✹✶❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱
❛♥❞ ❜② s❡tt✐♥❣ kLAA = 2 ❛♥❞ kLAA = 4/3 ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✶✮ ❢♦r t❤❡ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝❛s❡s
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❧❡❢t ❛✉r✐❝❧❡ ❡❥❡❝t✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥✿

LAAEFPH = 77.8%, LAAEFAF = 62.7%, ✭✺✳✸✻✮

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❬✶✵✷❪✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✷❜ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ✐♥❧❡t ✢♦✇ r❛t❡ QP❯▲❱❊◆✿ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡ ✐s
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛s❡ ❛❧s♦ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ▲❆❊❋✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡s
✺✳✸✷❝ ❛♥❞ ✺✳✸✷❞ ✇❡ r❡♣♦rt ♣r❡ss✉r❡s pP❯▲❱❊◆ ❛♥❞ p▲❱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❛t ✇❡ ♣r❡s❝r✐❜❡ ♦♥
t❤❡ ✐♥❧❡t ❛♥❞ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❆ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡② r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✵❉
♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ▲❱ ♣r❡ss✉r❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✶✶✼

✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝❛s❡s✿ ✭❛✮ V▲❆(t)❀ ✭❜✮ QP❯▲❱❊◆(t)❀ ✭❝✮

pP❯▲❱❊◆(t)❀ ✭❞✮ p▲❱(t)✳

▲❱ ❡❥❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✭s②st♦❧❡✮ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡r ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡♥♦✉s ♣r❡ss✉r❡s✳ ❇♦t❤ r❡s✉❧ts ❛r❡
❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❆❋ ❬✶✽✱ ✼✷✱ ✶✽✻❪✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ♦✉t❡r s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❆ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✷✻ ❛♥❞ ✺✳✸✶✱ ✇❡ ✉s❡ ✢♦✇



✶✶✽ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✸✿ ▲❆ ♠❡s❤ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞

▼❱ ✐♥ ♦♣❡♥ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ■♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳

R▼❱ ε▼❱ h ❝❡❧❧s ❉❖❋s ✭Q1 −Q1✮ ∆t
❬❦❣✴✭♠2·s✮❪ ❬10−3 ♠❪ ❬10−3 ♠❪ ❬✶✵3❪ ❬✶✵3❪ ❬s❪

♠✐♥ ❛✈❣ ♠❛① u p t♦t❛❧

104 ✶✳✸ ✵✳✹✸ ✶✳✼✻ ✺✳✾✺ ✶✷✵✳✽✻ ✹✶✷ ✶✸✼ ✺✹✾ 2 · 10−4

❚❛❜❧❡ ✺✳✻✿ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ ✐♥❧❡t ❛♥❞ ♦✉t❧❡ts ✶✮ t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐ss✉❡s ✇❤❡r❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❇❈s ❛r❡ s❡t
❬✷✻✽❪❀ ✷✮ t♦ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ✐♠♠❡rs❡ t❤❡ ▼❱ ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ▲❱ ✐♥ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦r t❤❡ ♠❡s❤✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ✈❛r②✐♥❣ ♠❡s❤ s✐③❡ h✳
❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ r❡✜♥❡ t❤❡ ♠❡s❤ ✐♥ t❤❡ ▲❆❆ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s t♦ ❝♦rr❡❝t❧②
❝❛t❝❤ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②❀ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✉s❡ ❛ s♠❛❧❧❡r ♠❡s❤
s✐③❡ ✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❱ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ▼❱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❘■■❙
♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✸ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ✜♥❛❧ ▲❆ ♠❡s❤ ❛♥❞ ✇❡ ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ▼❱ ✐♥ ✐ts
♦♣❡♥ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✻ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r
t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ε▼❱ ❛❧❧♦✇s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❱ ❧❡❛✢❡ts ❛♥❞✱ ✇✐t❤ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ R▼❱ ✇❡ ❛✈♦✐❞ ✢♦✇ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥
❛❝r♦ss t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ s✉r❢❛❝❡s ❬✽✻❪✳

❆s ❢♦r t❤❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❝❛s❡✱ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝❛s❡s✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ ✻ ❤❡❛rt❜❡❛ts✱
✇❡ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ ✜rst t✇♦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥✉❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞
✇❡ ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ t❤❡ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✹ ❜❡❛ts ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✶✮✮✳
❲❡ ❝❛rr② ♦✉t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ lifex ❬✻❪ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤
s❡♠✐✕✐♠♣❧✐❝✐t tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♥♦♥✕❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳ ❆s t✐♠❡ ❛❞✈❛♥❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❇❉❋✶



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✶✶✾

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✹✿ ❱♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡

✐♥st❛♥ts✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P❍ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❆❋ ✭❜♦tt♦♠✮ ❝❛s❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠

❬✻✶❪✳

✇✐t❤ ∆t = 2 · 10−4 s✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✹ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡
❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛rt ❝②❝❧❡ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ P❍ ❛♥❞ t❤❡ ❆❋
❝❛s❡s✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s✱ ✇✐t❤
❛ ♣❡❛❦ ♦❢ ✵✳✽ ♠✴s ✐♥ t❤❡ P❍ ❝❛s❡ ❛♥❞ ❛❜♦✉t ✵✳✹ ♠✴s ✐♥ ❆❋ ✭t = 0.20 s✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✭❛tr✐❛❧ ❦✐❝❦✮ ✐♥ t❤❡ P❍ ❝❛s❡s ♣r♦❞✉❝❡s ❛ str♦♥❣❡r
❥❡t ✐♥ t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❆❋ ♦♥❡ ✭t = 0.40 s✮✳ ❆♥♦t❤❡r r❡❧❡✈❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♠♦♥❣
t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛s❡s ❛r❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ▲❆❆✿
✐♥ t❤❡ ❆❋ ❝❛s❡✱ ✈❡r② ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❤❡❛rt❜❡❛t✱ ✇❤❡r❡❛s
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛tr✐❛❧ ❦✐❝❦ ♦❢ t❤❡ P❍ ❝❛s❡ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❜❧♦♦❞ ❡❥❡❝t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❆❆ ❛♥❞
✢♦✇✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛♠❜❡r✳ ❲❡ ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❡❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❆❆ t♦
t❤❡ ▲❆ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✺ ✇❤❡r❡ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦♥ ❛
s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❆ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❧②♣❤s ❞✐r❡❝t❡❞ ❛♥❞ s❝❛❧❡❞ ❛s 〈u〉✳



✶✷✵ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✺✿ P❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦♥ ❛ s❧✐❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▲❆ ❛t t = 0.40

s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛tr✐❛❧ ❦✐❝❦ ✐♥ t❤❡ P❍ ❝❛s❡✮ ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❧②♣❤s ❞✐r❡❝t❡❞

❛♥❞ s❝❛❧❡❞ ❛s 〈u〉✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝❛s❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳

❚♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❜❧♦♦❞ st❛s✐s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✢♦✇ st❛s✐s ✐♥❞✐❝❛t♦r ❛s

fs(x̂) =
1

T❍❇

∫ T❍❇

0

χ{|〈u〉|<ū}(x̂, t)dt, ❢♦r ❛❧❧ x̂ ∈ Ω̂. ✭✺✳✸✼✮

fs r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt❜❡❛t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡✲
❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✶✻✺❪✱
✇❡ ❝❤♦♦s❡ ū = 0.1♠✴s✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✻ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ st❛s✐s
✐♥ t❤❡ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝❛s❡s✳ ❍✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ fs ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆❋ ❝❛s❡✱ ❝♦❤❡r❡♥t❧②
✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ❬✶✻✹✱ ✶✻✺✱ ✷✹✵❪
✇❤❡r❡❛s st✉❞✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✹❉ ✢♦✇ ▼❘■ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦ ❜❡tt❡r
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❋❙✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ fs✱ ❛s

FS =
1

|Ω̂|

∫

Ω̂

fs(x̂)dx̂, ✭✺✳✸✽✮

❛♥❞ ✇❡ ❣❡t FSPH = 0.3326✱ FSAF = 0.7815✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ❬✶✻✺❪✳



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✶✷✶

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✻✿ ❱♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ✢♦✇ st❛s✐s✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P❍ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❆❋

✭r✐❣❤t✮ ❝❛s❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✼✿ ■s♦s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥ Q = 250Hz2 ❝♦❧♦✉r❡❞ ✇✐t❤ ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞

✈♦rt✐❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P❍ ✭t♦♣✮ ❛♥❞

❆❋ ✭❜♦tt♦♠✮ ❝❛s❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳



✶✷✷ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✽✿ ❚❆❲❙❙ ♦♥ Ω̂ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P❍ ✭t♦♣✮ ❛♥❞

❆❋ ✭❜♦tt♦♠✮ ❝❛s❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✼ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✐s♦s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝❛s❡s✳
■♥ t❤❡ P❍ ❝❛s❡✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✹ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤❡❛❧t❤② ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ▲❆✱ t❤❡
♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡ ✐s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦rt✐❝❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ❛♥❞ t❤❡✐r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ▲❆✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳
❉✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ P❍ ❝❛s❡✱ ✇✐t❤ ❆❋ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡ss ❡❞❞✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✈❛❧✉❡ ♦❢ Q ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✢✉✐❞ ♠♦t✐♦♥ ✐s ❧❡ss ❝❤❛♦t✐❝ t❤❛♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡✳ ❚❤❡
❡❞❞✐❡s ❢♦r♠❡❞ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇❡r ✈♦rt✐❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ P❍
❝❛s❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ▲❆❆ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❞❡t❡❝t ❛♥② ✈♦rt❡① str✉❝t✉r❡✿ ♥❡✐t❤❡r ✐♥ P❍✱
♥♦r ✐♥ ❆❋✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❤✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤✐s ♣❛t✐❡♥t
❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s t❤❛t t②♣✐❝❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❛✉r✐❝❧❡✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✽ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❚❆❲❙❙ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✹✮ ✐♥ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❚❆❲❙❙ ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛s❡s✱
❝♦❤❡r❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ❬✷✷✼✱ ✷✼✻❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❜♦t❤ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✶✷✸

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✾✿ ❘❘❚ ♦♥ Ω̂✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P❍ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❆❋ ✭r✐❣❤t✮ ❝❛s❡s✳ ❖♥ t❤❡

❜♦tt♦♠ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ❘❘❚ ✐♥ t❤❡ ▲❆❆ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❢♦r ❜♦t❤ P❍ ❛♥❞

❆❋ ❝❛s❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳

❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ str❡ss ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ▲❆ ✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡✐♥ ΓP❱❡✐♥3

✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻ ❢♦r t❤❡ ✈❡✐♥s ♥✉♠❜❡r✐♥❣✮✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❜❧♦♦❞ ❥❡t t❤r♦✉❣❤
ΓP❱❡✐♥3 t❤❛t ✐♠♣✐♥❣❡s t❤❡ ▲❆ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❚❆❲❙❙ ✈❛❧✉❡s✳ ❖♥ t❤❡
❝♦♥tr❛r②✱ s♠❛❧❧❡st ❚❆❲❙❙ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▲❆✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✾ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ❘❘❚ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✻✮ ✐♥ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❘❘❚ ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❆❆ ❛♥❞ ♦♥ s♦♠❡ s♣♦ts ♦♥
t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▲❆✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t
❆❋ ❝❛✉s❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❘❘❚ ❞✉❡ t♦ s❧♦✇❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤✉s✱
❜❧♦♦❞ st❛❣♥❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ♣r♦♠✐♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛s❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡
▲❆❆✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛rt ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✾✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❘❘❚ ✐s ❞✐r❡❝t❧②
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r♦♠❜♦❣❡♥✐❝ r✐s❦s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
✐♥❞✐❝❛t♦r ✐s ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❆❋✳



✶✷✹ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✵✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❝❡❧s ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❤❡❛rt❜❡❛t ✐♥ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝❛s❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✶✿ P♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ♣❛r❝❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠

❬✻✶❪✳

✺✳✸✳✼✳ P❛rt✐❝❧❡s ❝♦✉♥t✐♥❣✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P❍ ❛♥❞ ❆❋

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠♦t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ▲❆ ✐♥ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ str❛t❡❣② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✺
❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✻✶❪✳ ■♥ ❛ ❤❡❛rt❜❡❛t✱ ✇❡ ✐♥❥❡❝t ❛ ✈♦❧✉♠❡
♦❢ ❜❧♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s

V✐♥❥ =

∫ T❍❇

0

QP❯▲
❱❊◆(t)dt, ✭✺✳✸✾✮

❜r✐♥❣✐♥❣ t♦ V P❍
✐♥❥ = 55.58 ♠❧ ❛♥❞ V ❆❋

✐♥❥ = 31.82 ♠❧ ❢♦r t❤❡ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝❛s❡s r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡❛❜♦✉t ✺ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ r❡❞ ❜❧♦♦❞ ❝❡❧❧s ♣❡r ❜❧♦♦❞
♠✐❧❧✐❧✐t❡r ❬✻✻❪✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❤❡❛rt❜❡❛t
❛s NP❍

♣❛rt✐❝❧❡s = 277′881′911 ❛♥❞ N❆❋
♣❛rt✐❝❧❡s = 159′108′500 ❢♦r t❤❡ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝❛s❡s r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧②✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✶✷✺

♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❉✐s❝r❡t❡ P❛r❝❡❧ ▼❡t❤♦❞ ✭❉P▼✮ ❬✻✸❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛❧❧❡❞ ♣❛r❝❡❧s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❡❛❝❤ ♣❛r❝❡❧ ♠❛❞❡ ♦❢ ✶✹✵✾ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❝❡❧s Np t❤❛t
✇❡ ✐♥❥❡❝t ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❤❡❛rt❜❡❛t ✐s

NP❍
p = 197′064, N❆❋

p = 112′950. ✭✺✳✹✵✮

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✵ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❝❡❧s ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❤❡❛rt❜❡❛t✳ ❆s
❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡② ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥❧❡t ✢♦✇ r❛t❡ QP❯▲

❱❊◆(t) r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✷❜✳
❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥❥❡❝t ♣❛r❝❡❧s ✐♥ t❤❡ ▲❆ ❡✈❡r② 0.001 s ❛♥❞ ✇❡ ❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡♠ ✐♥ ❛♥
❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s✱ ❛s
❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✶✳ ❉✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ s♣❧✐t t❤❡
♣❛r❝❡❧s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ✢♦✇ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ζi ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✻✮✳
❚❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣❛r❝❡❧s ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✈❡✐♥ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✶✳

❆s ❢♦r t❤❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❝❛s❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✺✱ ✇❡ ✐♥❥❡❝t ♣❛r❝❡❧s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❤❡❛rt❜❡❛t✱
❛♥❞ ✇❡ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❝❡❧s ❧❡❢t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❤❡❛rt❜❡❛t✿ t❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦
❡st✐♠❛t❡ ✇❛s❤✕♦✉t ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣② ♦♥ ❛tr✐❛❧ ❜❧♦♦❞
❡①❝❤❛♥❣❡✳

■♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✹✷ ❛♥❞ ✺✳✹✸ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② ♣❛r❝❡❧s ✐♥ t❤❡ ▲❆ ✐♥ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❜❧♦♦❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r②
✈❡✐♥s ❛♥❞ ♠✐①✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✐♥ t❤❡ P❍ ❝❛s❡✱ ♣❛rt✐❝❧❡s
st❛rt t♦ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛♠❜❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼❱ ❜❡t✇❡❡♥ t = 0.20 s ❛♥❞ t = 0.30
s ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❤❡❛rt❜❡❛t✱ ✐♥ t❤❡ ▲❆ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡ ✽✽✳✺✸✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧
✐♥❥❡❝t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐♥ t❤❡ ❆❋ ❝❛s❡✱ ❞✉❡ t♦ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
▲❆✱ ❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭✾✾✳✹✶%✮ r❡♠❛✐♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢
❞✐❛st♦❧❡✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣♦rt✐♦♥ ♠❛♥❛❣❡s t♦ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ❛t t❤❡ ✈❡r② ❡♥❞
♦❢ ❞✐❛st♦❧❡✳

■♥ ❚❛❜❧❡s ✺✳✼ ❛♥❞ ✺✳✽ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ♣❛r❝❡❧s r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ▲❆ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤
❝❛r❞✐❛❝ ❝②❝❧❡ ✐♥ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ♣❡r✲
❝❡♥t❛❣❡s ❜② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❤❡❛rt❜❡❛t✱ ✐♥ t❤❡ P❍ ❝❛s❡ t❤❡ ✶✶✳✹✼✪ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❛❜❧❡ t♦
❧❡❛✈❡ t❤❡ ❛tr✐✉♠❀ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐♥ t❤❡ ❆❋ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✵✳✺✾✪ ♦♥❧②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛t t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❤❡❛rt❜❡❛t s✐♠✉❧❛t❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ▲❆ r❡♠❛✐♥ t❤❡ ✷✳✾✷✪ ❛♥❞ ✻✳✽✺✪ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s
✐♥ t❤❡ ▲❆ ✐♥ t❤❡ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝❛s❡s ✇✐t❤ ❛ s❧♦✇❡r ❞❡❝❛② ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❆❋ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❚❤✉s✱ ✇❛s❤✕♦✉t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r♦①②s♠❛❧
❆❋✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❤♦✇ ♣❛rt✐❝❧❡s s♣❧✐t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡✐♥s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✈❡✐♥ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛s ΓP❱❡✐♥1 ✱ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ✈❡✐♥ ❛r❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❢❛st❡r ❡①✐t ❢r♦♠ t❤❡ ❛tr✐✉♠ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❡✐♥s✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♠❡t ✐♥ ❜♦t❤ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡
♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡✱ ❛❢t❡r ♠❛♥② ❤❡❛rt❜❡❛ts t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♠✐t✐❣❛t❡❞✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ ❜❡tt❡r
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r✳



✶✷✻ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

❚♦t❛❧ 197 064 62 385 47 069 68 587 19 023
♣❛r❝❡❧s ✭P❍✮ (100.00%) (100.00%) (100.00%) (100.00%) (100.00%)

❚✐♠❡ P❛r❝❡❧s ΓP❱❡✐♥1 ΓP❱❡✐♥2 ΓP❱❡✐♥3 ΓP❱❡✐♥4

t = 1.00 s
174 470 49 477 42 838 64 479 17 676
(88.53%) (79.31%) (91.01%) (94.01%) (92.91%)

t = 2.00 s
70 097 11 094 18 698 32 681 7 624

(35.57%) (17.78%) (39.72%) (47.64%) (40.08%)

t = 3.00 s
35 231 5 633 9 456 16 094 4 048

(17.87%) (9.03%) (20.09%) (23.46%) (21.28%)

t = 4.00 s
19 458 3 269 4 868 9 155 2 166
(9.87%) (5.24%) (6.94%) (13.34%) (11.39%)

t = 5.00 s
9 650 1 658 2 409 4 492 1 091

(4.89%) (2.65%) (5.11%) (6.55%) (5.73%)

t = 6.00 s
5 761 1 087 1 368 2 672 634

(2.92%) (1.74%) (2.91%) (3.89%) (3.33%)

❚❛❜❧❡ ✺✳✼✿ P❛r❝❡❧s r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ▲❆ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❛r❞✐❛❝ ❝②❝❧❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡

♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✐♥ P❍ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❬✻✶❪

❚♦t❛❧ 112 950 35 759 26 707 39 536 10 948
♣❛r❝❡❧s ✭❆❋✮ (100.00%) (100.00%) (100.00%) (100.00%) (100.00%)

❚✐♠❡ P❛r❝❡❧s ΓP❱❡✐♥1 ΓP❱❡✐♥2 ΓP❱❡✐♥3 ΓP❱❡✐♥4

t = 1.00 s
112 282 35 096 26 705 39 534 10 947
(99.41%) (98.15%) (99.99%) (99.99%) (99.99%)

t = 2.00 s
80 787 20 298 20 515 31 039 8 935

(71.52%) (56.76%) (76.82%) (78.51%) (81.61%)

t = 3.00 s
40 071 8 102 11 624 15 147 5 198

(35.48%) (22.66%) (43.52%) (38.31%) (47.48%)

t = 4.00 s
22 749 4 031 7 186 8 588 2 944

(20.14%) (11.27%) (26.91%) (21.72%) (26.89%)

t = 5.00 s
13 055 2 203 4 915 4 338 1 599

(11.56%) (6.16%) (16.24%) (12.43%) (14.61%)

t = 6.00 s
7 742 1 333 2 515 2 960 934

(6.85%) (3.73%) (9.42%) (7.49%) (8.53%)

❚❛❜❧❡ ✺✳✽✿ P❛rt✐❝❧❡s r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ▲❆ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❛r❞✐❛❝ ❝②❝❧❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡

♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✐♥ ❆❋ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✶✷✼

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✷✿ P❛r❝❡❧s ✐♥ t❤❡ ▲❆ ✐♥ P❍ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ s✐① ❤❡❛rt❜❡❛ts ✐♥❥❡❝t✐♥❣ ♣❛r❝❡❧s

❢♦r t❤❡ ✜rst ❤❡❛rt❜❡❛t ♦♥❧② ✭❢r♦♠ t = 0 s t♦ t = 1 s✮ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡

✐♥❧❡t ✢♦✇r❛t❡✳ ■♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳



✶✷✽ ✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✸✿ P❛r❝❡❧s ✐♥ t❤❡ ▲❆ ✐♥ ❆❋ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ s✐① ❤❡❛rt❜❡❛ts ✐♥❥❡❝t✐♥❣ ♣❛r❝❡❧s

❢♦r t❤❡ ✜rst ❤❡❛rt❜❡❛t ♦♥❧② ✭❢r♦♠ t = 0 s t♦ t = 1 s✮ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡

✐♥❧❡t ✢♦✇r❛t❡✳ ■♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳



✺⑤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ✶✷✾

✺✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ▲❆❀ ✇❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♥✉♠❡r✲
✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥ ❤❡❛❧t❤② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥ ♣❛t✐❡♥t s♣❡❝✐✜❝
❣❡♦♠❡tr✐❡s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ P❍ ❛♥❞ t❤❡ ❆❋ ❝❛s❡✳ ❲❡ ❛ss❡ss❡❞ t❤❡ ❛tr✐❛❧ ❤❡♠♦✲
❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✢♦✇ ♣❛tt❡r♥s✱ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ✐♥❞✐❝❛t♦rs✱ ❛♥❞
✇❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❆❋ ♦♥ ▲❆ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ♠✐♠✐❝❦❡❞
❜② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② t✉♥✐♥❣ t❤❡ ✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛tr✐❛❧
❝♦♥tr❛❝t✐❧✐t② ❝❛✉s❡s ❛ s❧♦✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇✱ ✈♦rt✐❝✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❜❧♦♦❞ st❛s✐s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❛✉r✐❝❧❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ✇❛s❤♦✉t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❆ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr② t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
t❤❡ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❝❛r❞✐❛❝ ✢♦✇s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱
✇❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ▲❆ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ ❛ ✜♥❡ ♠❡s❤ ✇❤✐❝❤ s❡r✈❡❞ ❛s ♦✉r r❡❢❡r❡♥❝❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ❛♥❞ ❙❯P● s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥ t✇♦ ❝♦❛rs❡r ❣r✐❞ ❧❡✈❡❧s✳
❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐❢ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✜♥❡ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ t❡r♠s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❙❯P●
❛♥❞ ❱▼❙✲▲❊❙ ❣❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ❝♦❛rs❡r ♠❡s❤❡s ❛r❡
✉s❡❞✱ t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝ts ❝②❝❧❡✲t♦✲❝②❧❡ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥
t♦ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs✳

❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss❡ss❡❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ▲❆✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡
▲❍✳





✶✸✶

✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥♦✈❡❧ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ▲❍✳ ❲❡ ❡♠♣❧♦② ❛ ✸❉ ❝❛r❞✐❛❝ ❊▼ ♠♦❞❡❧ ♦❢
t❤❡ ▲❱ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❬✷✷✹❪ t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♥
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❊▼
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ▲❍ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❆✳ ❲❡
❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ✸❉ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ▲❍ ✇✐t❤ t❤❡ ✵❉ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ s❡❣r❡❣❛t❡❞
♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ▲❍ ❣❡♦♠❡tr② ♠♦❞❡❧
❛♥❞ t❤❡ ❇❈s ✇❡ s❡t ❢♦r t❤❡ ✸❉ ❈❋❉♠♦❞❡❧❀ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥
❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❱✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✈❛❧✈❡ ❞②♥❛♠✐❝s
♠♦❞❡❧ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❛t❡❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡
✸❉ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ s❡❣r❡❣❛t❡❞
s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡✐r ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✿ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤❡❛❧t❤② ▲❍ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✳✶ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ ♠✐tr❛❧ ✈❛❧✈❡ r❡❣✉r❣✐t❛t✐♦♥
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✳✷✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✼ ✇❡ ❞r❛✇ ♦✉r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✷✾✷❪✳

✻✳✶✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ❣❡♦♠❡tr② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ▲❍ ❣❡♦♠❡tr② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❩②❣♦t❡ ❬✶✸✸❪✱ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧
♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❈❚ s❝❛♥ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ▲❍ ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② t❤❡ ▲❆✱ ▲❱ ❛♥❞ ❛
♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ❛♦rt❛ ✭❆❆✮✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝❛r❞✐❛❝ ❝❤❛♠❜❡rs ✭▲❆✱ ▲❱✮ ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞
❜② t❤❡ ▼❱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❆❱ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ▲❱ ❢r♦♠ t❤❡ ❆❆✳ ❚❤❡ ♦①②❣❡♥❛t❡❞ ❜❧♦♦❞ ✐s



✶✸✷ ✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❚❤❡ ▲❍ ❣❡♦♠❡tr②✿ ✭❛✮ t❤❡ t❤r❡❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s Ωt = Ω▲❆
t ∪ Ω▲❱

t ∪ Ω❆❆
t ❀ ✭❜✮

t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❍ ❣❡♦♠❡tr② Γt =
(⋃5

i=1 Γ
P❱❡✐♥i

)
∪ Γ❆❆t ∪ Γ✇t ❀ ✭❝✮ t❤❡

✐♠♠❡rs❡❞ s✉r❢❛❝❡s Σ▼❱ ❛♥❞ Σ❆❱ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡✐r ♦♣❡♥ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✮✱

✐♥ ❜❧✉❡ t❤❡ ✐♥❧❡t ❉✐r✐❝❤❧❡t ❇❈s✱ ✐♥ r❡❞ t❤❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❇❈s ✭❢♦r ❜♦t❤ ✐♥❧❡t ❛♥❞ ♦✉t❧❡t

s❡❝t✐♦♥s✮ ❛♥❞ ✐♥ ❣r❡❡♥ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t ✇❛❧❧✳

❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s✱ t❤❡ ✐♥❧❡ts ♦❢ ♦✉r ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ♣✉❧♠♦♥❛r②
✈❡✐♥s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▲❆✳ ■♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡r❡
❛r❡ ❢♦✉r ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s✱ ❜✉t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s s♣❧✐tt❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ✐♥❧❡ts✱ t❤✉s✱ ♦✉r ▲❍
❣❡♦♠❡tr② ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✜✈❡ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥s ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳ ❚❤❡ ❜❧♦♦❞
✐s t❤❡♥ ♣✉s❤❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠✐❝ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❆✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶❛✱ ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥t♦ t❤r❡❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✿ Ωt =
Ω▲❆

t ∪ Ω▲❱
t ∪ Ω❆❆

t ✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ▲❆ Ω▲❆
t ✱ t❤❡ ▲❱ Ω▲❱

t ❛♥❞ t❤❡ ❆❆ Ω❆❆
t ✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②

✐s s♣❧✐t ✐♥t♦

Γt =

(
5⋃

i=1

ΓP❱❡✐♥i

)
∪ Γ❆❆t ∪ Γ✇t ,

✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ✇✐t❤ ΓP❱❡✐♥i ✱ i = 1, . . . , 5 t❤❡ ✜✈❡ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♣✉❧♠♦♥❛r②
✈❡✐♥s❀ ✇✐t❤ Γ❆❆t t❤❡ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ❛♦rt❛ ❛♥❞ ✇✐t❤ Γ✇t t❤❡ ❡♥❞♦❝❛r❞✐✉♠
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶❜✮✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣♦rt✐♦♥s ΓP❱❡✐♥i ✱ i = 1, . . . , 5 ❛r❡ ✜①❡❞✳ ❆s ❞✐s♣❧❛②❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶❝✱ ✇❡ ✐♠♠❡rs❡ ✐♥ t❤❡ ▲❍ ❞♦♠❛✐♥ t✇♦ s✉r❢❛❝❡s Σ▼❱ ❛♥❞ Σ❆❱✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡
▼❱ ❛♥❞ t❤❡ ❆❱✳ ❙♣❡❝✐✜❝s ♦♥ ✈❛❧✈❡s ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳

❚♦ s❡t ♣r❡ss✉r❡s ❛♥❞ ✢♦✇r❛t❡s ✐♥ t❤❡ ▲❍✱ ✇❡ ♣r❡s❝r✐❜❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❇❈s ♦♥ t❤r❡❡ ♦✉t ♦❢ ✜✈❡
✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ◆❡✉♠❛♥♥ ❇❈s ♦♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✇♦✳ ❋♦r t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥s✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❛t ♦✉r ❞✐s♣♦s❛❧ t❤❡ ✐♥❧❡t ✢♦✇r❛t❡ QIN(t) ♦♥❧② ✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♥❧❡t ❇❈ ✐s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
❛ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❇❈ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❛t✉♠ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ♦♥❧② ❛s ❛✈❡r❛❣❡❞ s❝❛❧❛r q✉❛♥t✐t② ❬✷✻✼❪✳



✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ✶✸✸

❙✐♥❝❡ ❛ ❧❛♠✐♥❛r ✢♦✇ r❡❣✐♠❡ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧② ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤❡ ❤❡❛rt ❝②❝❧❡ ❬✶✶✾✱ ✷✸✶❪✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ s♣❛❝❡✱ ✐♥
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ni t♦ t❤❡ i✕t❤ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱
❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❇❈s ✇❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡
s❡t✿

u = 2Q■◆
ζi

|ΓP❱❡✐♥i |

(
1− r2

R2
i

)
ni, ♦♥ ΓP❱❡✐♥i × (0, Tf ), i = 1, 2, 5, ✭✻✳✶✮

❜❡✐♥❣ r(x) = |x| t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ Ri t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ i✕t❤ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥✱ |ΓP❱❡✐♥i |
✐ts ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ζi t❤❡ ✢♦✇✲r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢♦✇r❛t❡
❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

ζi =
|ΓP❱❡✐♥i |∑5
i=1 |ΓP❱❡✐♥i |

.

❲❡ ♣r❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s p■◆(t) ✇✐t❤ ❛ ◆❡✉♠❛♥♥ ❇❈ ♦♥ t❤❡
t✇♦ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥s ❛s✿

σ(u, p)n = −p■◆ni, ♦♥ ΓP❱❡✐♥i × (0, Tf ), i = 3, 4. ✭✻✳✷✮

❖♥ t❤❡ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥ Γ❆❆t ✇❡ ♣r❡s❝r✐❜❡ ❛ ◆❡✉♠❛♥♥ ❇❈ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❧❡t ♣r❡ss✉r❡
p❖❯❚(t)✿

σ (u, p)n = −p❖❯❚n, ♦♥ Γ❆❆t × (0, Tf ). ✭✻✳✸✮

❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ✇❛② ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥❧❡t ✢♦✇r❛t❡ Q■◆(t)✱ ✐♥❧❡t ❛♥❞ ♦✉t❧❡t ♣r❡ss✉r❡s p■◆(t)✱
p❖❯❚(t) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥ t❤❡ ❡♥❞♦❝❛r❞✐✉♠ ✭✇❛❧❧✮ ✇❡ ♣r❡s❝r✐❜❡ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❆▲❊ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❜② t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t dΓ ✭t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✿

u = uΓ =
∂dΓ

∂t
, ♦♥ Γ✇t × (0, Tf ). ✭✻✳✹✮

❆ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ❇❈s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶❝✳

✻✳✷✳ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣

❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ▲❍ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ♣r❡✲
s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s d̂Γ ♦♥ t❤❡ ❡♥❞♦❝❛r❞✐✉♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✉s❡❞ ❛s ❉✐r✐❝❤❧❡t ❇❈ ♦♥ Γ✇t ❢♦r t❤❡ ◆❙✲❆▲❊✲❘■■❙ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✹✮
❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹❜✮ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜♦✉♥❞❛r② Γ̂✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛✐♠❡❞ ❛t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ▲❍ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
d̂Γ ♦♥ Γ̂ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❱✳

❲❡ s♣❧✐t t❤❡ ✇❛❧❧ ✐♥t♦ Γ̂✇ = Γ̂✇✱ ▲❆ ∪ Γ̂✇✱ ▲❱ ∪ Γ̂✇✱ ❆❆✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧s ♦❢ ▲❆✱ ▲❱ ❛♥❞ ❆❆



✶✸✹ ✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❇♦✉♥❞❛r② ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❍ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t♦ ♠♦❞❡❧

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✿ Γ̂ = Γ̂✇ ∪
(⋃5

i=1 Γ̂
P❱❡✐♥i

)
∪ Γ̂❆❆✱ ✇✐t❤ Γ̂✇ = Γ̂✇✱ ▲❆ ∪ Γ̂✇✱ ▲❱ ∪ Γ̂✇✱ ❆❆ ❛♥❞

γ̂r✐♥❣ = Γ̂✇✱ ▲❱ ∩
(
Γ̂ \ Γ̂✇✱ ▲❱

)

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳ ▲❡t ψ̂1 ❛♥❞ ψ̂2 ❜❡ t✇♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
d̂▲❱ ❛♥❞ d̂▲❆ t✇♦ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ▲❍ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❢♦r t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❱ ❛♥❞ t❤❡ ▲❆✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ▲❍ ❛s

d̂Γ(x̂, t) = ψ̂1(x̂)d̂▲❱(x̂, t)︸ ︷︷ ︸
✭■✮

+ ψ̂2(x̂)d̂▲❆(x̂, t)︸ ︷︷ ︸
✭■■✮

, ♦♥ Γ̂× (0, Tf ). ✭✻✳✺✮

❚❤✉s✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ▲❍ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✿ ✭■✮ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❱ t❤❛t ✇❡ ❡①t❡♥❞ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ▲❍ ❞♦♠❛✐♥❀
✭■■✮ ❛♥ ❛❞✲❤♦❝ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ▲❆✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ✇❡
❝♦♠♣✉t❡ ❛❧❧ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✺✮✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ψ̂1✱ ψ̂2 ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s d̂▲❱✱ d̂▲❆✳ ■♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✶ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡
t❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡❀ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡s❡ st❡♣s ✇✐t❤ ❜♦①❡s ♥✉♠❜❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✶✳ ❲❡ ✇✐s❤ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t
t❤❛t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t t❤❡ ▲❱ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
✇❡ ♣r❡s❝r✐❜❡ t❤✐s ❞❛t✉♠ ❛t ✇❛❧❧s ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❡ ❛r❡ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ▲❱ ❛
❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♦♥❡✲✇❛② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❊▼ ❛♥❞ ❈❋❉✳

✻✳✷✳✶✳ ❊❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ✈❡♥tr✐❝❧❡ ❛♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡①✲

t❡♥s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ❣❡♦♠❡tr②

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▲❱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡♥ ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ▲❍ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ st❡♣s ❤❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❜♦①❡s ✶✲✺ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ❛♥❞✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ t♦ ❧✐♥❡s ✶✲✺ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✶✳



✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ✶✸✺

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✶ Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ▲❍ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

■♥♣✉t Ω̂✱ Γ̂
❖✉t♣✉t d̂Γ

✶✿ ▲❱✲❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ → d̂❊▼▲❱ ♦♥ Ω̂▲❱✱ s × (0, Tf )

✷✿ ❊①tr❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ▲❱ ❡♥❞♦❝❛r❞✐✉♠ → d̂❊▼▲❱✱ ❡♥❞♦ ♦♥ Γ̂✇✱ ▲❱ × (0, Tf )

✸✿ d̂❊▼▲❱✱ ❡♥❞♦ → ▲❛♣❧❛❝❡ ✲ ❇❡❧tr❛♠✐ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✻✮ → d̂∗ ♦♥ Γ̂ \ Γ̂✇✱ ▲❱ × (0, Tf )

✹✿ ❈♦♠♣✉t❡ d̂▲❱ ♦♥ Γ̂× (0, Tf ) ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✼✮✮
✺✿ ❈♦♠♣✉t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ψ̂1✱ ψ̂2 ♦♥ Γ̂
✻✿ ❙♦❧✈❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✹✮ ✇✐t❤ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞❛t✉♠✿ d̂P❘❊Γ = ψ̂1d̂▲❱ ♦♥ Γ̂ ×

(0, Tf )
✼✿ ❈♦♠♣✉t❡ V▲❱(t)✱ V❆❆(t), ∀t ∈ (0, Tf )
✽✿ ❈♦♠♣✉t❡ A(t), ∀t ∈ (0, Tf ) ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✶✮✮
✾✿ ❙♦❧✈❡ t❤❡ ✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ → V▲❆(t) = V ✵❉

▲❆ (t)
✶✵✿ ❈♦♠♣✉t❡ Φ(t), ∀t ∈ (0, Tf )

✶✶✿ ❈♦♠♣✉t❡ ê▲❆● ♦♥ Γ̂
✶✷✿ ❈♦♠♣✉t❡ B(t), ∀t ∈ (0, Tf )
✶✸✿ ❙♦❧✈❡ t❤❡ ❖❉❊ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✸✮ ∀t ∈ (0, Tf )→ g▲❆(t)

✶✹✿ d̂▲❆ = ê▲❆● g▲❆ ♦♥ Γ̂× (0, Tf )

✶✺✿ d̂Γ = ψ̂1d̂▲❱ + ψ̂2d̂▲❆, ♦♥ Γ̂× (0, Tf )

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ✸❉ ❊▼ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ▲❱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✷✷✸✱ ✷✷✹❪✳ ❊❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣② ✐s ♠♦❞✲
❡❧❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼♦♥♦❞♦♠❛✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✾✺❪ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❡♥ ❚✉ss❝❤❡r✲P❛♥✜❧♦✈
✐♦♥✐❝ ♠♦❞❡❧ ❬✷✺✺❪✳ ❙✉❜❝❡❧❧✉❧❛r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❆◆◆s
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❘❉◗✷✵✲▼❋ ♠♦❞❡❧ ❬✷✷✶❪✳ ❚❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ t✐ss✉❡ ✐s ♠♦❞✲
❡❧❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ●✉❝❝✐♦♥❡ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✶✶✷❪✳ ❆t t❤❡ ❡♣✐❝❛r❞✐✉♠ ✇❡
s❡t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❘♦❜✐♥✲t②♣❡ ❇❈s❀ ♦♥ t❤❡ r✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❆❱ ❛♥❞ ▼❱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ ❡♥❡r❣②✲
❝♦♥s✐st❡♥t ❇❈s ❬✷✷✷❪✳ ❋✐❜❡rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤ r✉❧❡ ❜❛s❡❞ ❇❛②❡r✲❇❧❛❦❡✲
P❧❛♥❦✲❚r❛②❛♥♦✈❛ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✸✵✱ ✷✵✸❪✳ ❚❤❡ ✸❉ ❊▼ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ▲❱ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡
✵❉ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r s②st❡♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❋♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ✉s❡ ❧✐♥❡❛r ❋❊ ❢♦r t❤❡
s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❊▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥ ✐♥t❡r❣r✐❞ tr❛♥s❢❡r ♦♣❡r❛t♦r ❬✷✷✾❪
✐s ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ❡♠♣❧♦② ❛ ❝♦❛rs❡r ❣r✐❞ ❢♦r t❤❡ ❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ❛ ✜♥❡r ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❊▼
♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ st❛❣❣❡r❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✷✸❪✳ ❋♦r
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛❞♦♣t❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ✐t✱ ✇❡
r❡❢❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ ❬✷✷✹❪ ❛♥❞ ❬✷✷✸❪✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦♥❡✲✇❛② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐❣♥♦r❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❈❋❉ ❛♥❞ ❊▼✱ t❤❡
♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ▲❱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐s♦✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡s ✭✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ✈❛❧✈❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡❞✮
✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❬✷✵✽✱ ✷✺✾❪✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤♦✇❡✈❡r r❡❣❛r❞



✶✸✻ ✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❇♦①❡s ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❧✐♥❡s ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠

✻✳✶✳

♦♥❧② ❛ s❤♦rt ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛r❜❡❛t✱ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ✐s♦✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥
t❤❡ ❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

▲❡t d̂❊▼▲❱ (x̂, t) ✐♥ Ω̂▲❱✱ s × (0, Tf ) ❜❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ▲❱✱ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊▼
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❱ str✉❝t✉r❡ ✭✏s✑✱ ✐✳❡✳ ▲❱ ♠②♦❝❛r❞✐✉♠✮✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹❛ ✇❡
s❤♦✇ t❤❡ ▲❱ ✐♥ ✐ts r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭Ω̂▲❱✱ s✮❀ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✹❜ ❛♥❞ ✻✳✹❝ ✇❡ ❞✐s♣❧❛②
s♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ s②st♦❧❡ ❛♥❞ ❞✐❛st♦❧❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✇❡ ❛❧s♦ r❡♣♦rt t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✱ ❜♦① ✶✳

▲❡t t❤❡♥ d̂❊▼▲❱✱ ❡♥❞♦(x̂, t) ♦♥ Γ̂✇✱ ▲❱ × (0, Tf ) ❜❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡
▲❱ ❡♥❞♦❝❛r❞✐✉♠ ✕ ✇❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ▲❱ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ✕ ❛♥❞ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✱ ❜♦① ✷✳

❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t d̂✯ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ▲❆ ❛♥❞ ❆❆ ♦♥❧②✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ ✐t ❛s t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡✲❇❡❧tr❛♠✐ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ ♦♥ ▲❆ ❛♥❞
❆❆ t❤❡ ▲❱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t d̂❊▼▲❱✱ ❡♥❞♦(x̂, t) ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ✜①❡❞ ❛s ✭s❡❡



✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ✶✸✼

✭❛✮ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭❜✮ ❙②st♦❧❡ ✭❝✮ ❉✐❛st♦❧❡

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❱✿ ✭❛✮ ▲❱ ✐♥ ✐ts r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❀ ✭❜✮✱ ✭❝✮ ▲❱

❞✉r✐♥❣ s②st♦❧❡ ❛♥❞ ❞✐❛st♦❧❡ ❝♦❧♦r❡❞ ✇✐t❤ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✱ ❜♦① ✸✮✿

−∆Γ̂d̂✯ = 0 ♦♥ Γ̂ \
(
Γ̂✇✱ ▲❱ ∪

(
5⋃

i=1

Γ̂P❱❡✐♥i

))
× (0, Tf ), ✭✻✳✻❛✮

d̂✯ = d̂❊▼▲❱✱ ❡♥❞♦ ♦♥ γ̂r✐♥❣ × (0, Tf ), ✭✻✳✻❜✮

d̂✯ = 0 ♦♥ ∂Γ̂P❱❡✐♥i × (0, Tf ), i = 1, . . . , 5, ✭✻✳✻❝✮

❜❡✐♥❣ γ̂r✐♥❣ = Γ̂✇✱ ▲❱∩
(
Γ̂ \ Γ̂✇✱ ▲❱

)
✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t d̂▲❱(x̂, t) ♦♥ Γ̂×(0, Tf )

❛s✿

d̂▲❱(x̂, t) =

{
d̂❊▼▲❱✱ ❡♥❞♦(x̂, t) ♦♥ Γ̂✇✱ ▲❱ × (0, Tf ),

d̂✯(x̂, t) ♦♥ Γ̂ \ Γ̂✇✱ ▲❱ × (0, Tf ).
✭✻✳✼✮

❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ d̂✯ ❛♥❞ d̂❊▼▲❱✱ ❡♥❞♦ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✼✮✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ d̂LV ✐s ❤❡♥❝❡ ❞❡✜♥❡❞

♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ▲❍ ❜♦✉♥❞❛r② Γ̂✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✱ ❜♦① ✹✳ ❚❤✉s✱ d̂LV ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❊▼✲❜❛s❡❞ ▲❱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ▲❍✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛t t❤✐s
st❛❣❡✱ ✇❡ ❛r❡ st✐❧❧ ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❛♥② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❆ ♠♦t✐♦♥✳
❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜r✐♥❣ t♦ ❛ ♥♦♥
♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ▲❆ ✈♦❧✉♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡♥ ❛ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✲
✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥♦♥✲♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦✇r❛t❡s ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡s✳ ■♥
❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ▲❆ ♠♦t✐♦♥✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t✇♦ s❝❛❧❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ψ̂1(x̂) ❛♥❞ ψ̂2(x̂) ♦♥ Γ̂ ✭r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✲



✶✸✽ ✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ✶❉ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ψ̂1 ❛♥❞ ψ̂2✳

✉r❡ ✻✳✸✱ ❜♦① ✺✮ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛❧❛r ▲❛♣❧❛❝❡✲❇❡❧tr❛♠✐ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡♠ t♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ▲❆ ❛♥❞ ▲❱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ ❛♥
♦✈❡r❛❧❧ s♠♦♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ▲❍✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

✶✳ ψ̂1(x̂) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ♦♥ Γ̂✇✱ ▲❱∪ Γ̂✇✱ ❆❆∪ Γ̂❆❆ ❛♥❞ s♠♦♦t❤❧② ✈❛♥✐s❤❡s ✐♥ ❛ s✉❜r❡❣✐♦♥
♦❢ Γ̂✇✱ ▲❆ ❛♥❞ ✐t ✐s ③❡r♦ ♦♥

⋃5
i=1 Γ̂

P❱❡✐♥i ❀

✷✳ ψ̂2(x̂) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵ ♦♥ Γ̂✇✱ ▲❱ ∪ Γ̂✇✱ ❆❆ ∪ Γ̂❆❆✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥ Γ̂✇✱ ▲❆✱ ❛♥❞ ✈❛♥✐s❤❡s ♦♥⋃5
i=1 Γ̂

P❱❡✐♥i ✳

❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ✶❉ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ψ̂1 ❛♥❞ ψ̂2 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✳

■♥ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❜♦① ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ψ̂1d̂LV ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ st❡♣s✿ ♦♥ t❤❡ ▲❱ ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t♦ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡
❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥❀ ✐t ✐s ❤❛r♠♦♥✐❝❛❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆❆ ❛♥❞ ✐t s♠♦♦t❤❧② ✈❛♥✐s❤❡s ♦♥ t❤❡
▲❆✳

✻✳✷✳✷✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❛tr✐❛❧ ♠♦t✐♦♥

❆s t❤❡ ❊▼ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ▲❍ ✭♦r ♦❢ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ▲❆✮ ✐s ❧❛❝❦✐♥❣ ✭❝✉rr❡♥t❧② ❜❡✐♥❣
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❬✷✵✷❪✮✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
✇❤♦❧❡ ▲❍✱ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ▲❆ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦t✐♦♥✳

▲❡t d̂▲❆(x̂, t) ❜❡ t❤❡ ✭✉♥❦♥♦✇♥✮ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ▲❆ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✺✮❀
✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ▲❆ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ ❛s ✇❡ ❞♦ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ▲❆ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞s
✐ts ❝❡♥t❡r ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ x̂▲❆

● ✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ê▲❆● ❛s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞s x̂▲❆
●

❛s ê▲❆● (x̂) =
x̂−x̂▲❆●
|x̂−x̂▲❆● | , ✇❤❡r❡ | · | ✐s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ d̂▲❆ ❛s

d̂▲❆(x̂, t) = ê▲❆● (x̂)g▲❆(t), ♦♥ Γ̂× (0, Tf ), ✭✻✳✽✮



✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ✶✸✾

❜❡✐♥❣ g▲❆(t) ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ g▲❆(t)✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▲❍ ✈♦❧✉♠❡ t✐♠❡✲❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✇❡ ❡①♣r❡ss ✐t
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❘❚❚ ❬✶✺✸❪ ❛s

dV▲❍(t)

dt
=

d

dt

∫

Ωt

dx
❘❚❚
=

∮

Γt

uΓ · ndx =

∮

Γt

∂

∂t
dΓ · ndx, ✭✻✳✾✮

❜❡✐♥❣ V▲❍ t❤❡ ▲❍ ✈♦❧✉♠❡✳ ❇② ❞❡✜♥✐♥❣ uΓ(x, t) = ∂
∂t
d̂Γ(A−1

t (x), t) ❛♥❞ ❜② r❡❝❛❧❧✐♥❣
t❤❛t ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ w ❤♦❧❞s t❤❛t w = ŵ ◦ A−1

t ✱ ✇❡ ✉s❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✺✮ ❛♥❞ ✭✻✳✽✮
♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Γt ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✾✮ t♦ ❣❡t✿

dV▲❍(t)

dt
=

∮

Γt

∂

∂t
(ψ1(x)d▲❱(x, t)) · ndx+

dg▲❆(t)

dt

∮

Γt

ψ2(x)e
▲❆
● (x) · ndx, ✭✻✳✶✵✮

▲❡t V▲❆✱ V▲❱ ❛♥❞ V❆❆ ❜❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ ▲❆✱ ▲❱ ❛♥❞ ❆❆✱ ✇✐t❤ V▲❍(t) = V▲❆(t) +
V▲❱(t) + V❆❆(t)❀ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✢✉①❡s ✐♥ ✭✻✳✶✵✮ ❛s

A(t) =
∮

Γt

∂

∂t
(ψ1(x)d▲❱(x, t)) · ndx, B(t) =

∮

Γt

ψ2(x)e
▲❆
● (x) · ndx, ✭✻✳✶✶✮

Φ(t) =
dV▲❍(t)

dt
−A(t) = dV▲❆(t)

dt
+

dV▲❱(t)

dt
+

dV❆❆(t)

dt
−A(t). ✭✻✳✶✷✮

❙♦❧✈✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✵✮ ❢♦r dg▲❆(t)
dt

✱ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠✿





dg▲❆(t)

dt
=

Φ(t)

B(t) , t ∈ (0, Tf ),

g▲❆(0) = g▲❆0 .
✭✻✳✶✸✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❩②❣♦t❡✬s ❣❡♦♠❡tr② ✐s s❝❛♥♥❡❞ ❛t ✼✵ ✪ ♦❢ ❞✐❛st♦❧❡ ❬✶✸✸❪✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s✉❝❤
✐♥st❛♥t ❛s ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡ t = 0 s✉❝❤ t❤❛t Ω̂ = Ω0✱ t❤✉s g▲❆0 = 0✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ V▲❆(t) ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✷✮✱ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ✵❉ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✲ t✉♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢
t❤❡ ❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✶✲ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ▲❆ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s V 0D

LA (t)✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ s❡t✿

VLA(t) = V 0D
LA (t).

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❡r♠s ✐♥ Φ(t)✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞
✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ▲❱ ♠♦t✐♦♥ ♦♥❧② ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♦♥❡ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ A(t)
✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✶✮✮✿

d̂P❘❊Γ (x̂, t) = ψ̂1(x̂)d̂▲❱(x̂, t), ♦♥ Γ̂× (0, Tf ). ✭✻✳✶✹✮

✶■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛❞♦♣t t❤❡ ▲❆ ✈♦❧✉♠❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✸❉✲✵❉ ❊▼ ♠♦❞❡❧ ❬✷✷✸✱
✷✷✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ s✐♥❝❡ ✇❡ r❡♠♦✈❡ ✐♥ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ✐s♦✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡s✱
✇❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ✵❉ ♠♦❞❡❧ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ▲❱ ✈♦❧✉♠❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳



✶✹✵ ✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡ g▲❆

■♥♣✉t Γ̂✱ ψ̂2✱ d̂P❘❊Γn,n
✱ n = 0, . . . Nt

❖✉t♣✉t g▲❆n
✱ n = 0, . . . Nt.

✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ g▲❆0 = 0✱ n = 0✱ Γ0 = Γ̂
✷✿ ✇❤✐❧❡ n < Nt ❞♦
✸✿ ❙❡t d̂Γn

(x) = d̂P❘❊Γn
(x̂) + ψ̂2(x̂)g▲❆n

ê▲❆● ♦♥ Γ̂
✹✿ ▼♦✈❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ → Γn

✺✿ ❈♦♠♣✉t❡ e▲❆● ❛♥❞ n ♦♥ Γn

✻✿ Bn =
∮
Γn
ψ2(x)e

▲❆
● · ndx

✼✿ g▲❆,n+1 = g▲❆,n +∆tB−1
n Φn+1

✽✿ n← n+ 1
✾✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❆s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✶✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ g▲❆(t)✱ ✇❡ ✜rst s♦❧✈❡ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②
❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮ ❜✉t ✉s✐♥❣ d̂P❘❊Γ ❛s ❉✐r✐❝❤❧❡t ❇❈ ♦♥
Γ̂× (0, Tf )✳ ❇② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ d̂P❘❊Γ ✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ♦♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s V▲❱(t)✱
V❆❆(t) ❛♥❞ t❤❡ ✢✉① A(t)✳ ❲❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ t♦ ❣❡t V▲❆(t) ❛♥❞ ✇❡
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✢✉① Φ(t)✳ ❖♥❝❡ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ êLA

G ✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✢✉① B(t) t♦ ✜♥❛❧❧② ❣❡t
g▲❆(t) ❛s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ✭✻✳✶✸✮✳ ❚❤❡ st❡♣s ❤❡r❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛r❡ ❛✐♠❡❞
❛t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ g▲❆(t)✿ t❤❡② ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❧✐♥❡s ✻✲✶✸ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✶ ❛♥❞ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ ❛
s✐♥❣❧❡ ❜♦① ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳

❖♥❝❡ ✇❡ ❣❡t g▲❆(t)✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ d̂LA ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✽✮ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❜♦① ✶✹
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ψ̂2d̂LA ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ②❡❧❧♦✇ ❜♦① ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ✐t ✐s ♥♦♥✲♥✉❧❧ ♦♥ t❤❡ ▲❆ ♦♥❧②✱ s♠♦♦t❤❧② ✈❛♥✐s❤✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r②
✈❡✐♥s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ▲❱ ❛♥❞ t❤❡ ❆❆✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡♣♦rt ❣❧②♣❤s ♦❢ ψ̂2d̂LA✿ t❤❡ ▲❆ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ êLA

G ✳

❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t dΓ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✺✮ ❛♥❞ ❛s r❡♣♦rt❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✱ ❜♦① ✶✺✳

✻✳✷✳✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s✉❧ts

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ PvPython ❬✽❪✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ d̂❊▼▲❱ ❛♥❞ d̂P❘❊Γ ✱ s♦❧✈✐♥❣
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❊▼ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ▲❱ ❬✷✷✸✱ ✷✷✹❪ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✹✮✱
✇❡ ❝❛rr② ♦✉t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ lifex ❬✻❪✳ ❲❡ s♦❧✈❡❞ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❇❡❧tr❛♠✐
♣r♦❜❧❡♠s t♦ ❣❡t d̂∗✱ ψ̂1 ❛♥❞ ψ̂2 ✉s✐♥❣ vmtk ❬✶✹✱ ✷✵❪ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ t♦♦❧s ❢♦r
❝❛r❞✐❛❝ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✽✺❪✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✶✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ g▲❆ ✐♥ st❡♣ ✶✸ ✇♦✉❧❞ ✐♥✈♦❧✈❡



✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ✶✹✶

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❱♦❧✉♠❡s ♦❢ ▲❆✱ ▲❱ ❛♥❞ ❆❆ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t♦ Γ̂ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t d̂Γ

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✺✮✳

❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉① B(t) ✭s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥
st❡♣ ✶✷ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ st❡♣ ✶✸✮ ❡♥t❛✐❧s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ▲❆ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥
Γt✱ ✇❤✐❝❤ ✐s st✐❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ A(t) ✕ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ t❤❡
❣❡♦♠❡tr② s✐♥❝❡ ψ1 = 0 ♦♥ t❤❡ ▲❆ ✕ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤✐s ✢✉① ♦♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧✳
❲❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t② ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✢✉① B ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✐♠❡ st❡♣✱ ❛s
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✷✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ✇✐t❤ n t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t✐♠❡ st❡♣ tn✱
✇✐t❤ n = 0, . . . , Nt ❛♥❞ ❧❡t ∆t ❜❡ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ s✐③❡✳ ❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t d̂Γn

(x̂) = d̂Γ(x̂, tn)✱ ✇❡ ♠♦✈❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡
❣❡♦♠❡tr② Γn ✭❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛❧s♦ e▲❆● ❛♥❞ n ♦♥ Γn✮✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✢✉① Bn✳ ❚❤❡ ❖❉❊
✭✻✳✶✸✮ ✐s t❤❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❊✉❧❡r ♠❡t❤♦❞✿ ❣✐✈❡♥ g▲❆n

✱ ❢♦r
n = 0, . . . , Nt − 1✱ ✜♥❞ g▲❆n+1 s✉❝❤ t❤❛t

g▲❆n+1 = g▲❆n
+∆t

Φn+1

Bn
. ✭✻✳✶✺✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ▲❍ ❣❡♦♠❡tr② ✇❛r♣❡❞ ❜② d̂Γ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ st❡♣s
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛rt ❝②❝❧❡ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❡♥❞ ❞✐❛st♦❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻
✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ ▲❆✱ ▲❱ ❛♥❞ ❆❆ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳



✶✹✷ ✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt

✭❛✮ t = 0.0 s ✭❜✮ t = 0.15 s ✭❝✮ t = 0.30 s

✭❞✮ t = 0.42 s ✭❡✮ t = 0.70 s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ▲❍ ❣❡♦♠❡tr② ✇❛r♣❡❞ ❜② d̂Γ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ st❡♣✳

✻✳✸✳ ❱❛❧✈❡s ❞②♥❛♠✐❝s

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ▼❱ ❛♥❞ ❆❱ ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢
t❤❡ ❘■■❙ ♠❡t❤♦❞ ❬✽✻✱ ✶✵✵❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ ❧❡❛✢❡ts ♦❢ t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ✈❛❧✈❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ❜r✐♥❣ t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞
s✉r❢❛❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣❡♥ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚❤❡ ▼❱ ❛♥❞ ❆❱ ❛r❡
❣✐✈❡♥ ❜② ❩②❣♦t❡ ❬✶✸✸❪ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡✐r ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ♦♣❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✱
✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ✈❛❧✈❡s ❢r♦♠ t❤❡✐r ❢✉❧❧② ❝❧♦s❡❞ t♦ ❢✉❧❧② ♦♣❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡



✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ✶✹✸

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ■♠♠❡rs❡❞ ✈❛❧✈❡ Σk ✇✐t❤ ✉♣✇✐♥❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥✇✐♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s ✇❤❡r❡

❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡ss✉r❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ Qk ✐s t❤❡ ✢♦✇r❛t❡ ❛❝r♦ss Σk✳

✭❛✮ ▼❱

✭❜✮ ❆❱

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ❈❛r❞✐❛❝ ✈❛❧✈❡s ❢r♦♠ t❤❡✐r ❢✉❧❧② ❝❧♦s❡❞ t♦ t❤❡✐r ❢✉❧❧② ♦♣❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

▲❡❛✢❡ts ❛r❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t d̂Σ▼❱ ❛♥❞ d̂Σ❆❱ ✳

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❛❧✈❡s ❧❡❛✢❡ts✬ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛s d̂Σ▼❱(x̂) ❛♥❞ d̂Σ❆❱(x̂)✳

❲❡ ❞♦ ♥♦t ♣r❡s❝r✐❜❡ ❛ ♣r✐♦r✐ t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ✈❛❧✈❡s ♦♣❡♥ ❛♥❞ ❝❧♦s❡ ❛s t❤✐s ✐s t❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■❢ ❛ ✈❛❧✈❡ ✐s ❝❧♦s❡❞✱ ✐ts ❧❡❛✢❡ts st❛rt t♦ ♦♣❡♥
✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❥✉♠♣ ❛❝r♦ss ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♣♦s✐t✐✈❡❀ ✈✐❝❡✈❡rs❛✱ t❤❡ ✈❛❧✈❡ ❝❧♦s❡s ✇❤❡♥ ❛



✶✹✹ ✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs❡❞ ✢♦✇ ❛❝r♦ss t❤❡ ♦r✐✜❝❡ ❛r❡❛ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❬✷✺✾❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❥✉♠♣ ❛❝r♦ss t❤❡ ✈❛❧✈❡ k✱ ✇✐t❤ k = ▼❱✱ ❆❱ ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦
❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✉♣✇✐♥❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥✇✐♥❞ ❝❤❛♠❜❡rs✱ ♥❛♠❡❧② Ω✉♣

kt
❛♥❞ Ω❞♦✇♥

kt
✱ ❛s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✳ ▲❡t p✉♣k (t) ❛♥❞ p❞♦✇♥k (t) ❜❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ❝♦♥tr♦❧
✈♦❧✉♠❡✿

p✉♣k (t) =
1

|Ω✉♣
kt
|

∫

Ω✉♣
kt

p(x, t)dx, p❞♦✇♥k (t) =
1

|Ω❞♦✇♥
kt
|

∫

Ω❞♦✇♥
kt

p(x, t)dx, ✭✻✳✶✻✮

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❥✉♠♣ ❛❝r♦ss t❤❡ ✈❛❧✈❡ k ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

δpk(t) = p✉♣k (t)− p❞♦✇♥k (t). ✭✻✳✶✼✮

❚❤❡ ✈❛❧✈❡ k ✇✐❧❧ t❤✉s ♦♣❡♥ ✇❤❡♥ δpk(t) > 0✳

❚❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ t ♦❢ r❡✈❡rs❡❞ ✢♦✇ ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ✇❤❡♥ Qk(t) < 0✱ Qk ❜❡✐♥❣
t❤❡ ✢♦✇r❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈❛❧✈❡ k✳ ❍✐♥❣✐♥❣ ✉♣♦♥ ❛ ♠❛ss ❜❛❧❛♥❝❡✱ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ Qk(t) ✐s
❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ V̇LV(t)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ▼❱ ✇✐❧❧ ❝❧♦s❡ ✇❤❡♥ V̇LV(t) < 0✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❆❱ ✇❤❡♥ V̇LV(t) > 0

❍❡♥❝❡✱ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❤❡❛rt ❝②❝❧❡✱ t♦ ❡❛❝❤ ❝❛r❞✐❛❝ ✈❛❧✈❡ t✇♦ t✐♠❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞✿ ❛
❝❧♦s✐♥❣ ✭s✉♣❡rs❝r✐♣t ❵∅✬✮ ❛♥❞ ❛♥ ♦♣❡♥✐♥❣ ✭s✉♣❡rs❝r✐♣t ❵✵✬✮ t✐♠❡s t❤❛t ✇❡ ❛ss❡♠❜❧❡ ✐♥

τ =
(
τ ∅▼❱, τ

0
▼❱, τ

∅
❆❱, τ

0
❆❱

)T
. ✭✻✳✶✽✮

❖♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧♦s✉r❡ st❛❣❡s ♦❢ ✈❛❧✈❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s✿ ✇❡ ♣r❡s❝r✐❜❡ ❛ ❣✐✈❡♥ r❛♠♣
t✐♠❡ t♦ ❢✉❧❧② ♦♣❡♥✴❝❧♦s❡ t❤❡ ✈❛❧✈❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ▼❱ st❛rts ♦♣❡♥✐♥❣ ❛t t = τ 0▼❱ ❛♥❞
✐ts ♦♣❡♥✐♥❣ st❛❣❡ ❡♥❞s ❛t t = τ 0▼❱ +∆τ 0▼❱✱ ✇✐t❤ ∆τ 0▼❱ ❣✐✈❡♥✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ r♦❧❡
♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s d̂Σ▼❱ ❛♥❞ d̂Σ❆❱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧♦s✐♥❣ t✐♠❡s τ
✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳✶✳

✻✳✹✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ ✸❉ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ✵❉ ❝✐r❝✉✲

❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ✸❉ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ▲❍ ✇✐t❤ t❤❡ ✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r s②st❡♠✱ ✇❡ ✜rst r❡♠♦✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✵❉ ♠♦❞❡❧ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✶❛✮✱
✭✹✳✸✶❜✮✱ ✭✹✳✸✷❛✮✱ ✭✹✳✸✷❜✮✱ ✭✹✳✸✸❛✮✱ ✭✹✳✸✸❜✮ ❛♥❞ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢
t❤❡ ▲❍✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❡ ✸❉ ❛♥❞ ✵❉ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ✢♦✇r❛t❡s ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡s ♦♥ t❤❡ ✏❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❝❤♦♣♣❡❞✑ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✐✳❡✳
✐♥❧❡t ❛♥❞ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❞♦♠❛✐♥✿ ΓP❱❡✐♥i ✱ i = 1, . . . , 5 ❛♥❞ ΓAA

t ✳ ❚❤✉s✱ ❜②
❞❡♥♦t✐♥❣ ✇✐t❤ Q■◆✱ Q❖❯❚ ❛♥❞ p■◆✱ p❖❯❚ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡s ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛t t❤❡
✐♥❧❡t ❛♥❞ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✸❉



✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ✶✹✺

✭❛✮ ✸❉✲✵❉ ❝♦✉♣❧✐♥❣
✭❜✮ ③♦♦♠ ♦♥ ▲❍ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ✢♦✇r❛t❡s

❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡s ❛♠♦♥❣ ✸❉ ❛♥❞ ✵❉ ♠♦❞❡❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ✸❉✲✵❉ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✸❉ ✢✉✐❞✲❞②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ▲❍ ❛♥❞ t❤❡

✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ③♦♦♠ ♦♥ t❤❡ ▲❍ ❛♥❞

❛ s❝❤❡♠❡ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❝♦✉♣❧❡❞ str❛t❡❣②✳

❛♥❞ ✵❉ ♠♦❞❡❧s r❡❛❞✿

Q✵❉
■◆ (t) = Q✸❉

■◆ (t), ✭✻✳✶✾❛✮

Q✵❉
❖❯❚(t) = Q✸❉

❖❯❚(t), ✭✻✳✶✾❜✮

p✵❉■◆ (t) = p✸❉■◆ (t), ✭✻✳✶✾❝✮

p✵❉❖❯❚(t) = p✸❉❖❯❚(t). ✭✻✳✶✾❞✮

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✱ t❤❡ ❛rt❡r✐❛❧ s②st❡♠✐❝ ♣r❡ss✉r❡ p❙❨❙❆❘ (t)✱ ❛♣♣❡❛r✐♥❣
✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✶❡✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✶✐✮ ❛❝ts ❛s t❤❡ ♦✉t❧❡t ♣r❡ss✉r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❇❈ ♦♥
t❤❡ ❆❆ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥ Γ❆❆t ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✮✱ ❢♦r♠❡r❧② ❞❡♥♦t❡❞ ❛s p❖❯❚(t)✳ ❚❤❡ ♦✉t❧❡t
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❇❈ ❤❡♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s✿

σ(u, p)n = −p❙❨❙❆❘ n, ♦♥ Γ❆❆t × (0, Tf ). ✭✻✳✷✵✮

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ▲❆ ♣r❡ss✉r❡ p▲❆(t) ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✶❧✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r❡s✲
s✉r❡ ❞♦✇♥✇✐♥❞ t❤❡ ✏P❯▲ ❱❊◆✑ ❘▲❈ s②st❡♠✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♦♥❡ t♦ ❜❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❧❡t
s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ✸❉ ❞♦♠❛✐♥✳ ❲❡ r❡♥❛♠❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛s p✐♥▲❆(t) ❛♥❞ ✐t r❡♣❧❛❝❡s p■◆(t) ✐♥
t❤❡ ✐♥❧❡t ❇❈ ✭✻✳✷✮✿

σ(u, p)n = −p✐♥▲❆ni, ♦♥ ΓP❱❡✐♥i × (0, Tf ), i = 3, 4. ✭✻✳✷✶✮

❚❤❡ ✢♦✇r❛t❡ QP❯▲
❱❊◆(t)✱ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✶❤✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✶❧✮✱ ✐s t❤❡ ✐♥❧❡t ✢♦✇r❛t❡

Q■◆(t) ✉s❡❞ ❛s ✐♥❧❡t ❇❈ ❢♦r t❤❡ ✸❉ ♣r♦❜❧❡♠ ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✮✮✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rts
♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt❜❡❛t ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❡♥s✉r❡❞✱ t❤❡ ✐♥❧❡t ✢♦✇r❛t❡ s❤♦✉❧❞ ♠❛t❝❤
t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ▲❆ ❛♥❞ ▲❱ ✐♥ ❞✐❛st♦❧❡ ✭✇❤❡♥ t❤❡ ▼❱ ✐s ♦♣❡♥✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡
s♦❧❡ ▲❆ ✐♥ s②st♦❧❡ ✭▼❱ ❝❧♦s❡❞✮✿

Q■◆(t) =




−d (V▲❱(t) + V▲❆(t))

dt
✐❢ ▼❱ ✐s ♦♣❡♥✱

−dV▲❆(t)

dt
✐❢ ▼❱ ✐s ❝❧♦s❡❞.

✭✻✳✷✷✮

❙✐♥❝❡ Q■◆(t) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✸❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✢♦✇r❛t❡ ✐♥ t❤❡
♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s✱ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ ✐t ✇✐t❤ QP❯▲✱ ✸❉

❱❊◆ (t) ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❧❡t ❇❈ ❜❡❝♦♠❡s✿

u = 2QP❯▲✱ ✸❉
❱❊◆

ζi
|ΓP❱❡✐♥i |

(
1− r2

R2
i

)
ni, ♦♥ ΓP❱❡✐♥i × (0, Tf ), i = 1, 2, 5. ✭✻✳✷✸✮

■♥ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❢❛s❤✐♦♥✱ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡ Q❆❱(t) ✐♥ t❤❡ ✵❉ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts ✐♥ ♦✉r ✸❉
♠♦❞❡❧ t❤❡ ♦✉t❧❡t ✢♦✇r❛t❡ ❛t t❤❡ ❆❆ s❡❝t✐♦♥ Γ❆❆t ✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✐t ❛s Q✸❉

❆❆(t) ❛♥❞
✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ✐t ✕ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ♠❛ss ❜❛❧❛♥❝❡ ✕ ❛s

Q✸❉
❆❆(t) =





−dV❆❆(t)

dt
✐❢ ❆❱ ✐s ❝❧♦s❡❞✱

−d (V▲❱(t) + V❆❆(t))

dt
✐❢ ❆❱ ✐s ♦♣❡♥.

✭✻✳✷✹✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✷✮ ❛♥❞ ✭✻✳✷✹✮ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❤❡❛❧t❤② ✈❛❧✈❡s ♠♦t✐♦♥✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✳✷✱ ✇❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ r❡❣✉r❣✐t❛♥t ▼❱ ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡s ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇✐❧❧ ♣r♦♣❡r❧② ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❣✉r❣✐t❛♥t ✢♦✇✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✈❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
t✐♠❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✷✮ ❛♥❞ ✭✻✳✷✹✮ ❛r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② r❡✇r✐tt❡♥
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❛s✿

QP❯▲✱ ✸❉
❱❊◆ (t) =





−d (V▲❱(t) + V▲❆(t))

dt
✐❢ t < τ ∅▼❱ ♦r t ≥ τ 0▼❱,

−dV▲❆(t)

dt
✐❢ τ ∅▼❱ ≤ t < τ 0▼❱,

✭✻✳✷✺✮

Q✸❉
❆❆(t) =





−dV❆❆(t)

dt
✐❢ t ≤ τ 0❆❱ ♦r t > τ ∅❆❱,

−d (V▲❱(t) + V❆❆(t))

dt
✐❢ τ 0❆❱ < t ≤ τ ∅❆❱.

✭✻✳✷✻✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✶❧✮✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ QP❯▲
❱❊◆(t) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✷✮✱ ✇❤✐❧❡ p▲❆(t) ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② p✐♥▲❆(t) ❛♥❞ ✐t ✐s ❛♥
✉♥❦♥♦✇♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ ✭✹✳✸✶❧✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ t♦ ❜❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❛t t❤❡
✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥s p✐♥▲❆(t) ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✽❛✮✮✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✵❉ ♠♦❞❡❧ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❢♦r ❛♥② t ∈ (0, Tf )✿

dV❘❆(t)

dt
= Q❙❨❙

❱❊◆(t)−Q❚❱(t), ✭✻✳✷✼❛✮

dV❘❱(t)

dt
= Q❚❱(t)−QP❱(t), ✭✻✳✷✼❜✮

dp❙❨❙❆❘ (t)

dt
=

1

C❙❨❙
❆❘

(
Q✸❉
❆❆(t)−Q❙❨❙

❆❘ (t)
)
, ✭✻✳✷✼❝✮

dp❙❨❙❱❊◆(t)

dt
=

1

C❙❨❙
❱❊◆

(
Q❙❨❙
❆❘ (t)−Q❙❨❙

❱❊◆(t)
)
, ✭✻✳✷✼❞✮

dpP❯▲❆❘ (t)

dt
=

1

CP❯▲
❆❘

(
QP❱(t)−QP❯▲

❆❘ (t)
)
, ✭✻✳✷✼❡✮

dpP❯▲❱❊◆(t)

dt
=

1

CP❯▲
❱❊◆

(
QP❯▲
❆❘ (t)−Q❱❊◆✱ ✸❉

P❯▲ (t)
)
, ✭✻✳✷✼❢✮

dQ❙❨❙
❆❘ (t)

dt
=
R❙❨❙
❆❘

L❙❨❙❆❘

(
−Q❙❨❙

❆❘ (t)− p❙❨❙❱❊◆(t)− p❙❨❙❆❘ (t)

R❙❨❙
❆❘

)
, ✭✻✳✷✼❣✮

dQ❙❨❙
❱❊◆(t)

dt
=
R❙❨❙
❱❊◆

L❙❨❙❱❊◆

(
−Q❙❨❙

❱❊◆(t)−
p❘❆(t)− p❙❨❙❱❊◆(t)

R❙❨❙
❱❊◆

)
, ✭✻✳✷✼❤✮

dQP❯▲
❆❘ (t)

dt
=
RP❯▲
❆❘

LP❯▲❆❘

(
−QP❯▲

❆❘ (t)− pP❯▲❱❊◆(t)− pP❯▲❆❘ (t)

RP❯▲
❆❘

)
, ✭✻✳✷✼✐✮

❜❡✐♥❣

p✐♥▲❆(t) = pP❯▲❱❊◆(t)−RP❯▲
❱❊◆Q

P❯▲✱ ✸❉
❱❊◆ (t)− LP❯▲❱❊◆

dQP❯▲✱ ✸❉
❱❊◆ (t)

dt
, ✭✻✳✷✽❛✮

p❘❆(t) = p❊❳(t) + E❘❆(t) (V❘❆(t)− V0,❘❆) , ✭✻✳✷✽❜✮
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p❘❱(t) = p❊❳(t) + E❘❱(t) (V❘❱(t)− V0,❘❱) , ✭✻✳✷✽❝✮

Q❚❱(t) =
p❘❆(t)− p❘❱(t)

R❚❱(p❘❆(t), p❘❱(t))
, ✭✻✳✷✽❞✮

QP❱(t) =
p❘❱(t)− pP❯▲❆❘ (t)

RP❱(p❘❱(t), pP❯▲❆❘ (t))
. ✭✻✳✷✽❡✮

❲❡ ❣❛t❤❡r t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✷✼✮ ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r c(t) = (V❘❆(t), V❘❱(t),
p❙❨❙❆❘ (t), p❙❨❙❱❊◆(t), p

P❯▲
❆❘ (t), pP❯▲❱❊◆(t), Q

❙❨❙
❆❘ (t), Q❙❨❙

❱❊◆(t), Q
P❯▲
❆❘ (t))T ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡

♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✽✮ ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r c̃(t) = (p✐♥▲❆(t), p❘❆(t), p❘❱(t), Q❚❱(t), QP❱(t))
T ✳ ❲❡

t❤❡♥ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✼✮ ❛♥❞ ✭✻✳✷✽✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ✈❡❝✲
t♦rs r(t, c(t), c̃(t)) ❛♥❞ r̃(t, c(t))✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✵❉ ♠♦❞❡❧✱ ❡♥r✐❝❤❡❞ ✇✐t❤ s✉✐t❛❜❧❡
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠ ❛s

dc(t)

dt
= r(t, c(t), c̃(t)) t ∈ (0, Tf ), ✭✻✳✷✾❛✮

c̃(t) = r̃(t, c(t)) t ∈ (0, Tf ), ✭✻✳✷✾❜✮

c(0) = c0. ✭✻✳✷✾❝✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉✲✵❉ ❝♦✉♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵
❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❡t ♦❢ ✸❉✲✵❉ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

ρ
∂̂u

∂̂t
+ ρ

((
u− u❆▲❊

)
· ∇
)
u

−∇ · σ(u, p)

+
R❆❱

ε❆❱
δΣ❆❱,ε❆❱u+

R▼❱

ε▼❱
δΣ▼❱,ε▼❱u = 0 ✐♥ Ωt × (0, Tf ), ✭✻✳✸✵❛✮

∇ · u = 0 ✐♥ Ωt × (0, Tf ), ✭✻✳✸✵❜✮

u = 2QP❯▲✱ ✸❉
❱❊◆

ζi
|ΓP❱❡✐♥i |

(
1− r2

R2
i

)
ni ♦♥ ΓP❱❡✐♥i × (0, Tf ), i = 1, 2, 5, ✭✻✳✸✵❝✮

σ(u, p)n = −p✐♥▲❆ni ♦♥ ΓP❱❡✐♥i × (0, Tf ), i = 3, 4, ✭✻✳✸✵❞✮

σ(u, p)n = −p❙❨❙❆❘ n ♦♥ Γ❆❆t × (0, Tf ), ✭✻✳✸✵❡✮

u = uΓ = ∂tdΓ ♦♥ Γ✇t × (0, Tf ), ✭✻✳✸✵❢✮

u = 0 ✐♥ Ω0 × {0}, ✭✻✳✸✵❣✮

x = x̂+ d̂ = At(x̂) ✭✻✳✸✵❤✮

−∇ ·
(
K∇d̂

)
= 0 ✐♥ Ω̂, ✭✻✳✸✵✐✮

d̂ = d̂Γ ♦♥ Γ̂, ✭✻✳✸✵❥✮

u❆▲❊ =

(
∂d̂

∂t

)
◦ d̂−1, ✭✻✳✸✵❦✮



✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ✶✹✾

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✸ ●❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠

■♥♣✉t d̂Γn
, Ω̂, T̂ h

❖✉t♣✉t u❆▲❊,hn , Ωn, T h
n

❙♦❧✈❡ ❧✐❢t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✽✮ → d̂h
n

❈♦♠♣✉t❡ ❆▲❊ ✈❡❧♦❝✐t② t❤r♦✉❣❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✾✮ → û❆▲❊,hn → u❆▲❊,hn

▼♦✈❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡s❤ t❤r♦✉❣❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✵✮ → Ωn, T h
n

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✹ ❖♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧♦s✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✈❡s

■♥♣✉t δp▼❱,hn , δp❆❱,hn , V̇▲❱,n

❖✉t♣✉t τ =
(
τ 0▼❱, τ

∅
▼❱, τ

0
❆❱, τ

∅
❆❱

)T

✐❢ tn = jT❍❇, j = 0, 1, 2, . . . t❤❡♥
τ = 0

❡♥❞ ✐❢
✐❢ δp▼❱,hn−1 ≤ 0 ❛♥❞ δp▼❱,hn > 0 t❤❡♥
τ 0▼❱ = tn

❡❧s❡ ✐❢ V̇▲❱,n−1 ≥ 0 ❛♥❞ V̇▲❱,n < 0 t❤❡♥
τ ∅▼❱ = tn

❡♥❞ ✐❢
✐❢ δp❆❱,hn−1 ≤ 0 ❛♥❞ δp❆❱,hn > 0 t❤❡♥
τ 0❆❱ = tn

❡❧s❡ ✐❢ V̇▲❱,n−1 ≤ 0 ❛♥❞ V̇▲❱,n > 0 t❤❡♥
τ ∅❆❱ = tn

❡♥❞ ✐❢

dc(t)

dt
= r(t, c(t), c̃(t)) ❢♦r t ∈ (0, Tf ), ✭✻✳✸✵❧✮

c̃(t) = r̃(t, c(t)) ❢♦r t ∈ (0, Tf ), ✭✻✳✸✵♠✮

c = c0 ❢♦r t = 0. ✭✻✳✸✵♥✮

✻✳✺✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ str❛t❡❣✐❡s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♣r♦❜❧❡♠
✭✻✳✸✵✮✳

❲❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷ ❛♥❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠
✻✳✸ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ t❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝



✶✺✵ ✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✺ ❱❛❧✈❡s✬ ❧❡❛✢❡ts ♣♦s✐t✐♦♥

■♥♣✉t x̂, Σ̂▼❱, Σ̂❆❱, d̂Σ▼❱ , d̂Σ❆❱ , τ ,∆τ
0
▼❱,∆τ

∅
▼❱,∆τ

0
❆❱,∆τ

∅
❆❱

❖✉t♣✉t Σ▼❱,n,Σ❆❱,n
η▼❱,n, η❆❱,n ∈ R

✐❢ tn < τ 0▼❱ t❤❡♥
η▼❱,n = 0

❡❧s❡ ✐❢ τ 0▼❱ ≤ tn < τ 0▼❱ +∆τ 0▼❱ t❤❡♥

η▼❱,n =
tn − τ 0▼❱
∆τ 0▼❱

❡❧s❡ ✐❢ τ 0▼❱ +∆τ 0▼❱ ≤ tn < τ ∅▼❱ t❤❡♥
η▼❱,n = 1

❡❧s❡ ✐❢ τ ∅▼❱ ≤ tn < τ ∅▼❱ +∆τ ∅▼❱ t❤❡♥

η▼❱,n = −tn − τ
∅
▼❱

∆τ ∅▼❱
❡❧s❡
η▼❱,n = 0

❡♥❞ ✐❢

✐❢ tn < τ ∅❆❱ t❤❡♥
η❆❱,n = 0

❡❧s❡ ✐❢ τ ∅❆❱ ≤ tn < τ ∅❆❱ +∆τ ∅❆❱ t❤❡♥

η❆❱,n =
tn − τ ∅❆❱
∆τ ∅❆❱

❡❧s❡ ✐❢ τ ∅❆❱ +∆τ ∅❆❱ ≤ tn < τ 0❆❱ t❤❡♥
η❆❱,n = 1

❡❧s❡ ✐❢ τ 0❆❱ ≤ tn < τ 0❆❱ +∆τ 0❆❱ t❤❡♥

η❆❱,n = −tn − τ
0
❆❱

∆τ 0❆❱
❡❧s❡
η❆❱,n = 0

❡♥❞ ✐❢

Σ▼❱,n =
{
x̂+ η▼❱,nd̂Σ▼❱ : ϕ▼❱(x̂+ η▼❱,nd̂Σ▼❱) = 0

}

Σ❆❱,n =
{
x̂+ η❆❱,nd̂Σ❆❱ : ϕ❆❱(x̂+ η❆❱,nd̂Σ❆❱) = 0

}

♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ s❤♦rt ❛s

(
u❆▲❊,hn , Ωn, T h

n

)T
= ●❡♦♠❡tr✐❝

(
d̂Γn

, Ω̂, T̂ h
)
. ✭✻✳✸✶✮

❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✕ t❛❦✐♥❣ ❛s ✐♥♣✉t t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞
t❤❡ ♠❡s❤ ✐♥ ✐ts r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✕ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❆▲❊ ✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
❛♥❞ t❤❡ ♠❡s❤ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ st❡♣✳

✻✳✺✳✶✳ ❱❛❧✈❡s✿ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ✉♣❞❛t❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧♦s✐♥❣ t✐♠❡s

❛♥❞ ❧❡❛✢❡ts ♣♦s✐t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧♦s✐♥❣ t✐♠❡s
♦❢ t❤❡ ✈❛❧✈❡s ❛♥❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈❛❧✈❡s✬ ❧❡❛✢❡ts ♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts
d̂Σ▼❱ ❛♥❞ d̂Σ❆❱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧♦s✐♥❣ t✐♠❡s✳

■♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✹ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧♦s✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✈❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣
✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❥✉♠♣ ❛❝r♦ss ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛♥❣❡s s✐❣♥s ✭✈❛❧✈❡ ♦♣❡♥s✮
❛♥❞ ✐❢ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs❡ ✢♦✇ ❛❝r♦ss t❤❡ ✈❛❧✈❡ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✭✈❛❧✈❡ ❝❧♦s❡s✮✳ ❆t t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ❤❡❛rt ❝②❝❧❡ ♦❢ ♣❡r✐♦❞ T❍❇✱ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧♦s✐♥❣ t✐♠❡s ❛r❡ s❡t t♦



✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ✶✺✶

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✻ ❈♦♠♣✉t❡ ✈♦❧✉♠❡s ❛♥❞ ✢♦✇r❛t❡s
■♥♣✉t Ωn, T h

n , τ
❖✉t♣✉t QP❯▲✱ ✸❉

❱❊◆,n , Q✸❉
❆❆,n, V̇▲❱,n

❈♦♠♣✉t❡ ✈♦❧✉♠❡s✿ V▲❱✱n =
∫
Ω▲❱n

dx, V▲❆✱n =
∫
Ω▲❆n

dx, V❆❆✱n =
∫
Ω❆❆n

dx
❈♦♠♣✉t❡ ✢♦✇r❛t❡s✿

QP❯▲✱ ✸❉
❱❊◆,n =




−(V▲❱,n + V▲❆,n)− (V▲❱,n−1 + V▲❆,n−1)

∆t
✐❢ tn < τ ∅▼❱ ♦r tn ≥ τ 0▼❱

−V▲❆,n − V▲❆,n−1

∆t
✐❢ τ ∅▼❱ ≤ tn < τ 0▼❱.

Q✸❉
❆❆,n =




−V❆❆,n − V❆❆,n−1

∆t
✐❢ tn < τ 0❆❱ ♦r tn ≥ τ ∅❆❱

−(V▲❱,n + V❆❆,n)− (V▲❱,n−1 − V❆❆,n−1)

∆t
✐❢ τ 0❆❱ ≤ tn < τ ∅❆❱.

❈♦♠♣✉t❡ ▲❱ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✿ V̇▲❱,n =
V▲❱,n−V▲❱,n−1

∆t

③❡r♦✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♥✈♦❦❡❞ ❛t ❡✈❡r② t✐♠❡ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s

τ = ❱❛❧✈❡s❖♣❡♥✐♥❣❈❧♦s✐♥❣❚✐♠❡s(δp▼❱,hn , δp❆❱,hn , V̇▲❱,n). ✭✻✳✸✷✮

■♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✺✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✈❡s✬
❧❡❛✢❡ts Σ▼❱,n,Σ❆❱,n ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt❜❡❛t ♣❤❛s❡s ✭✈❡❝t♦r τ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✹✮✱ t❤❡ s♣❛❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s d̂Σ▼❱ , d̂Σ❆❱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✻✳✸✳ ■♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❝❛❧❛rs η▼❱,n, η❆❱,n ∈ R t♦ ❞❡✜♥❡ ❢✉❧❧② ❛♥❞
♣❛rt✐❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s✳ ❙✐♥❝❡ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❛rts ❛t t❤❡ ❡♥❞✲❞✐❛st♦❧❡
t✐♠❡✱ t❤❡ ✈❛❧✈❡s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Σ̂▼❱, Σ̂❆❱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢✉❧❧② ♦♣❡♥❡❞ ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r ▼❱ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧② ❝❧♦s❡❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❆❱✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧♦s✐♥❣
st❛❣❡s✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❞❡❝r❡❛s❡s✮ ❧✐♥❡❛r❧②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛s

(Σ▼❱,n,Σ❆❱,n)
T = ❱❛❧✈❡s▲❡❛❢❧❡tsP♦s✐t✐♦♥(x̂, Σ̂▼❱, Σ̂❆❱, d̂Σ▼❱ , d̂Σ❆❱ , ✭✻✳✸✸✮

τ ,∆τ 0▼❱,∆τ
∅
▼❱,∆τ

0
❆❱,∆τ

∅
❆❱). ✭✻✳✸✹✮

✻✳✺✳✷✳ ❆ s❡❣r❡❣❛t❡❞ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ✸❉✲✵❉ ❝♦✉♣❧✐♥❣

■♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✻✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ✇❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡ QP❯▲✱ ✸❉
❱❊◆,n , Q✸❉

❆❆,n ❛♥❞ V̇▲❱,n
❣✐✈❡♥ Ωn, T h

n ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✈❡s st❛t✉s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② τ ✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ✐t ✐♥ s❤♦rt ❛s✿

(
QP❯▲✱ ✸❉
❱❊◆,n , Q✸❉

❆❆,n, V̇▲❱,n

)T
= ❋❧♦✇r❛t❡s

(
Ωn, T h

n , τ
)
. ✭✻✳✸✺✮



✶✺✷ ✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✼ ❋❧✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♣r♦❜❧❡♠

■♥♣✉t u❆▲❊,h
n , p✐♥▲❆,n, Q

P❯▲✱ ✸❉
❱❊◆,n , p❙❨❙❆❘,n,dΓn

;R▼❱, R❆❱, ε▼❱, ε❆❱,Σ▼❱,n,Σ❆❱,n; Ωn, T h
n

❖✉t♣✉t uh
n, p

h
n, δp

▼❱,h
n , δp❆❱,h

n

❙♦❧✈❡ ◆❙✲❆▲❊✲❘■■❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✸✮✿

P◆❙✲❆▲❊✲❘■■❙✲❱▼❙✲▲❊❙(uh
n, p

h
n;u

❆▲❊,h
n ; p✐♥▲❆,n, Q

P❯▲✱ ✸❉
❱❊◆,n , p❙❨❙❆❘,n,dΓn

;

Σ▼❱,n,Σ❆❱,n, R▼❱, R❆❱, ε▼❱, ε❆❱;

Ωn, T h
n ) = 0

❈♦♠♣✉t❡ ♣r❡ss✉r❡ ❥✉♠♣s ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✼✮ → δp▼❱,h
n , δp❆❱,h

n

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✽ ❙❡❣r❡❣❛t❡❞ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ✸❉✲✵❉ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣r♦❜❧❡♠

■♥✐t✐❛❧✐③❡ uh
0 , c0, δp

▼❱,h
0 , δp❆❱,h

0 , V̇ ▲❱
0 , n = 1

❙❡t R▼❱, R❆❱, ε▼❱, ε❆❱, ∆τ
0
▼❱, ∆τ

∅
▼❱, ∆τ

0
❆❱, ∆τ

∅
❆❱

❈♦♠♣✉t❡ d̂Γn
❢♦r n = 0, . . . , Nt

❈♦♠♣✉t❡ d̂Σ▼❱ , d̂Σ❆❱

✇❤✐❧❡ n ≤ Nt ❞♦(
u❆▲❊,h

n , Ωn, T h
n

)T
= ●❡♦♠❡tr✐❝

(
d̂Γn

, Ω̂, T̂ h
)

τ = ❱❛❧✈❡s❖♣❡♥✐♥❣❈❧♦s✐♥❣❚✐♠❡s(δp▼❱,h
n , δp❆❱,h

n , V̇▲❱,n)
(
QP❯▲✱ ✸❉
❱❊◆,n , Q✸❉

❆❆,n, V̇▲❱,n

)T
= ❋❧♦✇r❛t❡s

(
Ωn, T h

n , τ
)

(Σ▼❱,n,Σ❆❱,n)
T = ❱❛❧✈❡s▲❡❛❢❧❡tP♦s✐t✐♦♥(x̂, Σ̂▼❱, Σ̂❆❱, d̂Σ▼❱ , d̂Σ❆❱ ,

τ ,∆τ 0▼❱,∆τ
∅
▼❱,∆τ

0
❆❱,∆τ

∅
❆❱)

(cn, c̃n)
T = ❈✐r❝✉❧❛t✐♦♥(QP❯▲✱ ✸❉

❱❊◆,n , Q✸❉
❆❆,n)(

uh
n, p

h
n, δp

▼❱,h
n , δp❆❱,h

n

)T
= ❋❧✉✐❞❉②♥❛♠✐❝s(u❆▲❊,h

n ; p✐♥▲❆,n, Q
P❯▲✱ ✸❉
❱❊◆,n , p❙❨❙❆❘,n,dΓn

;

R▼❱, R❆❱, ε▼❱, ε❆❱,Σ▼❱,n,Σ❆❱,n; Ωn, T h
n )

n← n+ 1

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❋❧♦✇r❛t❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❤✐♥❣✐♥❣ ✉♣♦♥ ♠❛ss ❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡s t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡
❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✇✐t❤ ❜❛❝❦✇❛r❞ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳

❲❡ ❣❛t❤❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✵❧✮✲✭✻✳✸✵♥✮✱ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ ❛s

(cn, c̃n)
T = ❈✐r❝✉❧❛t✐♦♥(QP❯▲✱ ✸❉

❱❊◆,n , Q✸❉
❆❆,n), ✭✻✳✸✻✮



✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ✶✺✸

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ❈♦✉♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛♠♦♥❣ ✸❉ ❣❡♦♠❡tr✐❝✱ ✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✸❉ ❈❋❉ ♣r♦❜✲

❧❡♠s ❢♦r t❤❡ ▲❍ ♠♦❞❡❧ ❛t t✐♠❡ st❡♣ n ✭s❡❣r❡❣❛t❡❞ s❝❤❡♠❡✮✳

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ t❤❡ ✢✉①❡s QP❯▲✱ ✸❉
❱❊◆,n ✱

Q✸❉
❆❆,n ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✻✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❖❉❊s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✵❧✮✲

✭✻✳✸✵♥✮✱ ❛t ❡✈❡r② t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s r(tn, cn, c̃n) ❛♥❞ r̃(tn, cn) ✐s ❢❡❞ ✇✐t❤
QP❯▲✱ ✸❉
❱❊◆,n ❛♥❞ Q✸❉

❆❆,n ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✻❀ ✐♥ t✉r♥✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡s p❙❨❙❆❘,n ❛♥❞
p✐♥▲❆,n(t)✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✵❉ ♠♦❞❡❧✱ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡s❝r✐❜❡ ❇❈s t♦ t❤❡ ✸❉ ❈❋❉ ♣r♦❜❧❡♠✳
❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② P◆❙✲❆▲❊✲❘■■❙✲❱▼❙✲▲❊❙ t❤❡ ✢✉✐❞✲❞②♥❛♠✐❝s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✶✮✿

P◆❙✲❆▲❊✲❘■■❙✲❱▼❙✲▲❊❙(uh
n, p

h
n; u

❆▲❊,h
n ; p✐♥▲❆,n, Q

P❯▲✱ ✸❉
❱❊◆,n , p❙❨❙❆❘,n, dΓn

;

Σ▼❱,n, Σ❆❱,n, R▼❱, R❆❱, ε▼❱, ε❆❱; Ωn, T h
n ) = 0,

✭✻✳✸✼✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ t❤❡ ❆▲❊ ✈❡❧♦❝✐t② u❆▲❊,h
n ✱ ♦♥ q✉❛♥✲

t✐t✐❡s r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❡t ❇❈s ✭p✐♥▲❆,n, Q
P❯▲✱ ✸❉
❱❊◆,n , p❙❨❙❆❘,n,dΓn

✮ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✵❞✮✱ ✭✻✳✸✵❝✮✱
✭✻✳✸✵❡✮ ❛♥❞ ✭✻✳✸✵❢✮✱ ♦♥ q✉❛♥t✐t✐❡s r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✈❡s✬ ❘■■❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✭Σ▼❱,n,Σ❆❱,n,
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Rk εk h ❝❡❧❧s ❉❖❋s ✭Q1 −Q1✮
❬❦❣✴✭♠2·s✮❪ ❬10−3 ♠❪ ❬10−3 ♠❪ ❬✶✵3❪ ❬✶✵3❪

▼❱ ❆❱ ▼❱ ❆❱ ♠✐♥ ❛✈❣ ♠❛① u p t♦t❛❧

104 104 ✶ ✶ ✵✳✼ ✷✳✸ ✺✳✷ ✶✺✼ ✺✸✹ ✶✼✽ ✼✶✷

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

R▼❱, R❆❱, ε▼❱, ε❆❱✮ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✵❛✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❛t ❝✉r✲
r❡♥t t✐♠❡ st❡♣ ✭Ωn, T h

n ✮✳ P◆❙✲❆▲❊✲❘■■❙✲❱▼❙✲▲❊❙ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t✐♠❡
st❡♣ n ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ◆❙✲❆▲❊✲❘■■❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❱▼❙✲
▲❊❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✢✉✐❞✲
❞②♥❛♠✐❝s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✼ ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✼✮
❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❥✉♠♣s ❛❝r♦ss ✈❛❧✈❡s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♥ s❤♦rt ❝❛❧❧❡❞ ❛s

(
uh

n, p
h
n, δp

▼❱,h
n , δp❆❱,h

n

)T
= ❋❧✉✐❞❉②♥❛♠✐❝s(u❆▲❊,h

n ; p✐♥▲❆,n, Q
P❯▲✱ ✸❉
❱❊◆,n , p❙❨❙❆❘,n,dΓn

;

R▼❱, R❆❱, ε▼❱, ε❆❱,Σ▼❱,n,Σ❆❱,n;

Ωn, T h
n ).

✭✻✳✸✽✮

❲❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ✸❉✲✵❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✵✮ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ s❡❣r❡❣❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s❝❤❡♠❡ t❤❛t ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✽✳ ❆❢t❡r ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ✇❡ s♦❧✈❡
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✸✮✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✈❛❧✈❡s st❛t✉s t❤r♦✉❣❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠
✻✳✹✱ ✇❤✐❝❤ ✕ ❛❢t❡r ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ ❥✉♠♣s ❛♥❞ r❡✈❡rs❡❞ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✕
r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❛❧✈❡s✬ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧♦s✐♥❣ t✐♠❡s τ ✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
✢♦✇r❛t❡s ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✻✮✳ ❚❤❡ ✢♦✇r❛t❡s QP❯▲✱ ✸❉

❱❊◆,n , Q✸❉
❆❆,n✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ❛r❡

t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡♠❜❧❡ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✵❧✮✱ ✭✻✳✸✵♠✮ ✭❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡s p✐♥▲❆,n, p

❙❨❙
❆❘,n ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞

t❤❡ ✢♦✇r❛t❡ QP❯▲✱ ✸❉
❱❊◆,n ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✢♦✇r❛t❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s❡t ❇❈s ♦❢ t❤❡

✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶ ✇❡ r❡♣♦rt ❛ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✲
❝♦♠♣✉t❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♠♦♥❣ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♣r♦❜❧❡♠s✳
❲❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✈❡s st❛t✉s ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡
q✉❛♥t✐t✐❡s s❤❛r❡❞ ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳

✻✳✻✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ▲❍ ♠❡s❤ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❩②❣♦t❡ ❙♦❧✐❞ ✸❉ ❤❡❛rt
♠♦❞❡❧ ❬✶✸✸❪✳ ❚♦ ♣r❡♣r♦❝❡ss t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♠❡s❤✱ ✇❡ ✉s❡ vmtk ❬✷✵❪
❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ t♦♦❧s r❡❝❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✽✺❪✳ ❲❡ ♠❡s❤ ❡❛❝❤ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ✭▲❆✱ ▲❱ ❛♥❞ ❆❆✮ s❡♣❛r❛t❡❧② ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤ s✐③❡✱ r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤



✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ✶✺✺

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ ❚❤❡ ▲❍ ❤❡①❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤✿ ✭❛✮ t❤❡ ♠❡s❤ ♠❛❞❡ ♦❢ t❤r❡❡ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ s✉❜✲

♠❡s❤❡s ❢♦r ▲❆✱ ▲❱ ❛♥❞ ❆❆❀ ✭❜✮ ❛ ❝❧✐♣ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡s❤ r❡✜♥❡♠❡♥t

♥❡❛r t❤❡ ▼❱ ❛♥❞ ❆❱✳

♥❡❛r t❤❡ ▼❱✱ ❆❱ ❛♥❞ t❤❡ ▲❱ ❛♣❡①✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧♦s❡st✲♣♦✐♥t
❞✐st❛♥❝❡s ❬✽✺❪✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ s✉❜♠❡s❤❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ❢❛s❤✐♦♥ t♦
❣❡t t❤❡ ❤❡①❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇✐t❤ vmtk ✇❡ ✜rst ❣❡♥❡r❛t❡ ❛
t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤✱ t❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ mesh tethex ❬✶✶✱ ✽✺❪ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❤❡①❛❡❞r❛❧ ♠❡s❤ ✐♥
✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ ❢♦✉r ❤❡①❛❡❞r❛ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t✳

❋♦r t❤❡ ❘■■❙ ♠❡t❤♦❞✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ❬✽✻✱ ✶✵✵❪✱ ✇❡ s❡t R▼❱ = R❆❱ = 104

❦❣✴✭♠2·s✮ ❛♥❞ ε▼❱ = ε❆❱ = 10−3 ♠✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ε▼❱ ❛♥❞ ε❆❱ ❛❧❧♦✇s t♦ ❤❛✈❡ ❛
♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✈❡s✬ ❧❡❛✢❡ts ✐♥ ❛ ❤❡❛❧t❤② s✉❜❥❡❝t ❛♥❞✱ ✇✐t❤ ♦✉r
s❡tt✐♥❣ ♦❢ R▼❱ ❛♥❞ R❆❱ t♦ ❛✈♦✐❞ ✢♦✇ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ s✉r❢❛❝❡s ❬✽✻❪✳
❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷❜✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡✜♥❡❞ t❤❡ ♠❡s❤ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✈❡s r❡❣✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧❡❛✢❡ts ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❘■■❙ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡s ♦❢
ε▼❱ ❛♥❞ ε❆❱✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ✐s♦✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡s✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❡♠♣❧♦② ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧
♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧♦s✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✈❡s✱ t❤✉s ✇❡ ♦♣❡♥ ❛♥❞ ❝❧♦s❡ t❤❡♠ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧②
✭✐✳❡✳ ✐♥ ♦♥❡ t✐♠❡ st❡♣✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ s❡t ∆τ 0▼❱ = ∆τ ∅▼❱ = ∆τ 0❆❱ = ∆τ ∅❆❱ = ∆t✱ ✇✐t❤
∆t = 2 · 10−4 s✳

❲❡ st❛rt ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ③❡r♦ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ u0 = 0 ❛♥❞ ✇❡ s❡t
❧✐♥❡❛r ❋❊ s♣❛❝❡s ❢♦r ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡s ✭Q1 − Q1✮✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧



✶✺✻ ✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ ❋❧♦✇r❛t❡s ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡s ✭❜♦tt♦♠✮ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ✸❉✲✵❉

♠♦❞❡❧✳

♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ lifex

❬✻❪ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r✉♥ ✐♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✷✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡
✜rst ♣r❡s❡♥t ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤❡❛❧t❤② ▲❍✱ t❤❡♥ ✇❡ ❛♣♣❧② ♦✉r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ▼❱ r❡❣✉r❣✐t❛t✐♦♥✳

✻✳✻✳✶✳ P❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ ✹ ❤❡❛rt❜❡❛ts ✭Tf = 4 s✮ ♦❢ ♣❡r✐♦❞ T❍❇ = 1 s ❛♥❞ ✇❡ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ ✜rst ✸
❝②❝❧❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥✉❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❧❛st ❤❡❛rt❜❡❛t ❛♥❞ ✇❡ s❤✐❢t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ [0, T❍❇]✳ ❲❡ st❛rt
♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❡♥❞ ❞✐❛st♦❧❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❱ ♦♣❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ❆❱ ❝❧♦s❡❞✳ ■♥
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸ ✇❡ r❡♣♦rt ✢♦✇r❛t❡s ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t ❛♥❞ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✸❉
❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ✸❉✲✵❉ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ ▲❆✱ ▲❱ ❛♥❞ ❆❆ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ✐♥ ❝♦♥tr♦❧

✷◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ ❡✐t❤❡r ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✐❍❊❆❘❚ ✭▲❡♥♦✈♦ ❙❘✾✺✵ ✽ ① ✷✹✲❈♦r❡ ■♥t❡❧
❳❡♦♥ P❧❛t✐♥✉♠ ✽✶✻✵✱ ✷✶✵✵ ▼❍③ ❛♥❞ ✶✳✼❚❇ ❘❆▼✮ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ▼❖❳✱ ❉✐♣❛rt✐♠❡♥t♦ ❞✐ ▼❛t❡♠❛t✐❝❛✱
P♦❧✐t❡❝♥✐❝♦ ❞✐ ▼✐❧❛♥♦ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ●❆▲■▲❊❖ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡r ✭■❇▼ ◆❡❳t❙❝❛❧❡ ❝❧✉st❡r✱ ✶✵✷✷
♥♦❞❡s ✭■♥t❡❧ ❇r♦❛❞✇❡❧❧✮✱ ✷ ① ✶✽✲❈♦r❡s ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ❊✺✲✷✻✾✼ ✈✹ ❛t ✷✳✸✵ ●❍③✱ ✸✻ ❝♦r❡s✴♥♦❞❡✱ ✷✻✳✺✼✷ ❝♦r❡s
✐♥ t♦t❛❧ ✇✐t❤ ✶✷✽ ●❇✴♥♦❞❡✮ ❜② ❈■◆❊❈❆✳



✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ✶✺✼

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✿ ❋❧♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ✈❛❧✈❡s✳ ❚♦♣✿ ❛✈❡r❛❣❡

♣r❡ss✉r❡ ✐♥ ▲❆✱ ▲❱ ❛♥❞ ❆❆❀ ❜♦tt♦♠✿ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ▲❱ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡

❥✉♠♣s ❛♠♦♥❣ ❝❤❛♠❜❡rs ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ ✈❛❧✈❡s ✭τ 0▼❱, τ
0
❆❱✮❀ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢

▲❱ ✈♦❧✉♠❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs❡❞ ✢♦✇ ❛❝r♦ss t❤❡ ▼❱ ❛♥❞

t❤❡ ❆❱ s❡❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s ✈❛❧✈❡s ❝❧♦s✐♥❣ t✐♠❡s ✭τ ∅▼❱, τ
∅
❆❱✮✳ ❆✈❡r❛❣❡ ♣r❡ss✉r❡s ✐♥ t❤❡

❝❤❛♠❜❡rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✻✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ▲❍

♦♥ t❤❡ t♦♣ ❜♦①✳

✈♦❧✉♠❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♠❜❡r✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳ ❖♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❜♦①✱ ✇❡ r❡♣♦rt
t❤❡ ▲❱ ✈♦❧✉♠❡ t✐♠❡✲❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ❢♦r r❡✈❡rs❡❞
✢♦✇ ❛❝r♦ss ❛ ✈❛❧✈❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈❛❧✈❡s✬ ❝❧♦s✐♥❣ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ▼❱ ❝❧♦s❡s ❛t
t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt❜❡❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ✢♦✇ ❜❡❝♦♠❡s r❡✈❡rs❡ ♦♥ ✐ts s❡❝t✐♦♥ ✭t = τ ∅▼❱✱
✇❤❡♥ V̇▲❱ ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❛t✐✈❡✮✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ▲❱ st❛rts r✐s✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❆❱ ♦♣❡♥s
✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ▲❱ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❆❆ ✭t = τ 0❆❱✱ ✇❤❡♥ p▲❱
❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ p❆❆✮✳ ❚❤✐s ✈❡r② t✐♠❡ ♠❛r❦s t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❥❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡
✐♥ s②st♦❧❡✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡
❛♥❞ ✐♥ ✻✳✶✼ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦♥ ❛ ❝❧✐♣ ✐♥ t❤❡ ▲❱ ❛♣✐❝♦✲❜❛s❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ▲❱
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✱ ❜♦① ✷✱ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ▲❱ t♦ t❤❡ ❆❆✱
r❡❛❝❤✐♥❣ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ s②st♦❧✐❝ ♣❡❛❦ t ❂ ✵✳✶✸✹ s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❆❱ s❡❝t✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ ✹✽✾✳✺ ♠❧✴s ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠
s②st❡♠✐❝ ❛rt❡r✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✷✶✳✶ ♠♠❍❣✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛r❡



✶✺✽ ✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺✿ ❈♦♠♣✉t❡❞ ▲❱ ♣r❡ss✉r❡✲✈♦❧✉♠❡ ❧♦♦♣✳

❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❬✹✻✱ ✶✶✸✱ ✷✹✺❪✿ ❛ ♣❡❛❦ s②st♦❧✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥
t❤❡ r❛♥❣❡ 119± 13 ♠♠❍❣ ❬✷✹✺❪❀ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇r❛t❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✹✽✾ ♠❧✴s ❬✶✶✸❪✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❡❥❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
♣❤❛s❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽✱ ❜♦①❡s ✶ ❛♥❞ ✷✮✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✐s ❛❧♠♦st
✢❛t✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❆❆✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡
s②st♦❧✐❝ ♣❡❛❦ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ✢♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❱ t♦ t❤❡ ❆❆ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✱
❜♦① ✸✮ ❜✉t ✐t ❞❡❝❡❧❡r❛t❡s❀ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ st❛❣❡✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡
✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✢❛t ❜✉t t❤❡ ✢♦✇ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r✐❡♥t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ▲❱ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽✱ ❜♦①❡s
✸✲✻✮✳ ❚❤❡ ❆❱ ❝❧♦s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✢♦✇ ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡✈❡rs❡ ♦♥ ✐ts s❡❝t✐♦♥ ✭t = τ ∅❆❱✱
✇❤❡♥ V̇▲❱ ❜❡❝♦♠❡s ♣♦s✐t✐✈❡✮✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❆❱ ✐s ❝❧♦s❡❞✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ▲❱ s✉❞❞❡♥❧②
❞❡❝r❡❛s❡s✱ ✉♥t✐❧ ✐t ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ▲❆✿ t❤✐s ♠❛r❦s t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢
❞✐❛st♦❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ▼❱ ✭t = τ 0▼❱✱ ✇❤❡♥ p▲❆ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ p▲❱✮✳ ❚❤❡
❞✐❛st♦❧❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t✇♦ ✜❧❧✐♥❣ st❛❣❡s✿ t❤❡ ❊✲✇❛✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❆✲✇❛✈❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✱
❜♦①❡s ✹✱ ✺✮✳ ❆s t❤❡ ❊✲✇❛✈❡ st❛rts ✭t ≈ 0.43 s✮✱ ❛ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ✢✉① ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❆
✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥✿ t❤❡ ▲❱ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ▲❆ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✳
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❆✲✇❛✈❡ ✭❛tr✐❛❧ ❦✐❝❦✱ t ∈ [0.87, 1] s✮✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ r❛♣✐❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
▲❆✱ ❛s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✻ ✭V▲❆✮ ❛♥❞ ✻✳✶✸ ✭QP❯▲✱ ✸❉

❱❊◆ ✮✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ ❤✐❣❤
s♣❡❡❞ ✢✉① t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t ♠✐❧❞❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❊✲✇❛✈❡✳
❖♥❝❡ t❤❡ ❛tr✐❛❧ ❦✐❝❦ ✐s ♦✈❡r ❛♥❞ ❛ r❡✈❡rs❡ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥✱
t❤❡ ▼❱ ❝❧♦s❡s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❤❡❛rt❜❡❛t✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ▲❱ ♣r❡ss✉r❡✲✈♦❧✉♠❡ ✭♣❱✮ ❧♦♦♣✳ ❲❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❝❛♣t✉r❡
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ▲❱ ♣❱ ❧♦♦♣ ✐♥ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❞
❞✐❛st♦❧✐❝ ✈♦❧✉♠❡ ❊❉❱ ❂ ✶✹✾✳✻ ♠❧✱ ❡♥❞ s②st♦❧✐❝ ✈♦❧✉♠❡ ❊❙❱ ❂ ✻✺✳✶ ♠❧✱ str♦❦❡ ✈♦❧✉♠❡



✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ✶✺✾

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✿ ❱♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt❜❡❛t✳ ■♥

❜♦①❡s ✶✱ ✷✱ ✸ t❤❡ ✶❉ ♣❧♦t s❤♦✇s Q❆❱✱ ✐♥ ❜♦①❡s ✹✱ ✺✱ ✻ t❤❡ ▼❱ ✢♦✇r❛t❡ Q▼❱✳



✶✻✵ ✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt

SV = EDV − ESV = 84.4ml ❛♥❞ ❡❥❡❝t✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ EF = 100 SV/EDV = 56.5%✳ ❖✉r
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s r♦✉t✐♥❡❧② ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥ ❤❡❛❧t❤② s✉❜❥❡❝ts ❬✶✻✵✱ ✷✼✷❪✳



✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ✶✻✶

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼✿ Pr❡ss✉r❡ ✜❡❧❞s ♦♥ ❛ ❝❧✐♣ ✐♥ t❤❡ ▲❱ ❛♣✐❝♦✲❜❛s❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❛ ✇❤♦❧❡

❤❡❛rt❜❡❛t✳ ■♥ ❜♦①❡s ✶✱ ✷✱ ✸ t❤❡ ✶❉ ♣❧♦t s❤♦✇s Q❆❱✱ ✐♥ ❜♦①❡s ✹✱ ✺✱ ✻ t❤❡ ▼❱ ✢♦✇r❛t❡

Q▼❱✳



✶✻✷ ✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽✿ ❙♥❛♣s❤♦ts ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛t t❤❡ ❆❱ s❡❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ s②st♦❧❡✳ ❚❤❡ ✶❉

♣❧♦t s❤♦✇s Q❆❱✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾✿ ▼❱ ✈❡❧♦❝✐t②✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛❝q✉✐r❡❞ t❤r♦✉❣❤

tr❛♥s✲♠✐tr❛❧ ✈❛❧✈❡ s♣❡❝tr❛❧ ❉♦♣♣❧❡r ✐♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ s✉❜❥❡❝t ✭t♦♣✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞

✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❜♦tt♦♠✮✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✷✻✶❪❀ ♦♥

t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✜rst ❛♥❞ t❤✐r❞ q✉❛rt✐❧❡ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ ❛

❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥✳



✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ✶✻✸

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✵✿ ❆❆ ✢♦✇r❛t❡✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❈▼❘ r❡s✉❧t ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✸❪❀ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✇❡ ❝♦♠✲

♣✉t❡ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡ ♦♥ ❛ s❡❝t✐♦♥ ❞♦✇♥✇✐♥❞ t❤❡ ❆❱ ✭
∫
Γ∗

t
u · n✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥

✭Q✸❉
AA(t) =

∫
ΓAA
t

u · n✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾ s❤♦✇s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ▼❱ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♦✉r
♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❜♦tt♦♠✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥✲✈✐✈♦ ✐♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ s✉❜❥❡❝t ✐♥
❬✷✻✶❪ ✭t♦♣✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ▼❱ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s r♦✉t✐♥❡❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❛ s❛♠♣❧❡
✈♦❧✉♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐tr❛❧ ❧❡❛✢❡t t✐♣s ❬✷✶❪✮✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ✐♥✲s✐❧✐❝♦ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠
t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ ❞✐❛st♦❧❡ ♦♥❧② ✭②❡❧❧♦✇ ❜♦①❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾✱ ❜♦tt♦♠ ❜♦①✮✱ t❤❡ ♣❡❛❦
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ s②st♦❧❡ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❱ t♦ t❤❡ ❆❆✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t
♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✇❛✈❡s ✐♥ ❞✐❛st♦❧❡✱ ♥❛♠❡❧②
❊✲✇❛✈❡ ❛♥❞ ❆✲✇❛✈❡✿ ❛s ❢♦r ♦✉r r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛✱ t❤❡ ✜rst ✇❛✈❡ s❤♦✇s ❛ str♦♥❣❡r ♣❡❛❦
t❤❛♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ■♥ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❞❛t❛✱ t❤❡ ❊✲✇❛✈❡ ❛♥❞ ❆✲✇❛✈❡ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ♠✴s ❛♥❞ ✵✳✽ ♠✴s❀ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
✇❡ ❣❡t ✵✳✾✼ ♠✴s ❛♥❞ ✵✳✽✺ ♠✴s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❊❆ r❛t✐♦ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳✶✹
✭r❛t✐♦ ❛♠♦♥❣ ❊✲✇❛✈❡ ❛♥❞ ❆✲✇❛✈❡ ♣❡❛❦ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❧❛②s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧
r❛♥❣❡ ♦❢ EA ∈ [0.75, 1.5] ❛♥❞ ✐s t②♣✐❝❛❧ ♦❢ ②♦✉♥❣ ❤❡❛❧t❤② s✉❜❥❡❝ts ✭EA > 1✮ ❬✶✸✱ ✷✶❪✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✵✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❆❆ ✢♦✇r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❈▼❘ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♦✉r ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥✲✈✐✈♦ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❈▼❘ t❤r♦✉❣❤✲
♣❧❛♥❡ ♣❤❛s❡✲❝♦♥tr❛st ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛♣♣✐♥❣ ❬✶✶✸❪✳ ❇② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡ ❛t ❛ s❡❝t✐♦♥
Γ∗
t ❞♦✇♥✇✐♥❞ t❤❡ ❆❱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥ ΓAA

t ✱ ✇❡ ♠❛t❝❤ ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ s②st♦❧✐❝
♣❡❛❦✱ ✇✐t❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✹✻✵✳✷ ♠❧✴s ❛♥❞ ✹✽✾✳✺ ♠❧✴s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥ Γ∗

t ❛♥❞ ΓAA
t ✱ ❛❣❛✐♥st

❛ ♣❡❛❦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ ✹✾✵ ♠❧✴s ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛✳ ❆s ❞✐❛st♦❧❡ ❜❡❣✐♥s✱ t❤❡
✢♦✇ ❜❡❝♦♠❡s r❡✈❡rs❡ ♦♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡q✉❛❧ t♦
−12.0 ♠❧✴s ❛♥❞ −2.8 ♠❧✴s ♦♥ Γ∗

t ❛♥❞ ΓAA
t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ♣❛tt❡r♥ ✐s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞

✐♥ t❤❡ ▼❘■ ❞❛t❛ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡✿ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❛
❋❙■ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡t✉r♥ ♦❢ t❤❡ ❆❆ ❛❢t❡r t❤❡ ❆❱ ❝❧♦s✉r❡✳



✶✻✹ ✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✶✿ ■s♦✲❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥ ✭Q(u) = 200 s−2✮ ❝♦❧♦r❡❞ ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐✲

t✉❞❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt❜❡❛t✳ ■♥ ❜♦①❡s ✶✱ ✷✱ ✸ t❤❡ ✶❉ ♣❧♦t s❤♦✇s Q❆❱✱ ✐♥ ❜♦①❡s ✹ ❛♥❞

✺ Q▼❱✳



✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ✶✻✺

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✷✿ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ r✐♥❣ s❤❛♣❡❞ ✈♦rt❡① ❞✉r✐♥❣ ❡❛r❧② ❞✐❛st♦❧❡✳ ■♥ ❡❛❝❤ s✉❜✜❣✉r❡✿

♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭♣♦✐♥t✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤❡

r❡❛❞❡r✮ ♦❢ ❛ s❧✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ▲❱ ❛♣✐❝♦✲❜❛s❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥❀ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✿ t❤❡ ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤

Q(u) = 1500 s−2 t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✈♦rt❡①✳

❲❡ ✇✐s❤ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r✉♥ ♦♥ ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ✕ ❡✈❡♥
t❤♦✉❣❤ r❡❛❧✐st✐❝ ✕ ❣❡♦♠❡tr② ❬✶✸✸❪ ❛♥❞ ❢❡❞ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞
✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ t✉♥❡❞ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❤❡❛❧t❤② s✉❜❥❡❝t✳ ❚❤✉s✱ ❢r♦♠ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s
✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✲✈✐✈♦ r❡s✉❧ts
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♠❛❦✐♥❣ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞
r❡❧✐❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✈✐❡✇ ♣♦✐♥t✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✶ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ✐s♦✲❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ Q(u) = 200 s−2 ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥st❛♥ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt❜❡❛t✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt❜❡❛t ✭❜♦① ✶✮✱ ✇❡
♦❜s❡r✈❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈♦rt✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ▲❍ ❢r♦♠ ❧❛t❡ ❞✐❛st♦❧❡✳ ❆s t❤❡ ❆❱ ♦♣❡♥s
❛♥❞ t❤❡ ❡❥❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ st❛rts✱ ❝♦❤❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ✢✉s❤❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❆❆ ❛♥❞ t❤❡ ▲❱
r❡♠❛✐♥s ❛❧♠♦st ❢r❡❡✳ ❉✉r✐♥❣ s②st♦❧❡✱ t❤❡ ▲❆ ✐s ✜❧❧❡❞ ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s ❝♦♠✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ✐♠♣❛❝t ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ▲❆✱ ✇✐t❤ st✐❧❧ s♦♠❡ ✈✐s✐❜❧❡
str✉❝t✉r❡s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ s②st♦❧❡ ✭❜♦①❡s ✷✲✸✮✳ ❆s t❤❡ ▼❱ ♦♣❡♥s✱ ✐♥ t❤❡ ▲❆ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡
t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r ✈♦rt❡① r✐♥❣s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s✳ ❆s ✐♥ t❤❡ s②st♦❧✐❝



✶✻✻ ✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt

✭❛✮

✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✸✿ ❙tr❡❛♠❧✐♥❡s ❝♦❧♦r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛t ❡❛r❧② ❞✐❛st♦❧✐❝

♣❡❛❦ ✭❊✲✇❛✈❡✮✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✭❛✮ ❛♥❞ ✹❉ ✢♦✇ ▼❘■ ✐♠❛❣❡s

t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✽✵❪ ❛♥❞ ❬✷✻✹❪✳

✜❧❧✐♥❣✱ t❤❡② ✐♠♣❛❝t ✐♥ t❤❡ ▲❆ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r ❝♦❤❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s✱ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❊✲✇❛✈❡ ❛♥❞ ❆✲✇❛✈❡✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❞✉r✐♥❣ ❊✲✇❛✈❡✱ ❛
❜✐❣ ✈♦rt❡① r✐♥❣ r♦❧❧s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼❱ ❧❡❛✢❡ts✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✈♦rt✐❝❛❧ ♣❛tt❡r♥
♦❜s❡r✈❡❞ r❛♣✐❞❧② ❡✈♦❧✈❡s ✐♥t♦ ❛ ❝❤❛♦t✐❝ ❝♦♠♣❧❡① ✢♦✇ t❤❛t ✜❧❧s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ▲❱ r❡❛❝❤✐♥❣
✐ts ❛♣❡① ✭❜♦① ✺✮✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❆✲✇❛✈❡✱ ❛ ♥❡✇ ✈♦rt❡① ✉♥❞❡r t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥ ✐s ❢♦r♠❡❞✱
❜✉t ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ s❡❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❊✲✇❛✈❡ ✭❜♦①❡s ✺✲✻✮✳ ❆ ♥❡✇ ❝②❝❧❡ ❜❡❣✐♥s✱ t❤❡
▼❱ ❝❧♦s❡s✱ t❤❡ ✈♦rt❡① ✉♥❞❡r ✐ts s❡❝t✐♦♥ ✐s s✉❞❞❡♥❧② ❜r♦❦❡♥ ❛♥❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❆❱✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ✢✉s❤❡❞ ♦✉t ❛❣❛✐♥✳

■♥ ❡❛❝❤ s✉❜✜❣✉r❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✷✱ ✇❡ s❤♦✇ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ♦♥
t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❧✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ▲❱ ❛♣✐❝♦✲❜❛s❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥❀ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t t❤❡ ✐s♦✲
❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ Q(u) = 1500 s−2✳ ❊❛❝❤ s✉❜✜❣✉r❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s♥❛♣s❤♦t



✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ✶✻✼

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✹✿ ▼❱✿ ❢r♦♠ ❢✉❧❧② ♦♣❡♥ t♦ ❝❧♦s❡❞ ✭r❡❣✉r❣✐t❛♥t✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ▲❡❛✢❡ts ❛r❡

❞❡❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t d̂Σ▼❱ ✳

❞✉r✐♥❣ ❡❛r❧② ❞✐❛st♦❧❡✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❡❛r ❧❛②❡rs ♦♥ t❤❡ ❧❡❛✢❡ts ♦❢ t❤❡ ▼❱
♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ t✇♦ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❧❡❛✢❡ts✳ ❙❤❡❛r ❧❛②❡rs r♦❧❧ ♦♥ ▼❱
❧❡❛✢❡ts ❛♥❞ ❡♥t❡r ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✈✐t② ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❧♦✇✲♣r❡ss✉r❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡
✢♦✇ r♦t❛t❡s ✐♥ ❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛♥t❡r✐♦r ❧❡❛✢❡t✱ ❝♦✉♥t❡r❝❧♦❝❦✇✐s❡ ✉♥❞❡r
t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ s❧✐❝❡✬s ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt❡① r✐♥❣ t❤❛t r♦❧❧s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼❱
❧❡❛✢❡ts ✭❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✶✱ ❜♦① ✹✮✱ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣❛rt ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①t❡r✐♦r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r✐♥❣✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ✈♦rt❡① ✐s ❢♦r♠❡❞✱ ✐t ❡✈♦❧✈❡s t♦✇❛r❞s
t❤❡ ▲❱ ❛♣❡① ❛♥❞ ✐t ❜r❡❛❦s ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r ❝♦❤❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✸ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡s ❛t t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❊✲✇❛✈❡ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✹❉ ✢♦✇ ▼❘■ ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✽✵❪ ❛♥❞
❬✷✻✹❪✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❡❧❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ ❥❡t ❛❝r♦ss t❤❡ ▼❱ ❛♥❞ t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦rt✐❝❛❧ ✢♦✇ ✉♥❞❡r ✐ts s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✲✈✐✈♦ ❞❛t❛✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r
♠♦❞❡❧ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt❡① r✐♥❣ ✭❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
✏❖ ✈♦rt❡①✑ ❬✺✶✱ ✻✼❪✮ ❞✉r✐♥❣ ❞✐❛st♦❧❡✱ ❛ ✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞ ❝❛r❞✐❛❝ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❢❡❛t✉r❡ ✇❤♦s❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ▲❱ ✇❛❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐❛st♦❧✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✷✸✱ ✺✶✱ ✶✹✺✱ ✶✼✼❪✳

✻✳✻✳✷✳ ▼✐tr❛❧ ✈❛❧✈❡ r❡❣✉r❣✐t❛t✐♦♥

❲❡ ♥♦✇ ❡♠♣❧♦② ♦✉r ♠♦❞❡❧ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♣r✐♠❛r② ♠✐tr❛❧ ✈❛❧✈❡ r❡❣✉r❣✐t❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ▼❱ r❡❣✉r❣✐t❛t✐♦♥ ❜② r❡❞❡✜♥✐♥❣ d̂ΣMV

(x) t♦ ❣❡t t❤❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✹✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐tr❛❧ r❡❣✉r❣✐t❛♥t ✢♦✇✱ ❛♥
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ▲❱ t♦ t❤❡ ▲❆ ❞✉r✐♥❣ s②st♦❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡
❛t t❤❡ ❛♦rt✐❝ ♦✉t❧❡t ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ♠❛ss ❜❛❧❛♥❝❡ ❛s ✐♥ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✻✳✷✹✮✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
♦✉t❧❡t ✢♦✇r❛t❡ ❛s

Q✸❉
❆❆(t) =

∫

ΓAA
t

u · ndx. ✭✻✳✸✾✮



✶✻✽ ✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✺✿ ❋❧♦✇r❛t❡s ❛t ✐♥❧❡t ❛♥❞ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥s✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❤❡❛❧t❤② ❛♥❞

▼❱ r❡❣✉r❣✐t❛t✐♦♥ ❝❛s❡✳

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠✐tr❛❧ r❡❣✉r❣✐t❛♥t ✢♦✇ Qreg
MV(t) ❛s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❜❧♦♦❞ t❤❛t ✢♦✇s

❢r♦♠ t❤❡ ▲❱ ✐♥t♦ t❤❡ ▲❆ ❞✉r✐♥❣ s②st♦❧❡✿

Qreg
MV(t) =





0 ✐❢ ▼❱ ✐♥ ♦♣❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱

− d

dt
(VLV(t) + VAA(t))−Q✸❉

❆❆(t) ✐❢ ▼❱ ✐♥ ❝❧♦s❡❞ ✭r❡❣✉r❣✐t❛♥t✮

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥.

✭✻✳✹✵✮

❚❤❡ ✐♥❧❡t ✢♦✇r❛t❡ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ▼❱ r❡❣✉r❣✐t❛t✐♦♥ ❜② ♠♦❞✐✜♥❣ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛s❡ ❛s

QP❯▲✱ ✸❉
❱❊◆ (t) =





−d (V▲❱(t) + V▲❆(t))

dt
✐❢ ▼❱ ✐♥ ♦♣❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱

−dV▲❆(t)

dt
−Qreg

MV(t) ✐❢ ▼❱ ✐♥ ❝❧♦s❡❞ ✭r❡❣✉r❣✐t❛♥t✮

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥.

✭✻✳✹✶✮

❚❤❡ ♥❡✇ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✭✻✳✸✾✮ ❛♥❞ ✭✻✳✹✶✮ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❇❈s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✷✮ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✹✮✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❆❱ ✢♦✇ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ▲❱ ✈♦❧✉♠❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❆❱
✐s ♦♣❡♥✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs❡❞ ✢♦✇ ❛❝r♦ss t❤❡ ❆❱ s❡❝t✐♦♥ ✕ ✇❤✐❝❤ ♠❛r❦s t❤❡
❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❆❱ ✕ ✐s ♥♦✇ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❆❱ ✢♦✇ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

Q❆❱(t) = −
(
dVLV(t)

dt
+Qreg

MV(t)

)
. ✭✻✳✹✷✮



✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ✶✻✾

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✻✿ ❱♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢♦r t❤❡ r❡❣✉r❣✐t❛♥t ♠✐tr❛❧ ✈❛❧✈❡

❞✉r✐♥❣ s②st♦❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✻ s❤♦✇s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❞✉r✐♥❣ s②st♦❧❡✿ ❛ ❤✐❣❤✲
s♣❡❡❞ ❥❡t ✢♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ▲❱ t♦ t❤❡ ▲❆ ✭r❡✈❡rs❡❞ ✢♦✇✮ ❛♥❞ ❛ ✇❡❛❦❡r ❥❡t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
t❤❡ ❆❆ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❤❡❛❧t❤② ❝❛s❡✳ ❚♦ ❜❡tt❡r ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ str♦♥❣ s②st♦❧✐❝ ❥❡ts✱
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✼ ✇❡ r❡♣♦rt ❛ ❝♦♥t♦✉r s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✭|u| = 0.5 ♠✴s✮
❝♦❧♦r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣r❡ss✉r❡✳ ❆s s②st♦❧❡ st❛rts ❛t t = 0.036 s✱ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇s ❢r♦♠ t❤❡
▲❱ t♦ t❤❡ ▲❆✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ▲❆ ❡♥❞♦❝❛r❞✐✉♠ ❛♥❞ ✐t ✐♠♣✐♥❣❡s ♦♥ t❤❡ ❧❛tt❡r
t❤✉s ②✐❡❧❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ♣r❡ss✉r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✺ r❡♣♦rts t❤❡ ✢♦✇r❛t❡s ❛t ✐♥❧❡t ❛♥❞ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❤❡❛❧t❤② ❛♥❞ t❤❡
♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛s❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐tr❛❧ r❡❣✉r❣✐t❛♥t ✢♦✇✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ ❛



✶✼✵ ✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✼✿ ❈♦♥t♦✉r s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✭|u| = 0.5 ♠✴s✮ ❝♦❧♦r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r t❤❡ r❡❣✉r❣✐t❛♥t ♠✐tr❛❧ ✈❛❧✈❡ ❞✉r✐♥❣ s②st♦❧❡✳

♠❛①✐♠✉♠ Qr❡❣
▼❱ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✼✼✳✺✵ ♠❧✴s ❛♥❞ ❛ ♣❡❛❦ Q✸❉

❆❆ ♦❢ ✸✷✽✳✾✹ ♠❧✴s✱ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❛♦rt✐❝
✢♦✇ ♦❢ ✹✽✾✳✺✹ ♠❧✴s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❧t❤② ❝❛s❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐tr❛❧ r❡❣✉r❣✐t❛♥t ✢♦✇✱ t❤❡ ✐♥❧❡t ✢♦✇r❛t❡ QP❯▲✱ ✸❉

VEN ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❛t✐✈❡
❞✉r✐♥❣ s②st♦❧❡✱ t❤✉s ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ r❡✈❡rs❛❧ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡♥♦✉s ✢♦✇✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s
❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❝❧✐♥✐❝✐❛♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▼❱ r❡❣✉r❣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ r♦✉t✐♥❡❧② ❡♠♣❧♦②❡❞
✐♥❞✐❝❛t♦r t♦ ❣r❛❞❡ ✐ts s❡✈❡r✐t② ❬✽✷❪✳

❖✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❧❧♦✇ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❛s t❤❡
❚❆❲❙❙✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✽❛ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ❚❆❲❙❙ ♦♥ t❤❡ ▲❍ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ ❤❡❛❧t❤② ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❤❡ ▼❱ r❡❣✉r❣✐t❛t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✈❛❧✈✉❧❛r
✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❚❆❲❙❙ ✭✉♣ t♦ ✷✳✺✹ P❛✮ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ▲❆
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ r❡tr♦❣r❛❞❡ ✢♦✇ t❤❛t ✐♠♣✐♥❣❡s t❤❡ ▲❆ ❡♥❞♦❝❛r❞✐✉♠✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✽❜✱ ❞✉❡ t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❱ t♦
t❤❡ s②st❡♠✐❝ ❛rt❡r✐❛❧ s②st❡♠✱ ❛ ♠✐❧❞❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❥❡t ❛♥❞ t❤❡ ✇❛❧❧ ♦❢ t❤❡
❆❆ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ❜② ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❚❆❲❙❙ ✐♥ t❤❡ ❆❆✳

❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t✇♦ ♠✐tr❛❧ ✈❛❧✈❡ r❡❣✉r❣✐t❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t♦rs✿ t❤❡ r❡❣✉r❣✐t❛♥t ✈♦❧✉♠❡ ✭❘❱♦❧✮
❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉r❣✐t❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥ ✭❘❋✮✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❛r❡ r♦✉t✐♥❡❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡
❝❧✐♥✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡ ✈✐❛ t❤❡ Pr♦①✐♠❛❧ ■s♦✈❡❧♦❝✐t② ❙✉r❢❛❝❡ ❆r❡❛ ✭P■❙❆✮ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥ ❡❝♦❝❛r✲



✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ✶✼✶

✭❛✮ ❋r♦♥t ✈✐❡✇

✭❜✮ ❋♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❆❆

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❚❆❲❙❙ ✐♥ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ♠✐tr❛❧ ✈❛❧✈❡ r❡❣✉r❣✐t❛t✐♦♥ ❝❛s❡✿

✭❛✮ ❢r♦♥t ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ▲❍ ✭❜✮ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❆❆✳ ■♥ ❡❛❝❤ s✉❜✜❣✉r❡✿ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t t❤❡ ❤❡❛❧t❤②

❝❛s❡✱ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t t❤❡ ♠✐tr❛❧ ✈❛❧✈❡ r❡❣✉r❣✐t❛t✐♦♥✳

❞✐♦❣r❛♣❤✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss ✇❤✐❝❤ ❤♦✇❡✈❡r r❡❧✐❡s ♦♥ s❡✈❡r❛❧
❧✐♠✐t✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❬✷✺✽❪✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ t♦ ❛❝❝✉✲
r❛t❡❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡s❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ P■❙❆
♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❘❱♦❧ ❛s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❱ t♦ t❤❡ ▲❆ ✐♥



✶✼✷ ✻⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt

❛ ❤❡❛rt❜❡❛t ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡ t❤❡ r❡❣✉r❣✐t❛♥t ✢♦✇r❛t❡✱ ❛s

RVol =

∫ T❍❇

0

Qreg
MV(t)dt. ✭✻✳✹✸✮

❚❤❡ ❘❋ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❘❱♦❧ ❛♥❞ t❤❡ ❙❱ ❬✷✺✽❪✳ ❋♦r t❤✐s ♣r♦♦❢ ♦❢
❝♦♥❝❡♣t s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❣❡t RVol = 47.07ml/s ❛♥❞ RF = 55.74%✱ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞
✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ s❡✈❡r❡ ♠✐tr❛❧ ✈❛❧✈❡ r❡❣✉r❣✐t❛t✐♦♥ ❬✽✾❪✳

✻✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ▲❍
❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✈❛❧✈❡s✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛t♦r② s②st❡♠✱ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✿

❼ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s ✐✮ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❡❢t ✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ▲❍ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ▲❛♣❧❛❝❡✲
❇❡❧tr❛♠✐ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts❀ ❛♥❞ ✐✐✮ ❛ r❡❞✉❝❡❞
♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛tr✐✉♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② ❛
❧✉♠♣❡❞✲♣❛r❛♠❡t❡r ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤
✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ♦♥❡✲✇❛② ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❊▼ ✐♥ t❤❡ ▲❱✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♠❡r❣❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s✱
s✉❝❤ ❛s ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ✐♠❛❣❡s✱ ❛♥❞ ♠❛②✱ t❤✉s✱ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧s♦
t♦ ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ st✉❞✐❡s✳ ❆s t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛ r♦✉t✐♥❡❧② ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥ ❞✐❛❣♥♦st✐❝
❡①❛♠s ✐s ♦❢t❡♥ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝❧❡✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳

❼ ❲❡ ❞❡✈✐s❡❞ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ✸❉✲✵❉ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ▲❍
❛♥❞ t❤❡ ✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r s②st❡♠✳ ❲❡ s♦❧✈❡ t❤❡
❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ s❡❣r❡❣❛t❡❞ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ str❛t❡❣✐❡s
t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ s②st❡♠ ♠❛❞❡ ♦❢ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✈❛❧✈❡s ❛♥❞
❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✳

❼ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ②✐❡❧❞❡❞ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥✲
t❡❣r❛t❡❞ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞ r❡❛❧✐❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ✈✐❡✇
♣♦✐♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ♣❛t❤♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ s❝❡♥❛r✐♦s✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t st❡♣ ❢♦r✇❛r❞ t♦✇❛r❞s
t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✿ t❤❡ ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤✉♠❛♥ ❤❡❛rt ❝♦✉♣❧❡❞ t♦
t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣✉❧♠♦♥❛r② ❛♥❞ s②st❡♠✐❝ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✼✱
❛♥❞ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛❣❡s✳



✶✼✸

✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤✉♠❛♥ ❤❡❛rt ❝♦✉♣❧❡❞
t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ s②st❡♠✐❝ ❛♥❞ ♣✉❧♠♦♥❛r② ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡✇ ❛tt❡♠♣ts ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt
❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ✜rst ✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❤❡❛rt ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛✲
♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❣❡♦♠❡tr②❀ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✱
✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ♥♦✈❡❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✱ ✇❡ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ✇✐t❤
t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✵❉ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺ ✇❡
♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✻ ✇❡ ❞r❛✇ ♦✉r ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s✳

✼✳✶✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❣❡♦♠❡tr②

❲❡ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❣❡♦♠❡tr② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❩②❣♦t❡ ❬✶✸✸❪ t❤❛t ✇❡ ❞✐s♣❧❛② ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✳ ❋r♦♠ ❛ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✈✐❡✇ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ Ωt ✐s
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t ❛♥❞ s♣❧✐t ✐♥t♦ t❤❡ ❧❡❢t ✭ΩLH

t ✮ ❛♥❞ r✐❣❤t ✭ΩRH
t ✮ ♣❛rts✱ ❛s ✇❡ ❞✐s♣❧❛②

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶❛✱ t❤✉s
Ωt = Ω❘❍t ∪ Ω▲❍t ,

✇✐t❤ Ω
❘❍

t ∩ Ω
▲❍

t = ∅✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱

Ω❘❍t = Ω❘❆t ∪ Ω❘❱t ∪ ΩP❚t ❛♥❞ Ω▲❍t = Ω▲❆t ∪ Ω▲❱t ∪ Ω❆❆t ,

❜❡✐♥❣ Ω❘❆t ✱ Ω❘❱t ✱ ΩP❚t t❤❡ ❘❆✱ ❘❱ ❛♥❞ ♣✉❧♠♦♥❛r② tr✉♥❦ ✭P❚✮ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡
❘❍✱ ❛♥❞ Ω▲❆t ✱ Ω▲❱t ✱ Ω❆❆t t❤❡ ▲❆✱ ▲❱ ❛♥❞ ❆❆ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ▲❍✳

❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✇❡ s♣❧✐t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❞♦♠❛✐♥ ❛s ∂Ωt ≡ Γt = Γ❘❍t ∪Γ▲❍t ✳



✶✼✹ ✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❞♦♠❛✐♥✿ Ωt = Ω❘❍
t ∪ Ω▲❍

t ✱ ✇✐t❤ Ω❘❍
t = Ω❘❆

t ∪ Ω❘❱
t ∪ ΩP❚

t

❛♥❞ Ω▲❍
t = Ω▲❆

t ∪ Ω▲❱
t ∪ Ω❆❆

t ✿ ✭❛✮ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ♣❛rt❀ ✭❜✮ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt s✉❜❞♦♠❛✐♥s

❢r♦♠ ❢r♦♥t❛❧ ✈✐❡✇❀ ✭❝✮ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❢r♦♠ ♣♦st❡r✐♦r ✈✐❡✇✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷❛✱

Γ❘❍t = Γ❙✉♣❱❈ ∪ Γ■♥❢❱❈ ∪
(

5⋃

i=1

ΓP❆rti

)
∪ Γ✇✱❘❍t ,

❜❡✐♥❣ Γ❙✉♣❱❈✱ Γ■♥❢❱❈ t❤❡ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r ❛♥❞ ✐♥❢❡r✐♦r ✈❡♥❛❡ ❝❛✈❛❡ ✭❱❈✮✱
ΓP❆rti ✐s t❤❡ i✕t❤ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ❛rt❡r②✱ ✇✐t❤ i = 1, . . . , 5 ❛♥❞ Γ✇✱❘❍t

t❤❡ ❡♥❞♦❝❛r❞✐✉♠ ✭✇❛❧❧✮ ♦❢ t❤❡ ❘❍✳

❖♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt✱ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷❜ ✐♥st❡❛❞

Γ▲❍t =

(
5⋃

i=1

ΓP❱❡✐♥i

)
∪ Γ❆❆t ∪ Γ✇✱▲❍t ,

✇✐t❤ ΓP❱❡✐♥i ✱ i = 1, . . . , 5 t❤❡ ✜✈❡ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s❀ Γ❆❆t t❤❡
♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❆ ❛♥❞ Γ✇✱▲❍t t❤❡ ▲❍ ❡♥❞♦❝❛r❞✐✉♠ ✭✇❛❧❧✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Γ✇t =
Γ✇✱▲❍t ∪ Γ❘❍t ✳ ❲❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❢♦✉r ✈❛❧✈❡s ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❛❧✈❡s ❣❡♦♠❡tr② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❩②❣♦t❡ ❬✶✸✸❪✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛rt✱ t❤❡ ❚❱
✭Σ❚❱✮ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ❘❆ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❱❀ t❤❡ P❱ ✭ΣP❱✮ t❤❡ ❘❱ ❢r♦♠ t❤❡ P❚✳ ■♥ t❤❡
❧❡❢t ♣❛rt✱ t❤❡ ▼❱ ✭Σ▼❱✮ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ▲❆ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❱✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❆❱ ✭Σ❆❱✮ t❤❡ ▲❱
❢r♦♠ t❤❡ ❆❆✳ ❩②❣♦t❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ✈❛❧✈❡s ✐♥ ♦♣❡♥ ✭❚❱✱ ▼❱✮ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ ✭P❱✱
❆❱✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❛s ❢♦r t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ✇❡ ❞❡✈✐s❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛✐♠❡❞ ❛t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t t♦ ♦♣❡♥✴❝❧♦s❡ t❤❡ ✈❛❧✈❡s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t



✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ✶✼✺

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ▲❛♣❧❛❝❡✲❇❡❧tr❛♠✐ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞
❡①♣❧♦✐t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❧♦s❡st✲♣♦✐♥t ❞✐st❛♥❝❡✳

✭❛✮ Γ❘❍t ✭❜✮ Γ▲❍t

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❲❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✿ ∂Ωt ≡ Γt = Γ❘❍t ∪ Γ▲❍t ✿ ✭❛✮ Γ❘❍t = Γ❙✉♣❱❈ ∪
Γ■♥❢❱❈ ∪

(⋃5
i=1 Γ

P❆rti
)
∪ Γ✇✱❘❍t ❀ ✭❜✮ Γ▲❍t =

(⋃5
i=1 Γ

P❱❡✐♥i
)
∪ Γ❆❆t ∪ Γ✇✱▲❍t ✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ■♠♠❡rs❡❞ ✈❛❧✈❡s ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❣❡♦♠❡tr②✿ Σ❚❱✱ ΣP❱✱ Σ▼❱✱ Σ❆❱✳



✶✼✻ ✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr② t❤❛t ✏♠✐♠✐❝s✑ ❛ ♣❛rt ✭r✐❣❤t ♦r ❧❡❢t✮ ♦❢ t❤❡

❤✉♠❛♥ ❤❡❛rt✳

✼✳✷✳ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣

❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t dΓ t♦ ❜❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❡♥❞♦❝❛r❞✐✉♠ Γt

❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ▲❍ ❝❛s❡✱ ❤❡r❡ ✇❡ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♠♦r❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞
s✐♥❝❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✐t ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✈❛♥✐s❤ ♦♥ t❤❡ r✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ▼❱ ❛♥❞ ❚❱✱
✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❘❍ ❛♥❞ ▲❍ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡♣✲
❛r❛t❡❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❘❍ ❛♥❞ ▲❍ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✿

d̂Γ =

{
d̂❘❍Γ ♦♥ Γ̂❘❍ × (0, Tf ),

d̂▲❍Γ ♦♥ Γ̂▲❍ × (0, Tf ).
✭✼✳✶✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t d̂kH
Γ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt ♦❢

t❤❡ ❤❡❛rt kH✱ ✇✐t❤ kH = RH, LH❀ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ✭▲❍
❛♥❞ ❘❍✮✳ ❲❡ t❤✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❤❡❛rt ❣❡♦♠❡tr② Ω̂kH ✕ ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹
✕ ✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r② Γ̂kH ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥ Γ̂k✐♥ ✱ t❤❡ ❛tr✐✉♠ Γ̂k❆ ✱ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝❧❡
Γ̂k❱ ✱ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ tr❛❝t Γ̂k❖ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥ Γ̂k♦✉t ✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤✐s ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❘❍ ❛♥❞ ▲❍
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✶✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❡♥❛❡ ❝❛✈❛❡ ✐♥ t❤❡ ❘❍ ❛♥❞
t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s s❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▲❍❀ t❤❡ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ❛rt❡r② ✐♥ t❤❡ ❘❍ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❆ ✐♥ t❤❡ ▲❍✳ ❚❤❡



✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ✶✼✼

■❞❡❛❧✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ❘❍ ▲❍

Γ̂kH Γ̂RH Γ̂LH

Γ̂kA Γ̂RA Γ̂LA

Γ̂kV Γ̂RV Γ̂LV

Γ̂kO Γ̂PT Γ̂AA

Γ̂kin Γ̂❙✉♣❱❈ ∪ Γ̂■♥❢❱❈
⋃5

i=1 Γ̂
P❱❡✐♥i

Γ̂kout
⋃5

i=1 Γ̂
P❆rti Γ̂AA

γ̂kring (Γ̂RA ∩ Γ̂RV) ∪ (Γ̂RV ∩ Γ̂PT) (Γ̂LA ∩ Γ̂LV) ∪ (Γ̂LV ∩ Γ̂AA)

❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ ❆♥❛❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡

❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ❘❍ ❛♥❞ ▲❍✳

❛tr✐✉♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❘❆ ❛♥❞ ▲❆✱ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝❧❡ t❤❡ ❘❱ ❛♥❞ ▲❱✱ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ tr❛❝t t❤❡
P❚ ❛♥❞ t❤❡ ❆❆✱ ✐♥ t❤❡ ❘❍ ❛♥❞ ▲❍ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝❧❡ d̂
kV
❞❛t✉♠ ♦♥ Γ̂k❱ × (0, Tf ) ✐s

❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✈✐❛ ✐♠❛❣❡s ❞❛t❛ ♦r ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ❊▼
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡str✐❝t❡❞ ♦♥ ✐ts ❡♥❞♦❝❛r❞✐✉♠ ✭❛s ✇❡ ❞♦ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣❛rt kH ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt ❛s

d̂
kH
Γ (x̂, t) = d̂kV(x̂, t) + d̂kA(x̂, t), ♦♥ Γ̂kH × (0, Tf ), ✭✼✳✷✮

❜❡✐♥❣

❼ d̂kV ♦♥ Γ̂kH × (0, Tf ) t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝❧❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♦♥ Γ̂kH ✿

d̂kV(x̂, t) =

{
d̂
kV
❞❛t✉♠(x̂, t) ♦♥ Γ̂k❱ × (0, Tf ),

d̂∗(x̂, t) ♦♥ Γ̂kH \ Γ̂k❱ × (0, Tf ),
✭✼✳✸✮



✶✼✽ ✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt

✇✐t❤ d̂∗ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❛♣❧❛❝❡✲❇❡❧tr❛♠✐ ♣r♦❜❧❡♠✿

−∆Γ̂d̂✯ = 0 ♦♥ Γ̂kH \
(
Γ̂k❱ ∪ Γ̂k✐♥

)
× (0, Tf ), ✭✼✳✹❛✮

d̂✯ = d̂
kV
❞❛t✉♠ ♦♥ γ̂kr✐♥❣ × (0, Tf ), ✭✼✳✹❜✮

d̂✯ = 0 ♦♥ ∂Γ̂k✐♥ × (0, Tf ), ✭✼✳✹❝✮

❜❡✐♥❣ γ̂kring = Γ̂kV ∩ Γ̂kA ✱ ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✳

❼ d̂kA ♦♥ Γ̂kH × (0, Tf ) t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❛tr✐❛❧ ♠♦t✐♦♥✳

✼✳✷✳✶✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❛tr✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

❚♦ ♠♦❞❡❧ d̂kA ✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

d̂kA(x̂, t) = ϕ̂kA(x̂)êkA
G (x̂)gkA(t) ♦♥ Γ̂kH , ✭✼✳✺✮

❜❡✐♥❣ ϕ̂kA(x̂) ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ♦♥ Γ̂kA ❛♥❞ s♠♦♦t❤❧② ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♦♥
Γ̂kin ∪ Γ̂kV ∪ Γ̂kO ∪ Γ̂kout ❀ ê

kA
G t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❛tr✐❛❧ ❝❡♥t❡r ♦❢

♠❛ss ❛♥❞ gkA(t) t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t gkA ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❛✉❝❤②✬s
♣r♦❜❧❡♠✿ 




dgkA(t)

dt
=

ΦkA(t)

BkA(t)
, t ∈ (0, Tf ),

gkA(0) = gkA0 ,

✭✼✳✻✮

❜❡✐♥❣

BkA(t) =

∮

Γ
kH
t

ϕkA(x)ek❆
● (x) · n dx, AkA(t) =

∮

Γ
kH
t

∂

∂t

(
dk❱(x, t)

)
· n dx, ✭✼✳✼✮

ΦkA(t) =
dV kH(t)

dt
−AkA(t) =

dV kA(t)

dt
+

dV k❱(t)

dt
+

dV k❖(t)

dt
−AkA(t). ✭✼✳✽✮

■♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✽✮✱ V kH(t) = |ΩkH
t | ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭▲❍ ♦r ❘❍✮✱

✇✐t❤ V kH(t) = V kA(t)+V kV(t)+V kO(t)✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ t❤❡ ❛tr✐✉♠✱ ✈❡♥tr✐❝❧❡ ❛♥❞
♦✉t✢♦✇ tr❛❝t✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ▲❍ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✮✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ V kV ❛♥❞ V kO ✇❡ s♦❧✈❡ ❛
♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❧✐❢t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ✉s✐♥❣ ❛s ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞❛t✉♠ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❜♦✉♥❞❛r② d̂kV ❀ ❢♦r t❤❡ ❛tr✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ s❡t

V kA(t) = V kA
0D (t), ✭✼✳✾✮

❜❡✐♥❣ V kA
0D (t) t❤❡ ❛tr✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✵❉ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ r❡♠❛r❦

t❤❛t ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡✲❤❡❛rt ❣❡♦♠❡tr②✱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❘❆ ❛♥❞ ▲❆ ♠❛② ♦❝❝✉r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛ ♣r♦♣❡r ❝♦♥t❛❝t



✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ✶✼✾

♠♦❞❡❧ ❛♠♦♥❣ ❛tr✐❛✬s ✇❛❧❧s✳

✼✳✷✳✷✳ ❇✐✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ❊▼ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❜✐✈❡♥tr✐❝✉❧❛r
✭❇✐❱✮ ❣❡♦♠❡tr② ✭✐✳❡✳ ❘❱ ❛♥❞ ▲❱✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✷✵✹❪✳ ❊❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣② ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼♦♥♦❞♦♠❛✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✾✺❪ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛r t❡♥ ❚✉ss❝❤❡r✲
P❛♥✜❧♦✈ ✐♦♥✐❝ ♠♦❞❡❧ ❬✷✺✺❪✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ t✐ss✉❡ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✈✐❛ ❛♥
❛❝t✐✈❡ str❡ss ❛♣♣r♦❛❝❤✿ t❤❡ ✜rst P✐♦❧❛✲❑✐r❝❤❤♦✛ str❡ss t❡♥s♦r ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ♣❛s✲
s✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ♦rt❤♦tr♦♣✐❝ ❛❝t✐✈❡ str❡ss✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡
t✐ss✉❡ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ●✉❝❝✐♦♥❡ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✶✶✷❪❀ s✉❜❝❡❧❧✉✲
❧❛r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❆◆◆s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❘❉◗✷✵✲▼❋
♠♦❞❡❧ ❬✷✷✶❪✳ ❲❡ s❡t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❘♦❜✐♥✲t②♣❡ ❇❈s ❛t t❤❡ ❡♣✐❝❛r❞✐✉♠ ❛♥❞ ✇❡ ✐♠♣♦s❡
❡♥❡r❣②✲❝♦♥s✐st❡♥t ❇❈s ❬✷✷✷❪ ♦♥ t❤❡ r✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❚❱✱ P❱✱ ▼❱ ❛♥❞ ❆❱✳ ❋✐❜❡rs ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❜② ❉♦st❡ ❡t ❛❧✳ ❬✼✽✱ ✷✵✸❪✳ ❚❤❡ ✸❉
❇✐❱ ❊▼ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ✵❉ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r s②st❡♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❋♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ✉s❡ ❧✐♥❡❛r ❋❊ ❢♦r t❤❡ s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❝♦❛rs❡r
❣r✐❞ ❢♦r t❤❡ ❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ❛ ✜♥❡r ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r
r❡s♦❧✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ❛♥❞ ✇❡ ❡♠♣❧♦② ❛♥ ✐♥t❡r❣r✐❞ tr❛♥s❢❡r ♦♣❡r❛t♦r ❬✷✷✾❪
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥❡st❡❞ ❣r✐❞s✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❊▼ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ s❡❣r❡❣❛t❡❞✲
✐♥t❡r❣r✐❞✲st❛❣❣❡r❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✷✸❪✳ ❋♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s
♠♦❞❡❧ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❬✷✵✹✱ ✷✷✸✱ ✷✷✹❪✳

❲❡ r❡♣♦rt ♦✉r ❊▼ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❇✐❱ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✱ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② ❛ ❝❧✐♣ ♦♥ t❤❡ ❛♣✐❝♦✲❜❛s❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞
r❡str✐❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥❞♦❝❛r❞✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝❧❡s✿ ✇❛❧❧s ♦❢ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝❧❡s ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥
✭Γ̂❘❱✱ Γ̂▲❱✮✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ♦♥ Γ̂❘❱ × (0, Tf ) ❛♥❞ Γ̂▲❱ × (0, Tf ) r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✇❡ ❤❛✈❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡♥♦t❡❞ ❛s d̂kV

datum✳

❲❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt❝②❝❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✳ ❖♥ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝❧❡s✱
t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s t❤❡ ❊▼ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❞♦❝❛r❞✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❇✐❱
❣❡♦♠❡tr②✳ ❖♥ t❤❡ ❛tr✐❛ ❛♥❞ ♦✉t✢♦✇ tr❛❝ts✱ ✐t ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♦✉r ♥♦✈❡❧ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❲❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✷✮ ✐♥st❡❛❞
♦❢ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✺✮✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ♠♦r❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✈✉❧❛r ♣❧❛♥❡✿ ✇❡
❜❡tt❡r ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❧♦✇❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❚❱ ❛♥❞ ▼❱✱ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧t
✇❡ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧❡ ▲❍ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ r❡♣♦rt ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✻
t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ ❘❆✱ ❘❱✱ P❚✱ ▲❆✱ ▲❱ ❛♥❞ ❆❆✳



✶✽✵ ✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ❱♦❧✉♠❡s ♦❢ ❘❆✱ ❘❱✱ P❚ ✭t♦♣✮✱ ▲❆✱ ❘❱✱ ❆❆ ✭❜♦tt♦♠✮✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❇✐❱ ❣❡♦♠❡tr② ❞✉r✐♥❣ s②st♦❧❡ ✭❝✉rr❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮✳

❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✿ ❛ ❝❧✐♣ ✐♥ t❤❡ ❛♣✐❝♦✲❜❛s❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥❀ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✿ t❤❡ ❊▼ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

r❡str✐❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇✐❱ ❡♥❞♦❝❛r❞✐✉♠✱ ✐✳❡✳ ♦♥ Γ̂RV
t ❛♥❞ Γ̂RV

t ✳



✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ✶✽✶

✭❛✮ t = 0 s ✭❜✮ t = 0.2 s ✭❝✮ t = 0.4 s

✭❞✮ t = 0.6 s ✭❡✮ t = 0.8 s ✭❢✮ t = 1 s

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❇✐❱ ❣❡♦♠❡tr② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳



✶✽✷ ✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt

✭❛✮ t = 0 s ✭❜✮ t = 0.2 s

✭❝✮ t = 0.4 s ✭❞✮ t = 0.6 s

✭❡✮ t = 0.8 s ✭❢✮ t = 1 s

❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✿ ❲❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❜♦✉♥❞❛r② ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt✲

❜❡❛t✳



✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ✶✽✸

❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✿ ❚❤❡ ✸❉✲✵❉ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧

s②st❡♠✐❝ ❛♥❞ ♣✉❧♠♦♥❛r② ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✳

✼✳✸✳ ❚❤❡ ✸❉✲✵❉ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❝♦✉✲

♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✸❉ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✵❉
❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✸❉ ❛♥❞ t❤❡ ✵❉ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡
✸❉ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✼✮ ❛♥❞ ✇❡ ♣r❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❈s ♦♥ t❤❡ ✐♥❧❡t✱
♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❞♦♠❛✐♥✿

σ(u, p)n = −p■◆✱❘❍n ♦♥
(
Γ❙✉♣❱❈ ∪ Γ■♥❢❱❈

)
× (0, Tf ), ✭✼✳✶✵❛✮

σ(u, p)n = −p❖❯❚✱❘❍n ♦♥ ΓP❆rti × (0, Tf ), i = 1, . . . , 5, ✭✼✳✶✵❜✮



✶✽✹ ✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt

σ(u, p)n = −p■◆✱▲❍n ♦♥ ΓP❱❡✐♥i × (0, Tf ), i = 1, . . . , 5, ✭✼✳✶✵❝✮

σ(u, p)n = −p❖❯❚✱▲❍n ♦♥ Γ❆❆t × (0, Tf ), ✭✼✳✶✵❞✮

d = dΓ ♦♥ Γ✇t × (0, Tf ), ✭✼✳✶✵❡✮

❜❡✐♥❣ p■◆✱❘❍(t)✱ p❖❯❚✱❘❍(t)✱ p■◆✱▲❍(t)✱ p❖❯❚✱▲❍(t) t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♣r❡ss✉r❡ t♦ ❜❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞
❛t ✐♥❧❡t ❛♥❞ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❘❍ ❛♥❞ ▲❍ s❡❝t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ ❛❧❧
t❤❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❇❈s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❜❛❝❦✢♦✇ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ t♦ ✇❡❛❦❧② ♣❡♥❛❧✐③❡ t❤❡ r❡✈❡rs❡
✢♦✇ ❬✸✷❪ ❛♥❞ ✇❡ tr❡❛t t❤❡ ♥❡✇ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡
◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ❬✸✻❪✱ s♦ ✐♥ ♦✉r s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡✱ ✐♥ ❛ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t ❢❛s❤✐♦♥✳

❇② r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✸ ❛♥❞ ✼✳✾✱ t♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✱
✇❡ r❡♠♦✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✵❉ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧ t❤♦s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡
✸❉ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ ♥❛♠❡❧② ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✸✶❛✮✱ ✭✹✳✸✶❜✮✱ ✭✹✳✸✶❝✮✱ ✭✹✳✸✶❞✮✱ ✭✹✳✸✷❛✮✱ ✭✹✳✸✷❜✮✱
✭✹✳✸✷❝✮✱ ✭✹✳✸✷❞✮✱ ✭✹✳✸✸❛✮✱ ✭✹✳✸✸❜✮✱ ✭✹✳✸✸❝✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✸❞✮✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❡ ✸❉
❛♥❞ ✵❉ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ✢♦✇r❛t❡s ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡s
♦♥ t❤❡ ✏❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❝❤♦♣♣❡❞✑ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✐✳❡✳ ✐♥❧❡t ❛♥❞ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✸❉ ✇❤♦❧❡
❤❡❛rt ❞♦♠❛✐♥✳ ❘❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ♣r❡ss✉r❡s ②✐❡❧❞s✿

p■◆✱❘❍(t) = p✐♥❘❆(t), ✭✼✳✶✶❛✮

p❖❯❚✱❘❍(t) = pP❯▲❆❘ (t), ✭✼✳✶✶❜✮

p■◆✱▲❍(t) = p✐♥▲❆(t), ✭✼✳✶✶❝✮

p❖❯❚✱▲❍(t) = p❙❨❙❆❘ (t), ✭✼✳✶✶❞✮

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ✢♦✇r❛t❡s✿

Q❙❨❙
❱❊◆(t) = −Q❙❨❙✱ ✸❉

❱❊◆ (t) =

∫

Γ❙✉♣❱❈∪Γ■♥❢❱❈

(
u(x, t)− uALE(x, t)

)
· n(x, t) dx, ✭✼✳✶✷❛✮

QP❱(t) = Q✸❉
P❚(t) =

∫
⋃5

i=1 Γ
P❆rti

(
u(x, t)− uALE(x, t)

)
· n(x, t) dx, ✭✼✳✶✷❜✮

QP❯▲
❱❊◆(t) = −QP❯▲✱ ✸❉

❱❊◆ (t) =

∫
⋃5

i=1 Γ
P❱❡✐♥i
t

(
u(x, t)− uALE(x, t)

)
· n(x, t) dx, ✭✼✳✶✷❝✮

Q❆❱(t) = Q✸❉
❆❆(t) =

∫

Γ❆❆t

(
u(x, t)− uALE(x, t)

)
· n(x, t) dx. ✭✼✳✶✷❞✮

■♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✼✳✶✶❛✮ ❛♥❞ ✭✼✳✶✶❝✮✱ ✇❡ s❡t t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥❧❡ts s❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❘❍ ❛♥❞ ▲❍ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❧❡t ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❛tr✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❊q✉❛✲
t✐♦♥s ✭✹✳✸✶❥✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✶❧✮✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡s ❞♦✇♥✇✐♥❞ t❤❡ ✏❙❨❙✲❱❊◆✑ ❛♥❞ ✏P❯▲✲❱❊◆✑
❘▲❈ s②st❡♠s ✇❡r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛s p❘❆ ❛♥❞ p▲❆ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s
❝♦♥t❡①t t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r❡ss✉r❡s t♦ ❜❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ✸❉
❞♦♠❛✐♥✱ t❤✉s ✇❡ r❡♥❛♠❡ t❤❡♠ ❛s p✐♥❘❆ ❛♥❞ p✐♥▲❆✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵✿ ■♥t❡r❢❛❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳

❜② s♦❧✈✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✸✶❥✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✶❧✮ ❢♦r p❘❆ ❛♥❞ p▲❆ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦

p✐♥❘❆(t) = p❙❨❙❱❊◆(t)−R❙❨❙
❱❊◆Q

❙❨❙✱ ✸❉
❱❊◆ (t)− L❙❨❙❱❊◆

dQ❙❨❙✱ ✸❉
❱❊◆ (t)

dt
, ✭✼✳✶✸❛✮

p✐♥▲❆(t) = pP❯▲❱❊◆(t)−RP❯▲
❱❊◆Q

P❯▲✱ ✸❉
❱❊◆ (t)− LP❯▲❱❊◆

dQP❯▲✱ ✸❉
❱❊◆ (t)

dt
. ✭✼✳✶✸❜✮

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✼✳✶✷❜✮ ❛♥❞ ✭✼✳✶✷❞✮✱ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡s QP❱(t) ❛♥❞ Q❆❱(t) ✐♥ t❤❡
✵❉ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦✉t❧❡t ✢♦✇r❛t❡ ❛t t❤❡ P❚ s❡❝t✐♦♥s ✭♦♥

⋃5
i=1 Γ

P❆rti
t ✮ ❛♥❞ ❆❆

s❡❝t✐♦♥ ✭♦♥ Γ❆❆t ✮ ✐♥ ♦✉r ✸❉ ♠♦❞❡❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡♠ ❜② Q✸❉
P❚(t) ❛♥❞ Q✸❉

❆❆(t)
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✵❉ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✵❉ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❢♦r ❛♥② t ∈ (0, Tf )✿

dp❙❨❙❆❘ (t)

dt
=

1

C❙❨❙
❆❘

(
Q✸❉
❆❆(t)−Q❙❨❙

❆❘ (t)
)
, ✭✼✳✶✹❛✮

dp❙❨❙❱❊◆(t)

dt
=

1

C❙❨❙
❱❊◆

(
Q❙❨❙
❆❘ (t)−Q❙❨❙✱ ✸❉

❱❊◆ (t)
)
, ✭✼✳✶✹❜✮
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dpP❯▲❆❘ (t)

dt
=

1

CP❯▲
❆❘

(
Q✸❉
P❚(t)−QP❯▲

❆❘ (t)
)
, ✭✼✳✶✹❝✮

dpP❯▲❱❊◆(t)

dt
=

1

CP❯▲
❱❊◆

(
QP❯▲
❆❘ (t)−Q❱❊◆✱ ✸❉

P❯▲ (t)
)
, ✭✼✳✶✹❞✮

dQ❙❨❙
❆❘ (t)

dt
=
R❙❨❙
❆❘

L❙❨❙❆❘

(
−Q❙❨❙

❆❘ (t)− p❙❨❙❱❊◆(t)− p❙❨❙❆❘ (t)

R❙❨❙
❆❘

)
, ✭✼✳✶✹❡✮

dQP❯▲
❆❘ (t)

dt
=
RP❯▲
❆❘

LP❯▲❆❘

(
−QP❯▲

❆❘ (t)− pP❯▲❱❊◆(t)− pP❯▲❆❘ (t)

RP❯▲
❆❘

)
, ✭✼✳✶✹❢✮

s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞

p✐♥▲❆(t) = pP❯▲❱❊◆(t)−RP❯▲
❱❊◆Q

P❯▲✱ ✸❉
❱❊◆ (t)− LP❯▲❱❊◆

dQP❯▲✱ ✸❉
❱❊◆ (t)

dt
, ✭✼✳✶✺❛✮

p✐♥❘❆(t) = p❙❨❙❱❊◆(t)−R❙❨❙
❱❊◆Q

❙❨❙✱ ✸❉
❱❊◆ (t)− L❙❨❙❱❊◆

dQ❙❨❙✱ ✸❉
❱❊◆ (t)

dt
. ✭✼✳✶✺❜✮

❲❡ ❣❛t❤❡r t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✼✳✶✹✮ ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r c(t) = (p❙❨❙❆❘ (t), p❙❨❙❱❊◆(t),
pP❯▲❆❘ (t), pP❯▲❱❊◆(t), Q

❙❨❙
❆❘ (t), QP❯▲

❆❘ (t))T ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✶✺✮ ✐♥ ❛ ✈❡❝✲
t♦r c̃(t) = (p✐♥▲❆(t), p

✐♥
❘❆(t))

T ✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✶✹✮
❛♥❞ ✭✼✳✶✺✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦rs r(t, c(t)(t)) ❛♥❞ r̃(t, c(t))✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞
✵❉ ♠♦❞❡❧✱ ❡♥r✐❝❤❡❞ ✇✐t❤ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠ ❛s

dc(t)

dt
= r(t, c(t)) t ∈ (0, Tf ), ✭✼✳✶✻❛✮

c̃(t) = r̃(t, c(t)) t ∈ (0, Tf ), ✭✼✳✶✻❜✮

c(0) = c0. ✭✼✳✶✻❝✮

◆♦t❡ t❤❛t✱ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❍ ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✾✮✮✱ t❤❡ r✐❣❤t
❤❛♥❞ s✐❞❡ r ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ❛♥②♠♦r❡ ❢r♦♠ c̃ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ t❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦✇
s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ✸❉✲✵❉ ♣r♦❜❧❡♠

❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❡t ♦❢ ✸❉✲✵❉ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

ρ
∂̂u

∂̂t
+ ρ

((
u− u❆▲❊

)
· ∇
)
u

−∇ · σ(u, p)

+
R❚❱

ε❚❱
δΣ❚❱,ε❚❱u+

RP❱

εP❱
δΣP❱,εP❱u

+
R▼❱

ε▼❱
δΣ▼❱,ε▼❱u+

R❆❱

ε❆❱
δΣ❆❱,ε❆❱u = 0 ✐♥ Ωt × (0, Tf ), ✭✼✳✶✼❛✮
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∇ · u = 0 ✐♥ Ωt × (0, Tf ), ✭✼✳✶✼❜✮

σ(u, p)n = −p✐♥❘❆n ♦♥
(
Γ❙✉♣❱❈ ∪ Γ■♥❢❱❈

)
× (0, Tf ), ✭✼✳✶✼❝✮

σ(u, p)n = −pP❯▲❆❘ ni ♦♥ ΓP❆rti × (0, Tf ), i = 1, . . . , 5, ✭✼✳✶✼❞✮

σ(u, p)n = −p✐♥▲❆ni ♦♥ ΓP❱❡✐♥i × (0, Tf ), i = 1, . . . , 5, ✭✼✳✶✼❡✮

σ(u, p)n = −p❙❨❙❆❘ n ♦♥ Γ❆❆t × (0, Tf ), ✭✼✳✶✼❢✮

u = uΓ = ∂tdΓ ♦♥ Γ✇t × (0, Tf ), ✭✼✳✶✼❣✮

u = 0 ✐♥ Ω0 × {0}, ✭✼✳✶✼❤✮

x = x̂+ d̂ = At(x̂) ✭✼✳✶✼✐✮

−∇ ·
(
K∇d̂

)
= 0 ✐♥ Ω̂, ✭✼✳✶✼❥✮

d̂ = d̂Γ ♦♥ Γ̂, ✭✼✳✶✼❦✮

u❆▲❊ =

(
∂d̂

∂t

)
◦ d̂−1, ✭✼✳✶✼❧✮

dc(t)

dt
= r(t, c(t)) ❢♦r t ∈ (0, Tf ), ✭✼✳✶✼♠✮

c̃(t) = r̃(t, c(t)) ❢♦r t ∈ (0, Tf ), ✭✼✳✶✼♥✮

c = c0 ❢♦r t = 0. ✭✼✳✶✼♦✮

✼✳✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✶✼✮
❛r❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ❈❤❛♣✲
t❡r ✻✱ ✇❡ ❡♥❢♦r❝❡ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✶✷✮ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ ✢♦✇r❛t❡s ✐♥ t❤❡ ✸❉ ♣r♦❜❧❡♠ ✈✐❛ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦♥ t❤❡
✐♥❧❡t✴♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈✐❛
✈♦❧✉♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❤✐♥❣✐♥❣ ✉♣♦♥ ❛ ♠❛ss ❜❛❧❛♥❝❡ ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✷✷✮ ❛♥❞ ✭✻✳✷✹✮✮✳

❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛✲♣r✐♦r✐✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛❧s♦
t❤❡ ❝❤❛♠❜❡rs ✈♦❧✉♠❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡s ✈✐❛ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛❧❧♦✇s
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ st❡♣ ✇✐t❤♦✉t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥② ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
❡rr♦r✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ ❜② ❞❡♥♦t✐♥❣ ✇✐t❤ Q(tn) ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ✢♦✇r❛t❡ t♦ ❜❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞
❛t ❛ ❣❡♥❡r✐❝ s❡❝t✐♦♥ Γn ❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ st❡♣ n✱ ❛♥❞ ❜② V̇ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡
✈♦❧✉♠❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt❜❡❛t✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✈✐❛ ✈♦❧✉♠❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ②✐❡❧❞s

Q(tn) = −V̇ (tn). ✭✼✳✶✽✮

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✶✷✮ ✈✐❛ t❤❡ ♥♦r♠❛❧
r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s✱ ❛t ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ st❡♣ n✱ st✐❧❧ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②



✶✽✽ ✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt

✐s t♦ ✉s❡ ❛ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ Q(tn) ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐ts❡❧❢ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ✈✐❛ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② uh

n✳ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ s✉❜✲✐t❡r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✸❉
❛♥❞ ✵❉ ♣r♦❜❧❡♠s ✉♥t✐❧ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t♦r
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡s ❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜✐t❡r❛t✐♦♥s ⑤Q(k)(tn)−
Q(k−1)(tn)| < TOL✮ ❬✷✶✶❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❜✉r❞❡♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s
❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ t✇♦ s✉❜✐t❡r❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ❞♦✉❜❧❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❛❞♦♣t ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t tr❡❛t♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡ ❛t t✐♠❡ st❡♣
tn ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t✐♠❡ st❡♣ tn−1 ❛s✿

Q(tn) ≈
∫

Γn−1

(
uh

n−1 − u
h,❆▲❊
n−1

)
· n dx. ✭✼✳✶✾✮

❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❧❡❛❞s ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ t✐♠❡ st❡♣ ❛❧r❡❛❞② r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ✸❉
✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t✱ ❛s ∆t → 0✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✭✼✳✶✽✮ ❛♥❞ ✭✼✳✶✾✮ ❜❡❝♦♠❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r ♥♦✇ t♦
r❡❧② ♦♥ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✈✐❛ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦

❼ ♠❛❦❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ t♦ ❛❞❞r❡ss ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❝❡♥❛r✐♦s✿ t❤❡
✢♦✇r❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛❧❧♦✇s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ✈❛❧✈✉❧❛r ✐♥s✉✣✲
❝✐❡♥❝② ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✳✷✮✳
❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❛r❡ ❢❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ✵❉ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✢♦✇r❛t❡ ❛❧✲
r❡❛❞②✱ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛ss ❜❛❧❛♥❝❡ ✭❡①♣r❡ss❡❞ ❢♦r
❤❡❛❧t❤② ✈❛❧✈❡s✮❀

❼ ♠❛❦❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ t♦✇❛r❞s ♣♦ss✐❜❧❡ ❋❙■ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✿ s✐♥❝❡ ✐♥
❛ ❋❙■ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❛♥❞ t❤✉s
❛❧s♦ t❤❡ ❆▲❊ ✈❡❧♦❝✐t②✮✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✭❛t ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ st❡♣✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧
✈❡❧♦❝✐t② ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ♦♥❧② ✈✐❛❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶✱ ✇❡ r❡♣♦rt ❛ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❛t❡❣② ❛♠♦♥❣ t❤❡
✸❉ ❣❡♦♠❡tr✐❝✱ ✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✸❉ ❈❋❉ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt✳ ❚❤❡ ✈❛❧✈❡s
♦♣❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❥✉♠♣ ❛❝r♦ss t❤❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❝❧♦s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✢♦✇ ✐s
r❡✈❡rs❡ ♦♥ t❤❡✐r s❡❝t✐♦♥s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✱ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡ ❛t t❤❡
✈❛❧✈❡ s❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ✈♦❧✉♠❡s✳ ❉✐✛❡r❡♥t❧②
❢r♦♠ t❤❡ ▲❍ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✶✾✮ ❛♥❞ t❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠
✏❋❧♦✇r❛t❡s✑ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✻✮ r❡❞✉❝❡s ❤❡r❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❱ ❛♥❞ ▲❱ ✈♦❧✉♠❡s
t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s t♦ ❞❡t❡❝t ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs❡❞ ✢♦✇ ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ✈❛❧✈❡s✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡s ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♣r♦❜❧❡♠ ✭r❡❞ ❜♦①✮✳



✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ✶✽✾

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶✿ ❈♦✉♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛♠♦♥❣ ✸❉ ❣❡♦♠❡tr✐❝✱ ✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✸❉ ❈❋❉ ♣r♦❜✲

❧❡♠s ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ♠♦❞❡❧ ❛t t✐♠❡ st❡♣ n+ 1 ✭s❡❣r❡❣❛t❡❞ s❝❤❡♠❡✮✳



✶✾✵ ✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt

Rk ❬❦❣✴✭♠2·s✮❪ εk ❬♠♠❪ h ❬♠♠❪ ❝❡❧❧s ❉❖❋s ✭P1 − P1✮
♠✐♥ ❛✈❣ ♠❛① u p t♦t❛❧

104 ✶ ✵✳✸✻ ✶✳✺✾ ✻✳✹✹ ✶✬✷✺✺✬✹✺✻ ✻✸✻✬✾✷✼ ✷✶✷✬✸✵✾ ✽✹✾✬✷✸✻

❚❛❜❧❡ ✼✳✷✿ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷✿ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤ str❛t❡❣②✿ ✭❛✮ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝♦❧♦r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♠❡s❤ s✐③❡ h❀ ✭❜✮ ✜♥❛❧ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt✳

✼✳✺✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

❲❡ ❝❛rr② ♦✉t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ♠❡s❤ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡
❩②❣♦t❡ ❙♦❧✐❞ ✸❉ ❤❡❛rt ♠♦❞❡❧ ❬✶✸✸❪✳ ❚♦ ♣r❡♣r♦❝❡ss t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡
♠❡s❤✱ ✇❡ ✉s❡ vmtk ❬✷✵❪ ❛♥❞ t❤❡ t♦♦❧s r❡❝❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✽✺❪✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ s✉r❢❛❝❡
♠❡s❤❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭❘❆✱ ❘❱✱ P❚✱ ▲❆✱ ▲❱ ❛♥❞ ❆❆✮ s❡♣❛r❛t❡❧② ✇✐t❤
❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤ s✐③❡✱ r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ ♥❡❛r t❤❡ ✈❛❧✈❡s ❛♥❞ ✇❤❡r❡✈❡r t❤❡ s♠❛❧❧
❝✉r✈❛t✉r❡ r❡q✉✐r❡s ❛ ❜❡tt❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✭❛s ❢♦r t❤❡
❛✉r✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ ❘❆ ❛♥❞ ▲❆ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❘❱ ❜❡❧♦✇ t❤❡ P❚✮✳ ❲❡ ❞✐s♣❧❛② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷❛
t❤❡ s✐① s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❝♦❧♦✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❡s❤ s✐③❡ ✇❡ s❡t✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡
♠❡s❤ s✐③❡ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ▲❛♣❧❛❝❡✲❇❡❧tr❛♠✐ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞
♦♥ ❝❧♦s❡st✲♣♦✐♥t ❞✐st❛♥❝❡s ❬✽✺❪✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤
❛ ✈♦❧✉♠❡✲❡❧❡♠❡♥t✲❢❛❝t♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✾ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ s✉❜♠❡s❤❡s t♦ ❣❡t t❤❡ ✜♥❛❧
✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ♠❡s❤ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷❜✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✇❡ r❡♣♦rt ❝❧✐♣s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
♠❡s❤ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✸✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛❧s♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥ts ♥❡❛r t❤❡ ✈❛❧✈❡s✳



✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ✶✾✶

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✸✿ ❈❧✐♣s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❛ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥ts ♥❡❛r t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝

✈❛❧✈❡s✳



✶✾✷ ✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt

❋♦r t❤❡ ❘■■❙ ♠❡t❤♦❞✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ❬✽✻✱ ✶✵✵❪✱ ✇❡ s❡t Rk = 104 ❦❣✴✭♠2·s✮ ❛♥❞
εk = 10−3 ♠ ❛♥❞ ✇✐t❤ k = TV, PV, MV, AV✳ ❲❡ ✉s❡ ❛s t✐♠❡ st❡♣ s✐③❡ ∆t = 5 · 10−4

s✳ ❲❡ st❛rt ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ③❡r♦ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ u0 = 0 ❛♥❞ ✇❡ s❡t
❧✐♥❡❛r ❋❊ s♣❛❝❡s ❢♦r ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡s ✭P1 − P1✮✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✷ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❝❡❧❧s ❛♥❞
❉❖❋s ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❋❊s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ lifex ✐♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧
❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ✹✹ ❝♦r❡s✶✳ ❲❡ ❝❛rr② ♦✉t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t✇♦ ❤❡❛rt❜❡❛ts ♦❢
♣❡r✐♦❞ THB = 1 s ✭Tf = 2 s✮ ❛♥❞ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❡❛rt❜❡❛t t♦
r❡♠♦✈❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ③❡r♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲❡ s❤✐❢t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❡❛rt❜❡❛t ✐♥ t❤❡
t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ (0, THB)✳ ❚❤❡ ❈P❯ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t ✶✵
❞❛②s✳

❲❡ r❡♣♦rt t❤❡ ♣r❡ss✉r❡s ❛♥❞ ✢♦✇r❛t❡s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❛♥❞ ✵❉ ♠♦❞❡❧s ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✹ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t ❛♥❞ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❧❡❢t ✭r❡❞✮
❤❡❛rt✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♣r❡ss✉r❡ p ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s
✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛r❞✐❛❝ ❝❤❛♠❜❡r ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✺❛❀ t❤❡ st❛t✉s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❛r❞✐❛❝ ✈❛❧✈❡ ✐s ✐♥st❡❛❞
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✺❜✿ ❛ ✈❛❧✈❡ ✐s ❢✉❧❧② ♦♣❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❡q✉❛❧ t♦
♦♥❡❀ ✈✐❝❡✈❡rs❛ ✐t ✐s ❢✉❧❧② ❝❧♦s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ③❡r♦✳

❲❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ❢r♦♥t ❛♥❞ r❡❛r ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡
✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✼✳✶✻ ❛♥❞ ✼✳✶✼ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
♦♥ ❛ ❝❧✐♣ ✐♥ t❤❡ ❛♣✐❝♦ ❜❛s❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥ ❤❡❛rt ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥ tr❛♥s♣❛r❡♥❝②
✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✼✳✶✽ ❛♥❞ ✼✳✶✾✳ ❋♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ✇❡ ✉s❡
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦r❜❛rs t♦ ❜❡tt❡r ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ r✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ✢♦✇s ✭❜❧✉❡
r✐❣❤t✱ r❡❞ ❧❡❢t✮✳ ❲❡ st❛rt ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡♥❞ ❞✐❛st♦❧❡❀ t❤❡
❚❱ ❛♥❞ ▼❱ ❝❧♦s❡s ✇❤❡♥ r❡✈❡rs❡ ✢♦✇ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡✐r s❡❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ V̇RV < 0
❛♥❞ V̇LV < 0 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❡❥❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ P❱ ❛♥❞ ❆❱
✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✉♣✇✐♥❞ t❤❡ ✈❛❧✈❡s ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞♦✇♥✐♥❞ ✭pRV❃pPT
❛♥❞ pLV❃pAA✮✳ ❆s t❤❡ ❡❥❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ st❛rts✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ ❥❡ts ❢r♦♠ t❤❡ ❘❱ t♦
t❤❡ P❚ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❱ t♦ t❤❡ ❆❆✳ ❲❡ r❡♣♦rt t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ✈❛❧✈❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✵
❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s Ωk

t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❛✢❡ts ♦❢ t❤❡
✈❛❧✈❡ k✿

uk(t) =
1

|Ωk
t |

∫

Ωk
t

u(x, t) dx, with k = TV,PV,MV,AV. ✭✼✳✷✵✮

❲❡ ♠❡❛s✉r❡ ❛ ♣❡❛❦ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ P❱ ❛♥❞ ❆❱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ 1.12 ♠✴s ❛♥❞ 1.48
♠✴s✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥ ❤❡❛❧t❤② s✉❜❥❡❝ts✿ ✐♥
❬✶✵❪✱ ✐t ✐s r❡♣♦rt❡❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ P❱ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 0.8− 1.2 ♠✴s❀ ✐♥ ❬✶✺❪✱
✐t ✐s r❡♣♦rt❡❞ t❤❡ ❆❱ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥✲✈✐✈♦ ✇✐t❤ ❉♦♣♣❧❡r ❡❝❤♦❝❛r❞✐♦❣r❛♣❤ ✐♥ ❛
♥♦r♠❛❧ s✉❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡② ♠❡❛s✉r❡❞ ❛ ♣❡❛❦ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✳✸ ♠✴s❀ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st✉❞② ♦❢ ❬✷✼✷❪ ✇❤❡r❡ ❋❙■ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❍ ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱ t❤❡②

✶◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✐❍❊❆❘❚ ✭▲❡♥♦✈♦ ❙❘✾✺✵ ✽ ① ✷✹✲❈♦r❡ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥
P❧❛t✐♥✉♠ ✽✶✻✵✱ ✷✶✵✵ ▼❍③ ❛♥❞ ✶✳✼❚❇ ❘❆▼✮ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ▼❖❳✱ ❉✐♣❛rt✐♠❡♥t♦ ❞✐ ▼❛t❡♠❛t✐❝❛✱ P♦❧✐t❡❝✲
♥✐❝♦ ❞✐ ▼✐❧❛♥♦



✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ✶✾✸

♠❡❛s✉r❡ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ♣❡❛❦ ✐♥ ❆❱ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✳✺ ♠✴s✳ ❚❤❡ ✐♥tr❛✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ♣r❡ss✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s
❞✉r✐♥❣ s②st♦❧❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❧❛r❣❡r ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡ ▲❱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❘❱✿ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ ✾✼ ♠♠❍❣ ❛♥❞ ✶✶✽ ♠❍❣ ❛t t❤❡ s②st♦❧✐❝ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t
❛♥❞ ❧❡❢t ✈❡♥tr✐❝❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
❝❧✐♥✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬✹✻✱ ✷✹✺❪❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❡❛rt ✇❡ ❣❡t t♦♦ ❧❛r❣❡ ♣r❡ss✉r❡
✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ♠♦r❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♠✐❣❤t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r✐❣❤t
✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ♣r❡ss✉r❡ ❛❢t❡r ❛ ❢✉rt❤❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣r❡ss✉r❡s ♠❛② ❜❡ ❛❧s♦ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ t♦♦ ❢❛st ❡❥❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤✉s ❛ r❡❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ♠✐❣❤t
❜❡ ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡ P❱ ❛♥❞ ❆❱ ❝❧♦s❡❞ ✇❤❡♥ V̇RV > 0 ❛♥❞ V̇LV > 0❀ t❤❡ ✜❧❧✐♥❣ ♣❤❛s❡
❜❡❣✐♥s ❛s pRA❃pRV ❛♥❞ pLA❃pLV✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❚❱ ❛♥❞ ▼❱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✜❧❧✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❘❆ r❡❝❡✐✈❡s ❜❧♦♦❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡♥❛❡ ❝❛✈❛❡ ❛♥❞
✐t ✜❧❧s t❤❡ ❘❱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❚❱ ♦r✐✜❝❡❀ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ♦①②❣❡♥❛t❡❞ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇s
✐♥ t❤❡ ▲❆ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ▲❱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼❱ ♦r✐✜❝❡✳ ❚❤❡
✐♥tr❛✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ♣r❡ss✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞✱ ❛s ❢♦r s②st♦❧❡✱ t❤❡ ▲❍ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❤✐❣❤❡r
♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❘❍✳ ❚❤❡ ❞✐❛st♦❧❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢
t❤❡ ❤❡❛rt ❜② t✇♦ ✇❛✈❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❊✲✇❛✈❡ ❛♥❞ ❆✲✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✇❛✈❡s
✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ▲❍✿ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✵✱ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✸✵ ♠✴s ✭❊✮ ❛♥❞ ✵✳✷✵ ♠✴s ✭❆✮ ✐♥ t❤❡ ❚❱❀ ✵✳✾✷ ♠✴s ✭❊✮ ❛♥❞ ✵✳✺ ♠✴s ✭❆✮ ✐♥
t❤❡ ▼❱✳

❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✵✮ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞
❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❡❛rt❜❡❛t ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✶ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② Ek(t)
✐♥ t❤❡ ❘❆✱ ❘❱ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ▲❆✱ ▲❱ ✭❜♦tt♦♠✮✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❡❥❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❱ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ▲❱✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱
t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❞✐❛st♦❧❡✱ ❜❡✐♥❣
t❤❡ ▲❱ t❤❡ ♣❛rt ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ Ek✳ ❈♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ❚❱ ❛♥❞
▼❱✱ ❞✐❛st♦❧❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t✇♦ ❡♥❡r❣② ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r ❝❤❛♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt ✐♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊✲✇❛✈❡ ❛♥❞ ❆✲✇❛✈❡✳



✶✾✹ ✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt

✭❛✮ Pr❡ss✉r❡s

✭❜✮ ❋❧♦✇r❛t❡s

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✹✿ ■♥t❡r❢❛❝❡s ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✸❉ ❛♥❞ ✵❉ ♠♦❞❡❧s✿ ✭❛✮ ♣r❡ss✉r❡s❀

✭❜✮ ✢♦✇r❛t❡s✳



✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ✶✾✺

✭❛✮ Pr❡ss✉r❡s

✭❜✮ ❱❛❧✈❡s st❛t✉s

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✺✿ ❆✈❡r❛❣❡❞✲♣r❡ss✉r❡s ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s ✐♥ ❘❆✱ ❘❱✱ P❚✱ ▲❆✱ ▲❱✱ ❆❆ ❛♥❞

✈❛❧✈❡s st❛t✉s✳



✶✾✻ ✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt

✭❛✮ t = 0 s ✭❜✮ t = 0.125 s ✭❝✮ t = 0.25 s

✭❞✮ t = 0.375 s ✭❡✮ t = 0.5 s ✭❢✮ t = 0.625 s

✭❣✮ t = 0.75 s ✭❤✮ t = 0.875 s ✭✐✮ t = 1.0 s

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✻✿ ❱♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✭❢r♦♥t ✈✐❡✇✮✳



✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ✶✾✼

✭❛✮ t = 0 s ✭❜✮ t = 0.125 s ✭❝✮ t = 0.25 s

✭❞✮ t = 0.375 s ✭❡✮ t = 0.5 s ✭❢✮ t = 0.625 s

✭❣✮ t = 0.75 s ✭❤✮ t = 0.875 s ✭✐✮ t = 1.0 s

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✼✿ ❱♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✭r❡❛r ✈✐❡✇✮✳



✶✾✽ ✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt

✭❛✮ t = 0 s ✭❜✮ t = 0.125 s ✭❝✮ t = 0.25 s

✭❞✮ t = 0.375 s ✭❡✮ t = 0.5 s ✭❢✮ t = 0.625 s

✭❣✮ t = 0.75 s ✭❤✮ t = 0.875 s ✭✐✮ t = 1.0 s

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✽✿ Pr❡ss✉r❡ ✭❢r♦♥t ✈✐❡✇✮✳



✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ✶✾✾

✭❛✮ t = 0 s ✭❜✮ t = 0.125 s ✭❝✮ t = 0.25 s

✭❞✮ t = 0.375 s ✭❡✮ t = 0.5 s ✭❢✮ t = 0.625 s

✭❣✮ t = 0.75 s ✭❤✮ t = 0.875 s ✭✐✮ t = 1.0 s

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✾✿ Pr❡ss✉r❡ ✭r❡❛r ✈✐❡✇✮✳



✷✵✵ ✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✵✿ ❆✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ✈❛❧✈❡s ❧❡❛✢❡ts

❞✉r✐♥❣ ❛ ❤❡❛rt ❝②❝❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✶✿ ❚✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❘❆✱ ❘❱ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ▲❆✱ ▲❱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❞✉r✐♥❣ ❛

❤❡❛rt ❝②❝❧❡✳



✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ✷✵✶

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❧✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ❛♣✐❝♦✲❜❛s❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t②
∇×u ♦♥ t❤❡ s❧✐❝❡✬s ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛s ✇❡ ❞✐s♣❧❛② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✷✳ ■♥ t❤❡ ▲❍✱ ✇❡ r❡❝✲
♦❣♥✐③❡ t❤❡ r✐♥❣ ✈♦rt❡① ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥✿ t❤❡ s❤❡❛r ❧❛②❡rs r♦❧❧ ♦♥ t❤❡ ▼❱
❧❡❛✢❡ts✱ ❡♥t❡r ✐♥ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ❝❛✈✐t② ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ✏❖✑ s❤❛♣❡❞ ✈♦rt❡①✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱
t❤❡ ✢♦✇ r♦t❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛♥t❡r✐♦r ❧❡❛✢❡t✱ ❝♦✉♥t❡r❝❧♦❝❦✇✐s❡
✉♥❞❡r t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♦♥❡✳ ❚❤✐s ♣❛tt❡r♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ▲❍ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ✐♥✲✈✐✈♦ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢
t❤❡ ❤❡❛rt✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ✇❡❛❦❡r ✢♦✇ ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❘❱✱ ✇✐t❤ s❤❡❛r ❧❛②❡rs r♦❧❧✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❧❡❛✢❡ts ♦❢ t❤❡ ❚❱✳ ❆s s❤❡❛r ❧❛②❡rs r♦❧❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛♥t❡r✐♦r ❧❡❛✢❡t✱ t❤❡ ✢♦✇ st❛rts
r♦t❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❀ ✈✐❝❡✈❡rs❛✱ ♦♥ t❤❡ ♣♦st❡r ❧❡❛✢❡t✱ t❤❡ ✢♦✇ r♦t❛t❡s
❝♦✉♥t❡r❝❧♦❝❦✇✐s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ▲❍✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ ♠✐tr❛❧ ❥❡t
r❡❛❝❤❡s t❤❡ ▲❱ ❛♣❡①✱ t❤❡ r✐❣❤t ✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ✢♦✇ ✐s ✇❡❛❦❡r ❛♥❞ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦r✲
t❡① ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❘❱✳ ❖✉r ✜♥❞✐♥❣s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ✢♦✇s
❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✷✽✵❪✱ ✇❤❡r❡ ❈❋❉ ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♦❧❡ ❘❱ ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳

❚♦ ❜❡tt❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♠❜❡rs✱ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡
❡♥str♦♣❤② S ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✸✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ✐t ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✶✮
❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❡❛rt ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡ ♣❧♦t ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❡✈✐❞❡♥t ❞✉r✐♥❣
❞✐❛st♦❧❡✿ t❤❡ ▲❆ ❛♥❞ ▲❱ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❧❛r❣❡r ✈♦rt✐❝✐t② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss✐✲
♣❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❘❆ ❛♥❞ ❘❱✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡❛r❧② ❞✐❛st♦❧✐❝ ✢♦✇ s❤♦✇s ❛ s✐♠✐❧❛r
♣❛tt❡r♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈♦rt❡① ❢♦r♠❛t✐♦♥❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ✜❧❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❛❞✈❛♥❝❡s✱ t❤❡ r✐❣❤t
✈♦rt❡① ✐s ✇❡❛❦❡r ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❡r ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❘❱✱ ❜r❡❛❦✐♥❣ ✉♣ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝❧❡ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜② ❝♦♠♣❛r✲
✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ S ✐♥ t❤❡ ❛tr✐❛✱ t❤❡ ▲❆ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❧❛r❣❡r ❡♥str♦♣❤② ✈❛❧✉❡s
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐♥❣ ✈♦rt✐❝❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ❛♥❞ ✐♠♣❛❝t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛tr✐❛❧ ❝❤❛♠❜❡r✳ ❲❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡s❡ ♣❛tt❡r♥s ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✺ ❢♦r ❜♦t❤ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❛s ✇❡
r❡♣♦rt ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✹✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ❘❆✿
s❤❡❛r ❧❛②❡rs ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ✈❡♥❛❡ ❝❛✈❛❡✱ ❡♥t❡r ✐♥ t❤❡ ❛tr✐✉♠✱ ❜✉t t❤❡ ✢♦✇ ✐s t❤❡♥ ✏s✉❝❦❡❞✑
❜② t❤❡ ❘❱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❚❱ ✇✐t❤♦✉t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ♦❢ s❤❡❛r ❧❛②❡rs✳



✷✵✷ ✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt

✭❛✮ ▲❍

✭❜✮ ❘❍

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✷✿ ❙❧✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ❛♣✐❝♦✲❜❛s❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦❧♦r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭♣♦✐♥t✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤❡ r❡❛❞❡r✮ ✇✐t❤

✷❉ ❣❧②♣❤s ♦r✐❡♥t❡❞ ❛♥❞ s❝❛❧❡❞ ❛s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❙♥❛♣s❤♦ts ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥ ❞✐❛st♦❧❡ ❛t t✐♠❡s

t = 0.60 s✱ t = 0.62 s✱ t = 0.65 s✱ t = 0.72 s✳ ✭❛✮ ▲❍❀ ✭❜✮ ❘❍✳



✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ✷✵✸

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✸✿ ❊♥str♦♣❤② ✐♥ ❘❆✱ ❘❱ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ▲❆✱ ▲❱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❤❡❛rt ❝②❝❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✹✿ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣❧❛♥❡s ✇✐t❤ ✷❉

❣❧②♣❤s✿ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛ ♣❧❛♥❡ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s❀ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❛ s❧✐❝❡

✐♥ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ❛♣✐❝♦✲❜❛s❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈❡♥❛❡ ❝❛✈❛❡✳ ❙♥❛♣s❤♦t

❛❝q✉✐r❡❞ ❛t t = 0.7 s✳



✷✵✹ ✼⑤ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt

✼✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

■♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❤❡❛rt ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦st t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❛ s✐♥❣❧❡ ❤❡❛rt❜❡❛t
✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✺ ❞❛②s ♦♥ ❛ ♠❡s❤ ♠❛❞❡ ♦❢ ✽✺✵❑ ❉❖❋s ✭❧✐♥❡❛r ❋❊✮ ✇✐t❤ ✹✹ ❝♦r❡s✳ ❲❡
s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝ ❤❡❛rt ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✱ ✇❤❡♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
✇✐t❤ ❞❛t❛ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡❞
✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ✢♦✇ ♣❛tt❡r♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡tt❡r
❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♠♦r❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡s ♦♥ t❤❡
r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt✳ ❆ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡
r❡s✐st❛♥❝❡s✱ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❀ t❤✉s✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t
❛ ♣r♦♣❡r s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞② ♠❛② ❤❡❧♣ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❢✉rt❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✱ ✇❡ ❧✐st s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉t✉r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s
s❡♥s❡✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡✇ ❛tt❡♠♣ts
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ✜rst ✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✸❉ ❈❋❉ ✐s ❛❧s♦ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝✐r❝✉✲
❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s ❛ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛r❞✐♦❝✐r❝✉❧❛t♦r② s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❤❡❛rt ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ✸❉✱ ✇✐t❤ ♠♦t✐♦♥ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣
❛❧s♦ ❢♦r ❝❛r❞✐❛❝ ✈❛❧✈❡s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡✳



✷✵✺

✽⑤ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❝❛rr② ♦✉t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❤❡❛rt ❣❡♦♠❡tr② ❜② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ❛✛❡❝t ❝❛r❞✐❛❝ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s✿
tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧✲t✉r❜✉❧❡♥t ❜❧♦♦❞ ✢♦✇s✱ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❝❛r❞✐❛❝ ✈❛❧✈❡s ❛♥❞ ♠✉t✉❛❧ ✐♥✢✉✲
❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❜❧♦♦❞ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✳

❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧✲✢♦✇ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❝❛r❞✐❛❝ ✢♦✇s ❛♥❞ t♦ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s
❡q✉❛t✐♦♥s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥ts✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ r❡s✐❞✉❛❧✲❜❛s❡❞ str♦♥❣❧②
❝♦♥s✐st❡♥t st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ ❙tr❡❛♠❧✐♥❡✲❯♣✇✐♥❞ P❡tr♦✈✲●❛❧❡r❦✐♥
✭❙❯P●✮ ❛♥❞ t❤❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ✲ ▲❛r❣❡ ❊❞❞② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❱▼❙✲▲❊❙✮ ♠❡t❤♦❞✳
❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛❧s♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▲❊❙ ♣❛r❛❞✐❣♠✳ ◆✉✲
♠❡r✐❝❛❧ ❝♦❞❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❚❛②❧♦r✲●r❡❡♥ ❱♦rt❡① ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣r♦❜❧❡♠✮
❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✭t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❋♦♦❞ ❛♥❞ ❉r✉❣
❆❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥✱ ❋❉❆✮ s❤♦✇❡❞ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛✱ ✐♥ ❡✐t❤❡r ❧❛♠✐♥❛r ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t ❝❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡ ✐♥
t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❝❛s❡ ✇❛s r❡❧❛t❡❞ ✐♥ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❥❡t ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♣♦s✐t✐♦♥✿ ✇❡
❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣
s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳

❲✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞✲
❡❧s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭❆◆◆s✮✳ ❆s ❛
♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ s✐♠♣❧❡r ❝❛s❡ ♦❢ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥✲
t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✈✐❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❯P● st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✳ ❆ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✱ ❢♦r♠✉❧❛s
t❤❛t ❡♥s✉r❡ ♥♦❞❛❧❧② ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ✶❉ ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥❧②✱ ❛♥❞ ❢♦r
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥❡ t✐♣✐❝❛❧❧② ❤❛s t♦ r❡❧② ♦♥ s♦♠❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡
❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❖✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ ✶❉ ❛♥❞ ✷❉ t❡st ❝❛s❡s s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ str❛t❡❣②
❜❛s❡❞ ♦♥ ❆◆◆s ♣r♦❞✉❝❡❞ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ❡♥✈✐s✐♦♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤✐s ♣r♦♠✐s✐♥❣ t♦♦❧ t♦ ❧❡❛r♥
t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❙❯P●



✷✵✻ ✽⑤ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❛♥❞ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞✱ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢
❛ ❤❡❛❧t❤② ❧❡❢t ❛tr✐✉♠✳ ❲❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ❛ ✈❡r② ✜♥❡ ♠❡s❤ ❛♥❞ ✇❡
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❝♦❛rs❡r ❣r✐❞ ❧❡✈❡❧s ✇✐t❤ ❙❯P● ❛♥❞ ❱▼❙✲▲❊❙
♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐❢ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✜♥❡ ♠❡s❤❡s ✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s
❛r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐❢ ❝♦❛rs❡ ❡♥♦✉❣❤ ♠❡s❤❡s
✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧✲✢♦✇ r❡❣✐♠❡
❛♥❞ ❝②❝❧❡✲t♦✲❝②❝❧❡ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙❯P● ♠❡t❤♦❞✱ s✉❣❣❡st✐♥❣
❤❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ✐❢ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳

❖♥❝❡ ✇❡ ❛ss❡ss❡❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❝❛r❞✐❛❝ ✢♦✇s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛tr✐✉♠ ❢♦r ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱
❡✐t❤❡r ✐♥ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❛tr✐❛❧
✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❛t❤♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✈✐❛ ❛ ✈♦❧✉♠❡✲❜❛s❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛♥❞
✇❡ ♠♦❞❡❧❡❞ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛tr✐❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✐❧✐t② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛tr✐❛❧ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧②
t✉♥✐♥❣ ❛ ✵❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r s②st❡♠✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛tr✐❛❧ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥
❝❛✉s❡❞ ❛ s❧♦✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇✱ ✈♦rt✐❝✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ ❜❧♦♦❞
st❛s✐s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❛✉r✐❝❧❡✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛❧s♦ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛ ❧❛r❣❡ ✇❛s❤♦✉t r❡❞✉❝t✐♦♥✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ ✐♥✲✈✐✈♦ ❞❛t❛ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❜✐♦♠❛r❦❡rs
❛♥❞ ✢♦✇ ♣❛tt❡r♥s ♦♥ ❤❡❛❧t❤② ❛♥❞ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝ ❝❛s❡s✳

❲❡ t❤❡♥ ❡①t❡♥❞ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ❛♥❞✱ ✜♥❛❧❧②✱ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt✳ ❲❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❡①t❡♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ✭♦r ❧❡❢t✱ ♦r r✐❣❤t✮ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ✇❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛tr✐❛ ✭♦r ❛tr✐✉♠✮ ✈✐❛ ❛ ✈♦❧✉♠❡✲❜❛s❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱
t❤❡ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ♦♥❡✲✇❛② ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝❧❡✭s✮ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡
t♦ ❛ ♠✉❧t✐♣❤②s✐❝s s②st❡♠✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇✐t❤
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ✕ ❛s ✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛ ✕ ❛♥❞ t❤✉s✱ ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧s♦ t♦ ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ st✉❞✐❡s✳ ❲❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❤❡❛rt ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦✉r ✸❉ ♠✉❧t✐♣❤②s✐❝s
❈❋❉ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ✵❉ ❧✉♠♣❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ ❛ ❤❡❛❧t❤② ❧❡❢t ❤❡❛rt ♠❛t❝❤
❝❧✐♥✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥ ✈✐✈♦ ✇✐t❤ ❤❡❛❧t❤② s✉❜❥❡❝ts✳ ❋❧♦✇r❛t❡s✱ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ♣r❡ss✉r❡s
❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❛s t❤❡ ❊❆ r❛t✐♦ ❛r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ✐♥✲✈✐✈♦ ❞❛t❛✱ ❛♥❞
t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦rr❡❝t❧② ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✈♦rt✐❝❛❧
str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❤❡❛rt✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ♠✐tr❛❧
r❡❣✉r❣✐t❛t✐♦♥✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤♦❧♦❣② ✐♥❞✐❝❛t♦rs✳

❲❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ r❡s❡❛r❝❤ t♦♣✐❝ st✐❧❧ ❛t ✐♥❢❛♥❝②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
♠❡t❤♦❞s ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s r❡♣r❡s❡♥t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡✇ ❛tt❡♠♣ts ✐♥ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝
❝♦♠♠✉♥✐t② t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ❤✉❣❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts
❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡✱ ♠♦r❡ ❛❝❝✉✲
r❛t❡ ❛♥❞ ❧❡ss ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♠♦r❡
♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ✈❡♥tr✐❝❧❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡



✽⑤ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✷✵✼

♣✉❧♠♦♥❛r② tr✉♥❦✱ ❛s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t♦♦ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt✳ ❲❡
❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ♠✐❣❤t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛❢t❡r ❛ ❢✉rt❤❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✲
❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣r❡ss✉r❡s ♠❛② ❜❡ ❛❧s♦ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛
t♦♦ ❢❛st ❡❥❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠✐❣❤t ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❣❡t ♠♦r❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❤❛❡♠♦❞②✲
♥❛♠✐❝ r❡s✉❧ts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt
✇♦✉❧❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ❝♦♥tr❛❝t✐❧✐t② ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛❧❧♦✇ t♦ r❡❧❛①
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✇❡ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ❛tr✐❛❧ ♠♦t✐♦♥ ❬✹✹✱ ✷✵✷❪✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✇❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝s✲❜❛s❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❞♦♠❛✐♥✱ ❤❡♥❝❡ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❛ ❦✐♥❡♠❛t✐❝
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣❤②s✐❝s✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝
❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ✈❛❧✈❡s ❛r❡
❝❧♦s❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ t❤❡ ✐s♦✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt ❝②❝❧❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✷✺✾❪✱ ✇❡ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♣❡♥❛❧t② t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✐♥tr❛✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ♣r❡ss✉r❡
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐s♦✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡s✳

❆ ❝r✉❝✐❛❧ ❛s♣❡❝t ✐♥ ✐♥ ✈✐tr♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt ✐s t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ✐♠❛❣❡s
❞❛t❛✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r
❜❡♥❝❤♠❛r❦ t❡st ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❋❉❆✱ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❋❉ ❤❡❛rt ♠♦❞❡❧ ❜② ❝♦♠♣❛r✲
✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ t❡♠♣❧❛t❡ ❧❡❢t ❤❡❛rt ❣❡♦♠❡tr② ❛❣❛✐♥st
♠❛❝r♦ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❛♥❞ ✢♦✇ ♣❛tt❡r♥s ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥✲✈✐✈♦ ✐♥ ❤❡❛❧t❤② s✉❜❥❡❝ts✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♠♦r❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ✈❛❧✲
✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ♣❛t✐❡♥t s♣❡❝✐✜❝
❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❣❛✐♥st ✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐r❡❞ ♦♥
t❤❡ s❛♠❡ ♣❛t✐❡♥t ✭❛s ✹❉ ✢♦✇ ▼❘■✮✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ✲ t✉r✲
❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞
❡①t❡♥❞ t❤❡ str❛t❡❣② ❞❡✈✐s❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❆◆◆s t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ r❡❛❧✐st✐❝ ❝❛s❡s✱ ❛s
❧❡❛r♥✐♥❣ s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ▲❊❙ ♠❡t❤♦❞s ♦r✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞✱
♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛r♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦r ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ✜♥❡✲s❝❛❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ r❡q✉✐r❡s ❛ s♠❛❧❧ t✐♠❡ st❡♣ ❞✉r✐♥❣ s②st♦❧❡✱
t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt❜❡❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❧❛r❣❡r ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ ❡♥✈✐s✐♦♥ t❤❛t
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ❛ ❝❛r❞✐❛❝ ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛♥
❛❞❛♣t✐✈❡ t✐♠❡✲❛❞✈❛♥❝✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❛❞❛♣t✐✈✐t② ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ✉s❡ ❛
❧❛r❣❡r t✐♠❡ st❡♣ ✐♥ ❞✐❛st♦❧❡ ✇❤✐❧❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧ t✐♠❡ st❡♣ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ s②st♦❧❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡❡♠ t❤❛t t❤❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧ r♦✉t✐♥❡ ♠✐❣❤t t❛❦❡ ❢✉❧❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❝❛r❞✐❛❝ ❤✐❣❤✲
✜❞❡❧✐t② ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐❢ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ ❝❧✐♥✐❝✐❛♥s ✐♥
✏r❡❛❧ t✐♠❡✑✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ r❡❞✉❝❡❞✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❝❛r❞✐❛❝
❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ✕ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛s ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♠♦♥❣ ♣❛t✐❡♥ts ✕
♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ t♦♦❧ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡r❛♣❡✉t✐❝s✳
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❬✶❪ ❯❘▲ ❤tt♣s✿✴✴❜✐t❜✉❝❦❡t.♦r❣✴❧✐❢❡✈✲❞❡✈✴❧✐❢❡✈✲r❡❧❡❛s❡✴✇✐❦✐✴❍♦♠❡✳

❬✷❪ ❯❘▲ ❤tt♣s✿✴✴❣✐t❧❛❜.❝♦♠✴❛❧❜❡rt♦③✐♥❣❛r♦✴❛♥♥✲s✉♣❣✳

❬✸❪ ❯❘▲ ❤tt♣s✿✴✴❝♦♠♠❧❛❜.✉✈.❡s✴r❡♣♦s✐t♦r②✴✳

❬✹❪ ❯❘▲ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇.❞❡❛❧✐✐.♦r❣✴✳

❬✺❪ ❯❘▲ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇.❢❞❛.❣♦✈✴s❝✐❡♥❝❡✲r❡s❡❛r❝❤✴s❝✐❡♥❝❡✲❛♥❞✲r❡s❡❛r❝❤✲
s♣❡❝✐❛❧✲t♦♣✐❝s✴❝r✐t✐❝❛❧✲♣❛t❤✲✐♥✐t✐❛t✐✈❡✳

❬✻❪ ❯❘▲ ❤tt♣s✿✴✴❧✐❢❡①.❣✐t❧❛❜.✐♦✴✳

❬✼❪ ❯❘▲ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇.✸④❉⑥s.❝♦♠✴♣r♦❞✉❝ts✲s❡r✈✐❝❡s✴s✐♠✉❧✐❛✴s♦❧✉t✐♦♥s✴
❧✐❢❡✲s❝✐❡♥❝❡s✲❤❡❛❧t❤❝❛r❡✴t❤❡✲❧✐✈✐♥❣✲❤❡❛rt✲♣r♦❥❡❝t✴✳

❬✽❪ ❯❘▲ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇.♣❛r❛✈✐❡✇.♦r❣✴❲✐❦✐✴P✈P②t❤♦♥❴❛♥❞❴P✈❇❛t❝❤✳

❬✾❪ ❯❘▲ ❤tt♣s✿✴✴❣✐t❧❛❜.❝♦♠✴❛❧❜❡rt♦③✐♥❣❛r♦✴❝❢❞✲♠❡s❤✳

❬✶✵❪ ❯❘▲ ❤tt♣s✿✴✴✶✷✸s♦♥♦❣r❛♣❤②.❝♦♠✴❡❜♦♦❦✴♣✉❧♠♦♥❛r②✲❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✲t✐♠❡✲
t♦✲❡st✐♠❛t❡✲♣✉❧♠♦♥❛r②✲♣r❡ss✉r❡✳

❬✶✶❪ ❯❘▲ ❤tt♣s✿✴✴❣✐t❤✉❜.❝♦♠✴♠❛rt❡♠②❡✈✴t❡t❤❡①✳

❬✶✷❪ ❯❘▲ ❤tt♣s✿✴✴tr✐❧✐♥♦s.❣✐t❤✉❜.✐♦✳

❬✶✸❪ ❯❘▲ ❤tt♣s✿✴✴❝r✐t✐❝❛❧❡❝❤♦.❝♦♠✴t✉t♦r✐❛❧✲✻✲❛ss❡ss♠❡♥t✲♦❢✲❧✈✲
❞✐❛st♦❧✐❝✲❢✉♥❝t✐♦♥✲❛♥❞✲❢✐❧❧✐♥❣✲♣r❡ss✉r❡s✳

❬✶✹❪ ❯❘▲ ✇✇✇.✈♠t❦.♦r❣✳
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❜✉st♥❡ss ♦❢ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❝❛s❡s✿ ■♥t❡r❧❛❜♦r❛t♦r② ❋❉❆✬s ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ♠❡❞✐❝❛❧
❞❡✈✐❝❡✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱
✸✸✱ ✵✸ ✷✵✶✻✳ ❞♦✐✿ ✶✵.✶✵✵✷✴❝♥♠.✷✼✽✾✳
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❆❝r♦♥②♠s ❛♥❞ ❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s

❆❆ ❆s❝❡♥❞✐♥❣ ❆♦rt❛
❆❋ ❆tr✐❛❧ ❋✐❜r✐❧❧❛t✐♦♥
❆▲❊ ❆r❜✐tr❛r② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥
❆◆◆ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦
❛❙■▼P▲❊ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❙❡♠✐✲■♠♣❧✐❝✐t ▼❡t❤♦❞ ❢♦r Pr❡ss✉r❡ ▲✐♥❦❡❞ ❊q✉❛t✐♦♥s
❆❱ ❆♦rt✐❝ ❱❛❧✈❡
❇❈ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥
❇❉❋ ❇❛❝❦✇❛r❞ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❋♦r♠✉❧❛
❇✐❱ ❇✐✈❡♥tr✐❝✉❧❛r
❈▼❘ ❈❛r❞✐❛❝ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡
❈❋❉ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝s
❉◆❙ ❉✐r❡❝t ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
❉❖❋ ❉❡❣r❡❡ ❖❢ ❋r❡❡❞♦♠
❉P▼ ❉✐s❝r❡t❡ P❛r❝❡❧ ▼❡t❤♦❞
❉❚▼❘■ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❚❡♥s♦r ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣
❊❉❱ ❊♥❞ ❉✐❛st♦❧✐❝ ❱♦❧✉♠❡
❊❏ ❊❥❡❝t✐♦♥ ❋r❛❝t✐♦♥
❊▼ ❊❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝s
❊❙❱ ❊♥❞ ❙②st♦❧✐❝ ❱♦❧✉♠❡
❋❊ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t
❋❉ ❋✐❝t✐t✐♦✉s ❉♦♠❛✐♥
❋❉❆ ❋♦♦❞ ❛♥❞ ❉r✉❣ ❆❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥
❋❙ ❋❧♦✇ ❙t❛s✐s
❋❙■ ❋❧✉✐❞✲❙tr✉❝t✉r❡✲■♥t❡r❛❝t✐♦♥
●▼❘❊❙ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▼✐♥✐♠❛❧ ❘❡s✐❞✉❛❧
■❇ ■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r②
▲✲❇❋●❙✲❇ ▲✐♠✐t❡❞ ♠❡♠♦r② ❇r♦②❞❡♥✲❋❧❡t❝❤❡✕●♦❧❞❢❛r❜✲❙❤❛♥♥♦ ✇✐t❤ ❇♦✉♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts
▲❆ ▲❡❢t ❆tr✐✉♠
▲❆❆ ▲❡❢t ❆tr✐✉♠ ❆♣♣❡♥❞❛❣❡
▲❆❆❊❋ ▲❡❢t ❆tr✐✉♠ ❆♣♣❡♥❞❛❣❡ ❊❥❡❝t✐♦♥ ❋r❛❝t✐♦♥
▲❆❊❋ ▲❡❢t ❆tr✐✉♠ ❊❥❡❝t✐♦♥ ❋r❛❝t✐♦♥
▲❊❙ ▲❛r❣❡ ❊❞❞② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
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▲❍ ▲❡❢t ❍❡❛rt
▲❱ ▲❡❢t ❱❡♥tr✐❝❧❡
▲■❈ ▲✐♥❡ ■♥t❡❣r❛❧ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
▼▲ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣
▼❘■ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣
▼❱ ▼✐tr❛❧ ❱❛❧✈❡
◆❙ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s
❖❉❊ ❖r❞✐♥❛r② ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥
❖❙■ ❖s❝✐❧❧❛t♦r② ❙❤❡❛r ■♥❞❡①
P❉❊ P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥
P❍ P❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧
P■◆◆ P❤②s✐❝s ■♥❢♦r♠❡❞ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦
P■❙❆ Pr♦①✐♠❛❧ ■s♦✈❡❧♦❝✐t② ❙✉r❢❛❝❡ ❆r❡❛
P❚ P✉❧♠♦♥❛r② ❚r✉♥❦
P❱ P✉❧♠♦♥❛r② ❱❛❧✈❡
❘❆ ❘✐❣❤t ❆tr✐✉♠
❘❆◆❙ ❘❡②♥♦❧❞s✲❆✈❡r❛❣❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s
❘❋ ❘❡❣✉r❣✐t❛♥t ❋r❛❝t✐♦♥
❘❍ ❘✐❣❤t ❍❡❛rt
❘■■❙ ❘❡s✐st✐✈❡ ■♠♠❡rs❡❞ ■♠♣❧✐❝✐t ❙✉r❢❛❝❡
❘■❙ ❘❡s✐st✐✈❡ ■♠♠❡rs❡❞ ❙✉r❢❛❝❡
❘❘❚ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❘❡s✐❞❡♥❝❡ ❚✐♠❡
❘❚❚ ❘❡②♥♦❧❞s ❚r❛♥s♣♦rt ❚❤❡♦r❡♠
❘❱ ❘✐❣❤t ❱❡♥tr✐❝❧❡
❘❱♦❧ ❘❡❣✉r❣✐t❛♥t ❱♦❧✉♠❡
❙●❉ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ●r❛❞✐❡♥t ❉❡s❝❡♥t
❙❱ ❙tr♦❦❡ ❱♦❧✉♠❡
❙❯P● ❙tr❡❛♠❧✐♥❡ ❯♣✇✐♥❞ P❡tr♦✈ ●❛❧❡r❦✐♥
❚❆❲❙❙ ❚✐♠❡✲❆✈❡r❛❣❡❞ ❲❛❧❧ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss
❚●❱ ❚❛②❧♦r ●r❡❡♥ ❱♦rt❡①
❚❱ ❚r✐❝✉s♣✐❞ ❱❛❧✈❡
❱▼❙ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡
❲❙❙ ❲❛❧❧ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss
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▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶✳✶ ❇❧♦♦❞ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡❛rt ❛♥❛t♦♠②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷
✶✳✷ Pr❡ss✉r❡✲✈♦❧✉♠❡ ❧♦♦♣ ♦❢ t❤❡ ▲❱✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸
✶✳✸ ▲❡♦♥❛r❞♦ ❞❛ ❱✐♥❝✐✬s ❞r❛✇✐♥❣s ♦♥ ❤✐s st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ ❤❡❛rt ❛♥❛t♦♠② ❛♥❞

t❤❡ ❜❧♦♦❞ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞②✿ ✭❛✮ st✉❞② ♦♥ t❤❡ ❝♦r♦♥❛r② ✈❡ss❡❧s
❛♥❞ ❝❛r❞✐❛❝ ✈❛❧✈❡s❀ ✭❜✮ ✈♦rt✐❝❡s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦✇♥✇✐♥❞ t❤❡ ❆❱✳ ❈r❡❞✐t✿
❚❤❡ ❘♦②❛❧ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥✱ ❍❡r ▼❛❥❡st② ◗✉❡❡♥ ❊❧✐③❛❜❡t❤ ■■✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✶✳✹ ▼❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♦❢ ❈❋❉ ♦❢ ❤❡❛rt ✢♦✇s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✶✳✺ ❆♥❛❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✐r❝✉✐t ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞✲

♣❛r❛♠❡t❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r s②st❡♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
✶✳✻ ❊♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡❀ s❝❛❧❡s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t

t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✷✳✶ ▼❛♣♣✐♥❣ x = x(ξ) : K̂ → K ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t K̂ t♦ t❤❡
♣❤②s✐❝❛❧ ♦♥❡ K✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✷✳✷ ❚❤❡ ❝✉❜✐❝ ❞♦♠❛✐♥ Ω ❢♦r t❤❡ ❚●❱ ♣r♦❜❧❡♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✷✳✸ ■♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚●❱ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✾✮✿

✐s♦✕❝♦♥t♦✉rs ♦❢ x ❛♥❞ y ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✷✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉◆❙ ❞❛t❛ ❬✹✷✱ ✶✼✽❪ ✉s✐♥❣

❞✐✛❡r❡♥t ❋❊ s♣❛❝❡s✳ ❱▼❙✲▲❊❙✱ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t✱ ∆t = 2 · 10−3✱ ❇❉❋✶✱
N❡❧ = 323✳ ✭❛✮ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②❀ ✭❜✮ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉◆❙ ❞❛t❛ ❬✹✷✱ ✶✼✽❪ ✉s✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t ❣r✐❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳ Q2 ✲Q2 ❱▼❙✲▲❊❙✱ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t✱∆t = 2·10−3✱
❇❉❋✸✳ ✭❛✮ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②❀ ✭❜✮ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✻ ❱♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✷✳✼ ■s♦✲❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ Q = 0.25 ❍③2 ❝♦❧♦✉r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
✷✳✽ ❚❤❡ ❋❉❆ ♥♦③③❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✷✳✾ ❍❡①❛❡❞r❛❧ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ❋❉❆ ♥♦③③❧❡✳ ❖♥ t❤❡ t♦♣✿ ❢r♦♥t❛❧ ✈✐❡✇❀ ♦♥ t❤❡

❜♦tt♦♠✿ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤r❡❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✿ ✐♥❧❡t✱ t❤r♦❛t ❛♥❞ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥s✳ ✸✽
✷✳✶✵ ❈❛s❡ Re = 500✱ r❡s✉❧ts ♦♥ ❛ s❧✐❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥❡ ♠❡s❤ ❛t Tf = 2.0 s✳ ✭❛✮

✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡❀ ✭❜✮ ♣r❡ss✉r❡❀ ✭❝✮ s✉r❢❛❝❡ ▲■❈ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦❧♦r❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ■♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❬✶✾✼❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶



✷✹✵ ⑤ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✷✳✶✶ ❈❛s❡ Re = 500✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✭❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞
♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✭❧✐♥❡s✮ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ♠❡s❤ ❧❡✈❡❧s✳
✭❛✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②❀ ✭❜✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣✳ ▲❡❣❡♥❞ ✐♥
✭❛✮ ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❜♦t❤ s✉❜✜❣✉r❡s✳ ■♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❬✶✾✼❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✷✳✶✷ ❈❛s❡ Re = 3500✱ r❡s✉❧ts ❛t Tf = 0.5 s✳ ✭❛✮ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡❀ ✭❜✮ ♣r❡s✲
s✉r❡❀ ✭❝✮ ✐s♦✕❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦❧♦✉r❡❞ ✇✐t❤ ✈♦rt✐❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳
■♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❬✶✾✼❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✷✳✶✸ ❈❛s❡ Re = 3500✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✭❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞
♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✭❧✐♥❡s✮ ❢♦r t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐❛❧
✈❡❧♦❝✐t② ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡✳ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙
❞❛t❛ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✾✸❪ ❛♥❞ ❬✻✽❪✳ ▲❡❣❡♥❞ ✐♥ ✭❜✮ ✐s ❝♦♠♠♦♥
t♦ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✳ ■♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❬✶✾✼❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✶✹ ❈❛s❡ Re = 3500✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✭❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞
♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✭❧✐♥❡s✮ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡✿ ✭❛✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✲
✐t②❀ ✭❜✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣✳ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ❞❛t❛ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✾✸❪ ❛♥❞ ❬✻✽❪✳ ▲❡❣❡♥❞ ✐♥ ✭❛✮ ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❜♦t❤ s✉❜✜❣✉r❡s✳
■♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❬✶✾✼❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✸✳✶ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣② ✉s❡❞ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣
τ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✷ ❊rr♦r ✭✸✳✶✶✮ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❙❯P● ♠❡t❤♦❞ ✈s✳ t❤❡ st❛❜✐✲
❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r τ ❢♦r t❤❡ ✶❉ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ✇✐t❤ h = 1/20
❛♥❞ Peh = 12.5❀ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ τ̃r ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✽✮
❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡ τ ∗ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✸✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r τ ∗ ✭❢✉❧❧ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡ τ̃r ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✽✮ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛❣❛✐♥st Peh✱ ✇✐t❤ h = 1/20✳
❘❡s✉❧ts ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ✶❉ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✸✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ ❊q✳✭✸✳✶✶✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ τ ∗ ✭❢✉❧❧
❧✐♥❡✮ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ τ̃r ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ Peh ✇✐t❤ h = 1/20✳
❘❡s✉❧ts r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ✶❉ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ✳ ✺✼

✸✳✺ ❇♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s uh∗ ❛♥❞ ũh ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❙❯P● ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ♦♣t✐♠❛❧ τ ∗ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡ τ̃r ❢♦r h = 1/20
❛♥❞ r = 3✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ u ✭uh∗ ✐s
♥♦❞❛❧❧② ❡①❛❝t ❛t t❤❡ ♥♦❞❡ ✐♥ x = 0.95✮✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ✶❉
❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✸✳✻ ❙tr✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ✷❉✲❛❞✈❡❝t✐♦♥✲
❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✸✳✼ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❆◆◆ tr❛✐♥✐♥❣✿ t❛r❣❡t τ ∗ ❛❣❛✐♥st
❢❡❛t✉r❡ Peg ❝♦❧♦r❡❞ ❜② ❢❡❛t✉r❡ r = 1 ✭r❡❞✮✱ 2 ✭❜❧✉❡✮✱ ❛♥❞ 3 ✭❣r❡❡♥✮ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ h ✭✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ h ❢r♦♠ ❜♦tt♦♠ t♦
t♦♣✮ ❛s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✸✳✽ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❡❞✲❢♦r✇❛r❞ ❢✉❧❧②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❆◆◆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵



⑤ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✷✹✶

✸✳✾ ❙t❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r τANN ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❆◆◆ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡
τ̃r ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ Peg ❛♥❞ h ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❋❊ ❞❡❣r❡❡s r = 1, 2✱ ❛♥ 3 ❢♦r t❤❡
✷❉ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✶✵ ❙t❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r τANN ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❆◆◆ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡
τ̃r ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ Peg ❛♥❞ h ✇✐t❤ ❋❊ ❞❡❣r❡❡ r = 4 ❢♦r t❤❡ ✷❉ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲
❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✸✳✶✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s u ✭❜❧✉❡✮✱ ũh ✭❣r❡❡♥✮✱ ❛♥❞ uhANN ✭r❡❞✮ ♦❢ t❤❡
✷❉ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ (1− h, y) ❢♦r ❛♥② y ∈ [0, 1] ✻✸

✸✳✶✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s u ✭✸✳✶✺✮ ✭❜❧✉❡✮✱ ũh ✭❣r❡❡♥✮✱ ❛♥❞ uhANN ✭r❡❞✮
♦❢ t❤❡ ✉♥s❡❡♥ ✷❉ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ (1 − h, y)
❢♦r ❛♥② y ∈ [0, 1] ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✶✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡rr♦rs E(τ) ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✶✶✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ τANN ✭❜❧✉❡✱ ❢✉❧❧
❧✐♥❡✮ ❛♥❞ τ̃r ✭♦r❛♥❣❡✱ ❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡❡♥ ✷❉ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲
❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ u ✭✸✳✶✺✮❀ E(τ) ❛❣❛✐♥st Peg
✇✐t❤ h =

√
2/10 ❛♥❞ ❋❊ ❞❡❣r❡❡s r = 1, 2✱ ❛♥❞ 3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✹✳✶ ❉♦♠❛✐♥ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭❧❡❢t✮✱ ❆▲❊ ♠❛♣ x = At(x̂) ❛♥❞ ❞♦✲
♠❛✐♥ ✐♥ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮✳ ■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ Ωt ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Γt = ΓD

t ∪ ΓN
t ❀ Σk ✐s ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞ s✉r❢❛❝❡

♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❘■■❙ ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✹✳✷ ❆♥❛❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉✐t ❛♥❞ t❤❡ ✢✉✐❞

❞②♥❛♠✐❝s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼
✹✳✸ ❚❤❡ ✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r s②st❡♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✺✳✶ P♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❆ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ t♦rs♦✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ▲❆ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ✐♥
❣r❡❡♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❤❡❛rt✬s ❝❤❛♠❜❡rs ✐♥ r❡❞✳ ❚❤❡ ✸❉ t♦rs♦ ♠♦❞❡❧
✐s t❛❦❡♥ ❢♦r ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡♣♦s✐t♦r② ❈♦▼▼▲❛❜ ❬✸✱ ✽✽❪✳ ✽✷

✺✳✷ ❚❤❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ▲❆ ❣❡♦♠❡tr② ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r② ✐s Γt = Γ✇t ∪ Γ▼❱t ∪

(⋃4
i=1 Γ

P❱❡✐♥i
)
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✺✳✸ ❆❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✢♦✇r❛t❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥ ✭Γ▼❱t ✮ ❛♥❞ ✐♥ ❡❛❝❤
P❱ ✭ΓP❱❡✐♥i , i = 1, . . . , 4✮ ✈s✳ t✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✺✳✹ ■❞❡❛❧✐③❡❞ ▲❆ ✈♦❧✉♠❡ ✈s✳ t✐♠❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✺✳✺ ❋✉♥❝t✐♦♥ F (z) ✭✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✮ ✮ ♦♥ t❤❡ ▲❆ s✉r❢❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
✺✳✻ ▲❆ ❣❡♦♠❡tr② ❛t ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛t ❡♥❞ ❞✐❛st♦❧❡✿ t❤❡ ❝♦❧♦rs

✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
✜❡❧❞ |d|✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✺✳✼ ■♥❧❡t ✢♦✇r❛t❡s ♦♥ ΓP❱❡✐♥2 ❛♥❞ ΓP❱❡✐♥4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✺✳✽ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♠❡s❤❡s Thi

, i = 1, . . . , 3 ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ▲❆ ❣❡♦♠❡tr② ✇✐t❤ ❛ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✺✳✾ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✿ ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ |〈u〉| ♦♥ ❛ s❧✐❝❡
❝✉tt✐♥❣ t✇♦ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ✭t♦♣✲❧❡❢t✮ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✶✵ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✿ ✈♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐✲
t✉❞❡ |〈u〉| ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷



✷✹✷ ⑤ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✺✳✶✶ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✿ ✐s♦s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥ Q = 2000 ❍③2 ❝♦❧♦✉r❡❞ ❜②
♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈♦rt✐❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ |∇ × 〈u〉| ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts✳ ✾✸

✺✳✶✷ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✿ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈♦rt✐❝✐t② ♦♥ t❤❡
♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❧✐❝❡ ❝✉tt✐♥❣ t✇♦ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ✭t♦♣✲❧❡❢t✮ (∇×
〈u〉)·n✳ ❘❡s✉❧ts ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ ❊✲✇❛✈❡
✭t = 0.20 s✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✺✳✶✸ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✿ ❣❧②♣❤s ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r ❛t t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣
❞✐❛st♦❧❡ ♦♥ ❛ s❧✐❝❡ ❝♦❧♦✉r❡❞ ✇✐t❤ 〈u〉·n▼❱✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❛♠♦♥❣
t❤❡ ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ♣♦✐♥t✐♥❣ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♥♦r♠❛❧
t♦ t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✺✳✶✹ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✿ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛t t❤❡ ▼❱ s❡❝t✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡
❞✉r✐♥❣ ❞✐❛st♦❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✺✳✶✺ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✿ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ✭❲❙❙✮ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡
✐♥st❛♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✺✳✶✻ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡rs♣❡❝✲
t✐✈❡s✿ ✭❛✮ ❚❆❲❙❙✱ ✭❜✮ ❖❙■✱ ✭❝✮ ❘❘❚✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✶✼ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
❋♦✉r ❣r✐❞s ❜✉✐❧t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ♦❢ t❤❡ ▲❆ ✇✐t❤ ❛ ❢♦❝✉s ♦♥
t❤❡ ❣r✐❞ ✭✐♥ r❡❞ t❤❡ n(t)/4 ♣❛rt✐❝❧❡s ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤ ✈❡✐♥✮ ✭❧❡❢t✮✳ ❚❤❡
❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡ δ(t) ✐♥ t✐♠❡✱ ✇✐t❤ tr✐❛♥❣❧❡s✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥ts ✭❡✈❡r② ✵✳✵✺ s✮ ✭r✐❣❤t✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✺✳✶✽ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ P❛rt✐❝❧❡s ✐♥❥❡❝t❡❞ ❡✈❡r② ✵✳✵✺ s ✭✐♥ r❡❞✮ ❛r❡ ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥❧❡t ✢♦✇r❛t❡ ✭✐♥ ❜❧✉❡✮ ✭❧❡❢t✮✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ▲❆ ❞✉r✐♥❣ ✻ ❝❛r❞✐❛❝ ❝②❝❧❡s✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝②❝❧❡
♦♥❧②✳ ❲✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦✉rs✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r
❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ✭r✐❣❤t✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✺✳✶✾ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✿ ❜❧♦♦❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ▲❆ ❞✉r✐♥❣ s✐① ❤❡❛rt❜❡❛ts✱
✐♥❥❡❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r t❤❡ ✜rst ❤❡❛rt❜❡❛t ♦♥❧② ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ ✐♥❧❡t ✢♦✇r❛t❡✳ ❋r♦♠ ✭❛✮ t♦ ✭❥✮ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❝②❝❧❡✱
❢r♦♠ ✭❦✮ t♦ ✭♦✮ ♣❛rt✐❝❧❡s r❡♠❛✐♥❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤
❤❡❛rt✲❝②❝❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✺✳✷✵ ❚♦t❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② Ek(〈u〉) ✉s✐♥❣ ❙❯P● ❛♥❞ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞s ♦♥
♠❡s❤❡s Th1 ❛♥❞ Th2 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥❀ ③♦♦♠ ♦♥ t❤❡
✜rst ♣❡❛❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✺✳✷✶ ❊♥str♦♣❤② S(〈u〉) ✉s✐♥❣ ❙❯P● ❛♥❞ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ♠❡s❤❡s Th1

❛♥❞ Th2 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
✺✳✷✷ ❚♦t❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② Ek(u) ❛♥❞ ❡♥str♦♣❤② S(u) ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥

❞✉r✐♥❣ ❢♦✉r ❤❡❛rt❜❡❛ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
✺✳✷✸ ❋❧✉❝t✉❛t✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② Ekf (σu) ✉s✐♥❣ ❙❯P● ❛♥❞ ❱▼❙✲▲❊❙ ♠❡t❤♦❞s

♦♥ ♠❡s❤❡s Th1 ❛♥❞ Th2 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥❀ ③♦♦♠s ♦♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ♣❡❛❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺



⑤ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✷✹✸

✺✳✷✹ ❙♣❡❝✐✜❝ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② 1
2
ρ|σu| ♦♥ ❛ s❧✐❝❡ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡

❢♦✉r ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s ✭s❡❡ ✭❛✮✮ ❛t t✐♠❡ t = 0.25 s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s
❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ▲❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡
r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❛❝t ❛♠♦♥❣ ❥❡ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✺✳✷✺ ❚♦t❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② Ek(u) ❞✉r✐♥❣ ❢♦✉r ❤❡❛rt✲❝②❝❧❡s ✇✐t❤ ❙❯P● ❛♥❞
❱▼❙✲▲❊❙ ♦♥ Th1 ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✺✳✷✻ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ▲❆ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ Ωt ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡rs♣❡❝✲
t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Γt =

(⋃4
i=1 Γ

P❱❡✐♥i
)
∪ Γ▼❱ ∪ Γ✇t

❛♥❞ ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉t❡r s✉r❢❛❝❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❬✷✷✺❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾
✺✳✷✼ ❋✉♥❝t✐♦♥s ϕ1✱ ϕ2 ❛♥❞ ψ ♦♥ Γ✇t ✳ ■♠❛❣❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶
✺✳✷✽ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ f̂❆▲❊2

✭❝♦❧♦r❡❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✐t ✭tr❛♥s♣❛r❡♥t✮✳ ■♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
✺✳✷✾ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❩②❣♦t❡ ▼❱ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t♦ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ▲❆

❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ■♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
✺✳✸✵ ❈♦♠♣❧❡t❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦

s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ▲❆ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
✺✳✸✶ P❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ▲❆ ❛♥❞ ❘❆ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❬✷✷✺❪✳ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞

❢r♦♠ ❬✻✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺
✺✳✸✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝❛s❡s✿ ✭❛✮ V▲❆(t)❀ ✭❜✮ QP❯▲

❱❊◆(t)❀ ✭❝✮
pP❯▲❱❊◆(t)❀ ✭❞✮ p▲❱(t)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✺✳✸✸ ▲❆ ♠❡s❤ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠✲
♠❡rs❡❞ ▼❱ ✐♥ ♦♣❡♥ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ■♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✺✳✸✹ ❱♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡
✐♥st❛♥ts✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P❍ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❆❋ ✭❜♦tt♦♠✮ ❝❛s❡s✳ ❋✐❣✉r❡
❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✺✳✸✺ P❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦♥ ❛ s❧✐❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▲❆ ❛t t = 0.40
s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛tr✐❛❧ ❦✐❝❦ ✐♥ t❤❡ P❍ ❝❛s❡✮ ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❣❧②♣❤s ❞✐r❡❝t❡❞ ❛♥❞ s❝❛❧❡❞ ❛s 〈u〉✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P❍ ❛♥❞ ❆❋
❝❛s❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✺✳✸✻ ❱♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ✢♦✇ st❛s✐s✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P❍ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❆❋
✭r✐❣❤t✮ ❝❛s❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✺✳✸✼ ■s♦s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥ Q = 250Hz2 ❝♦❧♦✉r❡❞ ✇✐t❤ ♣❤❛s❡✲❛✈❡r❛❣❡❞
✈♦rt✐❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P❍
✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❆❋ ✭❜♦tt♦♠✮ ❝❛s❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✺✳✸✽ ❚❆❲❙❙ ♦♥ Ω̂ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P❍ ✭t♦♣✮
❛♥❞ ❆❋ ✭❜♦tt♦♠✮ ❝❛s❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✺✳✸✾ ❘❘❚ ♦♥ Ω̂✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P❍ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❆❋ ✭r✐❣❤t✮ ❝❛s❡s✳ ❖♥ t❤❡
❜♦tt♦♠ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ❘❘❚ ✐♥ t❤❡ ▲❆❆ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❢♦r
❜♦t❤ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝❛s❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✺✳✹✵ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❝❡❧s ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❤❡❛rt❜❡❛t ✐♥ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝❛s❡s✳ ✳ ✶✷✹
✺✳✹✶ P♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ♣❛r❝❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞

❢r♦♠ ❬✻✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹



✷✹✹ ⑤ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✺✳✹✷ P❛r❝❡❧s ✐♥ t❤❡ ▲❆ ✐♥ P❍ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ s✐① ❤❡❛rt❜❡❛ts ✐♥❥❡❝t✐♥❣ ♣❛r❝❡❧s
❢♦r t❤❡ ✜rst ❤❡❛rt❜❡❛t ♦♥❧② ✭❢r♦♠ t = 0 s t♦ t = 1 s✮ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥❧❡t ✢♦✇r❛t❡✳ ■♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✺✳✹✸ P❛r❝❡❧s ✐♥ t❤❡ ▲❆ ✐♥ ❆❋ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ s✐① ❤❡❛rt❜❡❛ts ✐♥❥❡❝t✐♥❣ ♣❛r❝❡❧s
❢♦r t❤❡ ✜rst ❤❡❛rt❜❡❛t ♦♥❧② ✭❢r♦♠ t = 0 s t♦ t = 1 s✮ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥❧❡t ✢♦✇r❛t❡✳ ■♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❬✻✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✻✳✶ ❚❤❡ ▲❍ ❣❡♦♠❡tr②✿ ✭❛✮ t❤❡ t❤r❡❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s Ωt = Ω▲❆
t ∪ Ω▲❱

t ∪ Ω❆❆
t ❀

✭❜✮ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❍ ❣❡♦♠❡tr② Γt =
(⋃5

i=1 Γ
P❱❡✐♥i

)
∪

Γ❆❆t ∪Γ✇t ❀ ✭❝✮ t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ s✉r❢❛❝❡s Σ▼❱ ❛♥❞ Σ❆❱ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡✐r
♦♣❡♥ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✮✱ ✐♥ ❜❧✉❡ t❤❡ ✐♥❧❡t ❉✐r✐❝❤❧❡t ❇❈s✱ ✐♥ r❡❞
t❤❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❇❈s ✭❢♦r ❜♦t❤ ✐♥❧❡t ❛♥❞ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥s✮ ❛♥❞ ✐♥ ❣r❡❡♥ t❤❡
❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t ✇❛❧❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✻✳✷ ❇♦✉♥❞❛r② ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❍ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t♦

♠♦❞❡❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✿ Γ̂ = Γ̂✇∪
(⋃5

i=1 Γ̂
P❱❡✐♥i

)
∪ Γ̂❆❆✱ ✇✐t❤ Γ̂✇ = Γ̂✇✱ ▲❆∪

Γ̂✇✱ ▲❱ ∪ Γ̂✇✱ ❆❆ ❛♥❞ γ̂r✐♥❣ = Γ̂✇✱ ▲❱ ∩
(
Γ̂ \ Γ̂✇✱ ▲❱

)
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✻✳✸ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❇♦①❡s ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❧✐♥❡s ✐♥ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✻✳✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✻✳✹ ❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❱✿ ✭❛✮ ▲❱ ✐♥ ✐ts r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❀ ✭❜✮✱ ✭❝✮
▲❱ ❞✉r✐♥❣ s②st♦❧❡ ❛♥❞ ❞✐❛st♦❧❡ ❝♦❧♦r❡❞ ✇✐t❤ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ✳ ✶✸✼

✻✳✺ ✶❉ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ψ̂1 ❛♥❞ ψ̂2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
✻✳✻ ❱♦❧✉♠❡s ♦❢ ▲❆✱ ▲❱ ❛♥❞ ❆❆ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t♦ Γ̂ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t d̂Γ

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✺✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶
✻✳✼ ▲❍ ❣❡♦♠❡tr② ✇❛r♣❡❞ ❜② d̂Γ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ st❡♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷
✻✳✽ ■♠♠❡rs❡❞ ✈❛❧✈❡ Σk ✇✐t❤ ✉♣✇✐♥❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥✇✐♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s ✇❤❡r❡

❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡ss✉r❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ Qk ✐s t❤❡ ✢♦✇r❛t❡ ❛❝r♦ss Σk✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸
✻✳✾ ❈❛r❞✐❛❝ ✈❛❧✈❡s ❢r♦♠ t❤❡✐r ❢✉❧❧② ❝❧♦s❡❞ t♦ t❤❡✐r ❢✉❧❧② ♦♣❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

▲❡❛✢❡ts ❛r❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t d̂Σ▼❱ ❛♥❞ d̂Σ❆❱ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸
✻✳✶✵ ✸❉✲✵❉ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✸❉ ✢✉✐❞✲❞②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ▲❍ ❛♥❞ t❤❡

✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ③♦♦♠
♦♥ t❤❡ ▲❍ ❛♥❞ ❛ s❝❤❡♠❡ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❝♦✉♣❧❡❞ str❛t❡❣②✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✻✳✶✶ ❈♦✉♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛♠♦♥❣ ✸❉ ❣❡♦♠❡tr✐❝✱ ✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✸❉ ❈❋❉ ♣r♦❜✲
❧❡♠s ❢♦r t❤❡ ▲❍ ♠♦❞❡❧ ❛t t✐♠❡ st❡♣ n ✭s❡❣r❡❣❛t❡❞ s❝❤❡♠❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

✻✳✶✷ ❚❤❡ ▲❍ ❤❡①❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤✿ ✭❛✮ t❤❡ ♠❡s❤ ♠❛❞❡ ♦❢ t❤r❡❡ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ s✉❜✲
♠❡s❤❡s ❢♦r ▲❆✱ ▲❱ ❛♥❞ ❆❆❀ ✭❜✮ ❛ ❝❧✐♣ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧
♠❡s❤ r❡✜♥❡♠❡♥t ♥❡❛r t❤❡ ▼❱ ❛♥❞ ❆❱✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

✻✳✶✸ ❋❧♦✇r❛t❡s ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡s ✭❜♦tt♦♠✮ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ✸❉✲✵❉
♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻



⑤ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✷✹✺

✻✳✶✹ ❋❧♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ✈❛❧✈❡s✳ ❚♦♣✿ ❛✈❡r✲
❛❣❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ ▲❆✱ ▲❱ ❛♥❞ ❆❆❀ ❜♦tt♦♠✿ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ▲❱ ✈♦❧✉♠❡✳
❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❥✉♠♣s ❛♠♦♥❣ ❝❤❛♠❜❡rs ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢
✈❛❧✈❡s ✭τ 0▼❱, τ

0
❆❱✮❀ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ▲❱ ✈♦❧✉♠❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs❡❞ ✢♦✇ ❛❝r♦ss t❤❡ ▼❱ ❛♥❞ t❤❡ ❆❱ s❡❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❞❡✲
✜♥❡s ✈❛❧✈❡s ❝❧♦s✐♥❣ t✐♠❡s ✭τ ∅▼❱, τ

∅
❆❱✮✳ ❆✈❡r❛❣❡ ♣r❡ss✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡rs

❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✻✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡
▲❍ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❜♦①✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

✻✳✶✺ ❈♦♠♣✉t❡❞ ▲❱ ♣r❡ss✉r❡✲✈♦❧✉♠❡ ❧♦♦♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
✻✳✶✻ ❱♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt❜❡❛t✳ ■♥

❜♦①❡s ✶✱ ✷✱ ✸ t❤❡ ✶❉ ♣❧♦t s❤♦✇s Q❆❱✱ ✐♥ ❜♦①❡s ✹✱ ✺✱ ✻ t❤❡ ▼❱ ✢♦✇r❛t❡
Q▼❱✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✻✳✶✼ Pr❡ss✉r❡ ✜❡❧❞s ♦♥ ❛ ❝❧✐♣ ✐♥ t❤❡ ▲❱ ❛♣✐❝♦✲❜❛s❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❛ ✇❤♦❧❡
❤❡❛rt❜❡❛t✳ ■♥ ❜♦①❡s ✶✱ ✷✱ ✸ t❤❡ ✶❉ ♣❧♦t s❤♦✇s Q❆❱✱ ✐♥ ❜♦①❡s ✹✱ ✺✱ ✻ t❤❡
▼❱ ✢♦✇r❛t❡ Q▼❱✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

✻✳✶✽ ❙♥❛♣s❤♦ts ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛t t❤❡ ❆❱ s❡❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ s②st♦❧❡✳ ❚❤❡ ✶❉
♣❧♦t s❤♦✇s Q❆❱✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✻✳✶✾ ▼❱ ✈❡❧♦❝✐t②✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛❝q✉✐r❡❞ t❤r♦✉❣❤
tr❛♥s✲♠✐tr❛❧ ✈❛❧✈❡ s♣❡❝tr❛❧ ❉♦♣♣❧❡r ✐♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ s✉❜❥❡❝t ✭t♦♣✮ ❛♥❞ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❜♦tt♦♠✮✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦♥
t❤❡ t♦♣ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✷✻✶❪❀ ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✜rst
❛♥❞ t❤✐r❞ q✉❛rt✐❧❡ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ✉♥❞❡r t❤❡
▼❱ s❡❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✻✳✷✵ ❆❆ ✢♦✇r❛t❡✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❈▼❘ r❡s✉❧t ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✸❪❀ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t
✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✢♦✇r❛t❡ ♦♥ ❛ s❡❝t✐♦♥ ❞♦✇♥✇✐♥❞ t❤❡ ❆❱ ✭

∫
Γ∗

t
u · n✮ ❛♥❞

♦♥ t❤❡ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥ ✭Q✸❉AA(t) =
∫
ΓAA
t

u · n✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✻✳✷✶ ■s♦✲❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥ ✭Q(u) = 200 s−2✮ ❝♦❧♦r❡❞ ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣✲
♥✐t✉❞❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt❜❡❛t✳ ■♥ ❜♦①❡s ✶✱ ✷✱ ✸ t❤❡ ✶❉ ♣❧♦t s❤♦✇s
Q❆❱✱ ✐♥ ❜♦①❡s ✹ ❛♥❞ ✺ Q▼❱✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

✻✳✷✷ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ r✐♥❣ s❤❛♣❡❞ ✈♦rt❡① ❞✉r✐♥❣ ❡❛r❧② ❞✐❛st♦❧❡✳ ■♥ ❡❛❝❤ s✉❜✜❣✉r❡✿
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭♣♦✐♥t✐♥❣
t♦✇❛r❞s t❤❡ r❡❛❞❡r✮ ♦❢ ❛ s❧✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ▲❱ ❛♣✐❝♦✲❜❛s❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥❀ ♦♥ t❤❡
r✐❣❤t✿ t❤❡ ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ Q(u) = 1500 s−2 t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✈♦rt❡①✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

✻✳✷✸ ❙tr❡❛♠❧✐♥❡s ❝♦❧♦r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛t ❡❛r❧② ❞✐❛st♦❧✐❝
♣❡❛❦ ✭❊✲✇❛✈❡✮✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✭❛✮ ❛♥❞ ✹❉ ✢♦✇
▼❘■ ✐♠❛❣❡s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✽✵❪ ❛♥❞ ❬✷✻✹❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✻✳✷✹ ▼❱✿ ❢r♦♠ ❢✉❧❧② ♦♣❡♥ t♦ ❝❧♦s❡❞ ✭r❡❣✉r❣✐t❛♥t✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ▲❡❛✢❡ts ❛r❡
❞❡❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t d̂Σ▼❱ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼

✻✳✷✺ ❋❧♦✇r❛t❡s ❛t ✐♥❧❡t ❛♥❞ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥s✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❤❡❛❧t❤② ❛♥❞
▼❱ r❡❣✉r❣✐t❛t✐♦♥ ❝❛s❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽



✷✹✻ ⑤ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✻✳✷✻ ❱♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢♦r t❤❡ r❡❣✉r❣✐t❛♥t ♠✐tr❛❧ ✈❛❧✈❡
❞✉r✐♥❣ s②st♦❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾

✻✳✷✼ ❈♦♥t♦✉r s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✭|u| = 0.5 ♠✴s✮ ❝♦❧♦r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r t❤❡ r❡❣✉r❣✐t❛♥t ♠✐tr❛❧ ✈❛❧✈❡ ❞✉r✐♥❣ s②st♦❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵

✻✳✷✽ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❚❆❲❙❙ ✐♥ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ♠✐tr❛❧ ✈❛❧✈❡ r❡❣✉r❣✐t❛t✐♦♥
❝❛s❡✿ ✭❛✮ ❢r♦♥t ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ▲❍ ✭❜✮ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❆❆✳ ■♥ ❡❛❝❤ s✉❜✜❣✉r❡✿
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t t❤❡ ❤❡❛❧t❤② ❝❛s❡✱ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t t❤❡ ♠✐tr❛❧ ✈❛❧✈❡ r❡❣✉r❣✐t❛t✐♦♥✳ ✶✼✶

✼✳✶ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❞♦♠❛✐♥✿ Ωt = Ω❘❍
t ∪Ω▲❍

t ✱ ✇✐t❤ Ω❘❍
t = Ω❘❆

t ∪Ω❘❱
t ∪ΩP❚

t

❛♥❞ Ω▲❍
t = Ω▲❆

t ∪ Ω▲❱
t ∪ Ω❆❆

t ✿ ✭❛✮ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ♣❛rt❀ ✭❜✮ ✇❤♦❧❡
❤❡❛rt s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❢r♦♠ ❢r♦♥t❛❧ ✈✐❡✇❀ ✭❝✮ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❢r♦♠
♣♦st❡r✐♦r ✈✐❡✇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✹

✼✳✷ ❲❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✿ ∂Ωt ≡ Γt = Γ❘❍t ∪ Γ▲❍t ✿ ✭❛✮ Γ❘❍t = Γ❙✉♣❱❈ ∪
Γ■♥❢❱❈ ∪

(⋃5
i=1 Γ

P❆rti
)
∪ Γ✇✱❘❍t ❀ ✭❜✮ Γ▲❍t =

(⋃5
i=1 Γ

P❱❡✐♥i
)
∪ Γ❆❆t ∪ Γ✇✱▲❍t ✳ ✶✼✺

✼✳✸ ■♠♠❡rs❡❞ ✈❛❧✈❡s ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❣❡♦♠❡tr②✿ Σ❚❱✱ ΣP❱✱ Σ▼❱✱ Σ❆❱✳ ✳ ✶✼✺
✼✳✹ ❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr② t❤❛t ✏♠✐♠✐❝s✑ ❛ ♣❛rt ✭r✐❣❤t ♦r ❧❡❢t✮ ♦❢ t❤❡

❤✉♠❛♥ ❤❡❛rt✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻
✼✳✻ ❱♦❧✉♠❡s ♦❢ ❘❆✱ ❘❱✱ P❚ ✭t♦♣✮✱ ▲❆✱ ❘❱✱ ❆❆ ✭❜♦tt♦♠✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵
✼✳✺ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❇✐❱ ❣❡♦♠❡tr② ❞✉r✐♥❣ s②st♦❧❡ ✭❝✉rr❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛✲

t✐♦♥✮✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✿ ❛ ❝❧✐♣ ✐♥ t❤❡ ❛♣✐❝♦✲❜❛s❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥❀ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✿ t❤❡
❊▼ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡str✐❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇✐❱ ❡♥❞♦❝❛r❞✐✉♠✱ ✐✳❡✳ ♦♥ Γ̂RV

t ❛♥❞
Γ̂RV
t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵

✼✳✼ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❇✐❱ ❣❡♦♠❡tr② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✶✽✶
✼✳✽ ❲❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❜♦✉♥❞❛r② ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡

❤❡❛rt❜❡❛t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✷
✼✳✾ ❚❤❡ ✸❉✲✵❉ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡

❡①t❡r♥❛❧ s②st❡♠✐❝ ❛♥❞ ♣✉❧♠♦♥❛r② ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✸
✼✳✶✵ ■♥t❡r❢❛❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✺
✼✳✶✶ ❈♦✉♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛♠♦♥❣ ✸❉ ❣❡♦♠❡tr✐❝✱ ✵❉ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✸❉ ❈❋❉ ♣r♦❜✲

❧❡♠s ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt ♠♦❞❡❧ ❛t t✐♠❡ st❡♣ n+ 1 ✭s❡❣r❡❣❛t❡❞ s❝❤❡♠❡✮✳ ✶✽✾
✼✳✶✷ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤ str❛t❡❣②✿ ✭❛✮ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝♦❧♦r❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♠❡s❤ s✐③❡ h❀ ✭❜✮ ✜♥❛❧ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛rt✳ ✶✾✵
✼✳✶✸ ❈❧✐♣s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❛ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥ts ♥❡❛r t❤❡

❝❛r❞✐❛❝ ✈❛❧✈❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶
✼✳✶✹ ■♥t❡r❢❛❝❡s ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✸❉ ❛♥❞ ✵❉ ♠♦❞❡❧s✿ ✭❛✮ ♣r❡ss✉r❡s❀

✭❜✮ ✢♦✇r❛t❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✹
✼✳✶✺ ❆✈❡r❛❣❡❞✲♣r❡ss✉r❡s ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s ✐♥ ❘❆✱ ❘❱✱ P❚✱ ▲❆✱ ▲❱✱ ❆❆ ❛♥❞

✈❛❧✈❡s st❛t✉s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✺
✼✳✶✻ ❱♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✭❢r♦♥t ✈✐❡✇✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✻
✼✳✶✼ ❱♦❧✉♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✭r❡❛r ✈✐❡✇✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✼
✼✳✶✽ Pr❡ss✉r❡ ✭❢r♦♥t ✈✐❡✇✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✽
✼✳✶✾ Pr❡ss✉r❡ ✭r❡❛r ✈✐❡✇✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✾



⑤ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✷✹✼

✼✳✷✵ ❆✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ✈❛❧✈❡s ❧❡❛✢❡ts
❞✉r✐♥❣ ❛ ❤❡❛rt ❝②❝❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✵

✼✳✷✶ ❚✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❘❆✱ ❘❱ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ▲❆✱ ▲❱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❞✉r✐♥❣
❛ ❤❡❛rt ❝②❝❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✵

✼✳✷✷ ❙❧✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ❛♣✐❝♦✲❜❛s❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦❧♦r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭♣♦✐♥t✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤❡
r❡❛❞❡r✮ ✇✐t❤ ✷❉ ❣❧②♣❤s ♦r✐❡♥t❡❞ ❛♥❞ s❝❛❧❡❞ ❛s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❙♥❛♣s❤♦ts
❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥ ❞✐❛st♦❧❡ ❛t t✐♠❡s t = 0.60 s✱ t = 0.62 s✱ t = 0.65 s✱ t = 0.72
s✳ ✭❛✮ ▲❍❀ ✭❜✮ ❘❍✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✷

✼✳✷✸ ❊♥str♦♣❤② ✐♥ ❘❆✱ ❘❱ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ▲❆✱ ▲❱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❤❡❛rt ❝②❝❧❡✳ ✷✵✸
✼✳✷✹ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣❧❛♥❡s ✇✐t❤ ✷❉

❣❧②♣❤s✿ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛ ♣❧❛♥❡ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣✉❧♠♦♥❛r② ✈❡✐♥s❀ ♦♥ t❤❡
r✐❣❤t ❛ s❧✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ❛♣✐❝♦✲❜❛s❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
✈❡♥❛❡ ❝❛✈❛❡✳ ❙♥❛♣s❤♦t ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t t = 0.7 s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✸





✷✹✾

▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✷✳✶ ❙✐③❡s ♦❢ t❤❡ ❋❉❆ ♥♦③③❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✷✳✷ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ✢♦✇ r❛t❡s ❢♦r t❤❡ s✐♠✲

✉❧❛t❡❞ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✷✳✸ ❈❛s❡ Re = 500✿ s♣❡❝✐✜❝s ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❣r✐❞ ❧❡✈❡❧s ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✷✳✹ ❈❛s❡ Re = 500✿ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥✿

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t✉r❜✉❧❡♥❝❡
♠♦❞❡❧s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
st✉❞② ♦♥ t❤❡ ✜♥❡ ❣r✐❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✺ ❈❛s❡ Re = 3500✿ s♣❡❝✐✜❝s ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✸✳✶ ❉❛t❛ s❡t ❞❡t❛✐❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✺✳✶ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡s❤❡s Thi
, i = 1, . . . , 3✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts❀ ♥✉♠✲

❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭❉❖❋s✮ ✉s✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❧✐♥❡❛r ❡❧❡♠❡♥ts ✭❢♦r
✈❡❧♦❝✐t②✱ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r✮❀ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❡❧❧ s✐③❡
❢♦r t❤❡ ✐♥♥❡r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤❀ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✿ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r
t❤✐❝❦♥❡ss δ❇▲✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛②❡rs n❧❛②❡rs ❛♥❞ r❛t✐♦ ❛♠♦♥❣ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❧❛②❡rs✬
t❤✐❝❦♥❡ss❡s χ❇▲✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✺✳✷ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✿ ♣❛rt✐❝❧❡s r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ▲❆ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤
❝❛r❞✐❛❝ ❝②❝❧❡ ❛♥❞ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦♥ t♦t❛❧ ✐♥❥❡❝t❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✺✳✸ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❙❯P● ❛♥❞ ❱▼❙✲
▲❊❙ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ r❡❣✐♠❡✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱
✇❡ ✉s❡ P1−P1 ❋❊ s♣❛❝❡s✱ ❇❛❝❦✇❛r❞ ❊✉❧❡r ▼❡t❤♦❞ ❛s t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡✱ ❛♥❞ ❛ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r t❡r♠s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✺✳✹ ▼✐♥✐♠✉♠✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥✲
❡r❣② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ e(t) = |Ekf (t)− E❘❊❋

kf (t)|✳ ✳ ✳ ✶✵✼
✺✳✺ ❱❛❧✉❡s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ✵❉ ♠♦❞❡❧ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ P❍ ❛♥❞ ❆❋ ❝❛s❡s✳ ❚❛❜❧❡

❢r♦♠ ❬✻✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻
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